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RELEMBRANDO

Sejam H um espago de Hilbert e M C H um subespago fechado.

@ Para cada x € H, existe um Unico y, € M tal que
inf{[lx — yll; y € M} = |lx =y

@ Fica bem definida a aplicacdo P : H — M dada por Px = y,.

@ Px é o unico elemento de M tal que x — Px L M.

PROPOSICAO
Sejam H um espaco de Hilbert e M C H um subespaco fechado.
(a) P € linear.
(b) PP =P.
(c) KerP = M* eImP = M.
@ [[Px] < Il
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DESIGUALDADE DE BESSEL

TEOREMA

Seja {eq }acs um conjunto ortonormal num espago de Hilbert /. Entdo,

Sl e < [P, V€ .

ael

Em particular, (x, eo) 7 0 apenas num conjunto enumerdvel de indices « € J.
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BASE

DEFINICAO

Um conjunto ortonormal {eq }oes num espago de Hilbert H € dito uma base ortonormal se

Ger({ea}tacs) = H.

PROPOSICAO

Todo espago de Hilbert H ndo trivial possui é uma base ortonormal.

PROPOSICAO
Seja {eq }acs um conjunto ortonormal num espago de Hilbert 7. Entdo, sdo equivalentes:
(a) {ea}aes é uma base ortonormal.

(b) se& € H satisfaz £ L eq, paratodo a € J, entdo £ = 0.
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DEFINICAO

Seja {eq }acs um conjunto ortonormal num espago de Hilbert 7. Dado x € H, o conjunto
{{x, ea) }acs € dito coeficientes de Fourier de x. A soma

Z(-x» ea>ea
ael

é dita série de Fourier de x, com respeito a {eq }acs-

TEOREMA

Seja {eq }acs um conjunto ortonormal num espago de Hilbert 7. Entdo, sdo equivalentes:
(a) {ea}acs é uma base ortonormal.
(b) asérie de Fourier de x € H, com respeito a {ea }acJ, cOnverge para x, ou seja,

X = Z(x, €a)ea.

aeJ

(c) Vale a Identidade de Parseval:

el =D lx, ea) .

ael

= . - = =
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BASES ENUMERAVEIS

TEOREMA
Um espaco de Hilbert ‘H € separdvel se, e somente se, possui uma base enumeravel

TEOREMA

Se H é um espaco de Hilbert é separdvel, entdo existe uma isometria T : H — £*(K)

Fernando Avila (UFPR) MATE 7007 S2-2024

6/7



