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OPERADORES LINEARES LIMITADOS

DEFINICAO

Um operador linear (transformagcdo linear) entre dois espagos vetoriais N; e N> € uma fungo
T : Ni — N, tal que

T(an+ &) = aT(n) + T(£), Va € K,V¥n,xi € N.

TEOREMA

Seja T : N1 — N> um operador linear entre espacos normados. Sio equivalentes:
(@) supy, < [1Tnll2 < o0
(b) Existe C > 0tal que ||Tn|]2 < C|n|, para todo n € N,
(c) T é uniformemente continuo.

(d) T € continuo.

(e) T é continuo em 0.
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OBSERVACAO
@ Um operador linear continuo é também chamado de limitado.
@ O espago dos operadores lineares limitados T : N — N, seréd denotado por B(N7, N>)
@ No caso N' = Nj = N, escreve-se apenas B(N).

@ Note que B(Ni, N2) é um espago vetorial munido das operagdes usuais
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TEOREMA
Para cada T € B(N1, N2) considere o nimero

T
o LTl
n€N|,n#0 ||77H1

ITllBv N = 1)

Entéo,
(a) (1) é uma norma em B(N;, N>)
(b) Valem as igualdades

Tnll2 _
neNT,n#0 Il Hn\ll—

p Tnl. = sup_ ITn[l2 = inf {C > 0; [[Tn]2 < Clnlli}.
Il < neN

(c) Se N é Banach, entdo o mesmo vale para B(N;, N2).

DEFINICAO

Se A € um espago normado, entdo o espago de Banach B(N, K) serd denotado por 3*. Cada
elemento de B* ¢ dito um funcional linear continuo.

a (UFPR) MATE 7007 S2-2024 4/6



EXEMPLOS

@ Em CJ0, 1] temos o operador continuo
t
Tx(t) = / x(s)ds.
0

@ Considere J = [0, 1] e  : J X J — R uma fungéo continua. O operador linear
T : C[0,1] — C[0, 1], dado por

Tx(r) :/0 x(s)r(t, s)ds

é continuo.

@ Seja D C ([0, 1] o subespago do polindmios continuos p : [0, 1] — R. Entéo, o operador
linear T : D — C[0, 1] dado por Tp = p’ ndo € continuo.
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REPRESENTACAO DE RIEZ

TEOREMA (REPRESENTA(;AO DE RIESZ)
Seja H um espaco de Hilbert. Para cada f € H™ existe um tnico xy € H tal que

fx) = (x,x), Vx € H.

Além disso, ||x¢]|2 = |If ||+ |

OBSERVACAO
@ Note que o operador ¥ : H* — H dado por ¥(f) = x; é uma isometria sobrejetiva.

@ anormaem H* provém do produto interno

(s 8)mx = (7, Xg) -

@ Todo espaco de Hilbert A ¢ isometricamente isomorfo a H**.
v
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