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OPERADORES LINEARES LIMITADOS

DEFINICAO

Um operador linear (transformagao linear) entre dois espagos vetoriais N7 e N> é
uma fungédo T : N7 — N> tal que

T(an+ &) = aT(n) + T(€), Ya € K, Vn, xi € M.

TEOREMA
Seja T : N1 — N> um operador linear entre espagos normados. S0 equivalentes:

(@) supj, <1 [Tnll2 < o0
b) Existe C > 0tal que || Tn|l2 < C||n||1, para todo € N

(
(c) T é uniformemente continuo.
(d) T é continuo.

(

e) T é continuo em 0.

)
)
)
)
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TEOREMA
Para cada T € B(N7,N2) considere o nimero

: I Tnl2
ITlBq Ay =  sup == (1)
WA = R [l

Entéo,
(@) (1) é uma norma em B(N7,N>)
(b) Valem as igualdades

|2 .
ITnlle _ up | Tglla = sup I Tolla= inf {C>0; | Tall2 < Clnlls}.
neNy 0 nllt aip=1 Il <1 neN

(c) Se N> é Banach, entdo o mesmo vale para B(N7, Nz).

DEFINICAO

Se N é um espago normado, entdo o espago de Banach B(N, K) sera denotado por
B*. Cada elemento de B* é dito um funcional linear continuo.
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REPRESENTACAO DE RIESZ

TEOREMA (REPRESENTAQAO DE RIESZ)
Seja H um espago de Hilbert. Para cada f € H* existe um Unico x; € H tal que

f(x) = (X, X¢), VX € H.

Além disso, ||x¢||# = ||f||~
OBSERVACAO
@ Note que o operador W : H* — H dado por V(f) = x; € uma isometria
sobrejetiva.

@ anormaem H* provém do produto interno

(f, @ = (Xr, Xg)m-

@ Todo espago de Hilbert H é isometricamente isomorfo a H**.
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REPRESENTAGCAO DE RIESZ PARA FORMAS SESQUILINEARES

DEFINICAO
Sejam H1, H» dois espagos de Hilbert sobre K.
@ Uma forma sesquilinear sobre sobre Hy x H» € uma aplicagéo h: Hy x Hz — K
tal que para todo x, x1, X2 € H1, ¥, y1, Y2 € H2 e todo a € K valem as igualdades
(@) h(axi +x2,y) = ah(xi,y) + h(xz, y),
(b) h(x,ayr + y2) = @ah(x, y1) + h(x, y2),
@ Dizemos que a forma sesquilinear é limitada se existe uma constante C > 0 tal

que
Ih(x, V) < Clix[l1llyllz, VX € Ha,Vy € Ha.

Neste caso, definimos
. h(x,
Il = sup JINIL
xy#0 X[yl
a qual é chamada de norma de h. Em particular,

[hC )1 < 1AlHIx 1y 112
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REPRESENTAGCAO DE RIESZ PARA FORMAS SESQUILINEARES

TEoREMA (REPRESENTACAO DE RIESZ)

Sejam H1, H» dois espacgos de Hilbert sobre K e h: Hy x H, — K uma forma
sesquilinear limitada. Entéo, existe um Unico operador linear limitado Sy : H1 — Hz

tal que
h(x,y) = (Sn(X), ¥)1p, VX € H1,Vy € Ha.

Além disso, || h|| = [|Shl|B(#;,3,)- )
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OPERADOR AUTO ADJUNTO

TEOREMA
Sejam H1, H. dois espagos de Hilbert sobre K e T € B(#1,H2). Entéo, existe Gnico

T* € B(H2,H1) tal que
(TX, Y2, = (X, TY)3,, YX € He,y € Ho.

Além disso, || T [|5¢,.3¢) = I Tl 7¢2)-

@ Dizemos que T* é o adjunto (de Hilbert) de T.
@ Nas condigbes do teorema, T°* = (T*)* =T.

DEFINICAO
Sejam H um espaco de Hilberte T € B(H). Dizemos que T é:
@ Normalse T"T =TT".

@ Autoadjuntose T = T™.
@ Unitario se é bijetivo, com inversa limitada e T* = T
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EXEMPLOS

DIMENSAO FINITA
Dada Anxn € M(C), entdo o operador adjunto de x — Ax &

—T
X— A X. )

SHIFT
Em ¢2, o adjunto do operador

Sa({x}) ={0,x1,%2,...,}

é o operador

Se({y/}):{y27y3""7}' )
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ALGUMAS PROPRIEDADES

TEOREMA
Sejam H1, H. dois espagos de Hilbert sobre Ke T, S € B(H1, Hz). Entéo:

(@ (aT+S8)" =aT"+ 8"
0) 1T 5¢3e) = 1 T* Tllsser) = I TBat, 342
(c) Se Hy = Ho, entdo (ST)" =T*S".

TEOREMA
Sejam H um espaco de Hilberte T € B(H). Entdo:
(@) T énormal se, e somente se, || T*x||x = || Tx||#, para todo x € H.
(b) Se H é um espago complexo e T : H — H é um operador linear tal que
(Tx,x) >= 0, paratodo x € H, entdo T = 0.
(c) Se H é um espacgo complexo, entdo T é autoadjunto se, e somente se, (Tx, X)
é real para todo x € H.
(d) Se {Th}nen € uma sequéncia em B(H) de operadores autoadjuntos que
converge para T, entdo T é autoadjunto.

= = = = LA
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