4.5 Exercicios

1. Se x e y sao vetores do espago com produto interno X tal que ||z + y||* =
|z||? + ||ly||?, podemos concluir que = L y? Justifique sua resposta.

2. Sejam Y e Z subespacos vetoriais de X. Mostre que X =Y @ Z, se e somente
se, para cada xr € X existem y € Y e z € Z tnicos tal que r =y + z.
3. Seja A um subconjunto de um espaco com produto interno, mostre que A+++ =

At
4. Seja X um espago de Hilbert

(a) Mostre que Z é um subespaco fechado de X se, e somente se, Z = Z++.

b) Seja A um subconjunto de X. Mostre que A+ é o menor subespaco

(b) Sej j q pag
fechado que contem A.

5. Sejam Xi, Xy espacos de Hilbert, M; C Xy, My C Xy e T € B(X1;Xs).

(a) Se T'(M;) C My mostre que Mi- 2 T*(Mj").

(b) Se M e M, sao subespagos, e Ms é fechado mostre que, se M- 2 T*(M;-),
entao T'(M;) C M.

(c) Mostre que Im(T)* = N(T*), Im(T*)* = N(T) e N(T)* = Im(T™*).
6. Nos seguintes casos, mostre que o subespaco vetorial Z de ¢? é fechado e
encontre Z+.
(a) Z ={x = (x,) € *: 2, = 0 quando n é par}
(b) Z = Ger{ey, e, e} onde €; = (dik)ken-
7. Seja{ey : k € I} um subconjunto ortonormal no espago de Hilbert X, considere

Z = Ger{ey, : k € I'}. Mostre que o operador projecao ortogonal P : X — Z é
dado por

Px = Z(x,ek>ek.

kel

1
8. Considere o espaco C[—1, 1] com o produto interno (f,g) = / f(z)g(z) dx.
-1
Considere os subespagos de funcoes pares e impares respectivamente
A={feC-1L1]: f(-z) = f(z)}, B={feC[-11]: f(-z) =—f(2)}.
Mostre que A L B e que C[—1,1] = A® B.

9. Seja Z o conjunto de sequéncias r = (z,) que tem no maximo um numero finito
de termos nao nulos. Mostre que existe z € ¢? que nao pode ser projetado
ortogonalmente sobre Z.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seja X um espago de Hilbert e {e, : n € N} um subconjunto ortonormal. A
o0

série Z |(x, e,)| converge para todo x € X? Justifique sua resposta.

n=1

Seja {er : k € I} um conjunto ortonormal no espa¢o com produto interno X,
mostre que

D Kaver)y e < lzllllyll, zyeX
kel

Seja X um espacgo com produto interno e x € X. Mostre que

]l = sup [(z,y)]
lyll=1

Seja Z # {0}, um subespaco completo do espaco com produto interno X.
Considere o operador projecao ortogonal P, sobre o subespaco Z. Mostre que

(a) Pz é idempotente, isto é, PZ = Py.
(b) ||Pz]| =1 e Nu(Pz) = Z+.
(¢) Se X é um espago de Hilbert entao

X = Nu(Pz) & Im(Pz) = Nu(Pyz) & Nu(Py).

Seja Z um subespago do espago com produto interno X e T' € B(X; X). Dize-
mos que Z ¢ invariante sob T se T(Z) C Z. Mostre que Z ¢é invariante se, e
somente se, T'P; = P;T Py, sendo Py o operador projecao ortogonal sobre Z.

Seja M um subconjunto de um espago com produto interno X.

(a) Suponha que M é um subconjunto denso ou um conjunto total. Se
(x,z) = (y, z) para todo z € M, mostre que = = y.

(b) Suponha que X é Hilbert. Se a igualdade (z, z) = (y, z) para todo z € M
implica que x = y, mostre que M ¢ um conjunto total.

Seja X um espago de Hilbert e B = {ej : k € I} um subconjunto ortonormal.
Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes

(a) B ¢ uma base de Hilbert.

(b) para cada z € X tem-se que x = Z(:c, ek) €.
kel

(c) para cada =,y € X tem-se que (z,y) = Z(x, ey, ex).
kel
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Seja B = {ej : k € I} um subconjunto ortonormal do espago de Hilbert X e
r € X. Mostre que

r € Ger(B) & a= Z(x,ek>ek.

kel
Seja X um espaco com produto interno.
(a) Para cada y € X mostre que a aplicagao em X, fy(z) := (z,y) é um
funcional linear limitado e que || f,|| = ||y||

(b) Considere a aplicacao F' : X — X' dado por F(y) = f,. Se F' é sobrejetiva,
mostre que X é um espaco de Hilbert.

Seja X o completamento do espaco vetorial

L
X = {:U € C(R): lim —/ z(t)? dt Converge} :

R—o0 —R

com o produto interno
1 (R
(r,y) = lim —/ x(t)y(t) dt.
RJ g

(a) Mostre que o subconjunto {sin(at) : @ > 0} é um conjunto ortogonal de
X

(b) Mostre que X nao é separavel.

Sejam X e Y espagos de Hilbert sobre o mesmo corpo de escalares. Se estes
espacos tem a mesma dimensao de Hilbert, mostre que sao isometricamente
isomorfos.

Seja R o operador de representacao de Hilbert R : X' — X. mostre que a
inversa R~!: X — X’ é dada por

(R'2)(2) = (z,2) VzeX
Mostre que todo espago de Hilbert X é isometricamente isomorfo com seu
doble dual X" := (X')".

Seja X um espaco de Hilbert e g : X — K um funcional antilinear limitado,
isto é, g satisfaz:

glaz + By) = agle) + Baly) o lgl = sup L < o,
e

Mostre que existe um tnico vetor y € X tal que g(x) = (y, x) para todo z € X
e que [lgl| = ly[].
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Mostre que o produto interno (-,-) de um espago de Hilbert é uma forma
sesquilinear. Calcule a norma desta forma sesquilinear.

Seja X um espaco vetorial, uma forma Hermitiana em X ¢ uma forma sesqui-
linear h : X x X — K que satisfaz

h(z,y) = h(y,x), Vz,yeX

Considere h uma forma hermitina nao negativa, isto é, h(z,x) > 0 para todo
reX

(a) Mostre que h satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
[h(z,y)I* < Mz, 2)h(y,y), Yo,y eX

(b) Mostre que p(x) = /h(z,x) define uma seminorma em X.

Seja T : X — X um operador linear limitado no espaco de Hilbert X. Mostre
que a imagem de T' é um espaco de dimensao finita se, e somente se, T' pode
ser representado da forma

n

Tr = Z(x, 2y, Vo e X,

i=1
com z;,y; € X,12=1,...,n para algum n € N.

Seja X um espaco de Hilbert e T': X — X um operador linear limitado bijetivo
com inverso limitado. Mostre que T* é bijetivo e que (T%) 1 = (T 1)*.

Seja X um espago de Hilbert e (T},) uma sequéncia em B(X;X). Se T,, — T
em B(X;X), mostre que T — 7% em B(X;X).

Considere os operadores lineares limitados T,L : ¢> — (? cujas regras de
correspondéncia para x = () sao dadas por

Tr = (v9,T4,%6,...), Lx=(r1+ 22,29+ 3,23+ T4,...).
Encontre a regra de correspondéncia dos adjuntos 7™ e L*.

Considere o espago vetorial C'[0, 1] com o produto interno

)= [ 50
Para o operador linear limitado 7' : C[0,1] — C|0, 1] dado por T(f)(t) =
t

/ f(s) ds, encontre um operador linear limitado L : C|[0,1] — C]0, 1] tal que
0

(Tf.g)={f Lg), VfgecC[01].
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
41.

42.

Se T e S sao operadores normais tal que T'S* = S*T" e ST* = T*S, mostre
que T+ S e T'S sao normais.

Seja X um espacgo de Hilbert e T': X — X um operador linear limitado. Se T
¢ normal, mostre que ||T?|| = ||T|*

Seja T, : X — X uma sequéncia de operadores lineares limitados normais no
espaco de Hilbert X tal que T, — T. Mostre que T' é uma operador linear
normal.

Seja X um espaco de Hilbert e T, S : X — X operadores lineares limitados
autoadjuntos, mostre que ST ¢é autoadjunto se, e somente se, ST =T'S.

Seja Z um subespaco fechado do espago de Hilbert X. Mostre que o operador
projecao ortogonal P, é autoadjunto.

Seja T : X — X um operador linear limitado no espaco de Hilbert X complexo.

(a) Mostre que existem operadores autoadjuntos 77,75 tnicos tal que T =
Ty + iTs.

(b) Mostre que T' é normal se, e somente se, T1Ty = 15T}, onde T1,T5 sdo os
operadores do item anterior.

Considere T : C? — C? dada por T'(z,y) = (z+ iy, v —iy). Mostre que T*T =
TT* = 21 e calcule os operadores 17, T, autoadjuntos tal que T' = T} + 'T5.

Seja A € Msy2(R). Estabeleca condigbes sobre as entradas da matriz para que
A seja um operador normal. Se A é normal porém nao é autoadjunto, mostre
que existem 1, P2 € R, By £ 0 tal que A = 511 + P2 B, onde

10 0 —1
BT
Mostre que em todo espaco vetorial sempre é possivel definir um produto
interno.

Mostre o item 3 do teorema 4.2.2 combinando o item 1 com o teorema 4.1.7.

Sejam U, V operadores unitarios no espago de Hilbert X. Mostre que
(a) Se X # {0} entao ||U]| = 1.

(b) U~! & unitdrio.

(¢) UV ¢é unitério.

Seja M € M,,»,(C). Mostre que M é uma matriz unitaria se e somente se,
suas colunas formam um conjunto ortonormal em C".
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43.

44.

45.

46.

Seja T : X — X uma isometria lincar no espaco de Hilbert X. Se T nao ¢
unitario mostre que Im(7") é um subespaco fechado préprio de X.

Mostre que toda isometria linear em espacos com produto interno de dimensao
finita ¢ unitario.

Seja U um operador unitdrio no espaco de Hilbert X.

(a) Se E C X, mostre que U(E+) = U(E)*.

(b) Mostre que U é autoadjunto se, e somente se, U? = I.

Seja X um espago de Hilbert. Mostre que um subespaco Z é denso em X se,
e somente se, Z+ = {0}.
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