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Espacos vetoriais

ESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO

Sejam V um conjunto néo vazio, K um corpo (R ou C) e duas operagdes

+:VxV—>Ve - :KxV->V.

Dizemos que V = (V,K, +, -) é um K-espaco vetorial, com respeito as operagdes + e -, se as

seguintes propriedades sdo cumpridas:
Al) u+v=v+u, Yu,vev.
A2) (u+v)+w=u+ v+w), Vu,v,we V.
(A3) Existe umelemento 0 € Vtalquev+0=v, Yv € V.
(A4) Paracadav € V,existeu € Vtalquev+u =0.

M1) (aB)-v=a-(B:V), Va,BeKeVveV.

(M2) 1-v=v, Yv € V,sendo | aidentidade de K.

D) a-(v+u) - u=a-v+a-u YuveVeVaeckK.
D2) (a+P) - v=a-v+p-v, VveVeVa,B K.
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COMBINACAO LINEAR

DEFINICAO

Um vetor u € V ¢ dito uma combinacdo linear dos vetores u, . . .

ar,...,apem K tais que u = 370 o

,u, €V se existem escalares
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COMBINACAO LINEAR

DEFINICAO
Um vetor u € V ¢ dito uma combinacdo linear dos vetores uy, ..., u, € V se existem escalares
ar,...,apem K tais que u = 370 o

v
EXEMPLO 1

Em R?, o vetor v = (3,2) é combinacio linear dos vetores e; = (1,0) e e; = (0, 1). Mais
ainda, todo vetor em R? ¢ combinacio linear de e ¢ e».
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COMBINACAO LINEAR

DEFINICAO

Um vetor u € V ¢ dito uma combinacdo linear dos vetores uy, ..., u, € V se existem escalares
ar,...,apem K tais que u = 370 o

EXEMPLO 1

Em R?, o vetor v = (3,2) é combinacio linear dos vetores e; = (1,0) e e; = (0, 1). Mais
ainda, todo vetor em R? ¢ combinacio linear de e ¢ e».

EXEMPLO 2

Em R?, o vetor v = (3,2) ndo é combinagio linear dos vetores vi = (1,0) e v» = (3,0).
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COMBINACAO LINEAR

DEFINICAO
Um vetor u € V ¢ dito uma combinacdo linear dos vetores uy, ..., u, € V se existem escalares
ar,...,apem K tais que u = 370 o

v
EXEMPLO 1

Em R?, o vetor v = (3,2) é combinacio linear dos vetores e; = (1,0) e e; = (0, 1). Mais
ainda, todo vetor em R? ¢ combinacio linear de e ¢ e».

EXEMPLO 2

Em R?, o vetor v = (3,2) ndo é combinagio linear dos vetores vi = (1,0) e v» = (3,0).

EXEMPLO 3

Em V = .7 (R; R) todo fungéo é combinagio linear de uma fun¢io par com uma fungio impar.
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Dependéncia linear

CONJUNTOS LINEARMENTE INDEPENDENTES
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Dependéncia linear

CONJUNTOS LINEARMENTE INDEPENDENTES

DEFINICAO

Seja V um K-espago vetorial e A = {uy, ...
A é um conjunto linearmente independente se

, Up } um conjunto de vetores em V. Dizemos que

n
g au=0 = aqy=a=...=0, =0.
Jj=1
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Dependéncia linear

CONJUNTOS LINEARMENTE INDEPENDENTES

DEFINICAO
Seja V um K-espago vetorial e A = {uy, . .., u, } um conjunto de vetores em V. Dizemos que
A é um conjunto linearmente independente se

n
Zajuj:O = ar=m=...=a, =0.
j=1
v
DEFINICAO
Seja V um K-espaco vetorial e A = {ui, ..., u,} um conjunto de vetores em V. Dizemos que
A é um conjunto linearmente dependente se for possivel obter escalares o, . . ., a, em K,

nao todos nulos tais que

n
>~ aju; =0,
j=1
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Dependéncia linear

EXEMPLOS EM R3

EXEMPLO 1

Vamos verificar quais conjuntos abaixo s@o L.I. e quais sdo L.D.
(@ {vi=(1,1,1), v» =(1,1,0), vs = (1,0,0)}.
() {vi =(1,0,1), v2=(0,1,0)}.
© {vi=(1,2,4), v»=1(2,1,3), vs = (4,—1,1)}.
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Dependéncia linear

UM PRIMEIRO RESULTADO

@ Considere um conjunto de n vetores A = {vi,...,v,} em R" e sejam vy, . . .

tais que
n
E Qv = 0
=1

@ Escrevendo

Vi= VigyeeoyVng) € x=(Q1y...,Qn)
temos o sistema
A-x=0,
em que A é matriz cujas colunas sdo os vetores vy, . .., V.
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Dependéncia linear

UM PRIMEIRO RESULTADO

@ Considere um conjunto de n vetores A = {vi,...,v,} em R" e sejam «vy, ..., € R
tais que
n
Z Qv = 0
j=1
@ Escrevendo
Vi= VigyeeoyVng) € x=(Q1y...,Qn)
temos o sistema
A-x=0,
em que A é matriz cujas colunas sdo os vetores vy, . .., V.
TEOREMA 1
Um conjunto de n vetores A = {vi,...,v,} em R" é L.L se, e somente se, det(A) # 0.
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Dependéncia linear

EXEMPLOS EM ESPACOS DE FUNCOES

EXEMPLO 2

Considere V = .Z (R; R). Entéo, o conjunto {fi,f>}, com fi (x) = cos(x) e f»(x) = sen(x) é
linearmente independente.
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Dependéncia linear

UM RESULTADO GERAL

TEOREMA 2

Seja A = {vi, ..., vs} um conjunto de vetores ndo nulos em um espago vetorial V. Se nenhum
deles é combinacao linear dos demais, entdo A é L.I.
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Dependéncia linear

IMPORTANTE

TEOREMA 3

Sejam V um espago vetorial e A um subconjunto de V. Entdo, V € linearmente independente
se, e somente se, todo subconjunto finito de A € linearmente independente.

EXEMPLO 3
Em V = .Z(R;R) o conjunto A = {f;, j € N}, em que

fitx) =&,

¢ linearmente independente.
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