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Subespacos vetoriais

SUBESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO
Um subespaco de um espago vetorial V é um subconjunto S C V que satisfaz as seguintes

propriedades:
(S1) 0€S.
(82) u+ves, Vu,ves.
(S3) \ueS, Vues, VIeK.
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Subespacos vetoriais

SUBESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO
Um subespaco de um espago vetorial V é um subconjunto S C V que satisfaz as seguintes

propriedades:
(S1) 0€S.
(82) u+ves, Vu,ves.
(S3) \ueS, Vues, VIeK.

OBSERVACOES

@ Se S ¢é um subespago, entdo (S, K, +, -) é espaco vetorial, sendo + e - as operagdes de V.

Por isso 0 nome subespaco vetorial.
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Subespacos vetoriais

SUBESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO
Um subespaco de um espago vetorial V é um subconjunto S C V que satisfaz as seguintes

propriedades:
(S1) 0€S.
(82) u+ves, Vu,ves.
(S3) \ueS, Vues, VIeK. )

OBSERVACOES
@ Se S ¢é um subespago, entdo (S, K, +, -) é espaco vetorial, sendo + e - as operagdes de V.
Por isso 0 nome subespaco vetorial.
@ Qualquer combinagao linear de elementos de um subespago ainda pertence ao

subespaco, isto é, se uy, ..., u, € Se ai,...,a, € K, entdo

n
u= Zajuj (S
j=1
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO BEM SIMPLES

@ Todo espago vetorial V € um subespaco dele.
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EXEMPLOS

EXEMPLO BEM SIMPLES

@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.

@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO BEM SIMPLES
@ Todo espago vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.

FUNCOES

Considere V = % (R; R) o espago das fungdes f : R — R. Temos entdo os subespagos:
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EXEMPLOS

EXEMPLO BEM SIMPLES
@ Todo espago vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.

FUNCOES
Considere V = % (R; R) o espago das fungdes f : R — R. Temos entdo os subespagos:
@ § = % (R;R), das funcdes continuas.
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO BEM SIMPLES
@ Todo espago vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.

FUNCOES

Considere V = % (R; R) o espago das fungdes f : R — R. Temos entdo os subespagos:
@ § = % (R;R), das funcdes continuas.
@ W = %¢®(R;R), das funcdes diferencidveis de ordem k.
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.

FUNCOES

Considere V = % (R; R) o espago das fungdes f : R — R. Temos entdo os subespagos:
@ § = % (R;R), das funcdes continuas.
@ W = %¢®(R;R), das funcdes diferencidveis de ordem k.
@ Z = P(R) dos polindmios.
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Subesp:

INTERSECCAO

Se Sx, A € L, é uma colecdo de subespacos vetoriais de V, sendo L um conjunto qualquer de
indices, entdo o conjunto
S=[)S

AEL

€ um subespaco.
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Subespacos vetoriais

INTERSECCAO

Se Sx, A € L, é uma colecdo de subespacos vetoriais de V, sendo L um conjunto qualquer de
indices, entdo o conjunto
S=[)S

AeL
€ um subespaco.

v
HIPERPLANO
Considere V = K" um espaco vetorial e ay, . . ., o, € K escalares fixados. Temos entao o
subespago S C K" formado por todos os vetores x = (xi, . .., x,) solu¢cdes da equacgdo

a1X1 + oxy + .. ox, = 0.
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Subespacos vetoriais

INTERSECCAO

Se Sx, A € L, é uma colecdo de subespacos vetoriais de V, sendo L um conjunto qualquer de
indices, entdo o conjunto
S=[)S

AeL
€ um subespaco.
v

HIPERPLANO
Considere V = K" um espaco vetorial e ay, . . ., o, € K escalares fixados. Temos entao o
subespago S C K" formado por todos os vetores x = (xi, . .., x,) solu¢cdes da equacgdo

a1X1 + oxy + .. ox, = 0. )
SISTEMAS

O conjunto das solugdes do sistema homogéneo

anxi+ ...+ awx, =0

Am1X1 + ... + QunXp = 0

é um subespaco de K".

Fernando Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2025

4/10



Subespacos vetoriais

EXEMPLO: SOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

EXEMPLO

O conjunto de solucdes da equagdo diferencial homogénea
ay” (x) + by (x) + cy(x) = 0

é um subespaco vetorial de € (R; R).
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Subespacos vetoriais

NUCLEO E IMAGEM DE UMA MATRIZ

Fernando Avila (UFPR) CMI 022 $2 - 2025 6/10



Subespacos vetoriais

NUCLEO E IMAGEM DE UMA MATRIZ

NUCLEO
Seja A,x, uma matriz com entradas em K. Entdo, o conjunto

NA)={xeK"; A-x=0}

é um subespago de K" chamado de niicleo de A.
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Subespacos vetoriais

NUCLEO E IMAGEM DE UMA MATRIZ

NUCLEO
Seja A,x, uma matriz com entradas em K. Entdo, o conjunto

NA)={xeK"; A-x=0}

é um subespago de K" chamado de niicleo de A.

IMAGEM
Seja A, x, uma matriz com entradas em K. Entdo, o conjunto

Im(A) ={y e K"; A-x =y, paraalgumx € K"}

é um subespago de K" chamado de imagem de A.
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Subespacos vetoriais

NUCLEO E IMAGEM DE UMA MATRIZ

NUCLEO

Seja A,x, uma matriz com entradas em K. Entdo, o conjunto
NA) ={xeK'; A-x=0}

é um subespago de K" chamado de niicleo de A.

IMAGEM

Seja A, x, uma matriz com entradas em K. Entdo, o conjunto
Im(A) ={y e K"; A-x =y, paraalgumx € K"}

é um subespago de K" chamado de imagem de A.

EXEMPLO
Determinar N(A) e Im(A) da matriz

St

Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2025

6/10



SUBESPACOS GERADOS
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Subespacos vetoriais

SUBESPACOS GERADOS

DEFINICAO
Dado um conjunto ndo vazio A em um espaco vetorial V denotamos por ger(A) o conjunto de
todas as combinagdes lineares de vetores em A, isto é,

n
ger(A) =Sv=> ", ; €K, ;€A

J=1
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Subespacos vetoriais

SUBESPACOS GERADOS

DEFINICAO
Dado um conjunto ndo vazio A em um espaco vetorial V denotamos por ger(A) o conjunto de
todas as combinagdes lineares de vetores em A, isto é,

n
ger(A) =Sv=> ", ; €K, ;€A

j=1
v

@ Temos que ger(A) é um subespago de V que é chamado de espaco gerado por A.

@ Quando for V = ger(A), entdo dizemos que A é um conjunto gerador de V.
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EXEMPLOS
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Subespagos vet

EXEMPLOS

BASE CANONICA DE K"
O conjunto 8 = {ej,j = 1,...,n} é um gerador de K", sendo ¢; € K" o vetor cujas entradas

sdo iguais 1 na posi¢do j e 0 nas demais.
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

BASE CANONICA DE K"

O conjunto 8 = {ej,j = 1,...,n} é um gerador de K", sendo ¢; € K" o vetor cujas entradas
sdo iguais 1 na posi¢do j e 0 nas demais.

ESPA(;O COLUNA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M, (K)

all aln . ain

asi an e a2n
A =

Aaml am e Amn
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

BASE CANONICA DE K"

O conjunto 8 = {ej,j = 1,...,n} é um gerador de K", sendo ¢; € K" o vetor cujas entradas
sdo iguais 1 na posi¢do j e 0 nas demais.

ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M, (K)

an az Aain

az] an a2n
A =

aml am2 e Amn

O espago coluna de A € o subespaco C4 de K" gerado pelos n vetores construidos através das
colunas de A, isto é, tomamos o conjunto de vetores

Vv = (a“,am,. .. ,aml), V) = (alz,azz, e ,amz),. cey V= (aln,aZn,. . .,a,,,,l)

e definimos

Ca = ger({vi,...,vn}).
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Somas de subespacos

SOMAS DE SUBESPACOS

DEFINICAO
Sejam V um espaco vetorial e A, B dois subconjuntos, ndo vazios, quaisquer. Definimos entao

o conjunto
A+B={c=a+beV;acAebecB}
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Somas de subespacos

SOMAS DE SUBESPACOS

DEFINICAO

Sejam V um espaco vetorial e A, B dois subconjuntos, ndo vazios, quaisquer. Definimos entao

o conjunto
A+B={c=a+beV;acAebecB}

LEMA

Se A, B sdo subespacos, entdo A + B também é subespaco.
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EXEMPLOS

MATRIZES
Sejam S, C M,(R) e A, C M, (R) os espagos das matrizes simétricas e anti-simétricas,
respectivamente.
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EXEMPLOS

MATRIZES
Sejam S, C M,(R) e A, C M, (R) os espagos das matrizes simétricas e anti-simétricas,
respectivamente.

@ S, e A, sdo subespacos de M, (R).
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Somas de subespacos

EXEMPLOS

MATRIZES
Sejam S, C M,(R) e A, C M, (R) os espagos das matrizes simétricas e anti-simétricas,
respectivamente.

@ S, e A, sdo subespacos de M, (R).
° Sn + An = Mn(R)

CMI 022 S2 - 2025 10/10

Fernando Avila (UFPR)



Somas de subespacos

EXEMPLOS

MATRIZES
Sejam S, C M, (R) e A, C M, (R) os espacos das matrizes simétricas e anti-simétricas,
respectivamente.

@ S, e A, sdo subespacos de M, (R).

® S, + A, = M,(R).

FUNCOES

Sejam A C 7 (R;R) e B C % (R;R) os espagos das funcdes pares e impares,
respectivamente.
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Somas de subespacos

EXEMPLOS

MATRIZES
Sejam S, C M, (R) e A, C M, (R) os espacos das matrizes simétricas e anti-simétricas,
respectivamente.

@ S, e A, sdo subespacos de M, (R).

® S, + A, = M,(R).

FUNCOES

Sejam A C 7 (R;R) e B C % (R;R) os espagos das funcdes pares e impares,
respectivamente.

@ A e B sido subespagos de .7 (R; R).
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Somas de subespacos

EXEMPLOS

MATRIZES
Sejam S, C M, (R) e A, C M, (R) os espacos das matrizes simétricas e anti-simétricas,
respectivamente.

@ S, e A, sdo subespacos de M, (R).

® S, + A, = M,(R).

FUNCOES

Sejam A C 7 (R;R) e B C % (R;R) os espagos das funcdes pares e impares,
respectivamente.

@ A e B sido subespagos de .7 (R; R).
@ A+ B=ZFRR).
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