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Subespagos vet

BASE

DEFINICAO
Seja V um espaco vetorial.
(a) Uma base de V € um conjunto de vetores /3 que é L.I. e gera todo o espago V.

(b) V € dito finitamente gerado se existe um conjunto com finitos vetores que gera V.

TEOREMA
(a) Todo espaco finitamente gerado, ndo trivial, possui base.

(b) Se V ¢ finitamente gerado, entdo todas as bases de V tem a mesma quantidade de
elementos.

z

(c) Um conjunto com 7 vetores em K" é uma base se, e somente se, det(A) # 0, em que A é
a matriz cujas colunas sdo tais vetores. (O mesmo vale se utilizarmos a matriz cujas
linhas sdo esses vetores).

DEFINICAO

A dimensdo de um K-espaco vetorial V finitamente gerado é quantidade de elementos em uma
de suas bases. Iremos escrever dimi V.

= v - — AL
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OBSERVACOES

@ Sep={v,..

., vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares

ai, ..., o tais que

n
V= E Q;v;.
j=1
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Subesp:

OBSERVACOES
@ Se 8 ={vi,...,vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares
ai, ..., o tais que
n
V= Z Q;v;.
=1
@ Os escalares ay, . . ., o, s8o ditos coordenadas de v com respeito a base 3.
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OBSERVACOES

@ Se 8 ={vi,...,vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares

ai, ..., o tais que
n
V= E Q;v;.
j=1
@ Os escalares ay, . . ., o, s8o ditos coordenadas de v com respeito a base 3.

@ Nas condigdes acima, podemos associar a cada vetor v € V o vetor vg € K" dado por

vg = (au,...,0m)p
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Subesp:

OBSERVACOES
@ Se 8 ={vi,...,vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares
ai, ..., o tais que
n
V= Z Q;v;.
=1
@ Os escalares ay, . . ., o, s8o ditos coordenadas de v com respeito a base 3.

@ Nas condigdes acima, podemos associar a cada vetor v € V o vetor vg € K" dado por

vg = (au,...,0m)p

PROPOSICAO

Sejam V um espaco de dimensdo n > 1 e 8 um subconjunto de V com n elementos. As
seguintes afirmagdes sdo equivalentes.
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Subespacos vetoriais

OBSERVACOES

@ Se 8 ={vi,...,vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares

ai, ..., o tais que
n
V= E Q;v;.
=1

@ Os escalares ay, . . ., o, s8o ditos coordenadas de v com respeito a base 3.

@ Nas condigdes acima, podemos associar a cada vetor v € V o vetor vg € K" dado por

vg = (au,...,0m)p

PROPOSICAO

Sejam V um espaco de dimensdo n > 1 e 8 um subconjunto de V com n elementos. As
seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

(a) B éuma base.
(b) BELL
(c) B éum geradorde V.

- = = —= = (o}
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Considere o conjunto
S={(x,y,2) €R’; 2x+y—z=0}
(a) Vamos verificar que S é um subespaco de R>.

(b) Vamos obter uma base para S.

EXEMPLO 2
Considere o conjunto
S={AeM(R); A=A}
(a) Vamos verificar que S é um subespago de M (R).

(b) Vamos obter uma base para S.
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO 3

Considere o conjunto

N(A) ={v=(x,y,z,w) eR; A-v=0,}

1110
AZ{Z]O]}

(a) Vamos verificar que N(A) é um subespago de R*.

sendo A a matriz

(b) Vamos obter uma base para N(A).
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Subesp:

FORMA DEGRAU

DEFINICAO 1
Dizemos que uma matriz estd na sua forma linha degrau se:
@ O primeiro elemento ndo nulo em cada linha ndo nula é 1.

@ Se alinha £ ndo consiste apenas de zeros, entdo o nimero de zeros iniciais da linha k + 1
é maior que o nimero de zeros iniciais que na linha k.

@ Se hd linhas nulas, entdo elas estdo abaixo daquelas que ndo sdo nulas.
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Subesp:

FORMA DEGRAU

DEFINICAO 1
Dizemos que uma matriz estd na sua forma linha degrau se:
@ O primeiro elemento ndo nulo em cada linha ndo nula é 1.

@ Se alinha £ ndo consiste apenas de zeros, entdo o nimero de zeros iniciais da linha k + 1
é maior que o nimero de zeros iniciais que na linha k.

@ Se hd linhas nulas, entdo elas estdo abaixo daquelas que ndo sdo nulas.

DEFINICAO 2
Dizemos que uma matriz estd na sua forma linha degrau reduzida se:

@ Estd na sua forma linha degrau.

@ O primeiro elemento ndo nulo em cada linha € o tGnico ndo nulo em sua coluna.

CMI 022 S2 - 2025 6/9




Subespacos vetoriais

ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ

DEFINICAO

Considere uma matriz A € M, (K)

ar arz ain
azr  ax a2
A=
am  am Amn
4
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Subespacos vetoriais

ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ

DEFINICAO

Considere uma matriz A € M, (K)

an an e Aln

ar ann . ax
A=

am1 am2 cee Amn

O espaco linha de A é o subespaco £.(A) de K" gerado pelos m vetores construidos através
das linhas de A, isto é, denotando

V) = (a“,alz, . ,aln), V) = (a21,a22, . ,azn),. vy Vm = (aml,amg,. .. ,a,,m)

temos que £ (A) = ger({vi,...,vm}).
O posto de uma matriz A € M, (K) é a dimenséo do seu espago linha.

Fernando Avila (UFPR) CMI 022 S2-2025

719



Subespacos vetoriais

COMO OBTER UMA BASE PARA O ESPACO LINHA?

PROPOSICAO
Sao validas as seguintes propriedades:
(a) Se duas matrizes A e B sdo linha-equivalentes, entdo £.(A) = £.(B)
(b) As linhas ndo nulas da matriz linha degrau formam uma base para o espago linha.

(c) Se A é um matriz m X n, entdo o posto de A somando com a dimensdo de N(A) é igual n,
ou seja,

dim[EL(A)] + dim[N(A)] =n
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS

Vamos obter uma base para os espagos linha de

1 2 -1 1
1 11 0 1 2 1
a=| | 2= [ ee=]24 50
2 1 0 1 2 3 1 1 2 1 5
CMI 022 $2-2025 9/9




	Subespaços vetoriais

