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CORPO

DEFINICAO

Um conjunto ndo vazio K é dito um corpo se nele estdo definidas duas operag¢des + (soma) e -
(produto) que satisfazem as seguintes propriedades:

Al) z+w=w+7z Vz,w e K.

(A2) (z+w)+u=z+ W+u), Vz,w,u € K.

(A3) Existe umelemento 0 € Ctalquez+0 =2z Vz e K.
(A4) Paracadaz € K, existew € Ktalque z+w = 0.

M1) z-w=w-z, Vz,we K.

M2) (z-w)-u=z-(w-u), Vz,w,u e K.

(M3) Existeumelemento 1 € Ktalque 1z =2z Vze K.
(M4) Paracadaz € K\ {0}, existe w € Ktalque z-w = 1.

D4 (z+w) - u=z-ut+w-u Vzwuck
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SISTEMAS

@ Sejam K um corpo e considere o sistemas linear homogéneo

anxi + ...+ awx, =0

amXx1 + ...+ Guxn = 0

no qual os coeficientes a;; sdo elementos de K e deseja-se obter xi, . . ., x;.
@ Um método para resolver esse sistema € o escalonamento:

(el) Trocar posi¢do de linhas.
(e2) Multiplicar uma equagdo por uma constante ndo nula.
(e3) Substituir uma linha pela soma desta com alguma outra.

@ A ideia é entdo obter um sistema mais simples através das operagdes (el), (e2) e (e3).
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MATRIZES E SISTEMAS

@ Note que o sistema linear

anxi + ...+ ainxn = b

amX1 + ...+ GunXn = b

¢é equivalente a equacgdo linear
A-X=B8B,

sendo

A = (aij)mxn, X = (xi1)nx1 € B = (bi1)mx1
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FORMA DEGRAU

DEFINICAO 1
Dizemos que uma matriz estd na sua forma linha degrau se:
@ O primeiro elemento ndo nulo em cada linha ndo nula é 1.

@ Se alinha & ndo consiste apenas de zeros, entdo o nimero de zeros iniciais da linha k + 1
é maior que o nimero de zeros iniciais que na linha k.

@ Se hd linhas nulas, entdo elas estdo abaixo daquelas que ndo sdo nulas.
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FORMA DEGRAU

DEFINICAO 1
Dizemos que uma matriz estd na sua forma linha degrau se:
@ O primeiro elemento ndo nulo em cada linha ndo nula é 1.

@ Se alinha & ndo consiste apenas de zeros, entdo o nimero de zeros iniciais da linha k + 1
é maior que o nimero de zeros iniciais que na linha k.

@ Se hd linhas nulas, entdo elas estdo abaixo daquelas que ndo sdo nulas.

DEFINICAO 2
Dizemos que uma matriz estd na sua forma linha degrau reduzida se:

@ Estd na sua forma linha degrau.

@ O primeiro elemento ndo nulo em cada linha € o tGnico ndo nulo em sua coluna.
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Sistemas lineares

EXEMPLO

Considere a matriz

I -2 1 1 2
-1 3 0 2 -1
A= 0 1 1 3 4
1 2 5 13 5
@ Forma linha degrau
1 =2 1 1 2
0o 1 1 3 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 O
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Sistemas lineares

EXEMPLO

Considere a matriz

1 -2 1 1 2
-1 3 0 2 -1
A= 0 1 1 3 4
1 2 5 13 5
@ Forma linha degrau
1 -2 1 1 2
o 1 1 3 1
0O 0 0 0 1
0O 0 0 0 O
@ Forma linha degrau reduzida
1 0 3 7 4
01 1 3 1
00 0 0 1
00 0 0 O
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Espacos vetoriais

ESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO
Um K-espago vetorial € (V, K, +, -) é um conjunto ndo vazio V no qual existem duas

operagdes
+:VxV—=Ve :KxV-oV

que satisfazem as seguintes propriedades:
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Espacos vetoriais

ESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO

Um K-espago vetorial € (V, K, +, -) é um conjunto ndo vazio V no qual existem duas
operagdes
+:VxV—sVe :KxV-oV

que satisfazem as seguintes propriedades:
Al) u+v=v+u, Yu,veV.
A2) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,we V.
(A3) Existeumelemento0 € Vtalquev+0=v, Vv € V.
(A4) Paracadav € V,existeu € Vtalquev+u = 0.
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Espacos vetoriais

ESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO

Um K-espago vetorial € (V, K, +, -) é um conjunto ndo vazio V no qual existem duas
operagdes
+:VxV—sVe :KxV-oV

que satisfazem as seguintes propriedades:
Al) u+v=v+u, Yu,veV.
A2) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,we V.
(A3) Existeumelemento0 € Vtalquev+0=v, Vv € V.
(A4) Paracadav € V,existeu € Vtalquev+u = 0.

M1) (aB) - v=a-(B-V), Va.f €eKeVveV.
(M2) 1-v=v, Yv € V,sendo 1 aidentidade de K.
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Espacos vetoriais

ESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO

Um K-espago vetorial € (V, K, +, -) é um conjunto ndo vazio V no qual existem duas
operagdes
+:VxV—sVe :KxV-oV

que satisfazem as seguintes propriedades:
Al) u+v=v+u, Yu,veV.
A2) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,we V.
(A3) Existeumelemento0 € Vtalquev+0=v, Vv € V.
(A4) Paracadav € V,existeu € Vtalquev+u = 0.

M1) (aB) - v=a-(B-V), Va.f €eKeVveV.
(M2) 1-v=v, Yv € V,sendo 1 aidentidade de K.
D) a-(v+u) - u=a-v+p-u, Yu,v e VeVa e K.
D2) (a+PB)viu=a-v+p-v, Vue VeVa,p € K.
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Espacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Dados um corpo K e n € N, considere o conjunto
V=K'=Kx...xK.
Dados A € K, x = (x1,...,%:) € Vey= (y1,...,yn) € V define

X+y: (X] +y17"’7xﬂ +yﬂ)
Aeox=(Axr, ..., ).

EXEMPLO 2

Considere o conjunto de polindmios
PK) ={px) =ax" + ...+ arx+ ao, a; € K, n > 0}.

Entdo, P(K) é um K-espago vetorial considerando a soma e produto usuais.
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EXEMPLOS

EXEMPLO 3

O conjunto das solugdes do sistema homogéneo

anxi+ ...+ awx, =0

AmiX1 + ...+ QupXn = 0

é um K-espago vetorial com respeito a soma e o produto de K”.
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Espacos vetoriais

EXEMPLO: ESPACO DE FUNCOES

Considere X um conjunto no vazio qualquer, K um corpo e .% (X; K) o conjunto de todas as
fungdes f : X — K.
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Espacos vetoriais

EXEMPLO: ESPACO DE FUNCOES

Considere X um conjunto no vazio qualquer, K um corpo e .% (X; K) o conjunto de todas as
fungdes f : X — K.

@ para cada par f, g € #(X;K), defina a fun¢do

f+g:X—=K, pondo (f+g)(x) =f(x) +g(x).
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Espacos vetoriais

EXEMPLO: ESPACO DE FUNCOES

Considere X um conjunto no vazio qualquer, K um corpo e .% (X; K) o conjunto de todas as
fungdes f : X — K.

@ para cada par f, g € #(X;K), defina a fun¢do
f+g:X—=K, pondo (f+g)(x) =f(x) +g(x).
@ paracada A € Kef € Z(X;K), defina a fungéo

A-f:X =K, pondo (X)(x) = M(x).

CMM 031 S1-2025 10729



Espacos vetoriais

EXEMPLO: ESPACO DE FUNCOES

Considere X um conjunto no vazio qualquer, K um corpo e .% (X; K) o conjunto de todas as
fungdes f : X — K.

@ para cada par f, g € #(X;K), defina a fun¢do
f+g:X—=K, pondo (f+g)(x) =f(x) +g(x).
@ paracada A € Kef € Z(X;K), defina a fungéo
A-f:X =K, pondo (X)(x) = M(x).

Assim, .# (X;K) é um K-espago vetorial.
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Espacos vetoriais

EXEMPLO: ESPACO DE FUNCOES

Considere X um conjunto no vazio qualquer, K um corpo e .% (X; K) o conjunto de todas as
fungdes f : X — K.

@ para cada par f, g € #(X;K), defina a fun¢do
f+g:X—=K, pondo (f+g)(x) =f(x) +g(x).
@ paracada A € Kef € Z(X;K), defina a fungéo
A-f:X =K, pondo (X)(x) = M(x).
Assim, .# (X;K) é um K-espago vetorial.

IMPORTANTE

O vetor nulo de .% (X; K) é a fungéo identicamente nula, isto &,

0(x) =0, Vx € X.
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Espacos vetoriais Combinagdo linear

COMBINACAO LINEAR

DEFINICAO
Um vetor v € V € dito uma combinacdo linear dos vetores uj, . . ., u, se existem escalares
ai, ..., o, em K tais que
n
V= Z Q.
j=1
.

EXEMPLO

O vetor (1,2) é uma combinagéo linear dos vetores v = (—1,1) e v = (=2,0)

EXEMPLO

O vetor (1,2) ndo é uma combinacdo linear dos vetores v = (—1,1) ev = (—2,2)
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Combinacdo linear

DEPENDENCIA LINEAR

DEFINICAO
Seja V um K-espago vetorial e A = {uy, . .., u, } um conjunto de vetores em V. Dizemos que
A é um conjunto linearmente independente se

n
Zajuj:O = ar=m=...=a, =0.
j=1
v
DEFINICAO
Seja V um K-espaco vetorial e A = {ui, ..., u,} um conjunto de vetores em V. Dizemos que
A é um conjunto linearmente dependente se for possivel obter escalares o, . .., a, em K,

nao todos nulos tais que

n
>~ ayu; =0,
j=1
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Combinacdo linear

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Os vetores v = (—1,1) e u = (—2,0) sdo L.I. em R?

UFPR) CMM 031 S1-2025 13729



Espacos vetoriais Combinacdo linear

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Os vetores v = (—1,1) e u = (—2,0) sdo L.I. em R?

EXEMPLO 2
Os vetores v = (—1,1) e u = (—2,2) sdo L.D. em R?
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Espacos vetoriais Combinagdo linear

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Os vetores v = (—1,1) e u = (—2,0) sdo L.I. em R?

EXEMPLO 2
Os vetores v = (—1,1) e u = (—2,2) sdo L.D. em R?

EXEMPLO 3

Os vetores v = sen(x) e u = cos(x) sio L.I. em .# (R; R).
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Espacos vetoriais Combinagdo linear

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Os vetores v = (—1,1) e u = (—2,0) sdo L.I. em R?

EXEMPLO 2
Os vetores v = (—1,1) e u = (—2,2) sdo L.D. em R?

EXEMPLO 3

Os vetores v = sen(x) e u = cos(x) sio L.I. em .# (R; R).

EXEMPLO 4

Os vetores v = 1 + x e u = x* sdo L.I. em P(R; R).
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Espacos vetoriais Subespacos vetoriais

SUBESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO
Um subespaco de um espago vetorial V é um subconjunto S C V satisfazendo as seguintes

propriedades:
(S1) 0€S.
(S2) u+ves, Yu,ves.
(S3) \uesS, Vue S, Vixek

CMM 031 S1-2025
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

SUBESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO
Um subespaco de um espago vetorial V é um subconjunto S C V satisfazendo as seguintes

propriedades:
(S1) 0€S.
(S2) u+ves, Yu,ves.
(S3) \uesS, Vue S, Vixek

OBSERVACOES
@ Um subespago S € um espaco vetorial quando munido das operacdes de V. Por isso,

muitas vezes dizemos subespaco vetorial. Note que o corpo de escalares de S é o

mesmo de V.

VASS
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

SUBESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO
Um subespaco de um espago vetorial V é um subconjunto S C V satisfazendo as seguintes
propriedades:

(S1) 0€S.

(S2) u+ves, Yu,ves.

(S3) \uesS, Vue S, Vixek )

OBSERVACOES
@ Um subespago S € um espaco vetorial quando munido das operacdes de V. Por isso,
muitas vezes dizemos subespaco vetorial. Note que o corpo de escalares de S é o

mesmo de V.
@ Qualquer combinagio linear de elementos de um subespago ainda pertence ao
subespaco, isto é, se uy,...,u, € Se ai,...,a, € K, entdo

n
V= Zajuj €s.
j=1

Avila (UFPR) CMM 031 S1-2025
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS BEM SIMPLES

@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.

@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.
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Espacos vetoriais Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.

FUNCOES

Considere V = .7 (R; R) o espago das fungdes f : R — R. Temos entdo os subespagos:
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.

FUNCOES
Considere V = .7 (R; R) o espago das fungdes f : R — R. Temos entdo os subespagos:
@ § = % (R;R), das funcdes continuas.
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.

FUNCOES

Considere V = .7 (R; R) o espago das fungdes f : R — R. Temos entdo os subespagos:
@ § = % (R;R), das funcdes continuas.
o W = %¢®(R;R), das funcdes diferencidveis de ordem k.
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Espacos vetoriais Subespagos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLOS BEM SIMPLES
@ Todo espaco vetorial V € um subespaco dele.
@ O conjunto {0} é um subespago. (Subespaco trivial).

@ Seja v um vetor ndo nulo em V. Temos entdo o subespaco

R, = {av, Va € K}.

FUNCOES

Considere V = .7 (R; R) o espago das fungdes f : R — R. Temos entdo os subespagos:
@ § = % (R;R), das funcdes continuas.
o W = %¢®(R;R), das funcdes diferencidveis de ordem k.
@ Z = P(R) dos polindmios.

Avila (UFPR) CMM 031 S1-2025 15/29



Espacos vetoriais Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

NUCLEO DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M, (K)

an apn o (257

any an . azy
A =

aml am2 PN Amn

O nicleo de A € o subespaco vetorial de K" definido por

N@A)={veK"; AV =0}
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Espacos vetoriais Subespacos gerados

SUBESPACOS GERADOS

DEFINICAO
Dado um conjunto ndo vazio A em um espaco vetorial V denotamos por ger(A) o conjunto de
todas as combinagdes lineares de vetores em A, isto €,

n
ger(A) =4 > awj, oy €K, v €A

j=1
v

@ Note que ger(A) é um subespaco de V é chamado de espago gerado por A.

@ Quando for V = ger(A), entdo dizemos que A é um conjunto gerador de V.
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Espacos vetoriais Subespacos gerados

ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ

ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M,,,(K)

ar an Aain
azy a azn
A =
ami Am2 Amn
.
Fernando Avila (UFPR) CMM 031
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Subespacos gerados

ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ

ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M,,,(K)

ag apn e ain

any ann . A
A =

Aaml am e Amn

O espaco coluna de A € o subespaco C4 de K" gerado pelos n vetores construidos através das
colunas de A, sito €, tomamos o conjunto de vetores

Vv = (an,az],. .. ,am]), V) = (alz,azz, . ,amz),. N (a]n,azn,. .. ,am,,)

temos que

Ca = ger({vi,...,vn}).

a (UFPR) CMM 031 S1-2025
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Espacos vetoriais Subespacos gerados

ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ

DEFINICAO
Considere uma matriz A € M, (K)

an an

az] an
A =

am am2

Aain
azn

Amn

Fernando Avila (UFPR) CMM 031
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Espacos vetoriais Subespacos gerados

ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ

DEFINICAO
Considere uma matriz A € M, (K)

ar az RIS din

as) ax» ... dnm
A =

aml am2 e Amn

O espaco linha de A é o subespaco £.(A) de K™ gerado pelos m vetores construidos através
das linhas de A, isto é, denotando

V) = (an,an,...,am), VvV = (az],azz,...,azn),...,vm = (aml,amz,...,amn)

temos que £, (A) = ger({vi,...,vm}).
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BASE

DEFINICAO
Uma base de um espago vetorial V é um conjunto de vetores [ que satisfaz as seguintes

propriedades:
@ SéLI
@ ger(B)=V.

CMM 031 S1-2025 20/29
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BASE

DEFINICAO
Uma base de um espago vetorial V é um conjunto de vetores [ que satisfaz as seguintes

propriedades:
@ SéLI
@ ger(B)=V.

OBSERVACAO

o SeB:{vl,...
at, .. ., Qy tais que

,va} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem tnicos escalares

n
V= E ojv;.
=1

CMM 031 S1-2025 20/29
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BASE

DEFINICAO
Uma base de um espago vetorial V é um conjunto de vetores [ que satisfaz as seguintes

propriedades:
@ SéLI
@ ger(B)=V.

OBSERVACAO
o Seﬂ:{vl,...

at, .. ., Qy tais que

,va} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem tnicos escalares

n
V= E ojv;.
=1

@ Osescalares oy, . . ., a, sdo ditos coordenadas de v com respeito a base 3.

v
= Tyt

CMM 031 S1-2025 20/29

(UFPR)



BASE

DEFINICAO
Uma base de um espago vetorial V é um conjunto de vetores [ que satisfaz as seguintes

propriedades:
@ SéLI
@ ger(B)=V.

OBSERVACAO
o Seﬂ:{vl,...

at, .. ., Qy tais que

,va} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem tnicos escalares

n
V= E ojv;.
=1

@ Osescalares oy, . . ., a, sdo ditos coordenadas de v com respeito a base 3.

@ Nas condi¢des acima, podemos associar a cada vetor v € V o vetor vg € K" dado por

vg = (au,...,0m)p )

CMM 031 S1-2025 20/29
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EXEMPLOS

BASE CANONICA DE R”
O conjunto 8 = {¢;,j = 1,...,n} é uma base de R", sendo ¢; € K" o vetor cujas entradas sdo

iguais 1 na posic¢do j e 0 nas demais.

CMM 031 S1-2025 21/29
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EXEMPLOS
BASE CANONICA DE R”
O conjunto 8 = {¢;,j = 1,...,n} é uma base de R", sendo ¢; € K" o vetor cujas entradas sdo
iguais 1 na posic¢do j e 0 nas demais.
v

MATRIZES
EmA € M,,,(R) temos uma base formada pelas matrizes

Ej = (eij),
sendo e;; = 1 na posicdo i,j e e;; = 0 nas demais.
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EXEMPLOS

BASE CANONICA DE R”

O conjunto 8 = {¢;,j = 1,...,n} é uma base de R", sendo ¢; € K" o vetor cujas entradas sdo
iguais 1 na posic¢do j e 0 nas demais.

MATRIZES

EmA € M,,,(R) temos uma base formada pelas matrizes
Ej = (eij),

sendo e;; = 1 na posicdo i,j e e;; = 0 nas demais.

POLINOMIOS
No espago P(R) dos polindmios p : R — R temos a base

ﬂ:{pk7k:07]‘7"'}7

sendo po(x) = 1 e pr(x) = x*.
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EXEMPLOS

@ Considerando C* como um C-espaco vetorial, temos que

8= {(1>0)v (07 1)}

¢é uma base em C2.
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EXEMPLOS

@ Considerando C* como um C-espaco vetorial, temos que

B =1{(1,0),(0,1)}
¢é uma base em C2.

@ Considerando C* como um R-espaco vetorial, temos que

8= {(170)’ (iv 0)7 (07 1)7 (7i)}

¢é uma base em C2.
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IMPORTANTE

TEOREMA
Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Entdo, todas as bases de V tem a mesma
quantidade de elementos.

DEFINICAO
A dimensdo de um K-espago vetorial V finitamente gerado é quantidade de elementos em uma
de suas bases. Iremos escrever dimg V.
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PROPOSICAO
Sdo vdlidas as seguintes propriedades:
(a) Se duas matrizes A e B sdo linha-equivalentes, entdo £.(A) = £.(B)
(b) As linhas néo nulas da matriz linha degrau formam uma base para o espago linha.

(c) Se A é um matriz m X n, entdo o posto de A somando com a dimensdo de N(A) é igual n,
ou seja,

dim[EL(A)] + dim[N(A)] = n

EXEMPLO

Vamos obter uma base para N(A) e uma para £.(A), sendo

1 -2 1 1 2

-1 3 0 2 -1

A= 0 1 1 3 4
1 2 5 13 5
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BASE PARA O ESPACO COLUNA

@ Reduzimos A até sua forma linha degrau U.
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@ Reduzimos A até sua forma linha degrau U.

@ Procuramos as linhas ndo nulas de U.
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BASE PARA O ESPACO COLUNA

@ Reduzimos A até sua forma linha degrau U.
@ Procuramos as linhas ndo nulas de U.

@ Nessas linhas, as colunas em que tivermos o primeiro 1 indicara as colunas de A que
determinam uma base de Ec(A).

EXEMPLO 1

Obter uma base para o espago coluna da matriz

1 -2 1 1 2

-1 3 0 2 -1

A= 0 1 1 3 4
1 2 5 13 5
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BASE PARA O ESPACO COLUNA

@ Reduzimos A até sua forma linha degrau U.
@ Procuramos as linhas ndo nulas de U.

@ Nessas linhas, as colunas em que tivermos o primeiro 1 indicara as colunas de A que
determinam uma base de Ec(A).

EXEMPLO 1

Obter uma base para o espago coluna da matriz

1 -2 1 1 2

-1 3 0 2 -1

A= 0 1 1 3 4
1 2 5 13 5

EXEMPLO 2

Obter uma base para o subespago gerado pelos vetores

vi = (1,0,1), v» = (1,2,1), vs = (0,2, —1).
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Mudanca de base

MUDANCA DE BASE

PERGUNTA
Seja v um vetor em R? cujas coordenadas na base A sio v4 = («, 8)4. Podemos determinar as

coordenadas de v na base B?
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Mudanca de base

MUDANCA DE BASE

PERGUNTA

Seja v um vetor em R? cujas coordenadas na base A sio v4 = («, 8)4. Podemos determinar as
coordenadas de v na base B? )

EXEMPLO 2

Considere em R? as bases

A= {V] = (5,2),112 = (7,3)} e B= {u1 = (3,2),142 = (1, 1)}
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Mudanca de base

MUDANCA DE BASE

PERGUNTA

Seja v um vetor em R? cujas coordenadas na base A sio v4 = («, 8)4. Podemos determinar as
coordenadas de v na base B?

EXEMPLO 2
Considere em R? as bases

A={vi=(52),vw=(7,3)} e B={ur=(3,2),u = (1,1)}.
Entdo, escrevendo

{ VI = anui + azu 1)

V2 = anpuy + anup

iremos obter
1 1
vp =S8 Va,

a a2
S =
az| a

Fernando Avila (UFPR) CMM 031 S1-2025 26/29
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Mudanca de base

MATRIZ MUDANCA DE BASE

@ Considere duas bases
A={vi,...,va} € B={wi,...,wu}

de um espago vetorial V.
@ Sejam v, as coordenadas de um vetor v € V com respeito a base A.

@ Entdo, escrevendo
Vi =anwi +aawz2 + ...+ anwn
V2 = apwi + anwa + ...+ Wy

2

Vn = @1pWi + @aw2 + ... + QuWn

iremos obter v = S - v/, sendo

all aln . ain

any ann [ asxy
S =

anl an2 e Ann
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Mudanca de base

MATRIZ MUDANCA DE BASE

DEFINICAO
A matriz S obtida acima € dita matriz de mudanca de base (da base A para B). Em particular,
utilizaremos a notagao
[S]a,5-
v
OBSERVACAO
A matriz [S]4 5 é inversivel, logo
[S]s.a =[] 5-
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Mudanca de base

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Vamos obter [S]4,5 € [S]s,4, sendo

A={vi,vm,v}={1,1,1),(2,3,2),(1,5,4)}
B = {wi,w,w3} ={(1,1,0),(1,2,0),(1,2,1)}
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Mudanca de base

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Vamos obter [S]4,5 € [S]s,4, sendo

A={vi,vm,v}={1,1,1),(2,3,2),(1,5,4)}
B = {wi,w2,ws} ={(1,1,0),(1,2,0), (1,2,1)}

v
EXEMPLO 2
Vamos obter [S]4,5 € [S]s,4, sendo
A={vi,v,n}t={1,14+11+ ZZ}
B = {W17W2,W3} = {l,t, tz}
v
29/29
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