CM311 - Célculo 1

Professor: Fernando de Avila Silva
Departamento de Matematica - UFPR

LISTA 2

(Os exercicios desta lista foram adaptados de listas do Prof. Wagner)

1. A seguinte propriedade pode ser de grande ajuda: Dados a e b niimeros reais quaisquer, vale que:

(a) sen(a+b) +sen(a — b) = 2senacosb
(b) cos(a+b) + cos(a —b) = 2cosacosb

(c) cos(a —b) —cos(a+b) =2senasenbd

2. Calcule os seguintes limites:
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3. Vimos em sala que se 0 < |z| < 7§, entdo
sen x
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Com base nesta desigualdade, calcule
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4. Justifique o limite abaixo utilizando os Teoremas vistos em aula:
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5. Sejam f e g fungoes definidas em [a, +00] tais que g(x) # 0, para todo = > a, lir}rl fgzr) =1L,
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para algum L € R, e lim g(z) =0. Calcule o valor de lim f(z).
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Calcule o limite lim rAer L e mostre que existe N > 0 tal que
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Seja n € N. Prove pela definicdo de limite que lirf Y = +o0.
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Calcule os seguintes limites:
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Calcule os seguintes limites:
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Calcule os seguintes limites:
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Explique os seguintes limites utilizando as propriedades vistas em aula:

(a) Sen épar, entdo lim 2" =+4coe lim z" = +oo
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(b) Se n é impar, entdo lim 2™ =4ocoe lim 2™ = —00
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Sejam f e g definidas em [a,4+00) tais que f(x) > 0 e g(z) > 0 para todo x > a. Suponha que

lir}ra f(a:)) = L, para algum L > 0. Prove que existe N > 0 tal que se x > N, entao
T—r+00 g €T
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So(z) < fl@) < gl).

Conclua que se wkr_{loog(x) = 0, entao wkrfoof(x) =0.
Dica: Escolha um € > 0 conveniente na definicao de limite.

Utilize o Exercicio 12 para mostrar que se p(z) é um polinémio de grau impar, entdo existem
nameros reais a e b tais que p(a) > 0 e p(b) < 0. Conclua que todo polindomio de grau impar possui
a0 menos uma raiz real.

Prove que a equacdo 2% — 4z + 2 = 0 admite trés raizes reais distintas.

Considere a funcao f dada por
f(z) =223 — /a2 4 3.
(a) Verifique que f é continua em [0, +00].
(b) Mostre que 1 é a tinica raiz de f em (0, +00), que f(2) >0e f(1/2) < 0.



(c) Conclua que f(z) > 0em (1,400) e que f(z) <0em (0,1).

. Seja f : R — R uma fungdo continua. Suponha que existam c¢,d € R tais que f(c) < ce f(d) > d.
Prove que f possui um ponto fixo entre c e d.

. Seja f : [a,b] - R uma funcdo continua tal que f(z) > 0, para todo z € R. Mostre que existe
a > 0 tal que f(z) > a, para todo x € [a, b].
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Calcule os seguintes limites:
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Calcule os seguintes limites:
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Dica: Lembre que para todo x > 1 vale 2 < (1 + ) < 3.
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Desafios:

I. Calcule )
lim sen(z? + 2) — sen(z + 2)
x—0 x

Dica: Use a formula obtida em sala para a expressao sen x — sen p.

II. Utilizando os mesmos argumentos vistos em sala, mostre que a fungio cos(x) é continua.

Dica: Use o item ¢ do Exercicio 1.
III. Calcule os seguintes limites, em que p é um ponto do dominio da fungao em cada item:
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Dica: O limite 2f e o limite fundamental podem ser tuteis.

Aqui,
sen x cosx 1 1
tgr = , cotgx = , secx = , cossec T =
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IV. Seja f e g fungoes definidas em [a, 00| tais que hr—s{l f(z) =0 e g & uma fungéo limitada, ou seja,
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existe C' > 0 tal que |g(z)| < C, para todo x > a. Mostre que

lim f(x)g(x) = 0

r—+00
Dica: Teorema do Confronto pode ajudar.

V. Calcule usando apenas as propriedades vistas em aula das funcgoes sen e cos:
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VI. Assumindo que o limite existe, calcule o valor de L:
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Dica: Faga uma substituicdo x = 2u e obtenha uma expressdo para 2L. Apos isso, faca 2L — L e

obtenha ,
N
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Utilize o Exercicio 7h para determinar o valor de L.

VII. Calcule

Dica:
e Faca manipulagdes para obter
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— 1 e calcule

e Multiplique numerador e numerador por w
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e Conclua que

em que L é o valor do limite do Desafio I.



