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IMPORTANTE

FUNCOES
Ao longo deste curso iremos tratar de fungdes reais, ou seja, fungdes do tipo

f: Dom(f) — R.
em que Dom(f) é um subconjunto de R podendo ser:

@ Um intervalo finito ou infinito (o que inclui o caso Dom(f) = R);

@ Unido de intervalos;

@ Conjuntos discretos (e unides destes com intervalos).
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Fungdes continuas: primeiras ideias

IDEIAS INTUITIVAS DE FUNCOES CONTINUAS

UMA PRIMEIRA IDEIA...
Um fungdo real é continua em um ponto p de seu dominio se ela ndo dd um salto neste ponto. J
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Fungdes continuas: primeiras ideias

IDEIAS INTUITIVAS DE FUNCOES CONTINUAS

UMA PRIMEIRA IDEIA...
Um fungdo real é continua em um ponto p de seu dominio se ela ndo dd um salto neste ponto.

EXEMPLO 1
A funcdo f : R — R definida por

OER S
xX) =
2, x>2
possui uma descontinuidade em p = 2
v
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Funcoes continuas: primeiras ideias

IDEIAS INTUITIVAS DE FUNCOES CONTINUAS

UMA PRIMEIRA IDEIA...

Um fungdo real é continua em um ponto p de seu dominio se ela ndo dd um salto neste ponto.

EXEMPLO 1
A funcdo f : R — R definida por

possui uma descontinuidade em p = 2

EXEMPLO 2
A funcido g : R — R definida por

ndo possui descontinuidades.

v
Tyt
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Fungdes continuas: primeiras ideias

IDEIAS INTUITIVAS DE FUNCOES CONTINUAS

UMA SEGUNDA IDEIA...
Um fungdo real é continua em um ponto p de seu dominio se para valores de x proximos de p

temos os que valores f(x) estdo proximos de f(p).
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Fungdes continuas: primeiras ideias

IDEIAS INTUITIVAS DE FUNCOES CONTINUAS

UMA SEGUNDA IDEIA...
Um fungdo real é continua em um ponto p de seu dominio se para valores de x proximos de p
temos os que valores f(x) estdo proximos de f(p).

EXEMPLO
Analisando as fung¢des f e g dos Exemplos 1 e 2, chegaremos novamente que f é descontinua
p = 2, mas que g é continua em tal ponto.
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Fungdes continuas: primeiras ideias

IDEIAS INTUITIVAS DE FUNCOES CONTINUAS

UMA SEGUNDA IDEIA...

Um fungéo real é continua em um ponto p de seu dominio se para valores de x proximos de p
temos os que valores f(x) estdo proximos de f(p).

EXEMPLO

Analisando as fung¢des f e g dos Exemplos 1 e 2, chegaremos novamente que f é descontinua
p = 2, mas que g é continua em tal ponto.

OBSERVACAO

Estamos entfio perguntando: O que acontece com os valores f(x) quando x se aproxima de p?
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Fungdes continuas: primeiras ideias

IDEIAS INTUITIVAS DE FUNCOES CONTINUAS

UMA SEGUNDA IDEIA...

Um fungdo real é continua em um ponto p de seu dominio se para valores de x proximos de p
temos os que valores f(x) estdo proximos de f(p).

EXEMPLO
Analisando as fung¢des f e g dos Exemplos 1 e 2, chegaremos novamente que f é descontinua
p = 2, mas que g é continua em tal ponto.

OBSERVACAO

Estamos entfio perguntando: O que acontece com os valores f(x) quando x se aproxima de p?

Essa pergunta se responde com o conceito de limite.
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RELEMBRANDO

MODULO DE NUMERO REAL

Dado um nuimero real a, definimos

a, se a>0
la| =
—a, se a<0.

a (UFPR) CM 310 S2 - 2025 5/14



RELEMBRANDO

MODULO DE NUMERO REAL
Dado um nuimero real a, definimos

a, se a>0
la| =
—a, se a<0.

IMPORTANTE
@ O méddulo de um niimero real é sempre um valor ndo negativo. Entdo,

la| <0 < a=0.
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RELEMBRANDO

MODULO DE NUMERO REAL
Dado um nuimero real a, definimos

a, se a>0
la| =
—a, se a<0.

IMPORTANTE
@ O méddulo de um niimero real é sempre um valor ndo negativo. Entdo,

la| <0 < a=0.

@ Geometricamente, 0 médulo de um nimero real é a distancia dele até a origem.
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Fungdes continuas: primeiras ideias

RELEMBRANDO

MODULO DE NUMERO REAL
Dado um nuimero real a, definimos

a, se a>0
la| =
—a, se a<0.

IMPORTANTE
@ O méddulo de um niimero real é sempre um valor ndo negativo. Entdo,

la| <0 < a=0.

@ Geometricamente, 0 médulo de um nimero real é a distancia dele até a origem.

@ Dados a,b € R, valem as importantes propriedades

la| <b <= —-b<a<b

la+b| < |a| + |b].
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Limite

LIMITES DE FUNCOES

@ Para fixar as ideias, iremos considerar fungdes cujos dominios sio intervalos, ou unides
de intervalos.
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Limite

LIMITES DE FUNCOES

@ Para fixar as ideias, iremos considerar fungdes cujos dominios sio intervalos, ou unides
de intervalos.

DEFINICAO

Sejaf : Dom(f) — R uma fungio e p € Dom(f), ou p uma extremidade de um dos intervalos
que compdem Dom(f). Dizemos que f tem limite L € R em p quando vale a seguinte
propriedade:
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LIMITES DE FUNCOES

@ Para fixar as ideias, iremos considerar fungdes cujos dominios sio intervalos, ou unides
de intervalos.

DEFINICAO

Sejaf : Dom(f) — R uma fungio e p € Dom(f), ou p uma extremidade de um dos intervalos
que compdem Dom(f). Dizemos que f tem limite L € R em p quando vale a seguinte
propriedade:

(%) dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que

x€Dom(f) e 0< |x—p| <d=|f(x) —L| <e
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Limite

LIMITES DE FUNCOES

@ Para fixar as ideias, iremos considerar fungdes cujos dominios sio intervalos, ou unides
de intervalos.

DEFINICAO

Sejaf : Dom(f) — R uma fungio e p € Dom(f), ou p uma extremidade de um dos intervalos
que compdem Dom(f). Dizemos que f tem limite L € R em p quando vale a seguinte

propriedade:
(%) dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que
x€Dom(f) e 0<|x—p|<d=|f(x) —L| <e.
Neste caso, utilizamos as notagdes:
x—p

limf(x) = L, ou simplesmente, f(x) — L
x—p
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Limite

OBSERVACOES

@ A condicio (%) é equivalentes a:

(*x) dado qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

x€Dom(f)N(p—0,p+0) = f(x) € (L—¢,L+¢)
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Limite

OBSERVACOES

@ A condicio (%) é equivalentes a:

(*x) dado qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

x€Dom(f)N(p—0,p+0) = f(x) € (L—¢,L+¢)

@ O ndmero § depende de € e também do ponto p.
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Limite

OBSERVACOES

@ A condicio (%) é equivalentes a:

(*x) dado qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

x€Dom(f)N(p—0,p+0) = f(x) € (L—¢,L+¢)

@ O ndmero § depende de € e também do ponto p.

@ O limite lim f(x), quando existe, & tinico.
xX—p
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Limite

OBSERVACOES

@ A condicio (%) é equivalentes a:

(*x) dado qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

x€Dom(f)N(p—0,p+0) = f(x) € (L—¢,L+¢)

@ O ndmero § depende de € e também do ponto p.

@ O limite lim f(x), quando existe, & tinico.
xX—p

@ A defini¢do de lim f(x) néo exige que p seja um ponto em Dom(f).
x—p
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Limite

EXEMPLO

@ Pode ser muito dificil, ou impossivel, obter limites através da defini¢ao!!!
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Limite

EXEMPLO

@ Pode ser muito dificil, ou impossivel, obter limites através da defini¢ao!!!

EXEMPLO 1
Vamos mostrar que lin% f(x), para f(x) = 2x + 3. J
x—
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Limite

EXEMPLO

@ Pode ser muito dificil, ou impossivel, obter limites através da defini¢ao!!!

EXEMPLO 1

Vamos mostrar que lin% f(x), para f(x) = 2x + 3.
x—

EXEMPLO 2

Nio existe lim f(x), sendo
x—=2
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Limite

EXEMPLO

@ Pode ser muito dificil, ou impossivel, obter limites através da defini¢ao!!!

EXEMPLO 1

Vamos mostrar que lin% f(x), para f(x) = 2x + 3.
x—

EXEMPLO 2

Nio existe lim f(x), sendo
x—=2

EXEMPLO 2
Nio existe lin(l)f(x), sendo f : (0, +00) — R dada por
xX—
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Funcdes continuas

FUNCAO CONTINUA

DEFINICAO

Dizemos que uma fungdo real f é continua em um ponto p de seu dominio se

limf(x) = f(p).

X—p
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Funcdes continuas

FUNCAO CONTINUA

DEFINICAO
Dizemos que uma fungdo real f é continua em um ponto p de seu dominio se

limf(x) = f(p).

X—p

TEOREMA

Uma funcio real f € continua em um p de seu dominio se, e somente se, vale a seguinte
propriedade: Dado qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

x€Dom(f) e 0< |x—p|<d=|f(x) —f(p)| < ¢,

ou equivalentemente,

x€Dom(f)N(p—306,p+0) = f(x) € (flp) — &,f(p) +¢€).
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Funcdes continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

A fungido constante / : R — R dada por f(x) = k, com k fixado, é continua em todos os pontos
de seu dominio. )
EXEMPLO 2

A fungdof : R — R dada por f(x) = ax + b é continua em todos os pontos de seu dominio.

.

Fernando Avila (UFPR) CM 310 S2 - 2025 10/14




Funcdes continuas

UM EXEMPLO MAIS AVANCADO...

EXEMPLO
Considere a fungdo real dada por

2

X —4
r-= 2

fw={ =27
L x=2

Vamos obter L de modo que f seja continua em x = 2.
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Funcdes continuas

PROPRIEDADES DE LIMITES

TEOREMA

Sejam f, g duas fungdes reais com o mesmo dominio tais que

limf(x) =L e limg(x) =L,
x—p

xX—p)
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Fungdes continuas

PROPRIEDADES DE LIMITES

TEOREMA
Sejam f, g duas fungdes reais com o mesmo dominio tais que

limf(x) =L e limg(x) = L
x—p

x—p
Nestas condi¢des, vale:
(2) lim[f(x) + g(x)] = limf(x) £ lim g(x) = L %+ Lo.
x—p x—p xX—p
(b) lim[f(x)g(x)] = limf(x) lim g(x) = LiL,.
xX—p X—p x—p
(c) lim[kf(x)] = klimf(x) = kL, sendo k uma constante qualquer.
x—p x—p

lim f (x)

(d) L @ = = =L desde que estes quocientes estejam bem definidos.

= g(y) - limg(y) L
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Funcdes continuas

PROPRIEDADES DE LIMITES

TEOREMA
Sejam f, g duas fungdes reais com o mesmo dominio tais que

limf(x) =L e limg(x) = L
x—p

x—p
Nestas condi¢des, vale:
(2) lim[f(x) + g(x)] = limf(x) £ lim g(x) = L %+ Lo.
x—p x—p xX—p
(b) lim[f(x)g(x)] = limf(x) lim g(x) = LiL,.
xX—p X—p x—p
(c) lim[kf(x)] = klimf(x) = kL, sendo k uma constante qualquer.
x—p x—p

lim f (x)

(d) lim @ = = =L desde que estes quocientes estejam bem definidos.

= g(y) - limg(y) L

OBSERVACAO

Os itens (a) e (b) se aplicam a somas e produtos de uma quantidade finita de fungdes.

v
Tyt

™ = =
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Funcdes continuas

PROPRIEDADES DE CONTINUIDADE

TEOREMA
Sejam f, g duas fung¢des reais com o mesmo dominio e continuas no ponto p. Nestas
condi¢des, as seguintes fungdes sao continuas em p:

(@) S(x) =f(x) £gx).
(b) P(x) =f(x)g(x).

(©) Ox) = J%, desde que este quociente esteja bem definido.
glx
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Funcdes continuas

PROPRIEDADES DE CONTINUIDADE

TEOREMA

Sejam f, g duas fung¢des reais com o mesmo dominio e continuas no ponto p. Nestas
condi¢des, as seguintes fungdes sao continuas em p:

(@) S(x) =f(x) £gx).
(b) P(x) =f(x)g(x).

(©) Ox) = J%, desde que este quociente esteja bem definido.
glx

OBSERVACAO

Os itens (a) e (b) se aplicam a somas e produtos de uma quantidade finita de fungdes.
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Funcdes continuas

APLICACOES E EXEMPLOS

PROPOSICAO

Toda fung¢do polinomial é continua.
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Funcdes continuas

APLICACOES E EXEMPLOS

PROPOSICAO

Toda fung¢do polinomial é continua.

EXEMPLO

Calcular os limites

lim X —2x+1
x—1x3 4+ 3x2 4+ 1
P i 2 B
x——1x2 4+ 4x+3
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Funcdes continuas

APLICACOES E EXEMPLOS

PROPOSICAO

Toda fung¢do polinomial é continua.

EXEMPLO
Calcular os limites
lim X —2x+1
x—1x3 4+ 3x2 4+ 1
e
P i 2 B
x——1x2 4+ 4x+3
Note que:

PHl=(x+D)E —x+1) e X’ +4x+3=(x+1)(x+3).
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