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Limites

PROPRIEDADES DE LIMITES

TEOREMA

Sejam f , g duas funções reais com o mesmo domínio tais que

lim
x→p

f (x) = L1 e lim
x→p

g(x) = L2

Nestas condições, vale:

(a) lim
x→p

[f (x)± g(x)] = lim
x→p

f (x)± lim
x→p

g(x) = L1 ± L2.

(b) lim
x→p

[f (x)g(x)] = lim
x→p

f (x) lim
x→p

g(x) = L1L2.

(c) lim
x→p

[kf (x)] = k lim
x→p

f (x) = kL1, sendo k uma constante qualquer.

(d) lim
x→p

f (x)
g(x)

=

lim
x→p

f (x)

lim
x→p

g(x)
=

L1

L2
, desde que estes quocientes estejam bem definidos.

OBSERVAÇÃO

Os itens (a) e (b) se aplicam a somas e produtos de uma quantidade finita de funções.
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Funções contínuas

FUNÇÃO CONTÍNUA

DEFINIÇÃO

Dizemos que uma função real f é contínua em um ponto p de seu domínio se

lim
x→p

f (x) = f (p).

TEOREMA

Sejam f , g duas funções reais com o mesmo domínio e contínuas no ponto p. Nestas
condições, as seguintes funções são contínuas em p:

(a) S(x) = f (x)± g(x).

(b) P(x) = f (x)g(x).

(c) Q(x) =
f (x)
g(x)

, desde que este quociente esteja bem definido.

OBSERVAÇÃO

Os itens (a) e (b) se aplicam a somas e produtos de uma quantidade finita de funções.
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Funções contínuas

DOIS RESULTADOS IMPORTANTES

PROPOSIÇÃO 1
Vale que

lim
x→p

f (x) = L ⇐⇒ lim
h→0

f (p + h) = L

PROPOSIÇÃO 2
(a) Se lim

x→p
f (x) = L > 0, então existe δ > 0 tal que

x ∈ Dom(f ), x ∈ (p − δ, p + δ), x ̸= p =⇒ f (x) > 0.

(b) Se lim
x→p

f (x) = L < 0, então existe δ > 0 tal que

x ∈ Dom(f ), x ∈ (p − δ, p + δ), x ̸= p =⇒ f (x) < 0.
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Funções contínuas

APLICAÇÃO: VELOCIDADE INSTANTÂNEA

VELOCIDADE INSTANTÂNEA

Considere um móvel cujo deslocamento é dado pela função

S(t) = −t2 + 4t.

(a) Obtenha a velocidade V em um instante qualquer t.

(b) O que significa, geometricamente, a igualdade V(2) = 0?
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Composta

COMPOSTA DE FUNÇÕES

DEFINIÇÃO

Considere duas funções

f : Dom(f ) → R e g : Dom(g) → R.

Se Im(f ) ⊆ Dom(g), então fica bem definida a função composta g ◦ f : Dom(g) → R dada por

(g ◦ f )(x) = g(f (x)).

Fernando Ávila (UFPR) CM 310 S2 - 2025 6 / 10



Composta

LIMITE DE UMA COMPOSIÇÃO

TEOREMA

Considere duas funções f : Dom(f ) → R e g : Dom(g) → R, tais que

Im(f ) ⊆ Dom(g),

lim
x→p

f (x) = L.

Nestas condições, se g é contínua em L, então vale que

lim
x→p

(g ◦ f )(x) = g
(
lim
x→p

f (x)
)

= g(L).

COROLÁRIO

A composta de funções contínuas, quando bem definida, é uma função contínua.
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Composta

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

lim
x→1

√
x2 − 1
x − 1

EXEMPLO 2

lim
x→1

(3 − x3)4 − 16
x3 − 1
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Teorema do confronto

TEOREMA DO CONFRONTO

TEOREMA

Sejam f , g e h três funções com mesmo domínio A satisfazendo

f (x) ≤ g(x) ≤ h(x), ∀x ∈ A.

Nestas condições, se
lim
x→p

f (x) = L = lim
x→p

h(x),

então
lim
x→p

g(x) = L.
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Teorema do confronto

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Se |f (x)| ≤ x2, para todo x ∈ Dom(f ), então lim

x→0
f (x) = 0. Em particular, se 0 ∈ Dom(f ),

então f é contínua em 0.

EXEMPLO 2
Sejam f , g duas funções de mesmo domínio A tais que

lim
x→p

f (x) = 0 e |g(x)| ≤ M,∀x ∈ A, para algum M ≥ 0.

Nestas condições, lim
x→p

f (x)g(x) = 0.

EXEMPLO 3
Seja g : R → R dada por

g(x) =
{

1, se x ∈ Q,
−1, se x /∈ Q.

Então, lim
x→0

x2g(x) = 0.
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