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Limites

LIMITES DE FUNCOES

DEFINICAO

Seja f : Dom(f) — R uma funcdo e p € Dom(f), ou p uma extremidade de um dos intervalos
que compdem Dom(f). Dizemos que f tem limite L € R em p quando vale a seguinte
propriedade:

(%) dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que

x€Dom(f) e 0<|x—p|<d=|f(x) —L| <e

Observagao

A condi¢do (x) € equivalente a:

(*x) dado qualquer € > 0, existe um 6 > 0 tal que

x€Dom(f)N(p—6,p+3d) = f(x) € (L—¢,L+¢)
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Limites

LIMITE x — +00

DEFINICAO
Seja f uma fungio real tal que exista um a € R satisfazendo (a, +00) C Dom(f). Dizemos
que f tem limite L € R quando x tende a +o0 se vale a seguinte propriedade:
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Limites

LIMITE x — +00

DEFINICAO

Seja f uma fungio real tal que exista um a € R satisfazendo (a, +00) C Dom(f). Dizemos
que f tem limite L € R quando x tende a +o0 se vale a seguinte propriedade:

(%) dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que
x>0 =|f(x) - Ll <e

Neste caso, utilizamos a nota¢do
lim f(x) =L.

x—+4o00

Avila (UFPR) CM 310 S2 - 2025 3/11




Limites

LIMITE x — +00

DEFINICAO

Seja f uma fungio real tal que exista um a € R satisfazendo (a, +00) C Dom(f). Dizemos
que f tem limite L € R quando x tende a +o0 se vale a seguinte propriedade:

(%) dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que
x>0 =|f(x) - Ll <e
Neste caso, utilizamos a nota¢do

lim f(x) =L.

x—+4o00

Observagdo

A condigdo (x) € equivalente a:

(*x) dado qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

x>0=L—e<f(x)<L+e
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Limites

LIMITE x — —o0

DEFINICAO
Seja f uma fungio real tal que exista um a € R satisfazendo (—oo,a) C Dom(f). Dizemos
que f tem limite L € R quando x tende a —oo se vale a seguinte propriedade:
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Limites

LIMITE x — —o0

DEFINICAO
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Limites

LIMITE x — —o0

DEFINICAO

Seja f uma fungio real tal que exista um a € R satisfazendo (—oo,a) C Dom(f). Dizemos
que f tem limite L € R quando x tende a —oo se vale a seguinte propriedade:

(%) dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que
x<—0=|f(x) — Ll <e

Neste caso, utilizamos a nota¢do
lim f(x) =L.

X——00

Observagdo

A condigdo (x) € equivalente a:

(*x) dado qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

x<—0=L—-e<f(x)<L+e
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Limites

PROPRIEDADES OPERACIONAIS

TEOREMA
Sejam f, g duas fungdes reais com o mesmo dominio tais que

lim f(x) =1L e X_l)igloog(x) =L

x—+00

Nestas condi¢des, vale:
() lim [f(x) £g(x)] = lim f(x)+ lim g(x) =L £ L.
x—4o00 x—+4o00 x—+4o00

®) lim [f(x)g()] = lim f(x) lim g(x) = Lila.

(© [k (x)] =k ligrn f(x) = kLi, sendo k uma constante qualquer.
X—r+00

lim
x— 400

) o XEH}X)]‘(.X)

—~
=

(d lim —=—F—7-—-= =L desde que estes quocientes estejam bem definidos.
x—+oo g(x) lim g(x) L

xX—+00

OBSERVACAO
@ Ositens (a) e (b) se aplicam a somas e produtos de uma quantidade finita de fungdes.

@ Os mesmos resultados valem para x — —oo.
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Limites

COMPOSTAS

TEOREMA
Sejam f, g duas fungdes reais tis que Im(f) C Dom(g) e lim f(x) = L.

xX—400

(a) Se g é continua em L, entdo

i (o)) = ¢ (1m0 = ¢(0)

x— 400

(b) Se g ndo estiver definida em L, mas existir lini g(u), entdo
u—r

lim (g/)(x) = lim g(u)

xX—4o0

OBSERVACAO

@ Os mesmos resultados valem para x — —o0.
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Limites

EXEMPLOS

EXEMPLOS

X4+t +1
im ——.
x—+oo 2x5 +x+1

()
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Limites

LIMITES INFINITOS

DEFINICAO 1

Seja f uma fungo real tal que exista um a € R satisfazendo (a, +00) C Dom(f). Definimos:

o 1131 f(x) = 4o0: dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que
X—r o0

x>0 =f(x) >e

@ lim f(x) = —oo: dado qualquer € > 0, existe um ¢ > O tal que

x— 400

x>0 = f(x) < —e.
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Limites

LIMITES INFINITOS

DEFINICAO 1
Seja f uma fungo real tal que exista um a € R satisfazendo (a, +00) C Dom(f). Definimos:

o 1131 f(x) = 4o0: dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que
X—r o0

x>0 =f(x) >e

@ lim f(x) = —oo: dado qualquer € > 0, existe um ¢ > O tal que

x— 400

x>0 = f(x) < —e.

DEFINICAO 2

Sejam f uma fung@o real tal, p € R de modo que exista bBR satisfazendo (p, b) C Dom(f).
Definimos 11113r f(x) = 400 se, dado qualquer € > 0, existe um § > 0, com p + ¢ < b, tal que

X—=p

p<x<p+d=f(x)>e
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Limites

PROPRIEDADES OPERACIONAIS

TEOREMA

(a) Se Xi1+moof(x) =400 e Xlleroog(x) = 400, entdo
lim [£(x) + g(x)] = +o0 e lim [f(x)g(x)] = +oo.
xX——+4o0o xX——+4oo

(b) Se lir+n f(x)=L e lim g(x) = 4oo,entio
X—+0o0

xX—+o00

lim [f(x)g(x)] = +o0, seL>0 e lim [f(x)g(x)] = —o0, seL <0

X—+4o00 X—+o0o

(c) Se Xi1+moof(x) =—-o0e Xileroog(x) = 400, entdo

lim [f(x)g(x)] = —o0

x——+o00
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Limites

PROPRIEDADES OPERACIONAIS

(d) Se lig_n f(x)=L e lim g(x)= 400, entio
X— 400

x— 400

lim [f(x) + g(x)] = +o0.

x——+00
(e) Se lim f(x)=L e lim g(x) = —oo, entdo
x—-+4o0 x—+4o00
lim [f(x) + g(x)] = —oc.
xX—400
(f) Se X_lg_noof(x) =-0 ¢ Xl}g_noog(x) = —o00, entdo

Jim [f(x)g(x)] = +o0, e lim [f(x) +g(x)] = —oo.

(2) Se li+m f(x)=L e lim g(x) = —oo,entio
X—+00

xX—+4oo

lim [f(x)g(x)] = —o0, seL>0¢e lim [f(x)g(x)] =400, seL <0

x—4o00 x—4o00
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Limites

EXEMPLOS

EXEMPLOS

(b)
(©)
(d)

(e

lim 3x* — 5x+ 2.

xX—r 400
X 4+3x—1
m ———.
x—=too 2x2 +x+ 1
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