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Exercício 1 Sejam N um espaço normado (não trivial) e N ∗ seu dual. Então:

(i) se 0 6= η ∈ N , então existe f ∈ N ∗ com f(η) = ‖η‖ e ‖f‖ = 1.

(ii) se η 6= ξ, então existe f ∈ N ∗ com f(η) 6= f(ξ).

(iii) se f(η) = 0, para todo f ∈ N ∗, então η = 0.

(iv) se ξ ∈ N , então

‖ξ‖ = sup
06=f∈N ∗

|f(ξ)|
‖f‖

.

Exercício 2 Mostre que se N ∗ então N é separável.

Exercício 3 Seja Z um subespaço vetorial de N . Mostre que todo funcional linear limitado em Z é

restrição de algum elemento de N ∗. Mostre que Z∗ = {f |Z ; f ∈ N ∗}.

Exercício 4 Sejam N1 e N2 dois espaços normados (não triviais). Use o teorema de H-B par mostrar

que se qualquer operador linear e limitado e não nulo T : N1 → N2 é sobrejetor, então dim(N2) = 1.

Exercício 5 Seja p como no teorema de H-B complexo. Mostre que

|p(x)− p(y)| 6 p(x− y), ∀x, y ∈ V.

Exercício 6 Mostre que se um funcional sublinear num espaço normado é contínuo em 0, então é

contínuo no espaço todo.

Exercício 7 Se N 6= {0}, então N ∗ 6= {0}.

Exercício 8 No conjunto M = C[0, 1] considere a relação f ≤ g a qual signi�ca que f(t) ≤ g(t) para

todo t ∈ [0, 1]. Esta relação é uma ordem parcial? M é totalmente ordenado? Subconjuntos de M
totalmente ordenados tem uma cota superior? M tem um elemento maximal?

Exercício 9 Seja p é um funcional sublinear de�nido no espaço vetorial X.

(a) Mostre que p(0) = 0 e que p(−x) ≥ −p(x) para todo x ∈ X.

(b) Se p for contínuo em x = 0, mostre que p é contínuo em qualquer x ∈ X.

(c) Seja r > 0, mostre que o conjunto B = {x ∈ X : p(x) ≤ r} é convexo.

(d) Mostre que q(x) = max|α|=1 p(αx) de�ne uma seminorma em X.

Exercício 10 Se X é um espaço normado. Mostre que

1



(a) Para cada x0 ∈ X, x0 6= 0 e β > 0, existe f ∈ X′ tal que f(x0) = β‖x0‖ e ‖f‖ = β.

(b) x = y se e somente se f(x) = f(y) para todo f ∈ X′.

Exercício 11 Mostre que a função p : `∞ → R dada por

p(x) = lim sup
k→∞

xk, x = (xk) ∈ `∞,

é um funcional sublinear
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