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Capitulo 1

Resumo de Métricas,
Normas e Produtos Internos

1.1 Meétricas

Uma métrica é uma forma de medir a distancia entre dois pontos de um conjunto.
Por exemplo a distancia entre dois niimeros reais x e y é comummente denotada
por d(x,y) := |x — y| onde | - | denota o valor absoluto. Verifica-se facilmente que
esta distancia satisfaz as seguintes propriedades: (i) d(z,y) > 0 se, e somente se,
x #y, (i) d(z,y) = d(y, z), e (iii) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y). Esta ultima pode ser
verificada da seguinte forma:

dz,y)=lr—yl=lz—2z+z2—y| < |z -z + |z —y| =d(x,2) + d(z,y).

Esta nocao de distancia pode ser generalizada para espacos abstratos quaisquer
com a condicao de que estas 3 propriedades sejam preservadas.

Definigao: Seja X um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em X é uma fungao
d : X x X — R que satisfaz os seguintes axiomas

(D1) d(z,y) >0 < x#y. (Positividade)
(D2) d(x,y) = d(y, z) para todo z,y € X. (Simetria)
(D3) d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) para todo x,y, z € X. (Desigualdade Triangular)

Um conjunto X munido de uma métrica d é chamado de Espaco Métrico e quando
seja necessario este serd denotado por (X, d).

Observacao. Dos axiomas acima podemos inferir que
dlz,y) =0 & xz=uy.

De fato, se d(x,y) = 0, por (D1) x ndo pode ser distinto de y, logo z = .
Reciprocamente, se temos que y = =z, considerando z = x em (D3) segue que
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d(x,z) < d(z,x) + d(z,x). Esta desigualdade implica que d(x,z) > 0. Agora por
(D1) temos que d(z,x) # 0, logo d(z,x) = 0.

Exemplo: Seja X um conjunto qualquer nao vazio. A funcao d : X x X — R dada
por

¢ uma métrica em X. Provemos (D3), os restantes ficam como exercicio para o leitor.
De fato quando = = y a desigualdade triangular é imediata. Se x # y temos que
para qualquer z € X fixado, este serd diferente de pelo menos um dos elementos
x,y, assim um dos valores de d(z, z), d(z,y) é 1. Consequentemente

d(z,y) =1 < d(z,2) +d(z,y)
Exemplo: Consideremos o conjunto de sequéncias reais,
S(R);={z = (z,) : (x,) é uma sequéncia em R}. (1.1)

A funcéo d : S(R) x S(R) — R dada por

0.} ‘

, onde x=(x,), y=(yn),
¢ uma métrica em S(R). De fato, o leitor pode verificar facilmente as propriedades
(D1) e (D2). A propriedade (D3) pode ser obtida da seguinte forma: consideremos
a fungao f(t) = t/(1 +t) definida em [0, 00[. Como f'(t) =1/(1+1¢)*> >0, f é uma
fungao crescente, portanto f(|x, — yn|) < f(|zn — 2a] + |20 — Ynl), isto é,

|xn_yn’ |$n_zn|+ ‘Zn_yn| ‘xn_zn| |Zn_yn|
L+ —yn| =~ 1+ |2 — 20|+ |20 = yu| = 14 |20 — 20 1+ [z, — ynl

Usando esta desigualdade obtemos que d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

1.2 Normas

Lembremos que um espago vetorial sobre o corpo de escalares K (K = R ou C) é
um conjunto X que tem duas operacoes bindrias definidas

1 XxX2X e KxXoX

(xy) = x+y (v,z) — ox
que satisfazem as seguintes propriedades:
1. Elemento neutro aditivo: Existe 0 € X tal que z + 0 = x, para todo x € X.
2. Elemento inverso: Para cada z € X existe —z € X tal que z + (—z) = 0.
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3. Comutatividade: x +y = y 4+ = para todo z,y € X.
4. 1z = z para todo x € X (1 é o elemento neutro multiplicativo de K)

5. Associatividade:

(x+y)+z=x+y+2), (af)r=a(bzr), Vr,y,ze€X, a,f €K,

6. Distributividade:

alz+y)=ar+ay, (a+p)r=ax+px, Vr,yeX a,fek

O espaco X ¢é dito espaco vetorial real se K = R, e é um espaco vetorial complexo
se K=C.

Exemplo: O conjunto F(X;R) de fungoes reais definidas num conjunto X com as
operagcoes
(f +9)(t) = f(t) +9(t), (af)(t) :=af(t), teX
é um espaco vetorial real. Um caso particular é o espago de sequéncias reais que na
verdade sao fungoes definidas em N, isto é, S(R) = F(N; R).
No que segue introduzimos a nocao de norma, que a grosso modo é um conceito
que generaliza a nocao de modulo ou comprimento de um vetor.

Definicao: Uma norma no espago vetorial X é uma fungao |- || : X — R que satisfaz
0s seguintes axiomas

(N1) ||z|| > 0 para todo x # 0, (Positividade)
(N2) ||Az|| = |All|z]| para todo z € X e A € K, (Homogeneidade)

(N3) ||z +y| < ||z|| + |ly|]| para todo z,y € X. (Desigualdade Triangular)

Um espago vetorial X munido de uma norma || - || é chamado de Espaco Normado e
quando necessario denotaremos por (X, || - ||).
Observacgoes:

1. Dos axiomas acima podemos obter que
|z] =0 < x=0.

De fato, se ||z]| = 0, por (N1) temos que x nao pode ser nao nulo, logo x = 0.
Reciprocamente, se x = 0 (neste caso usamos a setinha para diferenciar do
escalar nulo), entao temos que ||z|| = ||0|| = ||00]| = 0||0]| = 0.

2. Em vérios exemplos encontraremos fungoes ||-|| que satisfazem os axiomas (N2)
e (N3) porém nao necessariamente satisfazem (N1), ndo entanto satisfazem a
condicao menos restritiva:

(N1)" ||z|| > 0 para todo x € X.
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Funcoes || - || que satisfazem (N1)', (N2) e (N3) sdo chamadas de seminormas.
Um exemplo é a funcio ||(x, )| := |z| no espaco R?, pois satisfaz (N1)" porém
nao satisfaz (N1). Também, deixamos para o leitor verificar que toda norma
¢ uma seminorma.

Exemplo: Seja (X, || -||) um espago normado. A fungao definida por
d(x7y) = Hx_yH7 Vx,yGX,

é uma métrica em X chamada de métrica induzida pela norma || - ||. A prova desta
afirmacao ¢ deixada para o leitor.

Exemplo: No espaco euclideano R" (ou C"), Consideremos as fungoes

n 1/p
|z]|p == (Z |$¢|p> , p>1, 2|00 := max{|x;| :4=1,...,n},
i=1

onde x = (z1,...,x,). Verifica-se facilmente que (N1) é vélida. verifiquemos (N2):
n 1/p n 1/p n 1/p
pel, = (Sona) = (Soeise) = (Slar) = e,
i=1 i=1 i=1
| Az]| = max{|A||z;|:i=1,...,n} =[N max{|z;| : i =1,...,n} = |\|||z|lcc-

Pode-se verificar rapidamente que (N3) é satisfeita para p = 1 e p = 0o. Nos outros
casos a verificagdo nao é imediata, na verdade veremos que (N3) é consequéncia da
desigualdade de Minkowski que sera estudada posteriormente.

Exemplo: No espaco vetorial das fungoes continuas Cla, b] a funcao
[ flloo := max [f(2)],
te(a,b]

é uma norma. Deixaremos que o leitor verifique (N1)-(N2). Provemos (N3): desde
que

1F(@) + 9@ < [FO)] + 9@ < Nl + llglloc, ¥ € [a, ],

o resultado segue aplicando o maximo no intervalo [a, b] nesta desigualdade..

Exemplo: Consideremos R(a,b) o espaco das fungoes reais Riemann integraveis
definidas no intervalo [a, b]. Neste espago definimos a funcao

b
1l = / FO)ldt, feR@ab) (2.2)

Pode-verificar que esta funcao satisfaz as condigoes de seminorma, porém nao é
uma norma. De fato, se consideramos a fungao f definida por f(a) =1e f(t) =0,
t €la,b] temos que f € R(a,b), f #Z 0 porém | f|| = 0, isto é o axioma (N1) nao é
satisfeito.



Exemplo: Consideremos o subespago do espago vetorial das sequéncias S(R):
(> =07R) :={r = (z,) € S(R) : (z,,) ¢ limitada}.
A funcao dada por

|2 |oc = sup |24],
neN

¢ uma norma em ¢*°. Os detalhes sao deixados pro leitor.

Exemplo: Para cada p > 1, consideremos o subconjunto de S(R):

P =P(R) := {:z: = (z,) € S(R) : Z |z, P < oo} :

e nele definamos a funcao dada por

o0 1/p
]l = (Z fcnp) :
n=1

Nestas condicoes veremos que /# é um subespaco vetorial de S(R) e || - ||, é uma
norma neste subespaco. A prova de /P ser fechado em relacao a soma de vetores
(condicao necessaria para ser subespago vetorial de S(R)) e a desigualdade trian-
gular de || - ||, s@0 consequéncias da desigualdade de Minkowski que serd estudada
posteriormente. Verifiquemos (N1) e (N2). Se z = (z,) # 0 entao pelo menos uma
das suas componentes é diferente de zero portanto ||z|[, > 0. Agora, se A € R temos
que A\x = (Azx,) logo

00 1/]? 00 1/]?
[Az ], = <Z|A$n|p> = [Al (Z |$n|p> = [Alll=ll,.

1.3 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski
Definicao: Dizemos que uma funcao f : R — R é convexa se
flax+ By) < af(z)+Bf(y), Ve,yeR, o820, a+p =1

Theorem 1.3.1 Seja f € C*(R). f € convexa se e somente se f"(x) > 0 para todo
x € R.

Proof: E. Lima, Curso de Andlise Vol. 1, Projeto Euclides, Impa, 1992. (Pag
227). O

Exemplo: A funcao f(x) = exp(z) é convexa, pois f”(z) = exp(x) > 0 para todo
z € R.



Theorem 1.3.2 (Desigualdade de Young) Sejam a,b >0 e p,q > 1 tal que

1 1
—+-=1, (peq sao ditos conjugados)
p q
entao,
al bl
ab < — + —.
p q

Proof: Se a = 0 ou b = 0 a desigualdade vale. Consideremos a > 0e b > 0 e
observe que

ab = exp(In(ab)) = exp(In(a) + In(b)) = exp (ln(ap) n ln(bq))

p q

desde que a funcao exp é convexa temos que

p q p q
< SP(n(@) | expin(®) o b
p q p q

Theorem 1.3.3 (Desigualdade de Hélder) Sejam (ay,) (b,) sequéncias de nimeros
reais nao negativos tal que

o o0
p q
E a, < 00, g bl < oo,

onde 1 < p,q < o0 com%%—%:l. Entao,

Proof: Denotemos com
00 1/]7 00 1/q
A(Zag> , B(Zbg> .
n=1 n=1

Se A ou B se anulam entao a desigualdade ¢ imediata pois uma das sequéncias seria
nula. Suponhamos entao que A e B nao se anulam. Em vista da desigualdade de
Young temos que

anbr, ab b

AB — pAp * qB?’
9

Vn € N,




assim,

m m m

ﬁ;ann_ 2 Zlbgg%+$:1, Vm € N.
Portanto a serie do lado esquerdo converge e
| =
E ; anby, <1,
de onde segue o resultado desejado. O

Observacao:

1. Sex = (x,) € ey = (y,) € ¢ onde p,q > 1 com %—I—é = 1, entao a sequéncia
z = (z,y,) € 01, pois

00 00 1/p 00 1/q
> |yl < (Z Ixnlp> <Z Iyn|q> -
n=1 n=1 n=1

2. Identificando x = (z1,...,2,) = (21,...,2,,0,0,...) podemos considerar que
o espago R” é um subespago de qualquer ¢7. Logo, se p,q > 1 com % + % =1,
vale a desigualdade

n n 1/p n 1/q
Z\xkyﬂ < (Z |a:k|p> (Zyn|q> (21, ), (Y1, -, Yn) € R™
k=1 k=1 k=1

Theorem 1.3.4 (Desigualdade de Minkowski) Sejap > 1. Se (a,) (b,) sequéncias
de numeros reais nao negativos tal que

entao,

1/p 00 1/p . 1/p
n=1 n=1

Proof: Se p =1 a desigualdade se verifica. Consideremos p > 1. Fixando m € N,
observe que

||M8

D (a0 +b)" = (an +ba)(an + b)) = an(an +b, p1+Zb (@ 4 n)P~
n=1 n=1 n=1 n=1

10



Aplicando a desigualdade de Holder, com p e ¢ = p/(p—1) as duas ultimas somatdrias
temos que

m m 1/p m 1/p m l—l/p
S (an 4 bo)? < (Z ) s (z w) (Dan s bn)p> |
n=1 n=1 n=1 n=1

de onde segue que

m 1/p 00 1/p 00 1/p
(Z(an+bn)p> < <Z aﬁ) + <Z bﬁ) , VmeN. (3.3)

n=1 n=1

Elevando a poténcia p segue que a série do lado esquerdo converge e temos a desi-
gualdade desejada. O

Desigualdade Triangular de || - ||, em e R": Considere x = () e y = (yx)
dois elementos de 7, entao de (3.3) temos que

m m 00 1/1’ 0o 1/pp
S o+ e < 3l + ol < (zmp) +(zw) vmen
k=1 k=1 k=1 k=1

isto é, x+y € P e ||lx+yl, < |zl,+]yll, Logo, ¢’ é um subespago vetorial de S(R)

e || - ||, ¢ uma norma definida nesse espago. Agora para mostrar que | - ||, é uma
norma em R” basta identificar R” como subespago de 7| isto é, para x = (x1,...,T,),
Yy = (y1,...,yn) vetores de R" consideramos os vetores o identificam em ¢?

:%:(x17"‘7xn70707"')7 g:(yla‘-'aynaoaoa'”)a

assim temos que

[z +ylly =12 +9llp < l[2ll, + 191, = [zl + lyll,

1.4 Produtos Internos

Definigao: Seja X um espago vetorial sobre o corpo de escalares K (K = R ou C).
Um produto interno em X é uma fungao (- ,-) : X x X — K que satisfaz as seguintes
propriedades:

(P1) (x,z) > 0, para todo x # 0,

(P2) (z,y) = (y,x) para todo =,y € X,

(P3) (ax +y,2) = alx, z) + (y, ), para todo z,y,z € X e a € K.
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Um espago vetorial X munido de um produto interno (- ,-) é chamado de FEspac¢o
com produto interno e quando necessario usaremos a notagao (X, (-, )).

Observacgoes: Segue dos axiomas acima que

1. Se (z,x) =0, entdo z = 0 (pois em caso contrario contradize(P1)).

DO

. (0,y) = (z,0) = 0, para todo y € X. (Pois, (0,y) = (0+0,y) = (0,y) +(0,y))
3. {ax + By, z) = oz, z) + B{y, z), para todo x,y,z € X, a, f € K.
4. {z, oy + Bz) = alx,y) + Blx, ), para todo z,y,z € X, a, B € K.

Exemplo: Sejam x = (x1,...,2,), ¥y = (y1,...,yn) vetores de C". A funcao dada
por

n
<37, y> = Z xigiu
1=1

é um produto interno em C". Os detalhes sao deixados pro leitor.

Exemplo: Sejam z = (2,),y = (y;.) elementos de £*(C). A funcao dada por
(z,y) = Zfﬁky_k, (4.4)
k=1

é um produto interno em ¢*(C). Os detalhes sdo deixados pro leitor.
Exemplo: Sejam f,g € C([0,1];C) = {h = hy +ihy : hy,hy € C[0,1]}. A fungao
dada por

(f.g) = /O f(2)9(x) de.

é um produto interno nesse espaco vetorial. Os detalhes sao deixados pro leitor.

Exemplo: Seja (X, (- ,-)) um espago com produto interno, entao a funcao
2 = Vima), zeX (45)

¢ uma norma em X. O leitor pode verificar as propriedades (N1) e (N2). A pro-
priedade (N3) sera verificada apés a desigualdade de Cauchy-Schwarz. A norma
definida acima é chamada de Norma induzida pelo produto interno (-, -).

Theorem 1.4.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) A funcao definida em (4.5)
satisfaz a sequinte desiqualdade

[z, )| < llzllllyll, Ve, y e X,
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Proof: Se y = 0 a desigualdade é obvia. Suponhamos entao que y # 0. observe
que para qualquer ¢t € K temos que

0 < (z—ty,x—ty) = [[z|* — 2Re(x, ty) + [t*[ly]|”

em particular, tomando ¢t = T‘”y”yg tem-se que (z,ty) = [{z,y)|*/|ly|?, portanto
2
0< HxHQ o I(.r,y2| 7
Iy
de onde segue o resultado desejado. O

Prova da desigualdade triangular para a “norma induzida” definida em
(4.5):

lz + ylI*

(x+y,2+y)
= |lz]|* + 2Re(z, y) + |yl
<zl + 20zl + llyl®
= ([lzll + lyl)*.

aplicando raiz quadrada segue o resultado desejado.

Exemplo: Do teorema anterior segue que a funcao

00 1/2
x> x| = (j{:lxnﬁ> :
n=1

é uma norma em ¢*(C) induzida pelo produto interno definido em (4.4).
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1.5 Exercicios

1. Seja (X, d) um espago métrico. Mostre as desigualdades
(a) |d(z,2) —d(z,y)| < d(v,y), Vr,y,2 € X.
(b) |d($1, yl) - d(ﬂfQ, y2)| S d(ﬂfl, .1'2) + d(yl; y2>7 v.flfl, L2, Y1, Y2 c X.

2. Seja (X, d) um espago métrico. Para A, B C X e x € X consideremos as
distancias entre conjuntos

D(A,B) := inf d(z,y), D(z,B):= infd(z,z2).

zEA zeB

(a) Mostre que D nao é uma métrica no conjunto {A : A C X}.
(b) Mostre que |D(z, B) — D(y, B)| < d(z, z), para todo =,y € X.

3. Sejam (Xy,d;), (Xy,dy) espagos métricos. Mostre que a fungao

d(l.?y) - \/dl(xla y1)2 + d2<$2,y2)2,

para x = (r1,%2), ¥y = (Y1, ¥2), ¢ uma métrica em X = X; X Xy. Seguidamente,
identifique o conjunto C como produto cartesiano do conjunto de nimeros
reais e mostre que d(z,w) = |z — w| (médulo de uma diferenca de niimeros
complexos) é uma métrica em C.

4. Seja X um espaco vetorial e d uma métrica em X satisfazendo as seguintes
propriedades

(a) d(az,ay) = |ald(z,y), para todo z,y € X e escalares a,
(b) d(x+ z,y + z) = d(z,y), para todo x,y, z € X.

Mostre que d é uma métrica induzida por alguma norma em X, isto é, existe
uma norma, || - || em X tal que

d(xay) = ||I’ - y”? any e X.

5. Seja (X, || - ||) um espago normado.
(a) Mostre que a aplicacao do(z,y) := /||z — y|| é uma métrica em X. A
aplicagao [|z||o := v/||z]| é uma norma em X7
(b) A aplicacio da(z,y) = ||z — y||* é uma métrica em X? Justifique sua
resposta.
6. Se || - || ¢ uma norma no espaco vetorial X mostre que

[zl = llyll] < llz = yll, Vo,yeX.

14



7. Seja || - || uma seminorma no espago vetorial X. Vejamos que podemos refor-
mular o espago X para que a seminorma se torne uma norma. Para x,y € X
escrevemos

(a)
(b)

(d)

v~y se |z =yl =0.

[13 2

Mostre que “~” é uma relacao de equivaléncia.

Considere o conjunto X de todas as classes de equivaléncia [z], z € X.
Mostre que as operagoes

(2] + [y] == [z +y], Alx]:=[A\z], (\ escalar)
estao bem definidas, isto €, o resultado independe dos representantes de

cada classe, e com estas operagoes, mostre que X é um espaco vetorial.

Se definimos ||[z]|| := ||z]|, € X, mostre que esta fun¢ao bem definida e
é uma norma em X. Desta forma, por simplicidade denotamos [z] por seu

representante x (que equivale a denotar X por X), entdo podemos dizer
que a seminorma se torna uma norma em X.

Aplique os itens anteriores para que a seminorma

9= [ 1)l e

se torne uma norma em R(a, b).

8. No espago vetorial C(]0,1]) definimos, para cada n € N, n > 2, a fungao

(a)
(b)

N (f) = max{|f(z)| : z € [1/n,1 = 1/n]}.

N,, é uma norma em C(]0, 1[; R)? Justifique sua resposta.

Mostre que

- 9)
ZZ”I—I—N (f—9))

n=

é uma métrica em C(]0,1[;R). Esta métrica é induzida por alguma
norma? Justifique sua resposta.

9. para z = (z,y) € R* considere

(a)
(b)

1
2lloo = max{ ], lyl}, N2l = (l” + [yP)"7.

Faga um grafico da bola unitéria B, = {z € R* : ||z||, < 1} quando
p=1,2400,¢e1/2.

Mostre que || - ||, ndo é uma norma em R? quando 0 < p < 1.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Seja X um espaco vetorial, um subconjunto M de X é dito convexo se para
todo z,y € M tem-se que tx + (1 —t)y € M com 0 <t < 1.

(a) Mostre que para toda norma || -|| em X a bola unitaria {z € X : ||z|| < 1}
é convexa.

2
(b) Mostre que {z = (z,y) € R* : |22 = (x/\x] + |y|> < 1} néo é um
conjunto convexo de R2.

Mostre que a desigualdade de Holder é satisfeita para p = 1 e ¢ = 00, isto é,
se x = (x,) €t ey = (y,) € L entao

(©.¢)
> Ll < llzllillyllo
1=1

Seja 1 < p < oo. Mostre que valem as seguintes desigualdades para todo
r € R™

Izl < 0PV, 2]l < 0P|

Dizemos que duas normas || - ||o e || - [[1 sdo equivalentes num espaco vetorial
X se existem constantes positivas ¢, cs tal que

cillzllo < ||zl < eallzllo, Ve X

Para 1 < p < ¢ < oo, mostre que as normas | - ||, e || - ||; s@o equivalentes no
espaco R".

Seja s > 0 mostre que existem constantes C, Co nao negativas tal que C(a®+
b*) < (a + b)* < Cy(a® + b°) para todo a, b nao negativos.

Mostre a desigualdade de Young Generalizada: Se aq, ..., a, sao niimeros nao
negativos e py, . . ., p, sdo nimeros maiores que um tal que Y., 1/p; = 1 entao
n n .
al’
[[ai=2.
i=1 i—1 Pi

Se 1 < p < g < oo, mostre que
o cece,
e que as inclusoes sao proprias.
Considere o conjunto ¢5° = {(z,) € S(R) : z, — 0}.

a) Mostre que ¢ C /3° C (*°, para todo p > 1.
0
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(b) Mostre que existe um elemento em £3° que nao pertence a nenhum ¢” com
p = L

18. No espaco vetorial C[0, 1] mostre que as normas

I = [ 15 o, 1l = ma 15600

nao sao equivalentes.

19. No espaco vetorial C'[0, 1] considere as normas

[ Flloe = max [f(z)], I fller =l fllo + 1 Noos WfMlo = 11f llse + £ (O)].

(a) Mostre que as normas || - |[c1 e || - ||o s@o equivalentes

(b) Mostre que a norma || - ||« nao ¢é equivalente com as anteriores.

20. Seja f € C|a,b], sabe-se que

/f(t) dt = lim s(f,P),

1P[|=0

onde P = {a =ty t1,...,t, = b}, |P|| = max{t; —t;_1: 0 < i <n}e
- Zf(Tz)(tz - ti—l) com T; € [ti—lati]‘
i=1

Sejam p,q > 1 tal que zl? + % = 1, mostre que:

(a) Vale a desigualdade de Holder: para todo par de fungdes nao negativas
f,g € Cla,b] tem-se que

/ ' F(glt) di < (/ P i) " (/ o) i) "

(b) A funcao
i = ([ 150 \pdt)

¢ uma norma em Cla, b].

21. Seja (X, (-,-)) um espago vetorial real ou complexo. Denotemos com || - || a
norma induzida pelo produto escalar.

(a) Mostre que |{z,y)| = ||z]/|ly| se, e somente se, os vetores z e y sdo
linearmente dependentes.
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(b) Mostre que Re(x,y) = ||z||||y|| se, e somente se, um dos vetores é um
multiplo nao negativo do outro.

22. Seja (X, (-,-)) um espago vetorial complexo com produto interno e seja || - || a
norma induzida.

(a) Mostre a seguinte relagao é satisfeita

(e +yl* =l = yl*) . Vo,yeX.

o |

Re(z,y) =
(b) Mostre que vale a identidade de polaridade:

(wy) =5 (e +yl” = lle = o) + 3 (lz + iyl = e —iyl*), Yo,y eX.

o ]

Dica: (z,y) = Re(x,y)+ilm(x,y) = Re(x, y)+iRe(—i(x,y)) = Re(zx,y)+
iRe({x,iy)).

23. Seja 1 < p < co. Mostre que a norma || - ||, no espaco vetorial ¢ ¢ induzida
por um produto interno se, e somente se, p = 2.
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Capitulo 2

Nocoes Topologicas em
Espacos Métricos

2.1 Abertos, Fechados e Funcoes Continuas

Seja (X, d) um espago métrico, entdao qualquer subconjunto Z C X também é um
espaco métrico com a métrica d herdada de X a qual serd chamada de subespaco
métrico.

Seja (X, d) um espac¢o métrico, uma bola aberta com centro xy € X e raio r > 0
é definido pelo conjunto

B (xy) :={z € X d(z,z9) < r}.

Observagao: Se Z C X, para 79 € Z a bola BZ(zy) em Z nao necessariamente
coincide com a bola BX(zy) em X. De fato, se em R consideramos o subconjunto
dos inteiros Z, temos que Bf(2) =|1,3[, enquanto que B%(2) = {2}. O leitor pode
provar que BZ(xzg) = BX(x) N Z.

Definigao: Dizemos que xy é um ponto interior do subconjunto A C X se existe
e > 0 tal que

Be(fo) - A.

O conjunto de pontos interiores de A serd denotado por int(A) ou A. Observamos
da definigdo que int(A) C A.

Exemplo: consideremos o conjunto A = [0, 1[x[0, 1[ de R?, vejamos que int(A) =
10, 1[x]0, 1[. De fato, seja (xg, yo) € B :=]0,1[x]0, 1] entdo tomando ¢ = min{zg, 1 —
o, Yo, L — o} > 0 temos que Bc(xg,yo) C A (verifique!), logo B C int(A). Por outro
lado, o leitor pode verificar que para (xg,y9) € A\ B, nao existe ¢ > 0 tal que
Be(xo,y0) € A (verifique!), oque mostra que int(A)N(A\ B) = (). Como int(4) C A
e A= BU(A\ B) segue que int(A) C B. Consequentemente int(A) = B.
Definigao: Dizemos que um subconjunto A C X é aberto se A C int(A).

Observacgao: Desde que a inclusao int(A) C A é sempre vélida, o conjunto A serd
aberto se e somente se A = int(A).
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Exemplo: toda bola aberta B,(xy) de um espago métrico X é um conjunto aberto
(o que justifica o nome: bola aberta). De fato, seja 1 € B,(x), consideremos
e =r —d(xy,z9) > 0 e verifiquemos que B.(z1) C B,(z¢): para z € B.(zr1) temos
que

d(xz,z9) < d(x,z1) + d(z1,20) < e +d(x1,20) =7 = d(z,20) <\

portanto x € B,(xg), logo B.(x1) C B,(xp). Assim x1 € int(B,(xg)) e da arbitrarie-
dade do ponto tomado temos que B, (xy) C int(B,(xg)), isto é, B,(x¢) é um conjunto
¢ aberto.

Exemplo: Seja (X,|| - ||) um espago normado. Se A C X é um conjunto aberto,
mostremos que para qualquer B C X o conjunto

A+B:={zx+y:x €A, yeB}

também é aberto. De fato, seja zyp € A+ B. Segundo a definicao, existem xy € A
e yp € B tal que zp = x9 + yo. Como A é aberto existe € > 0 tal que B.(xy) C A.
Mostremos que B¢(z9) C A+ B: Seja z € B.(z) entao

|z — (xo + o) <e.
Dai segue que o vetor z := z — 1 pertence a B.(xg) C A, isto é, z =x+y, € A+ B.

Assim zp € int(A + B) e consequentemente A + B C int(A + B).

Theorem 2.1.1 Seja (X, d) um espaco métrico, entdio

1. Os conjuntos X e () sao abertos.
2. A intersecao de um numero finito de conjuntos abertos € aberto.

3. A uniao de uma colecao arbitrdria de conjuntos abertos ¢ aberto.

Proof: Desde que int(X) = X e int()) = () segue que estes conjuntos sao abertos.
Para mostrar o segundo item consideramos Aq, ... A, conjunto abertos e denotemos

n
com A = ﬂAi. Seja xg € A entao xy € A; para todo 7 =1,...,n e como cada um
i=1
destes conjuntos é aberto, para cada um deles existe ¢; > 0 tal que B, (z9) C A;.
Agora considerando € := min{ey,...,e,} > 0 segue que B(xg) C A; para todo
i=1,...,n, portanto B.(zg) C A, de onde segue que A C int(A). Para o terceiro
item, consideremos a colegdo de subconjuntos abertos {Ay : A € A} e mostremos

que A = U Ay é um conjunto aberto. De fato, seja xg € A, entao existe \g € A tal

AEA
que zy € Ay, e portanto B(zg) C Ay, C A para algum € > 0, mostrando assim que
A Cint(A). O
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Observacao: Uma colecao 7 de subconjuntos de X que contem X, ), intersecoes
finitas e unioes arbitrarias de seus elementos é chamada de uma topologia em X e
o espaco (X, 7) é chamado de espago topoldgico. O teorema anterior mostra que a
colegao de conjuntos abertos do espago métrico (X, d) é uma topologia

Definigao: Sejam (X, dx) e (Y, dy) dois espagos métricos. Uma fungao f: X — Y
é continua no ponto xy € X se, para todo € > 0 existe & = d(e, xg) > 0, tal que

Vo € X com dx(z,x9) < 6, tem-se que dy(f(z), f(xo)) < €. (1.1)

Dizemos também que, f é continua, se for continua em cada xy € X.

Observagao: Se para A C X consideramos o conunto f(A) := {f(x) : x € A}, a
continuidade de f em xy pode ser reformulado da seguinte forma: f sera continua
em 1z, se para toda bolinha de raio € centrada em f(x) existe uma bolinha de raio
0 centrada xg, tal que

f(Bs(x0)) € Be(f(x0))- (1.2)
Theorem 2.1.2 Uma funcgao f: X — Y € continua se, e somente se, o conjunto
fUV)={z eX: f(x) € V},

¢ aberto em X para todo conjunto aberto V em Y.

Proof: (=): Seja zg € f~1(V) entao f(xy) € V. Como V é aberto existe
e > 0 tal que B.(f(zp)) € V. Da continuidade de f segue que existe § > 0
tal que f(Bs(xo)) C Belf(x0)), logo Bs(ro) € f~ (Bo{f(z0)) € F(V). Assim
zg € intf~H(V), e portanto f~1(V) é aberto.

(«<): Seja zp € X e € > 0. Desde que B(f(xg)) é aberto em Y, temos que
fYUB(f(x))) é aberto em X, e como este 1ltimo contem g segue que existe § > 0

tal que Bs(zo) C f~H(B(f(x0))), isto é, f(Bs(zo)) € Be(f(xg)), logo f é continua
em xg. ]

Definicao: Seja A C X, dizemos que zy € X é um ponto aderente de A se
AN B(zg) #0, Ve>0.

O conjunto de pontos aderentes de um conjunto A, tambem chamado de fecho de

A, serd denotado por A. Desta definicdo, observe que A C A, e que g € A se,
somente se, existem pontos r € A suficientemente proximos de xg, isto é, existem
pontos x € A tal que d(x, z() é tdo pequena quanto vocé queira.

Definicao: Dizemos que um conjunto A é fechado se A := X'\ A é aberto.

Theorem 2.1.3 Um subconjunto A C X € fechado se, e somente se, A C A.
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Proof: (=): Suponhamos que existe g € A tal que 2y € A, logo z € A assim
existe € > 0 talque B(z9) € A°, portanto AN B(zg) = 0, isto é, 9 € A o qual é
absurdo. Portanto A C A.

(«<): Seja zg € A°, logo xg € A e como A C A, vy € A, assim existe € > 0 tal que
AN B(xg) =0, logo Be(xzg) C A, isto é, xg € int(A°) o que mostra que A é aberto
e consequentemente A é fechado. O

Definicao: Seja (X, d) um espago métrico.

1. Dizemos que um subconjunto A C X é denso em X se A = X, isto é, se cada
elemento de X tem um elemento de A suficientemente proximo.

2. X é dito separavel se admite um subconjunto denso contavel (contavel = finito
ou enumeravel).

Exemplo: R é separavel, pois Q é um subconjunto denso enumeravel em R.

Exemplo: (7 é separavel para todo p > 1. De fato, consideremos os conjuntos

Ap ={r=_(r1,r2,...,7,,0,0,...) : 7, € Q para 1 < k < m}.

o

Entao o conjunto A = U A,, é contavel. Vejamos agora que A é denso em (. Seja

m=1
o
r = (x,) € P, fixemos € > 0. Desde que Z |z, [P < oo segue que existe N € N tal
que =t
(0.¢]
Ep
D faal” < 5
n=N-+1

Por outro lado, para cada n < N existe r, € Q tal que

€p
|x” - T”‘p < on+1
assim se consideramos r = (rq,...,7ry,0,0,...) temos que
N 00 P N 1 P
Hx_THg:ZMn_TnVJ_'— Z |xn‘p<§ 2_n+§<€p7
n=1 n=N+1 n=1

portanto x € A.

Exemplo: /> nao é separavel. Consideremos o subconjunto

L={x=(z,):x, €{0,1}, Vn € N}
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desde que a funcao f : L — [0, 1] dada por

é sobrejetora, portanto o conjunto L é nao contavel. Além disso, para x,y € L, com
T # y, temos que ||z — y|l = 1 e consequentemente By y(x) N Byjo(y) = 0. Por
outro lado, qualquer subconjunto denso A C ¢* deve ter um elemento em B jo(x)
para cada x € L, logo A nao é contavel. Portanto, nao existe subconjunto denso
contavel em £,

2.2 Sequéncias

Definigao: Seja (z,,) uma sequéncia no espaco métrico X. Dizemos que a sequéncia
¢ convergente se existe r € X tal que

lim d(z,,x) = 0.

n—oo

x é dito o limite de (x,) e escrevemos

lim z,, = x, ou simplesmente, z,, — .
n—oo

Observagao: A sequéncia de nimeros reais nao negativos (d(x,, x)),en tem limite
zero, se e somente se, dado € > 0 existe ny € N tal que

d(zp,x) <€, VYn>ng.

Theorem 2.2.1 Sejam (X, dx), (Y,dy) dois espagcos métricos e f: X — Y. Entdo
f € continua em xy € X se, e somente se, para toda sequéncia (x,) em X tal que
T, — xg tem-se que f(x,) — f(zo).

Proof: (=): Seja € > 0 e (r,,) uma sequéncia em X tal que z, — xy. Como f é
continua em =z, existe & > 0 tal que dy(f(z), f(z9)) < € para todo =z € X tal que
d(x,z) < 6. Desde que x, — xy temos que existe ng € N tal que d(z,, ry) < J para
todo n > ny e portanto dy(f(z,), f(zo)) < € para todo n > ny, isto é f(z,) — f(xo).

(«<=): Suponhamos que f nao é continua em x, entdo existe ¢y > 0 tal que para
todo n € N existe z,, € X satisfazendo

d(xn,x0)<% e dy(f(z,). F(z0)) > €0 (2.3)

Assim para a sequéncia (z,) temos que x,, — ¢, logo por hipétese f(z,) — f(xo),
logo dy(f(xy), f(zo)) — 0 0 que entra em contradi¢ao com (2.3). O
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Theorem 2.2.2 Sejam (X,d) um espago métrico e ' C X.

1. Seja xy € X. Entao, xy € F se, e somente se, existe uma sequéncia (x,,) em
F tal que x, — xy.

2. F € fechado se, e somente se, para toda sequéncia (x,) em F tal que x, —
xo € X tem-se que xg € F.

Proof: Provemos o primeiro item, o segundo é consequéncia imediata deste.

(=): Seja x¢ € F, basta tomar x, € F'N Bi/n(x0) # 0, pois neste caso temos que
Ty — L.

(«<): Seja (z,) uma sequéncia em F' tal que x, — xy € X. Fixemos € > 0. Da
convergéncia de (x,), existe ng € N tal que

T, € FN B(xg), Yn>ny = FNB(xg) #0,

logo z € F. O

2.3 Compacidade

Definicao: Um subconjunto K do espaco métrico X é dito compacto, se toda
sequéncia (z,) em K possui uma subsequéncia convergente para algum elemento de

K.

Theorem 2.3.1 Seja f : X — Y uma funcdo continua. Se K C X € compacto,
entdo f(K) € compacto.

Proof: Seja (f(z,)) uma sequéncia em f(K), como (z,) é uma sequéncia em K
compacto, entdo possui uma subsequéncia (x,,) convergente em K, isto é, existe
zo € K tal que z,, — xp. Como f é continua temos que f(x,, ) — f(zg) € f(K),
assim (f(z,)) possui uma subsequencia convergente em f(K). Logo f(K) é com-
pacto. a

Corollary 2.3.2 Seja f : X — R uma funcao continua. Se K C X é compacto,
entao existe xy € K tal que

1f(z)| <|f(zo)|, Vxe K.

Proof: Isto é consequéncia de f(K) ser compacto em R, pois todo compacto em
R tem uma valor maximo e minimo. O
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Definigao: Seja (X, d) um espago métrico, dizemos que um subconjunto A C X é
limitado se existe C' > 0 tal que

d(z,y) < C, Vax,ye€ A

Uma sequéncia (x,) em X ¢é dita limitada se o conjunto A = {z, : n € N} for
limitado. Uma alternativa equivalente e 1util para determinar que um conjunto A é
limitado, é mostrar que existem xy € X e r > 0 tal que

A Q Br(a?()).

Deixamos ao leitor verificar este resultado

Theorem 2.3.3 Todo subconjunto compacto K de um espaco métrico (X,d) € fe-
chado e limitado.

Proof: Seja (x,) uma sequéncia em K tal que x,, — xy € X, entao por hipdtese,
(x,) possui uma subsequéncia (x,, ) convergente para algum y, € K, entdo por
unicidade do limite, g = yy € K. Assim, pelo teorema 2.2.2, K é fechado. Se K
nao for limitado, entao fixando zy € X temos que para cada n € N existe x,, € K tal
que d(z,, z9) > n, logo se consideramos (z,,) qualquer uma subsequencia arbitréria
e xy qualquer ponto fixado de K temos que

d(xnka xO) > d(xnk, Z()) - d(x(), Zo) > Ng — d(x(), ZO) ]H_OO> 0.

Desta forma nenhuma subsequéncia de K poderia convergir a algum ponto de K o
que contradiz a hipétese. Portanto K é limitado. O

2.4 Completitude

Definigao: Seja (z,,) uma sequéncia no espaco métrico X. Dizemos que a sequéncia
é de Cauchy, se para cada € > 0 existe ng = ng(e) € N tal que

d(n, Ty) <€, Vn,m > ng.
Theorem 2.4.1 Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Proof: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy, entdo para ¢ = 1 existe ny €
tal que d(x,,2,,) < 1 para todo n > ng. Tomando M = max{l,d(z,,x,,),n
L,...,ng — 1}, segue que d(z,,,,) < M para todo n € N, assim d(z,,z,,)
d(xp, Tp,) + ATy, Tp,) < 2M para todo n,m € N. O

IAN N Z
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Definigao: Dizemos que um espago métrico (X, d) é completo se toda sequéncia de
Cauchy em X é convergente.

Exemplo: para todo 1 < p < 00, o espago normado ¥ é completo. Seja (z,,) uma
uma sequéncia de Cauchy em ¢*, onde x,, = (z,)ien. Fixemos € > 0, logo, existe
ng € N tal que

|zn — zpll, <€, Vn,m > ny. (4.4)
Desde que, para todo ¢ € N, tem-se que
i — Tmi| < ||xn —amllp <€, Vn,m > no, (4.5)

segue que, para cada i € N, as sequéncia (z,;)nen, ¢ de Cauchy em R e portanto

, . , . n—oo . N .
¢ convergente, isto é, existe z; € R tal que z,; —— z;. Consideremos a sequéncia
2z = (z;) e mostremos que z € e x,, — z em ¥ quando n — oc.

Caso p = oo: Fixando n > ngy e fazendo m — oo em (4.5), temos que
|Tni — 2] <€ Vn > ny, (4.6)
para todo 7 € N, assim
|2i| < znil + |2 — 2ol < lonlle +€ <M + € Vn > ny,
de onde seque que a sequéncia z é limitada e portanto z € ¢*°. De (4.6) temos que
|Tn — 2]|o < € Vn > ny,

logo z,, — z em £*.
Caso 1 < p < oo: Fixemos k € N, entao, de (4.4) temos que

k
Z Zn,i — Toml” < |20 — Tl < €, Vn,m > ny.
i=1

Fixando n > ng e fazendo m — oo temos que

Z ‘xn,i — Zi|p < Ep, Vk e N, (47)
de onde segue que x,, — z € /P para todo n > ngy e como z = (z — x,) + x, segue que
z € (P pois P é um espaco vetorial. Fazendo k — oo em (4.7) temos que

|zn, — 2|lp <€, Vn > ny,

e portanto x,, — z em /P,

Exemplo: O espago vetorial C|0, 1] nao é completo com a norma,

T —/ f (@) de.



De fato, a sequéncia

n se x € [0,1/n?

0 =1 s el (49

é de Cauchy, pois

1 1
Ifo = fol = | -

, Vn,m € N. (verifique!)

Por outro lado, se esta sequéncia convergise para uma funcao f € C10, 1] teriamos
que f seria limitada, assim existe N € N tal que |f(x)| < N para todo x € [0, 1].
Logo, para n > N temos que

1/N? 1/n? 1/N* 4
Hh—MZA OEFVDMZA OPNMMﬁLQQE—NMw

Calculando as integrais do lado direito temos que

1

1
= F12> 5~

Fazendo n — oo chegamos ao absurdo 0 > 1/N e portanto a sequéncia (f,,) ndo é
convergente.

Theorem 2.4.2 Todo subespago de um espago métrico (X, d) completo, é completo
se, e somente se, € fechado.

Proof: Seja FF C X. Suponhamos F' completo. Seja (z,) uma sequéncia em F
convergindo para zy € X. Como a sequencia é convergente em X, entao ¢ de Cauchy
em X e portanto é de Cauchy em F', logo converge em F' para z; € F C X, por
unicidade do limite segue que zy = 21 € F, assim F' é fechado. Reciprocamente,
suponhamos F' fechado. Consideremos uma sequéncia de Cauchy (z,) em F, (x,) é
de Cauchy em X e como X é completo z,, — 2y para algum z; € X. Pelo Teorema
2.2.2 segue que zy € F' e portanto (x,) é convergente em F'. O

Theorem 2.4.3 (Ponto fixo de Banach) Seja (X,d) um espago métrico com-
pleto. Se f : X — X € uma contracao, isto €, existe 0 < a < 1 tal que

d(f(z), f(y)) < ad(x,y), Vz,yeX,

entdo f tem um unico ponto fixo, isto €, existe um unico T € X tal que f(T) = Z.

Proof: Fixemos 2y € X, consideremos a sequéncia recursiva x,.1 = f(x,) para
n > 0. Assim

d(xn—i—lu l‘n) - d(f(:l?n), f(ilfn—l)) < ad(xna xn—l)a Vn > 1,
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de onde segue, pelo processo de inducao, que
d(xn—l—la xn) < Oénd(.’]jl, Zlfo).

Agora, para n,p € N temos que

-1 p—1
A(Tnipy Tn) <Y A @parst, Tok) < Y (21, 20) <
0 k=0

3

ad($1, )

e
I

Entao (z,) é de Cauchy, e portanto existe & € X tal que x, — &. Desde que
d(f(xy), ) = d(zpy1, ) tomando limite quando n — oo temos que d(f(z),z) =0e
portanto f(z) = Z. Provemos agora a unicidade, isto é, se & € X é tal que f(Z) = 7,
entao temos que

dai segue que d(z,z) = 0, logo & = z. O

Exemplo: Para r > 0 consideremos o intervalo I,.(ty) = [tg —, to + 7] e o retangulo
R = I,(ty) x I(xy), a,b > 0. Seja f : R — R uma fun¢do continua em R e
lipschitziana na segunda variavel, isto ¢, existe K > 0 tal que

|f(t,£€1) — f(t,£172>| < K‘ﬂ?l — 5172‘, Vay,x9 € [b(SC()), t e ]a(tO)-

entao o problema de valor inicial

X~ ). i) =,

tem uma unica solu¢do em algum subintervalo de I,(ty). De fato, consideremos

0 < a < min{a,b/M,1/K} onde M = sup{|f(t,z)| : (t,x) € R}, consideremos o
espago normado completo C(1,(ty), Iy(z)) com sua norma usual

[2]lsc = sup [a(t)].
tel, (to)

Consideremos o operador

(Tz)(t) = xg +/t f(s,x(s)) ds, x € C(la(ty), Ip(xp)).

Desde que
(T2)() — 20| < Ma<b Wt € L(t)
temos que T : C(L,(ty), Iy(x0)) = C(I.(to), Iy(xo)). Por outro lado, desde que
(Ta1)(t) — (T'x2) ()] < Kooy — @2flec Yy, z2 € CLalto), Io(z0))
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e Ka < 1 o operador T' é uma contracao, logo tem um tnico ponto fixo x €
C(La(to), I(xo)), isto ¢

t
z(t) =x0+ [ f(s,2(s)) ds.
to
Esta funcao é solucao do problema de valor inicial.

Definicao: Sejam (X dx), (Y,dy). Uma isometria de X em Y é uma aplicacao
T : X — Y que preserva distancias, isto é,

dy(Txy, Txs) = dx(z1,22), V1,29 € X

Caso, esta aplicacao seja sobrejetora, dizemos que os espacos X e Y sao isométricos.

A seguir veremos que todo espaco métrico nao completo pode ser completado.

Theorem 2.4.4 (Completamento de Espagos Meétricos) Para todo espago métrico
(X,d) existe um espago métrico completo (X,d) tal que X ¢ isométrico com um su-

bespaco denso de X. 0 espaco X € dinico exceto por isometrias, isto €, se existir
outro espaco completo X que contem um subespaco denso e isométrico com X, entao
X e X sao isométricos.

Proof: Provaremos o teorema na seguinte ordem:

(A1) Construcio de um espaco métrico (X, d)

A~

(A2) Construcao de uma isometria T : X — X, com T'(X) = X.
(A3) Prova da completitude de X.

(A4) Unicidade de X, exceto por isometrias.

Antes de provar cada um destes itens, o leitor pode verificar que vale a seguinte
desigualdade:

|d($17y1) - d(fﬂz,y2)| < d(fﬁ,@) + d(ylay2)7 Vi, 2, Y1, Y2 € X (4-9)

(A1): Dizemos que duas sequéncias de Cauchy em X, (x,) e (x]), s@o equivalentes
e escrevemos (x,) ~ (z))) se

lim d(x,,z)) = 0.

n—o0
Deixamos com o leitor a verificacao de que esta é uma relacao e equivaléncia. Consi-

deremos o conjunto das classes de equivaléncia X = {& = [(,)] : (#,) é uma sequencia de C
e definamos

A

d(z,9) = lm d(zn, yn), &= [(xa)], § = [(gn)]

n—oo
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Vejamos agora que este limite existe em R e que o limite é independente do repre-
sentante escolhido. Usando (4.9) temos que

‘d(l’n, yn) - d(xm; ym)| < d(xm xm) + d(ym7 yn)a

e portanto a sequéncia (d(x,,y,)) é de Cauchy em R, logo converge. Agora consi-
deremos (z,) ~ (z]) e (y,) ~ (y,,), entdo usando novamente a desigualdade (4.9)
temos que

(0, yn) = d(@h, yp)| < d@n, 23) + d(yn, yy,),

assim, lim d(z,,y,) = lim d(z,y.) e portanto d estd bem definida. Deixamos com

o leitor a verificacao de que d é uma métrica em X.
(A2): Definimos T : X — X dado por

T(a) =[(a,a,...)], aeX

Entao T é uma isometria pois d(T'(a), T(b)) = d(a,b). Provemos que T(X) é denso
em X. Seja & = [(z,)] € X, entdo (z,) é de Cauchy. Logo, fixando € > 0 temos que
existe V € N tal que

d(xn,zn) < €/2, ¥n > N.

Tendo em conta que T(zy) = [(xn, N, - . .)], tomando limite na desigualdade ante-
rior temos que

~

d(z,T(xy)) < €/2,

logo T'(zy) € Be(#), portanto T(X) é denso em X.

(A3): Seja (i,) uma sequencia de Cauchy em X. Como T/(X) é denso em X, para
cada n € N consideremos 2, = T(z,,) € T(X) tal que

~

(3, 2,) < 1/n.

Usando (4.9) temos que

~ ~ A

d(Zn, 2m) — d(Zn, Zm) < d(Zn, 20) + (G, Em),
de onde segue que

. R 1 1
d ny ~m) — d Ana Am < d Ana Am - )
(Zns Zm) (20 Zm) (T, T )+n+m

e consequentemente (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Consideremos Z :=
[(2,)], entao temos que

~ ~

. 1
n
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Por outro lado,

A

d(2,,2) = d(T(z,), &) = lim d(zp, zm),

m—0o0

que substituindo na desigualdade anterior temos que

5 1
0 <d(Zp,z) <—+ lm d(z,, 2m).

n mM—00

Fazendo n — oo seque que a?/(:f:n, z) — 0. Logo X é completo.

(A4): Sejam (Yq,d;), (Yo, ds) dois espagos métricos completos que admitem sub-
conjuntos densos W7y, Wy isométricos com X, entao logo W7 e W5 sao isométricos e
portanto existe uma isometria L : W; — W, sobrejetiva. Seja y € Yq, logo existe
(z,) em Wi tal que z, — y, logo (z,) é de Cauchy em Y; e portanto L(z,) ¢é de
Cauchy em Y5, logo L(z,) — § € Y,. Definimos L : Y; — Y, por L(y) = §. L esta
bem definida pois se houver outra sequéncia tal que 2/, — y temos que

do(L(2,), L(2])) = d(zp, 2))) — 0,

n

e portanto as sequéncias (L(z,)) e (L(z])) tem o mesmo limite. L é sobrejetiva, pois
dado yo € Yy, existe L(z,) — yo onde (z,) é um sequéncia em Wi, logo (L(z,)) é de
Cauchy em Y, e portanto (z,) é de Cauchy em Yy, assim z, — y; € Y; e portanto
L(y1) = yo. Para terminar, vejamos que L é uma isometria. Sejam yi,y> € Yq,
consideremos (z,) e (w,) em Wj tal que z, — y; e w, — yo., entao

A (L), L) = Tim dao(L(z), L)) = T di(z,10,) = di (31, )
L]

No que seque, enunciamos resultados sobre o completamento em espacos nor-
mados e espagos com produto interno, cujas provas ficam como exercicio para o
leitor.

Definicao: Sejam X, Y, espacos vetoriais, dizemos que a aplicacao T : X — Y
¢ um isomorfismo se T' é uma bijecao linear, isto é, é uma funcao bijetiva tal que
T(axy + x2) = aT'(z1) + T(x2), Va1, z2 € X, a € K. Nestas condigoes os espagos X
e Y sao ditos isomorfos.

Definigao: Dizemos que dois espagos normados (X || - ||x), (Y, | - [[¥) sdo isometri-
camente isomorfos se existe um isomorfismo isométrico entre estes espacos, isto é,
se existe um isomorfismo 7" : X — Y que preserva normas:

IT(@)ly = llzlx, VzeX

Theorem 2.4.5 (Completamento de Espagos Normados) Para todo espago nor-
mado (X, || - ||x) existe um espago normado completo (X, || - ||x) tal que X € isome-

A

tricamente 1somorfo com um subespaco denso de X. 0 espago X € inico exceto por
isomorfismos isométricos, isto é, se existir outro espago completo X tal que possui
um subespaco denso isometricamente isomorfo com X, entao X e X sao isometrica-
mente isomorfos.
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Definicao: Dos espacos com produto interno X e Y sao ditos isometricamente
isomorfos se existe um isomorfismo 7" : X — Y que preserva produtos internos:

(Tz,Ty) = (z,y), Vz,yeX
Theorem 2.4.6 (Completamento de Espagos com Produto Interno) Para todo
espaco com produto interno X existe um espaco com produto interno completo XAtal
que X € isometricamente isomorfo com um subespaco denso de X. O espaco X €
inico exceto por isomorfismos isométricos, isto €, se existir outro espago com produto

interno completo X tal que possut um subespaco denso isometricamente isomorfo com
X, entao X e X sao isometricamente isomorfos.

Espacgos LP(a,b): Completamento de C|a,b]

Pode-se mostrar que para p > 1, o espago C|a, b] ndo é completo com a norma

171l = ( / @) dx) " recin (4.10)

Neste caso, podemos definir o espago LP(a,b) como o completamento de C[a, b] com
esta norma, e neste caso C|a, b] pode ser considerado um subespagco denso de LP(a, b).
Como Cla,b] é uma familia de fungdes, LP(a,b) pode ser considerada uma familia
de fung¢oes num sentido mais amplo. Por construgao, a norma em L”(a,b) que ainda
denotada por || - ||,, é definida por

b 1/p
o o ,
1A llp = T [ fullp = lim (/ [fu ()] dw) :

onde (f,) é uma sequéncia em Cla,b| tal que f, — f em LP(a,b). Nesse sentido,
para f € LP(a,b) podemos introduzir a nogao de integral:

b b
[ 1f@p doi= tim [ 17, @p d,
a n—oo a
de onde segue que formula de integral em (4.10) se estende para elementos de LP(a, b).

Espago L*(a,b): O espaco L*(a,b) é o completamento C[a,b] com a norma || - ||,
porém esta norma ¢é induzida pelo produto interno

() = / f(@)g(x) de,  fog € Clab,

Assim, o produto interno para f,g € L*(a,b) é calculado pelo limite

b
<f7 g>L2(a,b) = nh—>nolo/ fn(aj)gn(x) dx, f:g € L2(a,b),
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onde (f,) e (g,) sdo sequéncias em Cla, b] tais que f, — f e g, — g em L*(a,b).
Abusando a da notacao, ainda escrevemos

b

/ f(x)g(x) dzx := lim fu(@)gn(x) dzx, f,g € LQ(a, b).

n—oo a

Completamento de R(a,b): Vimos que a fungao

£ = [ 17l de

é uma seminorma em R (a, b) porém nao é uma norma. Para tornar ||-||; uma norma
redefinimos R(a,b) como o conjunto de classes de equivaléncia [f] = {g : g ~ f},
onde a relacao de equivaléncia é definida por

frg se [ 17 - g)lds=o

Desta forma, com o intuito de economizar notacao os elementos de R(a, b), embora
sejam classes de equivaléncia [f], eles sdo denotados simplesmente pelo seu repre-
sentante f. Assim || -||; pode ser considerado uma norma R(a, b). Infelizmente este
espaco é incompleto com esta norma, para verificar este fato pode-se usar exata-
mente a sequencia de Cauchy considerada em (4.8).

Temos entao que R(a,b) é um espago incompleto que contém Cfa, b], alem disso
pode-se mostrar que C|a,b] é denso em R(a,b) (este resultado serda admitido sem
prova), consequentemente C'a, b] também serda denso no completamento de R(a, b)
e por unicidade do completamento (salvo isomorfismos isométricos) temos que

Cla,b] € R(a,b) C L*(a,b).

Lembrando que os elementos de R(a, b) sdo classes de equivaléncia, entao os elemen-
tos de L!(a,b) podem ser enxergadas como classes de equivaléncia de funcdes num
contexto mais abrangente. Na pratica, neste conjuntos somente trabalharemos com
representantes (apropriados se necessario) destas classes.
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2.5 Exercicios

1. Mostre que os seguintes conjuntos sao abertos em R?

A={recR*:2< |z <3}, B={(x,y)cR*:2 <y}

2. Seja Cla,b] com a norma padrao ||f||«. Fixado f € C|a,b|, esboce o gréfico
desta funcao e desenhe a regiao que contém os elementos de B,.(f). Depois,
considerando f € C[0,27] dado por f(x) = sin(x), encontre o menor r > 0 tal
que g € B.(f) onde g(z) = cos(x).

3. Seja A um subconjunto do espaco métrico X. Um ponto xy € X é dito ponto
de acumulacao de A se para todo € > 0, temos que

AN (Be(zo) \ {zo}) # 0.
Neste caso, mostre que B¢(z() tem infinitos elementos de A.

4. Sejam A um subconjunto do espago métrico (X, d). mostre que A é aberto, se
e somente se, para toda sequéncia (x,) em X que converge a algum ponto de
A existe ng € N tal que z,, € A para todo n > ny.

5. Mostre que toda métrica d : X x X — R e toda norma || - || : X — R séo
fungoes continuas.

6. Mostre que a imagem de um conjunto aberto de uma funcao continua nao é
necessariamente aberto.

7. Mostre que a funcao f : (X,dx) — (Y,dy) é continua se, e somente se,
fUF) := {z € X : f(z) € F} é um conjunto fechado em X para todo
conjunto fechado F' de Y.

8. Seja (X, d) um espaco métrico e A C X. Mostre que z € A se e somente se

D(z,A) = ;g’ld(x,y) = 0.

9. Seja (X, d) um espago métrico. Um ponto xy se diz um ponto de fronteira de
A C X se

ANB(xg) #0 e A°N Be(xg) #0, VYe>0

O conjunto de pontos de fronteira de um conjunto A é denotado por JA.

(a) Mostre que 0A = AN A,
(b) Encontre a fronteira dos subconjuntos ]0, 1], Q, [0, 00| e R no espago R.

(c) Encontre a fronteira do subconjunto {pe? : 0 < p < 1, § € R} no espaco
C.
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10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Mostre que os espagos C, C" e #(C) com 1 < p < 0o, sdo separaveis.
Mostre que toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Mostre que R com a métrica
d(z,y) = |arctan(z) — arctan(y)|.
nao é um espaco completo.

Seja (X, d) um espago métrico e A C X. Mostre que as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) A é limitado.
(b) Existem zy € X e r >0 tal que A C B,(x).
(c) Para cada zy € X existe r > 0 tal que A C B,(x).

Seja (X, - ||) um espac¢o normado e A C X. Mostre que A é limitado, se e
somente se, existe uma constante positiva C' tal que ||z|| < C para todo x € A.

Seja (X, d) um espago métrico e K, FF C X. Se K é compacto e F' é fechado
com K N F = (), mostre que

D(K, F) :=inf{d(a,b):a € K, b F} > 0.

Seja X um espago métrico. O diametro de um subconjunto Z ¢ definido como
diam(Z) = sup{d(y1,y2) : y1,y2 € Z}. Se K é um subconjunto compacto de
X, mostre que existem z1, 29 € K tal que

diam(K) = d(xy, x9).
Sejam X, Y espacos métricos. Dada f : X — Y, o grafico de f é o subconjunto

de X x Y definido como Graf(f) = {(z, f(z)) : x € X}.

(a) Se f é continua mostre que Graf(f) é fechado.

(b) Se Graf(f) é fechado e Y é compacto, mostre que f é continua.
Sejam X, Y espacos métricos e f : X — Y uma funcao continua.

(a) Se X é compacto, mostre que f é uniformemente continua, isto é, para
cada € > 0 é possivel encontrar § > 0 tal que d(f(x1), f(x2)) < € para
todo x1, 2 € X tal que d(x1,x9) < 0.

(b) Se X é compacto e f bijetiva, mostre que f~! é continua.
Seja X um espaco métrico e Z C X.
(a) Se X é compacto, mostre que Z é compacto se, e somente se, é fechado.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(b) Se X é completo, mostre que Z é completo se, e somente se, é fechado.
Considere os seguintes subespagos vetoriais de ¢*°: {F = {(z,) : x, — 0}, e
W = {(x,) : tem somente um nimero finito de coordenadas nao nulas}.
Mostre que £3° é completo enquanto W nao é.
Considere o espago métrico S(R) definido em (1.1).

(a) Sejam z,, = (ayj)jen, * = (0;)jen. Mostre que z, — x em S(R) se, e
n—0o0 .
somente se, o, j — «; para todo 7 € N.

(b) Mostre que S(R) é completo.

Considere a funcao f : X — X, onde X é um espago métrico completo. Defina
1= f(f" 1) e mostre que, se f* é uma contracio para algum n € N, entao f
tem um unico ponto fixo. Use este fato para mostrar que o problema de valor
inicial

— =Ax+b, x(ty) =

onde A é uma matriz real n x n, b, xog € R", tem uma unica solucao continua
r: R — R"

Seja f : [a,b] x R — RP uma funcdo continua tal que % ¢ limitada em

[a,b] x RP. Para ty € [a,b] e 9 € R mostre que o problema de valor inicial
= f(t,z), x(ty) = o,
tem uma tunica solucao definida no intervalo [a, b)].

Sejam X7, Xy, espacos isométricos. Mostre que X; é completo se, e somente
se, Xy é completo.

Mostre que o espaco Ca, b] é completo com sua norma usual

[flloe = sup [f(z)].

x€[a,b]

O subespaco Z = {f € Cla,b] : f(a) = f(b)} é completo? Justifique sua
resposta.

Considere o espago vetorial C[0, 1] com a norma

I = [ 1) dr

Seja a, = 3 + =, considere a sequéncia e fungoes (f,)n>3 em C[0,1] dada por
fn=0em[0,1/2], f, =1 em [ay,,1] e f, linear em [1/2, a,).
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27.

28.

29.

30.

(a) Mostre que (f,) é de Cauchy.
(b) Use a sequéncia anterior para mostrar que C[0, 1] ndo é completo.

(¢) Mostre que o espago C10, 1] também nao é completo com a norma

i1 = ( | )P i) "

Seja a < b. Mostre que Cla, b] e C|0, 1] sdo espagos isometricamente isomorfos
com suas normas usuais. Mostre que estes espacos continuam sendo isometri-
camente isomorfos com as normas

b 1
Hf\h:/ [f (@)l dz, feCla,b] e HFH1=/O [F(t)] dt, FeCl0,1],

respectivamente.

Seja Z um subespaco denso do espago métrico X. Se Z for separavel, mostre
que X é separavel.

Mostre que Cfa,b] é denso em R(a,b) com a norma || - ||;. Dica: sabe-se que,
se f € R(a,b) entdo f é uma fungao limitada cujos conjunto de pontos de
descontinuidade, D, tem medida nula, isto significa que para cada ¢ > 0 existe
uma sequéncia de intervalos abertos ]a,, b,[ disjuntos tal que

D C G]an,bn[, e i(b” —ay) < €.
n=1 n=1

Considere o espago LF(a,b) como completamento de Cfa,b] com a norma || -
|- Mostre que vale a desigualdade de Holder em L?, isto é, para p,q > 1
satisfazendo ]lj —l—é =1, e para f € LP(a,b) e g € Li(a,b), tem-se que fg €
L(a,b) e

/ | F@)g(a)] de < (/ @) i) " (/ g i) "
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Capitulo 3

Espacos Normados

3.1 Dimensao e Bases

Seja X um espago vetorial sobre o corpo de escalares K. Lembremos que, um sub-
conjunto S C X é um subespaco de X se, e somente se. for fechado em relacao as
operacgoes + e -, isto é, se

r+yesS e aresl, Vr,yes, Vaek

Definicao: Um vetor x € X é dito uma combinacao linear de elementos de A C X
se existem x1,...,x, € A e escalares aq, ..., «a, tal que

= o]+ + apTy
Exemplo: Se A é um subconjunto de X, o subconjunto
Ger(A) := {x € X : z é combinagao linear finita de elementos de A},

é um subespaco vetorial de X, chamado de subespaco gerado por A.

Definicao: Dizemos que os vetores x1, xs, . .., T, em X sao linearmente dependentes
(L.D.), se existem a1, as, ..., q,, ndo simultaneamente nulos tal que

1T + aoxy + - -+ apxy, = 0.

Caso contrario dizemos que sao linearmente independentes (L.1.). Isto é, x1,xs, ..., Ty
sao L.I. se escrever

a1y + oo + - - + apr, =0 implicaque ap=ay=...=a,, =0.

Definicao: Um subconjunto A de X é dito linearmente independente, se qualquer
colecao finita de elementos de A é linearmente independente.
Definicao: Uma base de Hamel do espaco vetorial X é um subconjunto linearmente
independente B tal que

Ger(B) = X.

Esta base também é chamada de base algébrica ou simplesmente de base. Posterior-
mente serao definidas outros tipos de bases.
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Theorem 3.1.1 Seja X # {0} um espago vetorial, entao

1. X tem uma base.
2. Todas as bases de X tem a mesma cardinalidade.

3. Todo conjunto linearmente independente em X pode ser completada para for-
mar uma base.

Este teorema é consequéncia do Lema de Zorn que veremos posteriormente.
Definicao: Dizemos que o espaco vetorial X tem dimensao finita se tem uma base
finita, caso contrario dizemos que o espaco tem dimensao infinita. A dimensao de
um espago vetorial é definida como a cardinalidade de uma de suas bases.
Exemplo: O espaco vetorial P de todos os polindmios tem dimensao infinita,
pois o conjunto B = {p;(t) = t' : i € ZJ} é uma base deste espago. Decorre
desta afirmagao que o espago vetorial C[a, b] tem dimensao infinita, pois contém o
subconjunto infinito linearmente independente B.

Exemplo: Consideremos o subconjunto B = {e,, = (0p;)ien : n € N} de 7,1 <p <
oo, onde 0,; é o Delta de Kronecker,

5. — 1 se ©=n,
"1 0 se i #n.

Como B é um subconjunto infinito linearmente independente segue que P tem di-

mensao infinita.
o

Definigao: Dizemos que a série g x, é convergente no espaco normado (X, | - )
n=1
m—00

m
se, a sequéncia de somas parciais s, = E x, for convergente, isto é, s,, —— s
n=1

para algum s € X. Neste caso atribuimos o valor s a série, isto é,

9
E Ty = S.
n=1

(0. ¢] (©.¢)

Definigao: uma série g x, é dita absolutamente convergente se, a série E |||

n=1 n=1
for convergente.

Definigcao: Um espago normado completo é chamado de espago de Banach.

Theorem 3.1.2 Um espaco normado X é um espaco de Banach se, e somente se,
toda série absolutamente convergente em X € convergente.

39



Proof: (=): Suponhamos que X é um espaco de Banach, tomemos uma série
n
Z x; absolutamente convergente. Denotemos com s,, = Z i, bty = Z ||;||, entdo

i=1
para n > m temos que

|5 = sml| < [tn — til.

Portanto, como (¢,) converge, temos que é de Cauchy e portanto (s,) é de Cauchy
a qual converge, pois X é completo.

(<): Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em X logo para € = 1/2 existe n; € N tal
que

|t — zp, || < 1/2, Vn > ny.

De forma recursiva, para cada €, = 1/2F, k > 2, podemos encontrar nj > nj_; tal
que

|zn — 20, ]| < 1/2%,  ¥n > ny.
Desta forma obtemos uma subsequéncia (x,, )ren tal que

Tpy — Tnp || < 1 2k_1, Vk > 2,
[

oo

de onde concluimos que a série E — x,._,) ¢ absolutamente convergente, pois
=2

Z Hxnz xnl 1 S

Por outro lado, observe que

k
Ly, = Ty + Z(gjn, _ x”i—l)
1=2

Mg

portanto x,, — y quando k — 0o, onde y = x,,, +Z(a¢n — Ty, ,) € X. Pra finalizar,
i=2

vejamos que x, — y. Seja € > 0, desde que (x,) é de cauchy e x,, — y segue que,

existem Ny, ng, € N talque

|zn — xml|| < €/2, n,m > Ny,
[z, —yll <€/2, ne =i,

Assim, para n > Ny consideramos n; > max{ Ny, ny, } para concluir
|0 = yll < llwn — 20, || + |20, —yll <e
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Entao z, — y e consequentemente X é completo. O

Definigao: Seja X um espaco de dimensao infinita. Um subconjunto {e, : n € N}
de X é dito uma base de Schauder, se para cada r € X existe uma tunica sequeéncia
() de escalares tal que

o0 m
T = Z Oy = %1_1"3)0 Z e,
n=1 n=1
Exemplo: Para 1 < p < oo o conjunto {e, = (0,x)ren : 7 € N}, onde

P 1 se k=n,
"0 se k#n,

é uma base de Schauder do espago . De fato dado = = (z,,) € ? intuitivamente
teremos que

00
Uy — 2 :Oénen”
n=1

m
se o, = x,. Verifiquemos agora que sequéncia de somas parciais s, = E €, COM
n=1

o, = x, converge para x. De fato
o0
[z — sl = Z |z, [P — 0, quando m — oo,

n=m-+1

de onde segue que s, — x em ¢P. A prova da unicidade da sequéncia () encontrada
¢ deixada como exercicio para o leitor.

3.2 Dimensao finita versus dimensao infinita

Uma caracteristica que diferencia espagos de dimensao finita e infinita é a equi-
valéncia de normas segundo a seguinte definicao

Definigao: Duas normas ||-|| e ||+ ||o sdo equivalentes no espago vetorial X se existem
constantes c1, co > 0 tal que

allzllo < llell < eallllo, Ve € X.

Seja X um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo de escalares K,
consideremos B = {x1,%9,...,2,} uma base deste espaco. Para z € X denotemos

n
por [z]p o vetor de coordenadas de x na base B, isto é, se © = g o;T;, entao
=1

[z]p = (a1, ..., a;,). Entdo temos que a aplicacao
A X—->K" Az=lz]|p
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é uma bije¢ao linear. Se || - || denota uma norma em X temos que a fungao
N(y) = A"y, yeK"

é uma norma em K". Desde que ||z|| = N(Ax) pra todo z € X, temos que os
espagos (X, || - ||) e (K", N(-)) s@o isometricamente isomorfos. Como consequéncia
desta aplicacao, podemos afirmar.

Theorem 3.2.1 Se X um espaco de dimensao finita, entao:

1. Todas as normas definidas em X sao equivalentes.
2. X € completo com qualquer norma.

3. Qualquer subconjunto fechado e limitado de X € compacto.

Proof: Provaremos o primeiro item, os itens restantes ficam como exercicio para

o leitor. Com as notagoes anteriores, consideremos duas normas || - [[;, ¢ = 1,2 em
X, logo temos que N;(y) := ||A"1y||; sdo normas em K" e portanto sdao equivalentes,
logo as normas ||z||; = N;(Ax), ¢ = 1,2 s@o equivalentes. O

Lemma 3.2.2 (Lema de Riesz) Sejam Z um subespago proprio fechado do espago
normado X. Entdo para cada 0 €)0, 1] existe zg € X com ||zg]| = 1 tal que

lzg —yll >0, Vye Z

Proof: Fixemos xg € Z¢, entao, como Z é fechado, temos que
do = inf{||lzog—y||:y € Z} >0

logo, para 0 €]0, 1] existe yy € Z, tal que

d
o < Jlzo — ol <
Consideremos g = ||zo — vo|| ™ (zo — yo), entdo ||zg]| = 1 e para cada y € Z, temos

que

zo—y = llzo — wol " (o — v0) — ¥ = llzo — vol| "  (z0 — w1),

onde y1 = yo + ||zo — yolly € Z. Assim

lzg — yll = llzo — wol "o — w1l > llzo — yoll 'do > 6.
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Theorem 3.2.3 Seja X um espago normado. Se B = {z € X : ||z]| < 1} €
compacto, entao X tem dimensao finita.

Proof: Procedamos por contradicao, isto é, suponhamos que X tem dimensao
infinita. Seja x; € X tal que ||z1|| = 1, entdao Ger{x;} é um subespaco fechado
proprio de X. Pelo Lema de Riesz para 8 = 1/2 existe zo € X, com ||z3] = 1, tal
que

1
lz2 =21l = 5
Como Ger{zy,x2} é um subespaco fechado préprio de X, novamente pelo Lema de
Riesz existe x3 € X, com ||z3]| = 1, tal que
.
|z — x| > 5 1= 1,2

Seguindo o mesmo processo, construimos uma sequéncia (z,) em B tal que para
todo n > 2 temos que

|lzp — x| > =, i=1,...,n—1,

N | —

assim

. Vn # m.

DO | —

Hxn - me >

Desta forma nenhuma subsequéncia de (z,,) pode convergir pois nao seria de Cauchy
o que contradiz a compacidade de B. O

Corollary 3.2.4 Seja X um espagco normado. Entao, X tem dimensao finita se, e
somente se, todo subconjunto fechado e limitado deste espaco € compacto

Proof: Deixamos a prova como exercicio para o leitor. O

3.3 Operadores Lineares

Sejam X e Y espagos normados, uma aplicacao T' definida num subespaco D(T") de
X assumindo valores em Y tal que

T(axy + x2) = aT'(x1) + T(x9), Vai,z9 € D(T),a escalar.

é chamado de operador linear. Note que desta definicao segue que T(0) = 0 e a
igualdade acima pode ser substituida por

T(axy + Pxg) = aT(x1) + BT (z2), V1,29 € D(T), r, B escalares.

43



Operadores lineares também sao chamados de transformacoes lineares ou aplicagoes
lineares. Também, com o intuito de diminuir o excesso de notagao, denotaremos 1T'x
em lugar de T'(x)

Definicao: Sejam X e Y espacos normados, dizemos que o operador linear T :
D(T) € X — Y ¢ limitado se existe C' > 0 tal que

[Tx]| < Cllzll, Vo e D(T). (3.1)

Observacao: Observe que a definicao de um operador ser limitado depende das
normas consideradas em D(T") e em Y. Neste caso a norma considerada em D(T)
¢ a norma herdada do espago X a menos que se mencione alguma outra norma em
D(T).

Observacgao: Se T' um operador limitado temos que o conjunto {||7z||/||z| : = €
D(T), x # 0} ¢é limitado, desta forma definimos a norma do operador T como sendo

Tx
IT) = sup A2
0£zeD(T) ]l

Sendo assim, temos que ||Tz| < ||T|||x|| para todo z € D(T) e C = ||T|| é a menor
constante que satisfaz (3.1).

Exemplo: O operador integral 7" : C[0,1] — C|0, 1] dado por
t
To)(®) = [ () ds
0
é um operador limitado, pois

/Ot x(s) ds

de onde segue que [|Tx||» < |||/ para todo z € C[0,1] e ||T|| < 1. Observe que se
consideramos x,,(t) = v/t com n € N temos que

(Tx)(8)] =

< [tllzlloo < [lzlloe,  VE € [0, 1],

HTxn”oo __n
|| 0o n—+1

— 1 quando n — oo,

de onde segue que ||T]| = 1.

Exemplo: O operador diferenciacao T'x = 2’ infelizmente nao pode ser considerado
um operador de C'[0, 1] em C]0, 1]. Para que este operador faca sentido o definimos
em D(T) = C0,1], neste caso, T : D(T) C C[0,1] — C]0,1] é linear porém
nao é um operador limitado (note que a norma considerada em D(T) = C'[0,1]
é a norma induzida de C[0,1]). De fato, se fosse limitado existiria C' > 0 tal que
| T2 < Cl|z||e para todo z € C10, 1], assim para a sequéncia x,,(t) = t" terfamos
que [|z] ||co < C||2n]|0o, isto é, n < C para todo n € N o qual é absurdo. Por outro
lado, se em D(T) = C1[0, 1] considerarmos a norma

lzller = llzlloo + [l ]loc;
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o operador diferenciacao 7' : D(T) — C]0, 1] é limitado, pois ||Tz||« < ||z]lc1 para
todo x € C*0, 1], neste caso deixamos para o leitor o cdlculo de ||T].

Theorem 3.3.1 Seja T : X — Y um operador linear. Se dim(X) < oo, entdo T €

limitado.
n
Proof: Seja B = {ey,...,e,} uma base de X, entdo para z = Z aje;, temos que
i=1
n n
Tl <> el Teill < co Y lail,
i=1 i=1
n
onde ¢y = max{||T¢l :i=1,...,n}. Como ||z|p := Z |a;| é uma norma em X,

1=1
da equivaléncia de normas segue que |[|[Tz| < ¢l|z||p < C||z|| para todo z € X,
Portanto, 7" é limitado. O

Theorem 3.3.2 Seja T : D(T) C X — Y um operador linear. Entao T € limitado
se, e somente se, € continuo.

Proof: (=): Seja (x,) uma sequéncia em D(T) tal que z,, — z¢ € D(T). Desde
que

[Tz — Toll = |7 (zn — xo) || < ITNll2n — ol

Temos que T'x,, — Txy, logo T' é um operador continuo.

(«<): Como T é continuo em z = 0 temos que, para e = 1 > 0 existe 6 > 0 tal que
se y € D(T) com ||y|| < 6 entdo ||Ty| < 1.

Seja v € D(T), x # 0, tomamos y = dz/(2]|z]), logo ||y|| < J e portanto

H <2Hx\|> H 52HIIT$TIH

Assim, ||Tz| < %||z||, de onde segue que T é um operador limitado O

Theorem 3.3.3 Seja T : D(T) C X — Y um operador linear limitado. Se Y € um

espago de Banach, entao existe uma unica extensao linear limitada T: D(T)—Y
tal que [T = |||
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Proof: Existéncia. Seja x € D(T), entao existe uma sequéncia (z,) em D(T) tal
que z,, — x. Desde que

HTxn_Tme < ”THHxn_xmuu Vn,m €N
seque que a sequéncia (T'z,) é de Cauchy em Y e portanto é convergente. Definimos

T(z) = lim T(z).
n—oo
Este limite e independe da sequéncia que aproxime x, pois se houver alguma outra
sequéncia (y,) em D(T) tal que y, — x, de

[Tz = Tynll < [IT[l[lzn = wall, YneN

segue que (T x,) e (Ty,) tem o mesmo limite. O leitor pode verificar a linearidade
de T “que ¢ consequéncia da linearidade de T' e dos limites de sequéncias. Vejamos
que T ¢ limitado. Seja z € D(T), entdo existe (z,,) em D(T) tal que x,, — . Por
outro lado, desde que T é limitado temos que ||T° a:n|| < ||T'||||,| e pasando ao limite
temos que ||Tz|| < ||T||||z|, mostrando assim T é limitado e ||| < ||T||. Por outro
lado, como para todo x € D(T') temos que

Tz = 1Tz < 1T ]l«l,

segue que ||T|| < ||T||, mostrando assim que |T|| = || 7.
Unicidade. Se houver outro operador linear limitado que extende T" a D(T), para
x € D(T) considerando (x,) em D(T) tal que x,, — x temos que

Lx = lim Lx, = lim Tz, = Tux.

n—oo n—oo

portanto L = T em D(T). O

Observacao: Os operadores lineares de grande interesse em grande parte das
aplicacoes sao aqueles que sao densamente definidos, isto é, aqueles operadores linea-
res T : D(T) C X — Y onde D(T') de um subespago denso de X. Segundo o teorema
anterior, operadores lineares limitados densamente definidos se estendem de forma
unica a operadores lineares limitados definidos em todo o espaco X preservando sua
norma. Diante deste observacao, quando se trate de operadores limitados, restrin-

giremos nosso estudo a aqueles globalmente definidos, isto é, quando definidos em
todo X.

Espaco de operadores lineares limitados

Sejam X, Y espacos normados, o conjunto de operadores lineares limitados
B(X;Y) :={T:X — Y :T é linear e limitado}
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com as operacoes de soma de vetores e produto por um escalar dados por
(T + 1) (z) :=Th(x) + Ta(x), (aT)(z):=aT(z),

é um espaco vetorial. Neste espaco, deixamos pro leitor verificar que a aplicacao

T
17 = sup 1Lzl
w20 |7

é uma norma em B(X;Y). Em particular, quando Y = X adotaremos a notagao

B(X) := B(X;X).

Theorem 3.3.4 Se Y é um espago de Banach, entio B(X;Y) é é um espaco de
Banach.

Proof: Seja (7;,) uma sequéncia de Cauchy em B(X;Y), logo para € > 0 fixado,
existe ng € N tal que

T, —Thll <€, Vn,m>ny.
Em vista que
[Tz = Tnl| < [[T0 = Tonllllzll < ellzll, Vn,m = nq, (3.2)

segue que, para cada x € X, a sequéncia (7,z) de Cauchy no espago de Banach Y,
logo T,x — y, € Y de onde definimos o operador 7" : X — Y dado por Tx = y,.
Deixamos ao leitor verificar que 7' é linear restando provar que é um operador
limitado e que T,, — T. De fato, desde que a sequéncia (7},) é de cauchy entao
é limitada, logo existe C' > 0 tal que ||T,|| < C para todo n € N. Desque que
| Toz|| < || Tullllx|| < Cllz|| segue que ||[Tz|| < C||x||, portanto T ¢é limitado. Agora,
fazendo m — oo em (3.2) temos que

|Thx — Tx|| <e€llz||, Vn>no,
de onde seque que
T, —=T| <€ Vn>ny,

isto é, T,, = T. O

Espaco Dual

Se X é um espaco normado sobre o corpo de escalares K. Uma funcao f : X — K
é chamado de funcional. Se f é linear é chamado de funcional linear, e se também
for limitado é chamado de funcional linear limitado. O espago dual de X, denotado

47



por X', é definido como o espaco de todos os funcionais lineares limitados definidos
em X, isto é

X" := B(X;K).

Como K é um espaco de Banach, pelo teorema anterior X’ é um espaco de Banach,
mesmo que X nao seja.

Exemplo: Consideremos o operador f : Cla,b] — R dados por

Entao f é um funcional linear limitado, pois é linear e
[f(@)] < (b= a)llxfle, 2 € Cla,b].

Observe que a desigualdade anterior implica que ||f|| < b — a. Considerando z = 1
/()]

[1]loo
Exemplo: Seja 1 < p < 0o, consideremos y = (y,) um elemento de ¢¢ fixado, onde
% + % = 1. Entao a aplicacao f, : // — R dada por

temos que = b — a de onde seque ||f|| =b— a.

fy(x) = anyn, Vo = (x,) € %,
n=1

é um funcional linear bem definido (garantido pela desigualdade de Holder), e desde
que | fy(2)] < |lyllqllz]/p, ele é limitado. Deixamos para o leitor o calculo de || f,]|.

Theorem 3.3.5

Se X ¢ um espaco normado de dimensao n, entao seu espaco dual X' também tem
dimensao n.

Proof: Seja {ej,...,e,} uma base de X, entdo para z € X, existem escalares
ai, ..., qa, tal que

n
Tr = E ,;€E;.
1=1

Para cada j = 1,...,n definimos os funcionais 7; : X — K dado por
mi(z) = a;
Verifica-se facilmente que {1, ...,m,} é um conjunto de operadores lineares linear-

mente independente, e da equivaléncia de normas em X temos que

n
i) = leyl < ) oy < el
1=1

48



logo 7; € X' para todo j = 1,...,n. Por outro lado, se tomamos qualquer f € X/,
temos que

flz) = Z aif(e;) = Zﬁm(m), onde f; = f(e;)

isto é f = Z Bim;, de onde segue que X' = Ger{m,...,m,}. O
i=1

Definigao: (Abuso de linguagem) Seja X' o espago dual de um espago normado X.
Qualquer espaco de Banach Y que seja isometricamente isomorfo com X' ainda sera
chamado de o espaco dual de X, e abusaremos da notacao escrevendo X' =Y.

Exemplo: [Teorema de representacao de Riesz em £1] O espaco dual de ¢! é £°. De
fato, considere a base de Schauder {e, = (6,1)ren} de £}, definimos A : (/1) — ¢
dado por

Af=(yy) onde yj:= f(e,) para f € (¢').

Vejamos agora que A estd bem definida e é um isomorfismo isométrico. Seja f € (£')’
temos que

il = (el < I flllealls < [IFIl VR €N, (3:3)

isto é, (y/) € £ e portanto Af € ¢, mostrando assim que A estd bem definida.
A é linear: de fato, sejam f,g € (/) e a € R temos que

Maf +g) = (laf +gl(en)) = alf(en)) + (9(en)) = aAf + Ag.

A preserva normas: Seja f € (£). De (3.3) temos que ||Af|l« < ||f]|. Por outro
lado desde que

flz)=f (Z xnen> = anflen), Vo= (w,) €l
n=1 n=1
segue da desigualdae de Holder que

f@) = lzllAflle = [IfIl < [ASf]loe-

Portanto ||Af| = || f]|-
A é sobrejetivo: Seja y = (y,,) € £*°, entao consideremos f : ! — R dado por

f(z) = anyn para x = (x,) € (%,

n=1

Da desigualdade de Holder segue que f esta bem definido e que |f(x)| < ||z||1]|¥||co-
Facilmente se verifica que f é linear e portanto serd um funcional linear limitado e
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portanto f € (£!)'. Por outro lado, observe que f(e,,) = ¥, para todo m € N, isto
éANf=uy.

Exemplo: [Teorema de representacao de Riesz em /] Seja 1 < p < co. O espaco
dual de 7 é (7 sendo que 119 + % = 1. De fato, consideremos a base de Schauder

en = (Onk)rent de P, definamos A : (¢P) — 7 por
{en =(

Af=(y)) onde vy} := f(e,) para f & (£7).

Vejamos que A esta bem definida. Seja f € (/7)) para cada n € N, consideramos a
sequéncia x, = (&, &5,£&%,...) dada por

e — %se k<ne f(e) #0,
k 0 se k>nou f(ep) =0,

de onde segue que

Z\y | = Zlf €| Zékf €) (Zém:) = f(@n) = [f(@n)| < I lzallp,

para todo n € N. Por outro lado, da definicao de x,, = (§}) acima temos que

xn|p—(kzn;|f<ek><ql>p) (Zf " ) (nyq>l

Substituindo esta ultima na desigualdade anterior temos que

(Z |y£|Q) <|Ifl, VneN,
k=1
f

e portanto (y;) € ¢? mostrando assim a boa definigdo de A. Deixamos ao leitor
verificar, seguindo as mesmas ideias que o exemplo anterior, que A é um isomorfismo
isométrico.
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3.4 Exercicios

10.

11.

. Seja a < b, mostre que as fungoes fo, f1, ..., f, dadas por fi(t) = ¢* sdo linear-

mente independentes no espaco Cla, b].

. Seja M um subconjunto do espago vetorial X, mostre que Ger(M) é o menor

subespaco de X que contem M.

Seja B = {ey, €2, ..., €y} um subconjunto do espago vetorial complexo X. Con-
sidere Y o espaco vetorial X restrito ao corpo de escalares R.

(a) Se B é uma base de X, Se B ¢ uma base de Y7 Qual a dimensao de Y?

(b) Assumamos que B C X é linearmente dependente. B continua sendo
linearmente dependente em Y7

Se Z é um subespaco de X, mostre que Z também é um subespaco de X.

. Considere X o espaco normado formado pelas sequéncias reais que tem, no

maximo, um numero finito de termos nao nulos com a norma

|z|| = sup|zi|, == (zx) € X
keN
o0

Encontre uma sequéncia (z,) em X tal que a serie E T, NAao convirja, porém

n=1
seja absolutamente convergente.

. Mostre que todo espago normado (real ou complexo) de dimensao finita é

separavel e completo.
Considere o conjunto B = {e, = (0px)ren : 1 € N}.

(a) Mostre que B nao é uma base de Hamel para /£, 1 < p < oo.
(b) Mostre que B nao é uma base de Schauder para ¢>°.

(c) Mostre que Ger(B) nao é fechado em /P, para 1 < p < oc.

. Mostre que normas equivalentes num espacgo vetorial induzem a mesma topo-

logia, isto é, se um conjunto ¢ aberto com uma norma também serd aberto
com uma norma equivalente.

Seja © um aberto limitado de R™. Mostre que C(2) é um espaco de Banach
com sua norma usual || - ||sc.

Seja X um espaco normado. Se Z é um subespaco vetorial finito dimensional
de X, mostre que Z é fechado e completo.

Sejam X e Z como no Lemma de Riesz. Se Z tem dimensao finita, mostre que
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(a) Para xy € X, existe y; € Z tal que ||xg — y1|| = inf{||lx0 —y|| : y € Z}.
(b) Mostre que existe zp € X com ||z¢]| = 1 tal que d(zy, Z) = 1.

Seja T : D(T) € X — Y um operador Linear. Mostre que
(a) N
(b) 1

(c) T é injetiva se e somente se Nu(7T") = {0}.

(d) Se T é injetiva, entao T~ : Im(T) C Y — X & linear.

W(T) ={z € D(T) : T(x) = 0} é um subespaco vetorial de X.
m(7T) = {Txz:x € D(T)} é um subespago vetorial de Y.

Sejam T : X — Y, S :Y — Z operadores lineares bijetivos. Mostre que

(ST) =115

Seja T' : X — Y um operador linear, suponha que X, Y sao de dimensao
finita e que dim(X) = dim(Y). Mostre que T' ¢ injetiva se, e somente se, for
sobrejetiva.

Considere o operador “shift a direita” S : ¢ — (¥ dado por
S(z) = (0,21, 29,...) para x = (x1,Z,...).
S define um isomorfismo isométrico de ¥ em ¢P?

Considere duas normas equivalentes ||-||; e ||+ || num espago vetorial X. Mostre

que (X, || -||1) é um espago de Banach se, e somente se, (X, || -]||2) é um espago
de Banach.
Considere B = {po, 1,02, - - -, Pn, - - -}, onde para cada inteiro ndo negativo n,

pn € um polinémio de grau n. Mostre que B é uma base de Hamel do espagco
de polinomios P.

Considere o espaco vetorial
Cp(R) ={f :R— R: f é continua e limitada}
com a norma || f|lc = sup |f(z)]. Para r > 0 fixado, mostre que a aplicagao

T:Cy(R) = Gy(R) dado por (Tf)(x) = f(x—r) é um operador linear limitado.
Encontre ||T]|.

Seja T : D(T) € X — Y um operador linear. Se existe € > 0 tal que ||[Tz| >
e||z|| para todo z € D(T), mostre que T ¢ injetivo e que seu inverso 7!
Im(7) C Y — X é um operador linear limitado tal que |77 < 1/e.

Seja T : X — Y um operador linear limitado. Mostre que

Tx
sup 1220 sy 7 = sup 1T
0 2zl ez Jafl <1
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Mostre que a aplicagao

T
17 = sup 21
x#£0 HI‘H

¢ uma norma no espago vetorial B(X;Y) = {T': X — Y : T ¢ linear limitado }.

Mostre que o operador f : C[a,b] — R dado por Tx = z(a) é um funcional
linear limitado. Calcule || f||.

Considere os espagos normados (C[0,1],] - |ls) € (C[0,1], ]| - ||c1) onde
1flloe = sup [f(@)] e lfller = flloc + 1/ llc-
z€]0,1]

Considere o operador diferenciagao T : C''[0, 1] — C|[0, 1] definido por T'f = f'.
Mostre que 7' é um operador linear limitado e que ||T'|| = 1.

Seja k uma fungao nao negativa em C|[0, 1], considere operador 7" : C'[0,1] —
C0, 1] dado por
t
Tf(t) = / k(t—s)f(s) ds.
0

1
Mostre que T' é um operador linear limitado é ||T'|| = / k(T) dr.
0
Seja a = (ay) € £, considere o operador de multiplicacao T, : ¥ — (P dado
por T(I’l, To, .. ) = (alxl, asTa, . . )

(a) Mostre que T, é um operador linear limitado e encontre ||7]|.

(b) Estabeleca condigbes sobre a sequencia a para que T, seja injetivo e limi-
tado. Com as condicoes encontradas T é sobrejetivo?.

Seja X um espaco vetorial e f : X — K um funcional linear. Se f(z() # 0 para
o € X, mostre que

X = Nu(f) & Ger{z}.

Isto é, a codimensao do Nu(f) é 1.

Encontre as normas dos seguintes funcionais lineares:

(a) f:¢?> — R dados por f(z) = Z Tk para © = (xy).

k
k=1
(b) f : £5° — R dados por f(z) = Z% para © = (xg). Aqui £3° é o
k=1

subespaco de £*° das sequéncias reais que convergem para zero.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Considere o subespaco Z = {z € C]0,1] : (0) = 0} de C[0,1]. Analise para
que valores de r > 0 o funcional linear

pertence a Z' e nesses casos encontre || f,||.

Seja X um espaco normado. Se f : X — K é um funcional linear tal que para
toda sequéncia (z,) que converge para zero tem-se que (f(z,)) é limitada,
mostre que f é um funcional limitado.

Seja f um funcional linear definido em R2.

(a) Mostre que existem a,b € R tal que f(x,y) = ax + by para todo (x,y) €
R2.
(b) Para 1 < p < oo considere R? com a norma || - ||,. Calcule || f]|.

Considere o operador linear 7" : C'[0, 1] — C]0, 1] dado por

(a) Mostre que T é injetivo e encontre Im(7).

(b) Mostre que o operador linear 77! : Im(T) C C[0,1] — C[0,1] ndo é
limitado.

Para cada n € N considere T}, = S", onde o operador S : £ — (2 é definido

por (517 527537 .. ) = (537 547 557 .. )
(a) Para cada z € £, mostre que a sequéncia (7,,7),ey converge.
(b) Mostre que ||T,|| = 1 paratodo n € N, porém sequéncia (7},) ndo converge

em B((%(%).

Sejam X um espago de Banach e T' € B(X;X), com ||T]| < 1.

(0.9]
(a) Mostre que o operador Z T" é o inverso de I —T.

n=0

(b) Mostre que (I — T)~! é um operador limitado e que ||(I — T)7!|| <
1

L=7

Sejam X e Y espagos normados. Se dim (X) = co e Y # {0}. Prove que
existem operadores lineares nao limitados definidos sobre X assumindo valores
em Y.
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35.

36.

37.

Seja X um espago normado real, f € X' com f#A0e H={zr € X: f(x) = ¢}
um hiperplano que divide o espaco X em dois conjuntos

Xi={reX: f(x)<c}, Xo={reX: f(x)>c}.

(a) Se ¢ =||f||, mostre que B1(0) C X;
(b) Se 0 < ¢ < ||f||, mostre que B1(0) € X;

Considere o espago de Banach ¢° = {x = (&,) € S(R) : tal que &, — 0} com

a norma ||z« = sup |€,]. Mostre que o espaco dual (topoldgico) de £° é (1.
neN

Se X e Y sdo espacos normados isometricamente isomorfos, mostre que X' e
Y’ também sao isometricamente isomorfos.
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Capitulo 4

Espacos com produto interno

Vejamos primeiro que produtos escalares sao fungoes continuas.

Theorem 4.0.1 Todo produto interno de um espaco vetorial € uma aplicacao continua.

Proof: Seja X um espago com produto interno (-,-). Seja (z,,y,) uma sequéncia
em X x X tal que (z,,y,) — (o, v0), logo
(2, yn) = (@o, yo) Il = llzn — zoll + lyn — woll = 0 quando n —oo.  (0.1)

Por outro lado,
[(Zns Yn) = (@0, y0)| = @0 — @0, Yn) + (%0, Yn — Yo)|
< e = 2olll[ynll + lzollllyn — voll-

O lado direito desta desigualdade converge para zero por causa da convergencia em
(0.1) e o fato de (||ys||) ser uma sequéncia limitada (por ser convergente). Logo
(T, Yn) — (x0,yo) de onde segue a continuidade de (-, -). O

Definicao: Dizemos que um espago com produto interno X é um espaco de Hilbert
se for completo.

Exemplo: Os espacos £* e L?(a,b) sao espacos de Hilbert.

4.1 Ortogonalidade

Definigao: Seja X um espago com produto interno (-, -).

1. Dizemos que dois vetores x,y de X sao ortogonais e escrevemos z L y, se
(x,y) = 0.

2. Um vetor x é ortogonal a um subconjunto A de X, se x L y para todo y € A.
Dois subconjuntos A, B e X sao ortogonais entre si, se L y para todo x € A,
y € B.
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3. Dizemos que um subconjunto A de X é um conjunto ortogonal, se quaisquer dos
vetores distintos de A sao ortogonais entre si. Se adicionalmente os elementos
deste conjunto tem norma unitaria (||z|| = 1 Vx € A), A é dito um conjunto
ortonormal.

Exemplo: No espaco /2 com seu produto interno usual
(0.9]
<ZE,y> = Zxky/ﬁ Tr = (I'k), Yy = (yk>7
k=1

o conjunto A = {e; = (i )ren : ¢ € N} é um conjunto ortonormal.

Observacao: Se A é um subconjunto ortogonal de vetores nao nulos, temos que
B ={z/||z| : + € A} é um subconjunto ortonormal e Ger(B) = Ger(A).

Exemplo: Consideremos o espago C[—7, 7] com o produto interno

(z,y) = / ' z(t)y(t) dt.

—T

Entao o conjunto A = {x,(t) = sin(nt) : n € N} é um conjunto ortogonal, pois para
n,m € N, n # m, temos que

(T, Ty = /W sin(nt) sin(mt) dt

= %/j cos((n —m)t) — cos((n 4+ m)t) dt
1 [sin((n —m)t) sin((n+m)t)]"
YT EAIRE)

Observe que

™ 1 ™
|2n|1? = (20, 20) = / sin?(nt) dt = 5/ 1 — cos(2nt) dt = ,

™ -7

Assim o conjunto B = {\/%? sin(nz) : n € N} é um conjunto ortonormal.

Theorem 4.1.1 Todo subconjunto ortogonal A de vetores nao nulos de um espaco
com produto interno X € linearmente independente.

Proof: Sejam eq,...,e, € A. Se escrevemos
m
Z a;e; — O,
i=1

para cada j € {1,...,m} fixado, temos que

m m
0= <Z e, €5) = Zaz’@i;@ﬁ =ajllell® = a;=0.
1=1 1=1
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Portanto, os vetores eq, ..., e, sao L.I. Consequentemente A é um conjunto linear-
mente independente. O

Theorem 4.1.2 (Teorema de Pitdgoras) Seja X um espago com produto interno.
Se {x1,...,xm} € um conjunto ortogonal tem-se

m 2 m
I3 a] = 3l
=1 =1

Proof: De fato,
H E :xz 2 = <§ Xi, E Tj) = g g (i, xj) = E [ERIE
1=1 i=1 ; i—1

i=j i=1 j=1

O

Definicao: Seja X um espaco vetorial. Um subconjunto M C X é dito convexo, se
para z,y € M tem-se que ax + (1 — a)y € M para todo a €]0, 1[.

Theorem 4.1.3 (Projecao Ortogonal) Seja X um espago com produto interno e
M # () um subconjunto convexo e completo (com a métrica induzida pelo produto
interno). Entdo, para cada x € X eziste um unico y, € M tal que

|z — ye|| = inf{||z — y|| : y € M}.

Proof: Existéncia: Consideremos § = inf{||x — y|| : y € M}, entdo existe uma
sequéncia (y,) em M tal que

[ = ynl| — 0.
Por outro lado, aplicando a lei do paralelogramo temos que
Y = ymll* = l(yn — ) + (@ = ) I = 2(/lyn = 2 + 2 = yaull®) = [l + yim — 22]*.

Observe que

Yn + YUm

2
> 462
2 =0

n + ym — 222 = 4\

: : { COMVENO. : . :
0is —y“;y € M ja que M é convexo. Usando esta desigualdade na equagao anterior
temos que

g = yll® < 201y — 2l* + |2 — yul|*) — 46%,  ¥n,m € N.
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Desta forma, o lado direito torna-se pequeno quando n, m sao suficientemente gran-
des e portanto (y,) é uma sequéncia de cauchy em M. Por M ser completo, existe
yr € M tal que y,, — y,. Da continuidade da norma segue que ||z —y,| — ||z — y.|l,
e por unicidade do limite temos que |z — y.|| = d, isto é ||z — y,[| = inf{[|x — y|| :
y e M}.
Unicidade: Suponhamos que existem y;, 12 € M tal que

|z =yl =6 = [lz =,

entao, aplicando novamente a lei do paralelogramo temos

lyr = el = (1 — 2) + (@ = ) I* = 2(/lys — 2] + [z — w2l*) — lly2 + v — 22"

Como

2
H?J1+yz—21‘|\2:4‘ zl| > 462,

?J1+yz_ H

pois % € M. Usando esta desigualdade na equagao anterior temos
ly1 = woll® < 2(llgn — @|” + |z — al®) — 46% = 2(6% + 6%) — 46* = 0,

Portanto ||y; — y2|| = 0, consequentemente y; = ys. O

Definicao: Seja M um subconjunto convexo, completo e nao vazio do espaco com
produto interno X. Definimos o Operador Projecao Ortogonal de X sobre M, a
aplicacao P = Py : X — M definida por Px = y, onde y, é do teorema anterior.
Isto é, para cada x € X, Pz é o unico elemento em M tal que

le = Pl = nf{|lz —y| -y € M}.

Alem disso, note que Px = x para todo x € M.

Theorem 4.1.4 Seja Z ¢ um subespaco vetorial completo de X consideremos P =
Py o operador projecao ortogonal sobre Z. Entao, para cada v € X temos que Px é
o unico elemento de Z tal que x — Px 1 Z.

Proof: Seja x € X, suponhamos que z, = x — Px nao é ortogonal a Z, logo existe
y € Z tal que

(z2,y) # 0.

Entao, evidentemente y # 0, e para qualquer escalar a temos que

2 — ayl* = ||z|* — 2Re(z:, ay) + [lay]”
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Em particular, tomamos a = (2, y)/||y||?, assim

(2, )|

R‘e<zl‘7ay> - Hy”2 )

de onde seque que

2
Z 9

vl

ou equivalentemente ||z —vy,|| < ||x—Pzx|| onde y, = Pr+ay € Z. Esta desigualdade
contradiz a definicao de Px, logo devemos ter que © — Px 1L Z.

20 — ay|* = < lzl*,

Unicidade: Seja yy € Z tal que x —yg L. Z. Aplicando o teorema de Pitagoras
temos

lo = Pzl = ||z — yo+yo — Pz [|* = lz — yol* + [lyo — Pz|*.
1z ez

Isto ¢, |lz —wol| < [z — Pzf| = inf{|lz —y|| : y € Z} com yo € Z. Portanto yo = Pz.
0

Theorem 4.1.5 Seja Z um subespaco de dimensao finita do espaco com produto
interno X, consideremos o operador proje¢ao ortogonal P : X — Z. Se{ey,...,en}
um base ortonormal de Z, entao

m

Px = Z(x,ei>ei.

i=1

Proof: Seja x € X, como Px € Z temos que existem escalares cy, ..., ¢, tal que

m

Pz = Z Ci€;.

i=1
Por outro lado, do teorema anterior temos que x — Px 1L Z, isto é,
(x — Px,y) =0, Yye€Z
Em particular, para cada j = 1,...,m fixado, temos que

m
v =Y e e;) = (ze5) — cilej,e5) = (x,¢5) — ¢,

=1

logo ¢; = (z, e;) de onde temos o resultado desejado. O
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Observacao: Se no teorema anterior consideramos simplesmente ortogonalidade
em lugar de ortonormalidade, isto é, se {ej,...,e,} é uma base ortogonal de Z,

teremos que
el Tl =

Definicao: O coeficiente % é chamado de coeficiente de Fourier do vetor x em

relagao ao vetor e;.

Px =

Ms
Ms

i1 627 62

Exemplo: Consideremos Z = Ger{ey,...,e,} onde e; = (d;1)keN, entdo a projegao
ortogonal P : /2 — Z é dado por

Px = (21,...,2,,0,0,...), ondez = (x,) € (%

De fato, (x,¢e;) = x;, logo

~—

m
Pr = g zie; = (T1,...,Tm,0,0,...).

Definicao: Seja M um subconjunto nao vazio do espago com produto interno X,
definimos o complemento ortogonal de M como

={zx e X: (z,y) =0, para todo y € M}.

Theorem 4.1.6 Seja M, N subconjuntos de um espaco com produto interno X.
Entao, as sequintes afirmacoes sao validas

1. M+ sempre é um subespaco vetorial fechado de X.
2. Se M C N, entio M+ D N*.
8. M C M+ onde M+ = (M*4)*.

4. M= [Ger(M)]* = [W}L.

Proof: Verifiquemos o ultimo item, os anteriores ficam como exercicio para o leitor.
S

Em vista do item 2, basta mostrar que M+ C [Ger(M)} . Assim, sejay € M+, logo

(x,y) = 0 para todo y € M, e da linearidade do produto interno segue que (x,y) = 0

para todo = € Ger(M). Seja agora zy € Ger(M), logo existe uma sequéncia (x,,)
em Ger(M) tal que z,, — g e como (z,,y) = 0 segue da continuidade do produto

a1
interno que (zg,y) =0, isto é y € {Ger(M)} : O

Definicao: Dizemos que um espago vetorial X ¢ soma direta dos subespagos veto-
riais Y e Z, e escrevemos X =Y @ Z, se X =Y + Z e Y N Z = {0}, onde
Y+Z ={y+z:yeY, z€ 7}
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Theorem 4.1.7 Se Z ¢ um subespaco vetorial completo de um espagco com produto
interno X, entao

X=27pZ"

Proof: Seja z € X, entao pelo teorema 4.1.4 tem-se que z — Px € Z*, logo existe
z € Z+ tal que v — Px = z, portanto x = Px+2 € Z+ Z+. Agora, sejay € ZNZ™,
entdo (y,y) = 0 e portanto y = 0. Logo Z N Z+ = {0}. O

Theorem 4.1.8 Se Z ¢ um subespaco vetorial completo de um espagco com produto
interno X, entao

Z:ZJ_J_

Proof: Do teorema 4.1.6 temos que Z C Z*++, logo basta mostrar que Z++ C Z.
De fato, seja x € Z++, do teorema 4.1.7 temos que x =y +zondey € Z e z € 7+,
assim z = ¢ — y € Z++ oqual implica que z 1. Z+. Desta forma, como z € Z+ e
z 1 Z* temos que (z,2z) =0, logo z = 0 e consequentemente r =y € Z. O

Theorem 4.1.9 (Desigualdade de Bessel) Seja (e,) uma sequéncia ortonormal
de X, entao para cada x € X temos que

oo

D laenl® <l

1=1

Proof: Para cada m € N consideremos a projecao ortogonal P, : X — M, onde
M,, = Ger{ey,...,en}. Seja x € X, pelo teorema 4.1.4 2z := x — P,z € M+ e
portanto z L P,z. Dai temos que ||z||* = ||P,z||* + ||2]|*> de onde concluimos que
| Prz||* < ||z||>. Por outro lado, do teorema 4.1.5 e do teorema de Pitdgoras temos
que

m
Hpmtz = HZ Ly ez GZHQ Z‘ Z, ez
=1

de onde segue que

m

Y lzefP <z, vmeN = Y |{r,e)* < ol

i=1 =1

Observacoes:
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1. Decorre do teorema anterior que (x,e,) — 0 quando n — oco. Este fato é
conhecido como o Lema de Riemann-Lebesgue.

oo
2. Se X é um espaco de Hilbert, entao a série E (x,e;)e; é convergente, pois se

i=1
m

S = Z(x, e;)e; temos que, para n < m o teorema de Pitdgoras implica que
i=1

m 9 m
s = sall? = || 3= twee| = 3 laen

1=n+1 1=n—+1

de onde segue que (s,,) é de Cauchy e portanto converge.

Theorem 4.1.10 Seja {e;. : k € I} um conjunto ortonormal de X. Entdo para cada
r €X, o conjunto J ={k € 1:{(x,ex) # 0} € contdvel.

Proof: Asumamos que [ é infinito. Para cada m € N o conjunto J,,, = {k € I :
|(x,er)| > 1/m} é finito, pois caso contrario existiria uma sequéncia (e, ) tal que

o0

|(x,ep, )| > 1/m para todo n € N, sendo assim a série Z [(x,er, )|* diverge o qual
n=1

contradiz a desigualdade de Bessel. Portanto J = U Jm € contavel. O

meN

Observagao: Se I é um conjunto infinito ndo enumerdvel, a série E (2, ex)|? faz

kel
sentido e ainda continua valendo a desigualdade de Bessel

D e < .

kel

4.2 Bases de Hilbert

Definicao: Um subconjunto M de um espaco normado X é dito um conjunto total
se Ger(M) é denso em X.

Theorem 4.2.1 Seja M um subconjunto do espaco com produto interno X.
1. Se M ¢ total entao M+ = {0}.
2. Se M+ = {0} e X é Hilbert, entao M € total.

Proof: Iteml. Se M é total entdo Ger(M) é denso em X assim, aplicando o
Teorema 4.1.6 temos

M+ = [Ga(an)] =x* = {0).
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Item 2. Como X é Hilbert todo subconjunto fechado é completo. Em particular, o
subespago Ger(M) é completo. Dos Teoremas 4.1.7 e 4.1.6 concluimos que

X = Ger(M) ® [Ger(,M)}L = Ger(M) @ M+ = Ger(M).

Istoé, M é total. O

Definicao: Seja X um espago com produto interno. Um subconjunto B C X ¢ dito
uma base de Hilbert se for um conjunto ortonormal total. Um conjunto ortonormal
total também ¢ chamado de conjunto ortonormal completo.

Theorem 4.2.2 Seja X # {0} um espago de Hilbert.

1. X tem uma base de Hilbert.
2. Todas as bases de Hilbert em X tem a mesma cardinalidade.

3. Todo subconjunto ortonormal pode ser estendido a uma base de Hilbert.

Definicao: A dimensdo de Hilbert (ou dimensao ortogonal) do espago de Hilbert X
é definida como a cardinalidade de uma de suas bases de Hilbert.

Theorem 4.2.3 (Identidade de Parseval) Seja X um espago de Hilbert e B =
{er : k € I} um subconjunto ortonormal. Entdo, B é uma base de Hilbert de X, se
e somente se, para cada x € X tem-se

2l =) [, e . (2.2)

kel

Proof: (=): Como B é uma base de Hilbert, temos que B ¢ total. Consideremos
os coeficientes de Fourier = em relacao aos elementos de B que nao se anulam, os
quais uma vez ordenados, sao denotados por (z,e,), n € N e definamos

oo

Yy = Z(m,en>en.

n=1

A boa definicao desta série é consequéncia da convergéncia das somas parciais s,, =
m

Z(:):, en)en, pois ela é de Cauchy:

n=1

m-+p 9 m-+p

= Y e < Y N 50

n=m+1 n=m-+1 n=m-+1
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Mostremos que z — y € B+ = {0}, e desta forma conlcuir que x = ¥, o que implica

Izl = llyll* = > e, e) =D [z, en).

kel

De fato, observe que para i € N tem-se que

(x —y,e) = (x,e;) — Z(x,en><en, e;) = (v,e;) — (x,e;) = 0.
n=1
Por outro lado, para k € I tal que (x,e;) = 0 temos que
(x —y,ep) = (x,ep) — Z{x, en){en,ex) =0—0=0.
n=1

(«<): Seja x € B*, entao (x,¢e;) = 0 para todo k € I, logo

l|1* = Z|<$;€k>|2 =0 = x=0.

kel

Portanto B1 = {0}, logo B é um conjunto total e portanto é uma base de Hilbert
O

Exemplo: Vejamos que o conjunto ortonormal B = {e,(t) = \/2/Lsin(nnt/L) :
n € N} é uma base de Hilbert de L?*(0, L). De fato, segundo o teorema de Stone-
Weierstrass, toda fungao ¢ € C|0, L] pode ser aproximada uniformemente no in-
tervalo [0, L] por polinémios, de onde segue que C1[0, L] é denso em C|0, L] com a
norma || - ||oc. Alem disso, usando a desigualdade

L
/0 6O dt < LIg|%. Vo e Co, L),

prova-se que C*[0, L] é denso em C[0, L] com a norma de L?*(0,L). Consequente-
mente C1[0, L] é denso em L?(0, L). Por outro lado, da teoria das séries de Fourier,
sabe-se que para ¢ € C[0, L], vale a identidade

00 L
o) = Y (6een®). W ENLL (Bren) = [ dl0)en(t)d
n=1 0
onde a convergéncia da série é pontual. Note que, se denotamos com s,,, = Z(gb, en)en,
n=1

temos que

m+p m+p

2 (0.¢]
smp—suli =] 3 e, = 3 M edis 3 1w e 250

n=m+1 n=m-+1 n=m-+1
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Logo (s,,) é de Cauchy e portanto a convergéncia da série é na norma de L*(0, L).
Agora, usando o teorema de Pitagoras na identidade anterior, temos

oo

Il = (3. 6) =) [, en)|” (2.3)

n=1

Note também que, para quaisquer z,y € L*(0, L) os coeficientes de Fourier a,, =
<$, €N>7 Bn = (y, €n>, satisfazem

> el = 18a) = (an = Bu)an + Bulan — Ba),
n=1 n=1

de onde, por aplicacao da desigualdade de Holder temos a desigualdade

’Zloml2 Bul%)] < (Z% 5n2> (§|an|2>1/2+<§|5n2)1/2

Como «,, — B, = (v — y, e,), desta desigualdade e a desigualdade de Bessel con-
cluimos que

!Z v en) = 1y en )| < e = ylh(lallo + lyll). (2.4)

Finalmente, seja z € L?(0, L), consideremos (¢,,) uma sequéncia em C*[0, L] tal que
¢ — x em L*(0, L). Usando (2.3) temos

163 = > [{dm, e
n=1

Observe o lado esquerdo converge para ||z||2 quando m — co. Para a convergéncia
do lado direito usamos (2.4). Isto é

\Z zoe)l? = (6 en®)] < o = Sulla(llells + émll2) == 0

Consequentemente, tomando o limite na identidade anterior temos que

00
l2l13 = [z, en)?
n=1

Pelo teorema anterior, B é uma base de Hilbert.

Theorem 4.2.4 Seja X um espaco de Hilbert. Entao, X € separdvel, se e somente
se, tem uma base de Hilbert contdvel.
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Proof: (=-): Seja B uma base de Hilbert de X. Como B é um conjunto ortonormal
temos que que para x,y € B

lz = yl* = llz]l* + [lyl* = 2

Portanto B, 5,5(x) N B g(y) = (). Por outro lado, como X é separdvel, admite
um subconjunto denso contavel A. Logo, para cada r € B existe z, € A tal que
Zy € B s /2( x), consequentemente esta relagdo estabelece uma bijecao entre B e o
subconjunto {z, : x € B} de A, portanto B é contével.

(«=): Considere B = {e; : i € N} uma base de Hilbert de X e D um subconjunto
denso enumeravel no corpo de escalares K onde X esta definido. Tomemos

Am:{T1€1+“'+Tm€m: Onde Tl)"'77nm€D}’

logo A = U A,, é enumeravel. Alem disso, para x € X temos que
meN

l=[|* = ZI z, ¢i)|

Observe que

Hx — i(x,el)ei

=1

o0

2
= Hx\|2—2Re<az,Z T, €e;)e >+Z| z, e,
i=1

e como
¢ o0
<x,z T, e;)e > Z [(z, e;)|?,
i=1 i=1
segue que
o0 o0
lz = o edeill” = [l = Y [z, e =0,
i=1 i=1
isto ¢é

o0

T = Z(:c,ei>ei.

1=1

Agora, para € > 0 fixado, existe m € N tal que

e} 62
> lwe)l
t=m+1
Por outro lado, da densidade de D em K temos que, para cada i € {1,...,m} existe
r; € D tal que
2
5 €
|<$,€i> - 7al'| < 9it1



Assim, as duas estimativas anteriores implicam que

le = riell® < > Kaye) —rilP+ > |(z,e)]
i=1 i=1 i=m+1
e (1 e 2
< glXay)tz=d
lde onde segue que A é denso em X. O

Theorem 4.2.5 Se X € um espaco de Hilbert de dimensdo infinita e separdvel,
entdo ele é isometricamente isomorfo com (*(K) onde K é o corpo de escalares
sobre o qual X esta definido.

Proof: Seja B = {¢; : k € N} uma base de Hilbert de X. Definimos 7" : X — *(K)
dada por

oo

T(x) = ((z,€ex)), .y onde z= Z(a:,ek>ek.

k=1

A desigualdade de Bessel garante que ((a:, ek>)keN € (*(K), portanto o operador T
esta bem definido. Verifica-se facilmente que que este operador ¢ linear e pela iden-
tidade de Parseval temos que ||Tz||% = ||z]|%, logo T ¢ uma isometria. Mostremos
que T é sobrejetivo. Seja z = (o) € £*(K), definimos

0 n
g oRep = hm Sp, Sp = g Q)€
k=1 k=1

A convergéncia desta série é consequéncia de (s,) ser de Cauchy, pois para m > n

temos que
m ) m
lsm = sall? = || 32 ener| = D leul?
k=n+1 k=n-+1

Também, fixado j € N ao calcular (z,e;) encontramos que este valor coincide com
aj. Assim T'x = ((x, ek>) = (ozk) de onde segue a sobrejetividade de 1" e a conclusao
deste teorema. O

Exemplo: L%*(0,L) é um espaco de Hilbert separdvel de dimensao infinita, logo é
isometricamente isomorfo a £2.

4.3 Representacao de Funcionais

Theorem 4.3.1 (Teorema de representagao de Riesz) Seja X um espaco de
Hilbert. Entao, para cada f € X' existe um tunico xy € X tal que

f(x) = (z,zy) VzeX
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Alem disso, ||| = [l

Proof: Existéncia: Se f =0, entao tomamos zy = 0. Se f # 0 entdo N(f) # X e
como N(f) é fechado (verificar!), temos que X = N(f) @ N(f)*, logo N(f)*+ # {0}.
Fixemos 0 # y € N(f)* e para cada z € X consideremos o vetor z = f(x)y — f(y)z,
entao

logo z € N(f), assim

0=(z,y) = f(z)(y,y) — f(y)(z,v),
isto é

fy)

f(z) = {(z,xy), onde =z;=-"—""(Cy.

(v,9)

Unicidade: Sejam x1, xo € X tal que
f(x) = (z,21) = (x,29), VzeX

entdo (x,r1 — x9) = 0 para todo x € X. Tomando x = x1 — x5 segue que x; —x2 = 0.

Finalmente vejamos que || f|| = ||z¢||. Desde que

[f(@)] = [{z, zp)| < ][]
segue que || f]| < ||z¢||. Por outro lado
lsll* = Kap apl = 1F (@)l < [l
de onde segue que ||zf|| < ||f||. Portanto || f|| = ||z ¢]| O
Operador de Riesz. O teorema anterior nos permite definir um operador R :

X" — X dado por Rf := zy a qual chamaremos de Operador de Representagao de
Riesz. logo R é uma isometria bijetiva, e é um operador antilinear, isto é

R(af +g) = aRf + Ry.
De fato, se x € X temos que
(z, R(af +9)) = (af +g)(z) = af(z) + g(z) = oz, Rf) + (x, Rg) = (z,aRf + Ryg).

Theorem 4.3.2 Se X € um espaco de Hilbert, entao a norma em X' € induzida por
um produto interno. Alem disso, o produto interno em X' pode ser calculado por

(f.9) =(Rf,Rg), VfgeX.
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Proof: Vejamos que a norma em X' satisfaz a Lei do paralelogramo. De fato,
Tendo em conta que a norma em X satisfaz a Lei do paralelogramo temos que

1f+al> +1f = gl> = |Rf + Rgll* + | Rf — Rgll* = 2(| Rf I + | Rg|I*) = 2(|LFI* + ll9l*).

Sejam f, g € X' calculemos seu produto escalar. Usando a Identidade de polaridade
temos que

Af.g) = IIf+all> = If = gl?+i(lf +igl* = |If — igl*)
|Rf + Rgl> = ||IRf — Rg|* +i(|Rf —iRg|* — |Rf +iRg|?)
|Rf + Ryll> = ||IRf — Rg|* —i(|Rf +iRg|* — ||[Rf — iRg|*)

= 4(Rf, Rg).

Definicao: Sejam X e Y espacos normados sobre o corpo de escalares K, uma
forma sesquilinear sobre X x Y é uma aplicacao h : X X Y — K tal que, para todo
x, 71,22 € X, 4,9y, € Y e a € K, tem-se

1. h(axy + z9,y) = ah(x1,y) + h(za,y), (Linear na primeira componente)
2. h(z,ay; + y2) = ah(x,y1) + h(z,y2). (Antilinear na segunda componente)

Dizemos que a forma sesquilinear é limitada se existe uma constante C' > 0 tal que

|h(z,y)| < C||lz|||y|| para todo x € X,y € Y. (3.5)
Neste caso definimos
h(x,y
Il == sup AZ0)]
w20 2yl

a qual é chamada de norma de h. Note que |h(z,y)| < ||h]l||z]|||ly]| e C = ||h|| é a
menor constante que satisfaz (3.5).

Theorem 4.3.3 (Teorema de representacao de Riesz para Formas Sesquilineare
Sejam Xy, Xo dois espacos de Hilbert e h : X1 X X9 — K wuma forma sesquilinear
limitada. Entao existe um unico operador linear limitado Sy, : X1 — Xy tal que

h(l’,y) - <th>y>7 V(I',y) € Xl X X2-
Alem disso, ||h|| = ||Sh||-
Proof: Para cada x € Xj, consideremos a aplicagdo y — h(z,y) o qual é um

funcional linear limitado de X5, logo pelo teorema de representacao de Riesz, existe
um unico y, € Xy tal que

h(x,y) = (Y, Ya),
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e portanto h(z,y) = (y.,y) para todo y € Xy. Definimos 5, : X; — Xy dado por
Spr = y,. Entdo h(z,y) = (Spx,y) para todo z € Xy, y € Xy. Vejamos que S, é
linear:

(Splaxy + x2),y) = hlax) + 22,y) = ah(z1,y) + h(xs,y)
= a(Spz1,y) + (Shea, y) = (aSher + Suta, y),

Como a igualdade vale para todo y € Xy segue que Sp(awy + x9) = aSpx1 + Spxs.
Mostremos agora que Sj, é um operador limitado e ||h|| = ||S,||. Desde que

18wz |I* = [(Shz, Sha)| = |h(z, Spa)| < [IRllllz ][] Shz]l,

temos que ||Spz| < ||Rh]|||x|| para todo x € X; de onde seque que S, é limitado e
1Skl < ||R]|. Por outro lado

[z, y)| = [{She, )| < [IShzlllyll < [1Sallllz ]yl

de onde concluimos que ||h|| < ||Sk|| e portanto ||| = ||Sk|-

Unicidade: Supondo duas representagoes para h, isto é h(z,y) = (Siz,y) =
(Sox,y) para todo y € Xy, temos que Sz = Syx para cada x € Xy, logo S1 = Sy. O

4.4 Operador adjunto de Hilbert

Sejam X, Y espagos de Hilbert e T : D(T') C X — Y um operador linear densamente
definido, isto é, D(T') é um subespaco denso em X. Para T definimos o operador
adjunto de Hilbert 7% : D(T*) C Y — X da seguinte forma:

D(T*):={y € Y: existe 2" € X tal que (T'z,y) = (x,2*) Ve € D(T)}, T'y:=z"
A boa defini¢ao de T* segue da densidade de D(T') em X. Desta defini¢ao segue que

(Tz,y) = (x,T"y) Vx e D(T), y € D(T").

Theorem 4.4.1 (Operador adjunto de Hilbert) Sejam X,Y espacos de Hilbert.
SeT : X — Y € um operador linear limitado, entdo D(T*) =Y eT* : Y — X €
linear limitado. Alem disso, ||T*| = ||T|.

Proof: Sejay € Y. Como x — (Tx,y) é um operador linear limitado, pelo teorema
de representagao de Riesz, existe T*y € X tal que (T'z,y) = (x,T*y) para todo
xr € X. Logo D(T*) =Y. Agora Consideremos a forma sesquilinear h : Y x X — K
dada por h(y,z) = (y, Tx), entao

2y, 2)| < w7zl < [T][yllll=]

71



de onde segue que h é limitada e ||h|| < ||T’||. Portanto, do Teorema de Representagao
de Riezs para formas sesquilineares, temos que existe um tunico operador linear
limitado Sp, : Y — X tal que

h(y,x) = (Shy,x) e [|h]l = [1Sh]-

Assim, (T'z,y) = (x,Spy) = (x,T*y) para todo = € X, y € Y, de onde segue que
Sy =T*.

Resta provar que ||T|| < ||h|| para concluir que ||T|| = ||h]| = ||Sk]| = ||T*||. De
fato,

|T2||* = (T2, Tw) = [M(Tw, )] < [A]|| T[],
de onde concluimos que ||| < ||A]|. O

Observagao: Se T é um operador linear limitado temos que T := (T*)* = T.

Exemplo: Consideremos o espaco de vetores coluna C”™ com o produto interno
canonico

m
<£U,y> = ng = szgza r = (1'1, <. 7:Cm)T7 Y= (yb o 7ym)T
=1

entdo a matriz A € M, (C) é um operador linear limitado de C™ em C™. Calcu-
lemos A*.

(Az,y) = (Ax)'y = 2" ATy = 2" (ATy) = (x, ATy) = (z, A'y)

logo, A* = AT,

Exemplo: Consideremos os operadores shift Sy, S; : 2 — ¢? definidos por
Sa(x1, o, x3,...) = (0,21, 2, 73,...), “shift a direita”
Si(x1, 9, x3,...) := (T2, 3, Ty, x5, ...), “shift & esquerda”.

Logo para x = (x1), ¥y = (yx) em £ temos que

(Saz,y) = Oy1 + Zxk—1yk = Zxkykﬂ = (z, Siy)
k=1

k=2

logo S = S;.

Theorem 4.4.2 (Propriedades do Operador Adjunto) Sejam X, Y espacos de
Hilbert e T, S : X — Y operadores lineares ltmitados. Entao

1. (o' + Sy =al*+ 5"
2|7 = |TT"|| = T
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3. SeX =Y, (ST)" = T*S"*

Proof: Item 1: Sejam z € X, y € Y, temos que

(x,(aT + S)y) = (T + S)z,y) = a(Tx,y) + (Sz,y)
= (z,aT"y) + (x,S*y) = (x, (aT* + S*)y).

Como a identidade anterior vale para todo z € X segue que (aT+5S)*y = (aT*+S5*)y.
Item 2: Como

|T2|® = (Tw,Te) = (o, T"Tx) < |TTall|z]| < T NTN2l® = 1T,

segue que, para x # 0,

Tz|\*> _||T*T
] ]

de onde segue que ||T||> < ||T*T|| < ||T||?, portanto | T*T|| = ||T||*. Desta igualdade
concluimos tambem que

|TT*|| = (|77 = |T7|]* = | T|I*.
Item 3: Sejam z,y € X, entao

(z,(ST)y) = (STx,y) = (T'x, S"y) = (z,T°S"y).

Definicao: Seja X um espaco de Hilbert. Um operador linear limitado 7" : X — X
é dito:

1. Normal, se TT* =T"*T.
2. Autoadjunto, se T* =T
3. Unitdrio, se for bijetivo e T% = T1.

Observacao: Da definicao anterior verifica-se que todo operador linear limitado
autoadjunto ou unitario, é normal.

Exemplo: Se A € M,,,.,,(C), entdao temos que A é um operador linear limitado em
C". Logo

(Az,y) = (A2)'g = 2" ATy = 2T (ATy) = (2, ATy) = A'=AT.
Portanto:
1. A é normal, se A AT = AT A,
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2. A é autoadjunto, se AT = A.

3. A é unitério, se for invertivel e AT = A1,

Theorem 4.4.3 Seja T um operador linear limitado no espaco de Hilbert X. Entao
T é normal se, e somente se, |[T*x|| = ||Tx| para todo x € X

Proof: (=) Seja x € X temos que
|Tx|)* = (Tx, Tx) = (x, T*Tx) = (v, TT*z) = (T*x, T*z) = | T"z|>.

(<) Desde que ||[T*x|| = ||Tz| para todo z € X, a identidade de polaridade implica
que (T*z, T*y) = (T'z, Ty) para todo x,y € X (verifique!).Logo para x,y € X temos

(ITT* —T'T)x,y) = T T x,y) — (T"Tx,y) = (T"x, T y) — (Tz, Ty) = 0.

Tomando y = (TT* — T*T)x segue que (TT* — T*T)x = 0 para todo = € X. Con-
sequentemente T7™ = T*T. O

Lemma 4.4.4 Seja X um espaco vetorial complexo com produto interno. Se () :
X — X € um operador linear tal que

(Qr,z) =0, VreX|

entao Q = 0.

Proof: Sejam x,y € X e a € C, entao
0= (Qaz +y), az +y) = (Qz,y) + a(Qy, z).
En particular, tomando a = 1 temos que
(Qz,y) + (Qy,z) =0,
por outro lado, se tomamos a = ¢ temos que
(Qz,y) — (Qu,z) = 0.

das duas equacoes anteriores obtemos que (Qz,y) = 0 para todo z,y € X, logo
Q =0. O

Exemplo: Se X for um espago vetorial real a conclusao do lema anterior nao vale.
De fato, no espaco X = R?, com seu produto interno canoénico

(x,y) = z1y1 + 2212, onde & = (21, 22), ¥ = (Y1, ¥2),

o operador rotagao 90°, Q(x) = (—x9, x1) nao é identicamente nulo, porém (Qz, x) =
0 para todo = € R2.
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Theorem 4.4.5 Seja X um espaco de Hilbert complexo e T : X — X um operador
linear limitado. Entao, T € autoadjunto se, e somente se, (Tx,x) € real para todo
x e X,

Proof: (=): Se T ¢é autoadjunto temos que

(Tx,x) = (x,Tx) = (Tz,x)

logo (Tx, ) é real.
(«<): Se (T'z,z) é real, entdo

(Tz,x) = (Tz,x) = (x,T*x) = (T"z,x)

de onde segue que ((T'—T*)x,z) = 0 para todo x € X. Como X é um espago
complexo, do Lemma 4.4.4 temos que T'— T™ = 0. O

Theorem 4.4.6 Seja X um espaco de Hilbert, e T,, : X — X uma sequéncia de
operadores lineares limitados autoadjuntos. Se T, converge para T em B(X;X), isto
é T, —T| — 0, entio T é autoadjunto.

Proof: Como T =T, para todo n € N temos que
[T° =T < [T =T, + 1T = Tl = 2(|T = To|.

Tomando limite, seque que 7" — T = 0. O

Theorem 4.4.7 Seja X um espaco de Hilbert e T : X — X wm operador linear
limitado. Entao T é unitdrio se, e somente se, é uma isometria sobrejetiva.

Proof: (=) Como T*T = I temos que
|Tz||* = (T2, Tz) = (z,T"Tx) = (z,z) = |l2||",

logo T' é uma isometria. Também, por 7' ser unitario, ¢ bijetivo, logo é sobrejetivo.
(<) Por hipdtese T preserva normas, e pela identidade de polaridade também pre-
serva produtos internos (verifique!), assim para x,y € X temos que

(v,y) = (T2, Ty) = (x, T"Ty) = (z,y—T"Ty) =0.

Tomando x = y — T*T'y temos que y — T*Ty = 0. Da arbitrariedade de y segue que
T*T = I. Como T é uma isometria sobrejetiva tem-se que é bijetivo. Consequente-
mente,

TT* =T (T*TT ' =TT =1.
=1

Portanto T* = T~ 1, O
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4.5 Exercicios

1. Se x e y sao vetores do espaco com produto interno X tal que ||z + y||* =
lz]|? + |ly||?, podemos concluir que z L y? Justifique sua resposta.

2. Sejam Y e Z subespacos vetoriais de X. Mostre que X =Y @ Z, se e somente
se, para cada x € X existem y € Y e 2z € Z tunicos tal que z =y + 2.

3. Seja A um subconjunto de um espaco com produto interno, mostre que A+++ =

At

4. Seja X um espaco de Hilbert

(a) Mostre que Z ¢ um subespaco fechado de X se, e somente se, Z = Z1+.
(b) Seja A um subconjunto de X. Mostre que A+ é o menor subespaco
fechado que contem A.

5. Sejam Xy, Xy espagos de Hilbert, My C Xy, My C Xy e T € B(Xy;Xy).

(a) Se T(My) C My mostre que M- D T*(M3H).

(b) Se M; e My sao subespagos, e My é fechado mostre que, se Mi- D T*( M),
entao T'(My) C Ms.

(c) Mostre que Im(T")t = N(T*), Im(T*)* = N(T) e N(T)* = Im(T*).

6. Nos seguintes casos, mostre que o subespaco vetorial Z de ¢? é fechado e
encontre 7.

(a) Z={x=(z,) € ?: 2, =0 quando n é par}
(b) Z = Ger{ey, ez, -+ ,e,} onde e; = (dik)ken-

7. Seja {ey : k € I'} um subconjunto ortonormal no espago de Hilbert X, considere
Z = Ger{ey : k € I'}. Mostre que o operador projecao ortogonal P : X — Z é
dado por

Px = Z(x, ek)€Ek-

kel

1
8. Considere o espago C[—1,1] com o produto interno (f,g) = / f(z)g(z) dx.
~1
Considere os subespacos de funcoes pares e impares respectivamente
A={feCl-11]: f(-2)=f(z)}, B={fe€C-11]: f(-z)=—f(z)}.
Mostre que A L B e que C[—1,1] = A® B.

9. Seja Z o conjunto de sequéncias x = (x,) que tem no maximo um numero finito
de termos nao nulos. Mostre que existe z € 2 que nao pode ser projetado
ortogonalmente sobre Z.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seja X um espago de Hilbert e {e, : n € N} um subconjunto ortonormal. A
(0.}

série Z |(x, e,)| converge para todo x € X? Justifique sua resposta.

n=1

Seja {er : k € I} um conjunto ortonormal no espaco com produto interno X,
mostre que

D ey en)] < lzllllyll, =yeX
kel

Seja X um espaco com produto interno e x € X. Mostre que

|zl = sup [z, y)|
Jy)=1

Seja Z # {0}, um subespago completo do espago com produto interno X.
Considere o operador projecao ortogonal Pz sobre o subespaco Z. Mostre que

(a) Py é idempotente, isto é, Pz = Py.
(b) ||Pz]| =1 e Nu(Pz) = Z+.
(¢) Se X é um espago de Hilbert entao

X = Nu(Pz) & Im(Pz) = Nu(Pz) ® Nu(Pz).

Seja Z um subespago do espago com produto interno X e 7' € B(X; X). Dize-
mos que Z é invariante sob T se T(Z) C Z. Mostre que Z é invariante se, e
somente se, T'P; = P;1T' Py, sendo Py o operador projecao ortogonal sobre Z.

Seja M um subconjunto de um espaco com produto interno X.

(a) Suponha que M ¢é um subconjunto denso ou um conjunto total. Se
(x,z) = (y, z) para todo z € M, mostre que x = y.

(b) Suponha que X é Hilbert. Se a igualdade (z, z) = (y, z) para todo z € M
implica que x = y, mostre que M é um conjunto total.

Seja X um espacgo de Hilbert e B = {e : k € I} um subconjunto ortonormal.
Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes

(a) B é uma base de Hilbert.

(b) para cada z € X tem-se que = Z(x, €k ek
kel

(c) para cada z,y € X tem-se que (z,y) = Z(x, ei) (Y, ex).
kel
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Seja B = {ej : k € I} um subconjunto ortonormal do espago de Hilbert X e
x € X. Mostre que

r € Ger(B) & z= Z(x,ek>ek.

kel
Seja X um espaco com produto interno.
(a) Para cada y € X mostre que a aplicagdo em X, f,(z) = (z,y) é um
funcional linear limitado e que || f,|| = ||y||

(b) Considere a aplicagao F' : X — X' dado por F(y) = f,. Se F é sobrejetiva,
mostre que X é um espaco de Hilbert.

Seja X o completamento do espago vetorial

R
X = {a: € C(R) : lim l/ x(t)? dt Converge} :

R—0 —R

com o produto interno

R
(z.y) = lim % / 2(O)y(t) dt.

—-R

(a) Mostre que o subconjunto {sin(at) : @ > 0} é um conjunto ortogonal de
X

(b) Mostre que X nao é separavel.

Sejam X e Y espacos de Hilbert sobre o mesmo corpo de escalares. Se estes
espacos tem a mesma dimensao de Hilbert, mostre que sao isometricamente
isomorfos.

Seja R o operador de representacao de Hilbert R : X’ — X. mostre que a
inversa R~!: X — X’ ¢ dada por

(R7'2)(2) = (z2,2) VzeX

Mostre que todo espaco de Hilbert X é isometricamente isomorfo com seu
doble dual X" := (X'},

Seja X um espaco de Hilbert e g : X — K um funcional antilinear limitado,
isto é, g satisfaz:

glaz + By) = ag(x) + Bg(y) e gl = sup L < o
w40 ||7]]

Mostre que existe um tnico vetor y € X tal que g(x) = (y, x) para todo z € X
e que gl = [[y[l.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Mostre que o produto interno (-,-) de um espago de Hilbert é uma forma
sesquilinear. Calcule a norma desta forma sesquilinear.

Seja X um espaco vetorial, uma forma Hermitiana em X é uma forma sesqui-
linear h : X x X — K que satisfaz

h(x7 y) = h(y7 x)? vx? y E X'

Considere h uma forma hermitina nao negativa, isto é, h(x,z) > 0 para todo
reX

(a) Mostre que h satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

|h(z,y)|” < h(z,2)h(y,y), Vz,yeX

(b) Mostre que p(x) = /h(z,x) define uma seminorma em X.

Seja T : X — X um operador linear limitado no espago de Hilbert X. Mostre
que a imagem de T é um espaco de dimensao finita se, e somente se, T' pode
ser representado da forma

n

Tx = Z(x, 2y, Vr eX,

i=1
com z;,y; € X, 1 =1,...,n para algum n € N.

Seja X um espaco de Hilbert e 7' : X — X um operador linear limitado bijetivo
com inverso limitado. Mostre que T* ¢ bijetivo e que (T%)~1 = (T~1)*.

Seja X um espago de Hilbert e (7)) uma sequéncia em B(X;X). Se T,, = T
em B(X;X), mostre que T,y — 7% em B(X;X).

Considere os operadores lineares limitados T, L : > — (? cujas regras de
correspondéncia para x = (z}) sao dadas por

Tr = (v9, x4, %6, ...), Lx= (114 T2, T2+ 3,23+ Ty,...).
Encontre a regra de correspondéncia dos adjuntos 7™ e L*.

Considere o espago vetorial C[0, 1] com o produto interno

(f,9) :/o f(t)g(t) dt.

Para o operador linear limitado 7" : C[0,1] — C]0,1] dado por T'(f)(t) =
t

/ f(s) ds, encontre um operador linear limitado L : C|0,1] — C0, 1] tal que
0

(Tf,g9)=(f,Lg), VYf,geC0,1].
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
41.

42.

Se T e S sao operadores normais tal que 1T'S* = S*T" e ST* = T*S, mostre
que T+ S e T'S sao normais.

Seja X um espaco de Hilbert e T : X — X um operador linear limitado. Se T
é normal, mostre que ||T?|| = ||T]|*.

Seja T, : X — X uma sequeéncia de operadores lineares limitados normais no
espaco de Hilbert X tal que 7,, — T. Mostre que T' é uma operador linear
normal.

Seja X um espaco de Hilbert e T, S : X — X operadores lineares limitados
autoadjuntos, mostre que ST é autoadjunto se, e somente se, ST =T'S.

Seja Z um subespaco fechado do espaco de Hilbert X. Mostre que o operador
projecao ortogonal P, é autoadjunto.

Seja T : X — X um operador linear limitado no espaco de Hilbert X complexo.

(a) Mostre que existem operadores autoadjuntos 77,7, tnicos tal que T =
17 +iT5.

(b) Mostre que T' é normal se, e somente se, T1Ty = 15T}, onde T, T3 sdo os
operadores do item anterior.

Considere T': C* — C? dada por T(x,y) = (z + iy, z —iy). Mostre que T*T =
TT* = 21 e calcule os operadores 17, T, autoadjuntos tal que T = T} + T5.

Seja A € Msy2(R). Estabelega condigbes sobre as entradas da matriz para que
A seja um operador normal. Se A é normal porém nao é autoadjunto, mostre
que existem (1, 82 € R, By # 0 tal que A = 511 + BB, onde

10 0 —1
RS
Mostre que em todo espaco vetorial sempre é possivel definir um produto
interno.

Mostre o item 3 do teorema 4.2.2 combinando o item 1 com o teorema 4.1.7.

Sejam U,V operadores unitarios no espago de Hilbert X. Mostre que
(a) Se X # {0} entao |U|| = 1.

(b) U~ é unitdrio.

(¢) UV ¢ unitario.

Seja M € M,,»,(C). Mostre que M é uma matriz unitaria se e somente se,
suas colunas formam um conjunto ortonormal em C".
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43.

44.

45.

46.

Seja T : X — X uma isometria linear no espaco de Hilbert X. Se T nao é
unitario mostre que Im(7") é um subespaco fechado préprio de X.

Mostre que toda isometria linear em espacos com produto interno de dimensao
finita é unitario.

Seja U um operador unitario no espaco de Hilbert X.

(a) Se E C X, mostre que U(E+) = U(E)".

(b) Mostre que U é autoadjunto se, e somente se, U? = I.

Seja X um espaco de Hilbert. Mostre que um subespaco Z é denso em X se,
e somente se, Z+ = {0}.

81



Capitulo 5

Teoremas Fundamentails em
Espacos Normados

5.1 Lema de Zorn e teorema de Hahn-Banach

Definicao: Uma ordem parcial “<” em um conjunto M, é uma relacao binaria que
satisfaz as seguintes propriedades:

1. a < a para todo a € M,
2. sea<beb<a,entao a =0,

3.sea<beb<c entao a<c.

Um conjunto M ¢ dito parcialmente ordenado se tem uma ordem parcial. Um par de
elementos que estejam relacionados pela ordem parcial se diz comparaveis, e nesse
sentido enfatizamos a palavra “ordem parcial”, pois nem todo par de elementos de
M sao comparaveis.

Exemplo: Dado um conjunto X, entao a inclusao de conjuntos C define uma ordem
parcial em M = P(X) := {A: A C X} e neste caso, nem todo par de elementos
(conjuntos) sdo comparaveis.

Definicao: Um subconjunto W de um conjunto parcialmente ordenado M ¢ dito
totalmente ordenado (ou uma cadeia), se todo par de elementos de W sao com-
paraveis.

Definicao: Uma cota superior de um subconjunto W de um conjunto parcialmente
ordenado M é um elemento u € M tal que

r<u, VreW

Definicao: Um elemento m € M ¢ dito um elemento maximal se tem a seguinte
propriedade:

sem <z, x€ M, entao x = m.
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Exemplo: Se considerarmos o conjunto M = P(R) juja ordem parcial é a inclusao
de conjuntos temos que u = R é uma cota superior de qualquer subconjunto W
de P(R). Agora, se consideramos M = {A CR: AC QouAd C R\ Q} embora
W = M nao tenha uma cota superior, temos que u; = Q e us = R\ Q sao elementos
maximais.

Lemma 5.1.1 (Zorn) Seja M # () um conjunto parcialmemte ordenado. Se todo
subconjunto totalmente ordenado possuit uma cota superior, entao M tem um ele-
mento maximal.

Theorem 5.1.2 Todo espaco vetorial X # {0} tem uma base de Hamel

Proof: Considere M o conjunto de subconjuntos de X que sao linearmente in-
dependentes tendo como ordem parcial a inclusao “C”. Seja W um subconjunto
totalmente ordenado de M, vejamos que este tem uma cota superior. Consideremos
U= U A e vejamos que este conjunto é L.I.. Sejam zq,xo,...,x, € U, entao

Aew
existem Ai,...,A,, € W tal que x; € A;, i = 1,...,m. Como W é totalmente

ordenado com a inclusao de conjuntos, existe 1 < ig < m tal que A; C A;, para
todo i =1,...,m. Portanto zy,..., 2z, € A;, e como este conjunto é L.I. segue que
x1,...,%y sao L.I. Portanto U é L.I., logo U € M e é uma cota superior de W.
Asim, pelo lema de Zorn, M tem um elemento maximal que denotaremos com B.
Para mostrar que é uma base, basta mostrar que este conjunto gera X. Procedamos
por contradicao: se B nao gera X existe o € X que nao pode ser escrito com com-
binagao linear (finita) de elementos de B, assim BU {x(} é um conjunto linearmente
independente que contem B o que contradiz a maximalidade de B. Consequente-
mente B é base de X. O

Theorem 5.1.3 Seja X # {0} um espaco vetorial. Todas suas bases de Hamel tem
a mesma cardinalidade.

Proof: Seja By, By duas bases de Hamel de X. Consideremos o conjunto
M ={f:D(f) C By — By: f éinjetiva e Im(f) U (B; \ D(f)) é L.L.}.

Vejamos que M é nao vazio. Para xy € Bj fixado temos que By \ {xo} nao pode gerar
todos os elementos de By pois caso contrario geraria X o que contraria o fato de B ser
uma base. Logo existe yy € B tal que yy é L.I. com B; \ {zy} e definimos a aplicagao

f Az} — By dada por f(zo) = yo. Como Im(f)U(B1\ D(f)) = {yo} U (B \{zo})
¢ L.I. temos que f € M, logo M # (). Em M consideremos a ordem parcial

f <g, se D(f) € D(g) e gl = f
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Seja W um subconjunto de M totalmente ordenado. Consideremos

D:=|J D(f), h:DCBi— By, h(z):=f(x)paraz e D(f).
few

Prova-se que h esta bem definida e é injetiva (verifique!). Vejamos que Im(h)U (B \
D) é L.1. De fato, se D & B; consideremos y1, ...,y € Im(h) e z1,...,2, € B1 \ D,
entdo y; = h(x;) = fi(x;) com x; € D(f;) para algum f; € W. Como algum f;, tem
dominio maior tem-se que x; € D(f;,). Portanto

Yy ooy Yry 21y, 25 € Im(fZ()) U (Bl \ D) - Im(fZO) U (Bl \ D(fzo))

Logo, y1, ..., Yr, 21, ..., 2s sa0 L.I. Se D = By temos que Im(h) U (By \ D) = Im(f;,)
que é L.I. Portanto h € M e é uma cota superior de W. Pelo Lema de Zorn, M tem
um elemento maximal g.

Mostremos que D(g) = By por contradigao: se D(g) & B; entdo Im(g) & Bo
pois caso contrario Im(g) U (B; \ D(g)) seria um conjunto L.I. maior que By o que
contraria o fato de By ser uma base. Fixemos 3y € By \ Im(g), logo temos duas
possibilidades, ou yy é L.I com Im(g) U (B; \ D(g)) ou nao é. Se yy ¢ L.I com
Im(g) U (B1 \ D(g)), escolhemos qualquer xy € By \ D(g) e estendemos g para
g: D(g)U{xy} — By pondo g(zy) = yo, assim g é injetiva e Im(g) U (B \ D(g)) é
L.1., isto é g € M e contradiz a maximalidade de g. Agora, se yy nao for L.I com
Im(g) U (By \ D(g)), entao

yo= > i+ > Bz, yi €Im(g), z € B\ D(g),
i j

onde a escritura como combinacao linear finita é de forma tnica. Logo algum f;, # 0
e consequentemente 1, ¢ linearmente independente com

Im(g) U (B1\ (D(g) U{z,}))-

Desta forma estendemos g para ¢ : D(g) U {z;,} — B2 pondo §(z;,) = yo, assim g é
injetiva e Im(g) U (B \ D(g)) é L.I. o que contradiz novamente a maximalidade de
g.

Portanto D(g) = Bj, isto g é uma injegao de By para Bs. Desta forma te-
mos que card(B;) < card(By). Trocando de lugar By com Bs temos também que
card(By) < card(Bj), consequentemente card(B;) = card(Bs) (A igualdade significa

que existe uma bijecao entre By e Bs e foi mostrado por Cantor-Schroder-Bernstein)
]

Theorem 5.1.4 (Hahn-Banach [Extensao de Funcionais, caso real]) Seja X
um espaco vetorial real e p um funcional sublinear sobre X, isto €, p : X — R satisfaz

p(r+y) <p(x)+ply), plar)=ap(r), Ve,yeX, Va>0.
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Se f € um funcional linear definido sobre um subespaco Z de X tal que
f(z) < p(x) para todo x € Z,

entao f tem uma extensao linear f definida em todo o espaco X preservando a
desigualdade anterior, isto é,

f(z) < p(x) para todo x € X.

Proof: Denotemos com M ao conjunto de todas as extensoes lineares g de f
definidas em subespagos D(g) 2 Z de X, talque

g(z) < p(x), Vaxe D(g).
Em M definimos a ordem parcial
g1 < g2 se go ¢ uma extensao de gy, isto é D(g1) C D(g2) e gQ{D = 1.

Seja W um subconjunto totalmente ordenado de M, entao definimos:

D= U D(g) e ¢:D — R definido por g(z) = g(z) para z € D(g).
geW

Usando o fato de W ser totalmente ordenado verifica-se facilmente que D é um
subespaco vetorial de X, que ¢ esta bem definido e que é um funcional linear que
satisfaz g(x) < p(z) para todo x € D. Portanto § € M e é uma cota superior de W.
Assim, pelo lema de Zorn, M tem um elemento maximal a qual denotaremos com
f D(f) — R. Agora basta mostrar que D(f) = X. Suponhamos que D(f) nao é
todo X, logo existe yo € X \ D(f). Assim, consideremos o subespaco

D(h) == D(f)® Ger{yy} = {z =y +ayy : y € D(f), a € R}

e definamos h : D(h) — R dado por h(z) = f(y) + ac onde ¢ é uma constante real
que sera escolhida de tal forma que a condicao h(z) < p(x) para todo x € D(h)
seja satisfeita. Desta forma h contradiz a maximalidade de f e consequentemente
D(f) = X. Portanto, a conclusio deste teorema se reduz a existéncia de uma
constante c tal que

fy) +ac<ply+oay) Vye D(f), Ya eR. (1.1)

Observe que para o = 0 esta desigualdade ja é respeitada. Para a > 0 esta condicao
e equivalente a

c<pla”ty+y) — fla™y) VyeD(f) ou c<plyi+yo)—Ffly) Yy € D(F).
Para a < 0 a condicao (1.1) é equivalente a
c> —p(~aly —yo) + f(-a"ly) Yy e D(f) ou c>—ply—wo) + fly2) Vy2 € D(f)
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Logo, a condic¢ao (1.1) é equivalente a encontrar ¢ tal que

—p(ya —w0) + Fly) < e < plyr +w0) — Fn), Yy, v € D(f),

e isto somente sera possivel se qualquer valor do lado esquerdo desta desigualdade
¢ uma cota inferior dos valores do lado direito, e reciprocamente, qualquer valor do
lado direito desta desigualdade é uma cota superior dos valores do lado esquerdo.
Isto é, se

f(?h +12) <oy + o) +p(y2 — W), Yy, 42 € D(f)

Porém, esta desigualdade é satisfeita. De fato, sejam y1,y> € D(f), logo

Flyr +v2) < plyr +12) = p(y1 + yo + vo — o) < ply1 + yo) + p(y2 — yo).

Consequentemente existe ¢ satisfazendo (1.1). O

Theorem 5.1.5 (Hahn-Banach [Extensao de funcionais, caso geral]) Seja X
um espaco vetorial real ou complexo e p : X — R uma funcao que satisfaz

p(z+y) < plx) +py), plar)=lalpz), Vr,yeX, VaekK
Se f € um funcional linear definido sobre um subespaco Z de X tal que
|f(x)| < p(x) para todo x € Z,

entao f tem uma extensao linear f definido em todo X preservando a desigualdade
anterior, isto €,

|f(x)] < p(z) para todo x € X.

Proof: Caso real: Como f(z) < |f(z)| < p(x) pafa todo x € Z, pelo teorema
anterior f tem uma extensao linear f : X — R satisfazendo f(x) < p(z), porém

—f(x) = f(=z) < p(=z) = p(=)

logo |f(z)| < p(z) para todo = € X.
Caso complexo: f(x) = fi(x) +ifs(x). como

i(filz) +ifa(x)) =if(x) = fix) = filiz) 4 if2(iz)
segue que fo(x) = —fi(iz), logo podemos escrever
f(@) = fi(z) —ifr(iz)

Denotemos com Z, e X, aos espacos Z e X quando considerados espacos vetoriais
sobre o corpo de escalares reais. Como |fi(z)| < |f(x)| < p(z) para todo z € Z,, do
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item anterior fi possui uma extensao fi : X, — R tal que |fi(z)| < p(x) para todo
x € X,. Assim definimos f : X — C dado por

f(x) = filx) —ifi(iz),
o qual é uma extensao de f definida em todo X(= X,.). Note que

fle+y) = file+y) —ifili(z+y) = fi(e) + fily) —ifiiz) =i fi(iy) = f(2)+ f(y),
logo, para completar a prova da linearidade de f no espaco complexo X basta mostrar
que f((a+ib)x) = (a +ib) f(z). De fato,
Jf(at i) = Fil(a+ b)) - ifi(ia+ b))
— afi(2) + bfiliz) - ilafi(iz) - bji(x)
= (a+1ib) [fl(x) —ifi(iz)]
= (a+1b)f(z).

Finalmente vejamos que | f (z)| < p(z) para todo z € X. Escrevendo f na forma
polar temos f(x) = |f(z)]e”. Logo

[f(@)| = f(x)e™ = fle"x) = file™x) = | fi(e )],
de onde segue que

(@) = file " a)| < ple ) = e~ |p(z) = p(x).

Theorem 5.1.6 (Hahn-Banach [Extensao de funcionais limitados]) Seja X
um espago normado. Todo funcional linear limitado f definido sobre um subespago
Z de X tem uma extensao linear limitada f definida em todo X tal que

LAF= 1L
Proof: Como f élimitado, temos que |f(x)| < || f]|||x|| para todo = € Z. Definimos
p: X — Rdada por p(z) = || f]|||=||, assim p satisfaz as hip6teses do teorema anterior
e como

|f(x)| < p(x) para todo x € Z.
Entdo f tem uma extensdo linear f definido em todo X talque
(@) < p(z) = {2 para todo @ € X.

Portanto f é limitado e ||f]| < | f |. Desde que f é uma extensio de f segue que
171l < |||l donde concluimos que || f]| = ||f]|- O
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Corollary 5.1.7 Seja X um espago normado e xg € X tal que xg # 0. Entao existe
um funcional linear limitado f definido em X tal que

Ifl=1 e Flzo) = llaoll

Proof: Consideremos o subespaco
Z = Ger{zo} = {ax): a € K}.

Definimos f : Z — K dada por f(axy) := al|zg||. Entao f é um funcional linear,
pois

f(Barzg + agxo) = f((Bar + az)xg) = (Bay + o)zl = B (cazo) + f(aamo).
Também, f é limitado e || f|| = 1, pois
|f(axo)| = |a|zoll] = [lovwoll.

Pelo teorema de Hahn Banach f tem uma extensao limitada f : X — K tal que

1Al =171l =1 e f(zo) = f(zo) = [lzo]- O

Corollary 5.1.8 Seja X um espaco normado. Entao para todo x € X tem-se

f@)
bl = sue AT

Portanto, se f(xy) =0, Vf € X" implica que xo = 0.

Proof: Se x = 0 a conclusao do teorema ¢é imediata. Se x # 0, do corolério
anterior, existe h € X' tal que ||h]| =1 e h(x) = ||z||, portanto

/()]
oxrex ||

]l = <
Por outro lado, desde que |f(z)| < ||f]|||z] para todo f € X', temos que

£(@) , /(@)
\vd X LAl
i Slell VIEX, f£0 = sup S S

(el

g

Corollary 5.1.9 Seja X um espag¢o normado e Y um subespaco fechado préprio de
X. Para g € X\ Y existe f € X' tal que

”fH - 17 f‘Y = 07 f(xo) - d(xo, Y)7 onde d($0,Y) = ylg}ff on - y”
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Proof: Consideremos o subespaco vetorial de X
Z =Ger{zo} Y ={arg+y:aeckK, yeY}.
Definimos f : Z — K dado por
f(z) =ad para == axy+v,

onde § = d(zo,Y). Entdo f é um funcional linear (verifique!) tal que fly = 0 e
f(xg) = 9. Vejamos que f é limitado e ||f|| = 1. De fato, para z = axy + yo temos
que

[f(2)] = [a]d = inf [laxy — ayl| = inf [lazo + gl < [lozo + yol| = [,
yey gey
de onde segue que f é limitado e ||f|| < 1. Por outro lado, da definigdo de J existe

uma sequéncia (y,) em Y tal que ||xg— y,|| — 0. Denotando por x,, = z¢ — y, entao
(x,,) é uma sequéncia em Z e

]| > £ ()| _ 0 —1 quando n — oo.
[zl
Portanto || f|| > 1 e consequentemente | f|| = 1. Finalmente Aplicando o teorema
de Hahn-Banach podemos estender o funcional f a todo o espaco X nas condigoes
desejadas. O

Theorem 5.1.10 Seja X um espaco normado. Se X' ¢ separdvel, entao X € se-
pardvel.

Proof: Como X’ é separavel o conjunto

U={feX:|fll=1}

também é separavel como subespaco métrico, logo contém um conjunto denso contavel
{fn : n € N}. Desde que |f,]| = 1 existe z, € X com |[|z,]| = 1 tal que
| fu(zn)| > 1/2, assim consideremos o subespago de X:

Z = Ger{x, : n € N},

o qual é separavel. Vejamos agora que Z = X, pois caso contrario Z seria um
subespaco fechado préprio de X e pelo corolario anterior, existe f € X' tal que

Ifl=1 flz=0,

logo f € U, porém observe que

1 . . "
5 S @)l < |(fo = @)l < [l fa = flllzall = [1fu = fll, V0 €N,

fato que contradiz a densidade de {f,, : » € N} em U. O
Exemplo: O subespago normado (¥ = {z = (z,,) : ©, — 0} de £* é separdvel, pois
(€5°) = (' é separavel.
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5.2 Operador Adjunto em espacos normados

Sejam X, Y espacos normados e T': D(T) € X — Y um operador linear densamente
definido, isto é, D(T) é denso em X. Definimos o operador adjunto de 7" denotado
por T, da seguinte forma: consideremos o subespaco vetorial de Y’

D(T") :=={g €Y :g oT é um operador linear limitado}.

Logo, se g € D(T") entdao g o T é um funcional linear limitado definido em D(T).
Em vista do Teorema 3.3.3, go T’ possui uma tnica extensao linear limitada ao fecho

D(T) = X preservando sua norma a qual é denotada com goT € X'. Definimos o
operador adjunto de 7" como 7" : D(T") C Y — X/,

T'(g) :==goT.

Note que T"(g)(x) = go T'(x) = (9o T)(x) para todo = € D(T), isto é, T'(g) = goT
em D(T).

Theorem 5.2.1 Sejam T; : D(T;) C X — Y, i = 1,2 operadores lineares tal que
D(Ty) N D(T3) € denso em X e a € K, entdo

(aTy +T) =T+ Ty em D(T))N D(T3).

Proof: Seja g € D(T7) N D(T3). Desde que
go(aTh+T)=a(goTi)+goTy em D(Ty)N D(Ty),
temos que g € D((aTy + 1)) e (a1t + Tv) = o1} + Ty em D(T}) N D(T3). O

Theorem 5.2.2 Se T : X — Y ¢ linear limitado, entao D(T") = Y', T" ¢é linear
limitado e ||T"|| = ||T|.
Proof: Se g € Y entao temos que go T € X/, logo D(T") = Y'. Desde que

I7"(g) (@)l = Ng(Tx) | < llgll T[], Vo € X,

temos que ||77(g)|| < |lgl|||T]] e consequentemente || T7|| < ||T]]. Se T'= 0 temos que
|T"|| = || T, portanto assumamos que T" # 0. Fixemos xy € X tal que T'zy # 0,
pelo corolario 5.1.7 temos que existe gy € Y’ tal que ||go|| = 1 e go(T'xo) = ||Tz0]l,
por outro lado

1Tz0ll = (g0 © T)(x0)| < IT"(go)l|woll < 17"l gollllwoll,

de onde concluimos que [|[Tx|| < [|T]|||xo|| (observe que esta desigualdade continua
vélido no caso em que Txg = 0). Portanto ||Tz| < [|T||||x|| para todo =z € X e
consequentemente ||7']] < ||77||. Das duas desigualdades segue que ||T"|| = [|T||. O
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Theorem 5.2.3 Sejam X, Y espacos de Hilbert e T : X — Y um operador linear
limitado. Entao

T = R'T* Ry,
onde T* € o operador adjunto de Hilbert de T e Ry : X' — X, Ry : Y — Y sdo os

operadores de representacao de Riesz.

Proof: Seja g € D(T') =Y’ pelo teorema de representacao de Riesz temos que
(goT)(z) = {(x,Ri(goT)) = {(x,RiT'g), VreX
Por outro lado
(goT)(x) =g(Tx) = (Tx, Rag) = (x,T"Rog), VreX

de onde segue que R\T"g = T*Ryg para todo g € Y/, portanto T’ = R;'T*R,. O

5.3 Espacos Reflexivos

Seja X um espaco normado. Para cada x € X consideremos o operador linear
J, : X' = K dada por

Jo(f) = f(z).

Vefifica-se facilmente que J, é linear e desde que |J,(f)| < || f]|||=|| para todo f € X/,
temos que J, € X”. Alem disso, Pelo Corolario 5.1.8 temos que

1l = swp L@

0#£feX! HfH

Observe que

Jaa:1+x2(f) = f(Oé:L‘l + 1’2) - Ckf(il’ll) =+ f(il?z) - (Oé‘]xl + JxQ)(f)

isto é, Jog,1a, = @y, + Jp,. Dai segue que a funcao J : X — X’ dada por J(x) = J,
define uma isometria linear canonica de X em X”.

Definicao: Um espaco normado X é dito reflexivo, se a isometria canonica J : X —
X" é sobrejetiva.

Exemplo: 7 é reflexivo para 1 < p < co. De fato, lembremos que, se f € (/) pela
representacao de Riesz nos espacgos 7, existe (f,,) € ¢4, com % + % =1, tal que

f(.?j’) = anfm Vr = (xﬂ) € gp)
n=1
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e neste caso, identificamos f = (f,). Assim, se g € (/7)" = ((¢*)")' = (£1)" temos que
g = (gn) € 7, onde esta identificagao significa

Z Fagn:  Vf = (fa) € 0.

Assim, se g € (¢?)” encontrar x = (z,) € * tal que g = J(x) é equivalente que
g(f) = J(x)(f) = f(x) para todo f = (f,) € ¢7. Ou equivalentemente

angn = anfn; \V/f = (fn) e /1,
n=1 n=1

Assim, basta tomar z = (x,) := (g,) € 7, 0o que mostra que J é sobrejetivo.

Exemplo: O subespago normado (5° = {z = (z,,) : ©, — 0} de £*° nao é reflexivo.
De fato, seja (g,) = (1,1,1,...) € £, como (£2°)" = (£1) = (>, a sequéncia (g,)
identifica um elemento g € (¢5°)", isto é, g = (g,). Suponhamos que J : £° — (£3°)"
é sobrejetivo, logo existe x = (x,) € £5° tal que J(z) = g, isto é, J(z)(f) = g(f)
para todo f = (f,) € (* = ((°)". Desde que

J(x)(f):f(x)zzxnfm g(f):angn-

temos que
n=1 n=1

Em particular, para cadam € N fixado tomamos f = (,u,)nen 0Obtendo que z,,, = gy,
e portanto g = (g,) € {3° o qual é absurdo.

Theorem 5.3.1 Todo espaco normado reflexivo X € completo.

Proof: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em X, entao, desde que
1T (2n) = J(@m) | = [T (20 — 20| = |20 — 2],

Seque que (J(x,)) é de Cauchy no espago de Banach X", logo converge para algum
z € X" e como J ¢ sobrejetivo existe x € X tal que z = J(x). Assim

lzn = f| = [|J(zn = 2)|| = | (20) = J ()| = 0, n = oco.

isto é, x,, — x, assim X é completo. O

Exemplo: O espaco vetorial Cla, b] com a norma

1= [ 156 as

nao ¢ reflexivo, pois nao é completo.
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Theorem 5.3.2 Todo espaco de Hilbert X € reflexivo.

Proof: Consideremos os operadores Ry : X' — X e Ry : X’ — X’ os operadores de
representacao de Riesz, isto é, para f € X' e g € X" temos que

f(x) = (2, Rif), Vo € X, g(h) = (h, Rag), Vh € X".
Seja g € X", queremos encontrar zy € X tal que g = J(xg) ou equivalentemente

9(f) = J(@o)(f) = fzo) VfeX.

Porém, tendo em conta o Teorema 4.3.2 segue que

g(f) = (f, Reg) = (R1f,RiRag) = (RiRog,R1f) e [f(xo) = (wo,Rif), VfeX,

Portanto basta tomar xog = R;Rsg € X. O

5.4 Limitacao Uniforme

Theorem 5.4.1 (Categoria de Baire) Seja X um espa¢o métrico completo nao
vazio. Se (Fy) € uma sequéncia de subconjuntos fechados de X tal que

Un
k=1

entao int(Fy) # 0 para algum k € N.

A conclusao do teorema anterior significa que espacos métricos completos nao va-
zios sao conjuntos “nao magros” ou também chamados de conjuntos de “segunda
categoria”.

Proof: Procedamos por contradigdo, isto é, suponhamos que int(Fy) = () para
todo k € N. Como int(F;) = (), F; nao é todo X logo existe uma bola aberta
B; de diametro d; tal que B; C Fy. Agora, como B; nao pode estar totalmente
incluido em F), existe uma bola aberta By de diametro dy tal que By C Fs N By,
podemos considerar inclusive que ds < d;/2. Repetindo este processo encontramos

uma sequencia de bolas abertas (B,,) de diametros d,, tal que
dy, =0, Bn,1 CB, B,NF,=0.

Escolhemos uma sequencia (x,,) tal que x, € B, e como d(Zy+p, ,) < d,, para todo
n,p € N, segue que (z,) é de Cauchy e portanto converge para algum = € X pela
completitude de X. Desta forma temos que z € B,, para todo n, logo x ndo pertence
a nenhum F}, o qual é absurdo. O
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Theorem 5.4.2 (Teorema de Banach-Steinhaus: Limitagao Uniforme) Sejam
X, Y espagos normados com X completo. Se {T\ € B(X;Y) : A € A} € uma familia
tal que, para cada x € X existe C, > 0 satisfazendo

|Thz|| < Cp, VAEA,
entao, existe C' > 0 tal que

IT\| < C. VA€ A.

Proof: Para cada k € N consideremos o subconjunto de X:
Fro={zxeX:||Th|| <k, VXeA}

Entao cada Fj, é fechado e

X = [j F,.
k=1

Pelo teorema de Baire, existe kg € N tal que
Fko 2 BT(£O)7

para algum xy € Fj, e r > 0. Seja x € X, © # 0, considere z = xy + oz, onde
o =1/(2]|z]|), entdo z € B,(xg) e

1
xr = S(Z — x0).

Portanto, para A € A temos que

1 4k
|Thz|| < g(HTAZH + || Thxol]) < THxH-

Consequentemente,

4k
IT < == vaeA

Corollary 5.4.3 Sejam X, Y espacos normados, onde X é completo. SeT,, : X — Y
¢ uma sequéncia de operadores lineares limitados tal que para cada x € X a sequéncia
(T,x) converge em Y, entdo o operador linear T : X — Y dado por Tx := lim T,z

n—oo
¢ limitado e ||T|| < liminf ||7,,].
n—oo
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Proof: Seja z € X. Como T,x — Tz, a sequéncia (T,,x) é limitada, isto é existe
C, > 0 tal que

| Thx|| < C.,.
Pelo teorema da limitacao uniforme existe C' > 0 tal que ||7},|] < C e por tanto
[Toz]] < ([ Tallfl]l < Cl]

Tomando limite quando n — oo obtemos que ||[Tz|| < C||z||, logo T é limitado.
Agora tomando limite inferior quando n — oo na desigualdade acima temos que

T
|| < liminf ||T,||,Vz € X, x # 0.
(£ I
Dai segue que ||T']| < liminf ||7,]]. O
n—oo

5.5 Convergéncia Forte e fraca

Definigao: Seja (z,) uma sequéncia no espaco normado X e x € X. Dizemos que
1. (z,) converge forte para z, se ||z, — x| — 0.
2. (x,) converge fraco para x, se f(x,) — f(x) para todo f € X'.
A convergencia fraca de x,, para x sera denotada por

w
Ty — X ou =z, —>x ou x,— x fraco.

Theorem 5.5.1 Seja (x,,) uma sequéncia que converge fraco para x no espago nor-
mado X. Entao

1. O limite fraco x de (x,) € unico.

2. A sequéncia (x,,) € limitada.

Proof: Item 1: Suponhamos que x e Z sao limites fracos de (z,), logo temos que

f(z) = lim f(z,) = f(2), VfeX.

n—oo

[f(z — )]

logo f(z —2) = 0 para todo f € X' e como ||z — Z|| = sup ————— segue que
) ozrex |If]
T =1
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Item 2. Como ||z,|| = ||J(z,)|| onde J : X — X" ¢é a isometria linear canonica,
basta mostrar que (J(z,)) ¢ limitada em X”. De fato, desde que f(x,) — f(z) para
f € X temos que cada (f(z,)) é limitada e portanto existe Cy > 0 tal que

|J(2)(f)] = |f(zn)| < Cf, paracada f € X
Do teorema da Limitacao Uniforme, existe uma constante C' > 0 tal que

[J(za)[| < C, VneN.

Theorem 5.5.2 No espaco normado X temos que

1. Convergéncia forte implica convergéncia fraca para o mesmo limite.

2. Se X tem dimensao finita, convergéncia fraca implica convergéncia forte.

Proof: Item 1: Suponhamos que z, — x forte em X, entdo para f € X' temos
que

f(@n) = f(@)| = [f(2n — @) < [|fl[lzn — =] =0,

isto é x,, — x.
Item 2: Seja {ej,...,e,} uma base de X. Para cada 1 < j < p o funcional linear
definimos o funcional linear

P
fi(x) :==a; para z = Z Q;€;.
i=1

p
Note que ||z]|p := Z |a;| define uma outra norma em X. Seja (z,) ¢ uma sequéncia
i=1

p
~ n—oo
que converge fraco para z, onde x, = E an €. Entao fj(xz,) —— fj(x) ou
i=1
N n—oo . A .
equivalentemente a, ; —— «;. Da equivaléncia de normas temos que

p
|20 — 2l < Cllan —llo =Y lani — @il = 0.
i=1

logo =, — x (forte). O
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Exemplo: Em geral, convergéncia fraca nao implica convergéncia forte. Por exem-
plo Consideremos uma sequéncia ortonormal (u,) no espaco de Hilbert, X. seja
f € X' pelo teorema de representagao de Riesz temos que existe 2y € X tal que

f(uy) = (up, x5), Vn € N.

Da desigualde de Bessel

oo

> Nun, zp)” < gl

n=1

segue que
flun) = (un,zp) = 0= f(0), VfeX,
isto é u,, — 0, porém
[t = w|* = Nlunl|® + | = wl* = 2 para n # m,

portanto (u,) nao pode convergir forte, pois nao é de Cauchy.

Theorem 5.5.3 Seja X um espaco normado, x € X e M um subconjunto total de
X'. Se (x,) € uma sequéncia limitada em X tal que f(x,) — f(x) para todo f € M,
entao T, — x.

Proof: Seja x e (x,) uma sequéncia como na hipétese, e fixemos f € X'. Como
Ger(M) é denso em X', fixado € > 0 temos que existe h € Ger(M), tal que

If = hll <e

Por outro lado, desde que h € Ger(M) verifica-se que h(x,) — h(x). Logo, existe
ng € N tal que

|h(z,) — h(z)]] <€, Vn >mny.
Assim, para todo n > ny temos que
[f(@n) = f(2)] < [f(xn) = W) + [A(zn) = W) + |h(z) = f(2)] < e(llnll + 1+ [lz]),

ou |f(z,) — f(x)] < eC onde C > ||x,| + 1+ ||z]|, de onde seque que f(x,) — f(z),
isto é z,, — x fraco. O

Corollary 5.5.4 Seja 1 < p < co. Uma sequéncia (x,) em 7, x, = (Tpi)keN,
converge fraco para z = (z;)reny € I se, e somente se, (x,,) € limitada e x,, ALRECN 2
para cada k € N.
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Proof: (=): Para cada k € N, a aplicacao linear f; : /£ — R definida por fi(£) =
& para € = (&,), é linear e limitada, logo fi € (7). Portanto fi(z,) —— fi(2),
isto é, xy, 1, LAY 2.

(«<): Sabemos que (¢7)" é isometricamente isomorfo com (7, ]l) + % = 1, através da
aplicacao

f = (f(en»néNa €n = (5715)361\1-

Considerando o funcional f; definido anteriormente, temos que (fi(€5))nen = (kn)nen =
e e consequentemente f; é representado por e em ¢4. Como {e; : k € N} é base
de Schauder de (%, via isomorfismo M = {f; : k € N} é uma base de Schauder de

(¢P). Logo cada f € (¢P) é aproximado por combinagoes lineares de M, isto é, M
n—oo

é total. Como fi(z,) = xnr — 2r = fr(z) para todo f; € M, pelo o teorema
teorema anterior temos que x,, converge fracamente para z. d

Convergéncias em espacos de Operadores lineares

Definigao: Sejam X e Y espacos normados. Denotemos com L(X;Y) ={T: X —
Y : T élinear}. Consideremos T € L(X,Y) e (7},) uma sequencia em L(X,Y),
Dizemos que

1. (T,) converge uniformemente para 7', se T,, — T forte em B(X;Y).
2. (T,) converge pontualmente para T, se T,v — Tz em Y para cada x € X.

3. (T,) converge pontualmente fraco para T, se T,,x — Tz fraco em Y para cada
r e X

Observacao: Da definicao anterior segue que

Convergencia uniforme =- Convergéncia pontual = Convergéncia pontual Fraca

Exemplo: Consideremos as sequéncias de operadores T}, : £> — ¢2, definidos para
xr = (x,) por

T(x) =(0,0,...,0, Zps1, Tmaos - - -)-

m Zeros

Vejamos que (7,,) converge pontualmente para o operador 0 porém nao converge
uniformemente. De fato, como

|1 T(z) = 0(2)|> = ) |zaf* =0, quando m — oo

n=m-+1
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temos T, converge pontualmente para 7' = 0. Por outro lado, como ||T;,z| < ||=||
para todo = € €% segue que ||T;,|| < 1, porém se fixamos qualquer vetor x = (z,,) € £2
nao nulo e consideramos

[Tyl [l

Ym = (0,0,...,0,21,29,...) temos que [T,/ > = =1
B " (720 |
m zeros
e portanto [|T,, — 0|| = ||T|| = 1 /4 0 o qual mostra que 7" nao converge uniforme-

mente.

Exemplo: Consideremos as sequéncias de operadores T}, : £> — ¢?, definidos para
x = (x,) por

Tm(ZE) = (0,0, .. .,O,ZL‘l,SUQ, .. )
——

m Zeros

Vejamos que (7),,) converge pontualmente fraco, porém nao converge pontualmente.
De fato seja f € (¢*)’ do teorema de representagao de Riesz existe ¢ = (&,) € (* tal
que

f(.%‘) - anfna
n=1

assim

n=m-+1

50 . 1/2
FT)l < Y Jrnwéal < 2] ( S &ﬂ) 0, quando m — oo,

n=m+1

de onde segue que f(7T,,x) — f(0(x)), isto é, T}, converge fraco para o operador 0,
porém como

| T (x) — 0(x)|| = ||| A 0 quando m — oo se x # 0

segue que (7)) ndo converge pontualmente para o operador 0.

Theorem 5.5.5 Sejam X, Y espacos de Banach. A sequéncia (T,) em B(X;Y) €
uma sequéncia de operadores pontualmente convergente se, e somente se, satisfaz as
sequintes condicoes:

1. A sequéncia (||T,]||) € limitada.

2. A sequéncia (T,z) € de Cauchy em Y para todo z € M, onde M ¢é algum
subconjunto total de X.

Proof: (=): Item 1 é consequéncia do teorema da Limitacao uniforme. Item 2 é
consequéncia da convergéncia pontual.
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(<) : Seja x € X, basta mostrar que (7,,z) é de Cauchy em Y. Primeiro observa-se
que a sequéncia (7,z) é de Cauchy em Y para todo z € Ger(M). Assim, fixado
e > 0, como Ger(M) é denso em X, tomamos z € Ger(M) talque

|z —z|| <e.
Agora, como (T,z) é de Cauchy em Y, existe ny € N tal que, para n, m > ny, tem-se
IT(2) = Tul2)]) < e
Assim, tomando n, m > ng temos que
[Tn(z) = Tn(2)l| < ([ To(2) = Tu(2)l] + 1 T0(2) = T (2) || + 1T (2) — Ton(2) ]

< A Talllle = 2l + 1Ta(z) = T2 + [[Twllllz — ]
< (1Tl + 1+ I TnlD)-

ou ||T,(x) — T, (x)|| < €C, onde C > 2||T,,|| + 1 para todo n € N, de onde segue que
((T,,(x)) é de cauchy. O

Observacao: Se Y nao for completo, o teorema anterior continua valido se subs-
tituimos o item 2 por: a sequéncia (7,,z) converge em Y para todo z € M, onde M
é algum subconjunto total de X.

Convergéncia no espaco Dual

Seja X um espaco normado. Como o espaco dual X’ é um espago normado, temos
as definicoes de convergéncia forte e fraca de sequéncias neste espaco. Como X' é o
espaco B(X; K) e neste ultimo anteriormente definimos varios tipos de convergéncias,
podemos afirmar que

Convergeéncia forte em X' equivale a convergéncia uniforme em B(X; K).

Além dessas convergéncias, introduzimos também a nocao de convergéncia fraca™:

Definigao: Dizemos que uma sequéncia (f,) em X' converge fraco® para f, se
fn(z) — f(x) para cada x € X. Note que esta definigdo é equivalente a convergéncia
pontual em B(X;K).

Observacao: Observe que no espaco dual X' temos que
Convergéncia forte = Convergéncia fraca = Convergéncia fraca*.

Exemplo: Seja 1 < p < oo, considere a sequéncia (f,,) de (/#) dada para cada
r = (x,) € P por f,(r) = z,. Vejamos que converge fraco™, porém nao converge
forte. De fato, podemos perceber que o funcional nulo é o limite fraco™, pois

(0. ¢]
[fu(2) = 0@)| = |znm| — 0, jadque Y |z,|" converge,

n=1
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porém, considerando e, = (;n)nen temos que |ley,||, =1 e
Lfmll = W fmllllemlly = [fm(em)l =1 = |fm = O = 1.

O Teorema 5.5.5 para operadores em B(X;K) = X’ é enunciada da seguinte
forma:

Corollary 5.5.6 Seja X um espago de Banach. A sequéncia (f,) em X' € uma
sequéncia converge fraco™ para algum f € X' se, e somente se, satisfaz as sequintes
condicoes:

1. A sequéncia (|| fn]]) € limitada.

2. A sequéncia (f,z) € de Cauchy para todo z € M, onde M ¢é algum subconjunto
total de X.

Theorem 5.5.7 (Compacidade sequencial fraca) Se X um espaco reflexivo entao
toda sequéncia himitada admite uma subsequencia fracamente convergente.

Proof:  Seja (z,) uma sequéncia limitada em X. Consideremos o subespago
Z = Ger{x, :n € N} o qual por ser subespaco fechado do espago reflexivo X, é
reflexivo. Consequentemente, Z” é separdvel por ser isometricamente isomorfo ao
espaco separavel Z e por um teorema anterior, Z’ é separdvel. Entdo, considere
{f. : n € N} um conjunto denso em Z'. Como a sequencia (z,) é limitada temos
que a sequéncia (fi(x,)) é limitada em K, assim existe uma subsequéncia (z1,) de
() tal que (fi(x1,)) converge. Aplicando o mesmo raciocinio encontramos uma
subsequéncia (xq,) de (z1,) tal que (f2(xe,)) converge. Repetindo este processo
infinitamente encontramos subsequéncias

{1, :neN}D{xy, :neN}D---D{xpp:neN}tD---

tal que para cada m € N, (f(zn,)) converge quando n — oo. Se denotamos
com z, = Tp, temos que (z,),>, ¢ uma subsequencia de cada sequéncia (Z,,)nen,
m € N. Portanto, para cada m € N fixado (f,,(z,)) converge quando n — oo, isto
¢ (J(2n)(fm)) converge. Neste ponto temos que a sequéncia (J(z,)) em Z" tal que
(1 (z) ) = (|lzn]]) € limitada e (J(z,)(f)) é de Cauchy para todo f € {f,, : m € N}
denso em Z', assim pelo coroldrio anterior (J(z,)) converge fraco® para algum
g€ Z". Como g = J(x) para algum z € Z temos que J(z,) — J(x) fraco™ em Z”.
Logo f(zn) — f(x) para todo f € Z'. Seja h € X' arbitrario, entdo f = h|, € Z' ¢
portanto h(z,) = f(z,) — f(x) = h(z), portanto z, — x. O

Observacao: A reciproca deste teorema também vale e é conhecida como Teorema
de Eberlein-Smulian.

Theorem 5.5.8 (Compacidade sequencial fraca*) Seja X um espaco normado
separdvel. Entao toda sequencia limitada em X' possui uma subsequéncia fraca™
convergente.
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Proof: Seja (f,) uma sequéncia limitada em X'. Como X é separdvel existe um
conjunto D = {z,, : n € N} denso em X. (g1,,) de (f») tal que (g1,(z1)) é conver-
gente. Aplicando o mesmo raciocinio encontramos uma subsequéncia (go,) de (g1,)
tal que (gan(z2)) converge. Aplicando este processo repetidas vezes encontramos
subsequéncias

{g1n:meN}D{ge, :mneN}D---D{gn:neN}D---

tal que para cada m € Ne 1 < i <m, (gnn(z;)) converge quando n — oco. Consi-
deremos a diagonal h, := gnn, logo (hy,)n>m € uma subsequencia de cada sequéncia
(gmn)nen- Logo, para cada m € N fixado (h,(z,,)) converge, isto é, (h,) converge
para todo # € D. Consequentemente (h,) é uma sequéncia limitada tal que (h,(x))
é uma sequencia de Cauchy no conjunto total D. Pelo Corolédrio 5.5.6 temos que h,,
converge fraco® para algum h € X/. O

Observagao: O teorema anterior é uma versao do Teorema de Banach-Alaoglu
quando o espago normado é separavel. Para espagos normados em geral (separaveis
ou nao separaveis) o Teorema de Banach-Alaoglu tem o seguinte enunciado: a bola
unitdria fechada em X’ é fraca® compacta.

5.6 Teorema da Aplicacao Aberta e do Grafico
Fechado

Definicao: Sejam X, Y espacos métricos, uma funcao f : X — Y é dita uma
aplicacao aberta, se leva abertos em abertos, isto é, se U é um subconjunto aberto
de X, entao f(U) é um subconjunto aberto de Y.

Lemma 5.6.1 Sejam X, Y espagos de Banach e T : X — Y um operador linear
limitado. Se T ¢é sobrejetivo entdo existe r > 0 tal que B,(0) C T(B1(0)), onde B e
B denotam bolas abertas em X e Y respectivamente.

Proof: Provaremos este lema em varias etapas.

Af 1. Existe 5o € Y e € > 0 tal que B(yy) C T'(B/2(0)): Denotando com Uy =
Bi/2(0), observe que

X = [OJ EUy.
k=1

Como T' é linear sobrejetivo temos que

Y=TX)=T (G ka> = G KT(U)) = Y= G kT (Uy).
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Pelo teorema de Baire, existe ky € N tal que o conjunto kyT'(Uy) = koT'(Uy) contém
uma bola aberta, isto é, existe § € Y e § > 0 tal que Bs(y) C koT'(Uy), e portanto

B5(0) + 9 = Bs() € kT (To),

logo se consideramos yy = ¢/ky teremos que

R 1.
B% (v0) = k—OBé(O) +yo C T'(Uy).

Af 2. Existe € > 0 tal que B.(0) C T(B1(0)): De fato, considerando y, e € da Af 1,
temos que

A

B(0) = Be(yo) — yo € T(Up) — o,

logo basta mostrar que

T(Uy) —yo € T(B1(0)).

Seja y € T(Uy) — yo, entao y + yo € T'(Uy), e como também y, € T'(Uy), temos que
existem sequéncias (x,) e (z,) em Uy tal que T(z,) — y + yo € T'(z,) — yo. Logo

T(xy, —2zp) =T(x,) = T(2n) = y.

Desde que ||z, — zu|| < ||zn|| + [|2n]] < 1 temos que x, — 2z, € B1(0), concluindo que

Af 3. Existe € > 0 tal que 36/2(0) C T(B1(0)): Da afirmagao anterior temos que

A —_—

B.(0) C T'(B1(0)), logo, paran € N,

A 1
Be/?” (0) — 2_”

B.0) € 5 T(B(0)) = T(Byyz(0). (6.2)

Seja y € BE/Q(O), mostraremos que y € T(B1(0)). De fato, considerando n = 1 em
(6.2), e como y € BE/Q(O) segue que y € T(B/2(0)). Logo existe x; € By »(0) tal
que

ly = T(z1)|] < e/2%

Como y — T(z1) € 36/22(0), usando novamente (6.2) com n = 2, e repetindo o
raciocinio anterior, existe xo € B/92(0) tal que

ly — T(z1) — T(z2)|| < €/2°.

Aplicando este processo repetidas vezes obtemos uma sequéncia (x,) tal que x, €
B1/2n<0) e

Hy - iT(xk)H < /2,

103



ou equivalentemente

n
< €/2" onde znzg T
k=1

-

Daqui temos que T'(z,) — y. Por outro lado, note que para n > m tem-se

n 00 1
lzn = 2wl < D Ml < ) g—”"%o 0,
k=m+1 k=m+1

logo (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X, e por X ser completo a sequéncia
0
é convergente, isto é, z, — 2z = Z:{:k € X. A continuidade de T implica que

k=1
T(z,) = T(2). Por unicidade de limite concluimos que y = T'(z). Desde que

(0.9] o0 (0. ¢] 1
ol = || Sl < S el < S5 =1
k=1 k=1 k=1

temos que y € T'(B1(0)) como querfamos mostrar. Da afirmacao 3 segue a conclusao
deste Lema. O

Theorem 5.6.2 (Aplicagao aberta) Sejam X, Y espacos de Banach eT : X — Y
um operador linear limitado. Se T € sobrejetivo entao T € uma aplicacao aberta.
Consequentemente, se T for linear limitado e bijetivo, teremos que T~' € um ope-
rador linear limitado.

Proof: Seja A um conjunto aberto de X mostremos que T'(A) é aberto em Y.
Seja y € T(A), logo y = T(x) com x € A. Como A é aberto existe § > 0 tal que
Bs(x) C A. Observe que

By(0) = 5B5(0) = 5(Bsl) 1) €

Pelo Lema anterior existe » > 0 tal que
~ 1 1
Bi(0) CT(BO) €T (54 0)) = 5T -

de onde segue que
Bs:(y) = Bs.(0) +y = 6B,(0) +y C T(A).

Como y foi tomado arbitrério em T'(A), segue que T'(A) é aberto. O
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Exemplo: Sejam || - ||1, || - || duas normas que tornam completo o espaco vetorial
X tal que existe 8 > 0 tal que

[zl < Bllzlh, Yz eX,

entao estas normas sao equivalentes. De fato, a aplicacao linear identidade I :

(X, [+ l1) = (X, ||-]]2) é um operador linear bijectivo e continuo, pois || Iz||2 < 5||x|
para todo z € X. Logo, pelo teorema anterior 11 : (X,]| - |l2) — X, || - |l1) é um
operador linear limitado, isto é, existe a > 0 tal que ||z|; = ||[I'z|; < al|z|2 para

todo = € X, assim
1
el < flzllz < Bl Vo€ X

Definigao: [Operador linear fechado| Sejam X, Y espacos normados. Um operador
linear T': D(T) C X — Y é dito operador linear fechado, se seu gréfico

Graf(T) ={(x,Tx) :x € D(T)}

é fechado em X x Y com a norma ||(z,y)|| := ||x|| + ||y||. Nestas condigoes T" sera
fechado se, e somente se, para toda sequéncia (x,) em D(T) tal que (x,, Tz,) —
(x,y) € X x Y se tenha que z € D(T) e y = Tx.

Exemplo: Consideremos o espaco de Banach X = ([0, 1]). Vejamos que o opera-
dor diferenciacio T : D(T) C X — X, definido em D(T) = C'([0,1]) por Tz = 2’
¢ um operador linear fechado embora nao seja um operador limitado. De fato, Seja
(7,,) uma sequéncia em C([0,1]) tal que (x,,2) — (z,y) em X x X, logo =, — x

e z;, — y em X. Como z/, converge para y na norma de C([0, 1]) temos que (z,) é

uma sequencia de fungoes que converge uniformemente para y no intervalo [0, 1], de
onde segue que para cada t € [0, 1],

/Ot 2 (s) ds — /Oty(s) ds.

Logo, usando o teorema fundamental do calculo temos que

xp(t) = 2,(0) +/O z (s) dt — x(0) +/0 y(s) ds para cada t € [0, 1].

Por outro lado, como z,,(t) — x(t) para cada t € [0, 1], por unicidade de limite segue
que

x(t) = x(0) —|—/0 y(s) ds, tel0,1].
Portanto z € C*([0,1]) é 2’ = y.

Theorem 5.6.3 Sejam X, Y espacos normados e T : D(T) C X — Y um operador
linear limitado. Logo
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1. Se D(T) € fechado, entao T € fechado.
2. Se T € fechado e Y € completo, entao D(T) é fechado.

Proof: Item 1. Seja (z,) em D(T) tal que (x,,Tz,) — (z,y) € X x Y. Logo
temos x,, — x e Tz, — y. como D(T) é fechado, entao temos que = € D(T') e pela
continuidade de T" segue que T'x,, — T'x e portanto y = Tx. Consequentemente, o
operador T' é fechado.

Item 2. Seja (x,) uma sequéncia em D(7T) tal que z, — = € X portanto esta
sequencia é de Cauchy. Desde que

1T, = Tanll = 1T (@0 — )| < |Tlll2n — 2all,  Vn,m €N,

temos que (T'z,) é de cauchy em Y. Como Y é um espaco de Banach, temos que
Tz, — y para algum y € Y, consequentemente, por T ser fechado = € D(T) mos-
trando assim que D(T') é fechado. O

Theorem 5.6.4 (Grafico Fechado) Sejam X, Y espacos de Banach. Se T :
D(T) € X — Y um operador linear fechado e D(T') for fechado, entao T é limitado.

Proof: Por T ser fechado, seu grafico, Graf(T') é fechado no espago de Banach Xx Y.
Logo Graf(T') é um espago de Banach. Também, por D(T') ser fechado no espaco de
Banach X, temos que D(T') é um espago de Banach. Definimos P : Graf(T) — D(T)
dado por P(xz,Tx) = z. Entdo P é um operador linear bijetivo e desde que

|1P(z, Ta)|| = ]| < || (=, Tx)]],

segue que P é um operador limitado. Pelo teorema da aplicacdo aberta P~! :
D(T) — Graf(T) é um operador limitado. Consequentemente,

T2l < ||z, T2)| = | P~ "all < |1~ [[lll, V2 € D(T),

isto é, T' é um operador limitado. O

Exemplo: Considere a sequéncia de nimeros reais a(n,?) para n > i > 1. Para
cada sequéncia numérica r = (z(n)), associemos a sequéncia Axr = (Ax(n)) onde

n

(Az)(n) =) a(n,i)x(i),

1=1

Suponha que o operador A tem a seguinte propriedade: Ax € (P para todo = € (7.
Vejamos entao que esse operador linear A : /7 — (P é limitado. De fato, como
D(A) = (P é fechado, em vista do teorema do gréfico fechado basta mostrar que A
é um operador fechado. Seja (z,,) uma sequéncia em D(A) tal que z,, —— x e

m—0o0

Az, —— y em (P. Como z j& pertence a D(A) resta mostrar que Ax = y. Note
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que, para cada i € N, |2,,(1) — 2(1)| < ||#m — ||, temos que z,, (1) “—s 2(4), assim
para cada n fixado

n n

(Az)(n) = Y a(n, i) (i) ==Y a(n,i)a(i) = (Az)(n).

i=1 =1

Como |(Axy,)(n) —y(n)| < ||Ax, — pr %%, 0, por unicidade de limite segue que
y(n) = (Az)(n) para todo n € N, isto é y = Aux.
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5.7 Exercicios

1. No conjunto M = C'[0, 1] considere a relagao f < g a qual significa que f(t) <
g(t) para todo t € [0,1]. Esta relagdo é uma ordem parcial? M é totalmente
ordenado? Subconjuntos de M totalmente ordenados tem uma cota superior?
M tem um elemento maximal?

2. Mostre o teorema 3.1.1.
3. Mostre o teorema 4.2.2.

4. Seja p é um funcional sublinear definido no espago vetorial X.

(a) Mostre que p(0) =0 e que p(—x) > —p(x) para todo x € X.

(b) Se p for continuo em x = 0, mostre que p é continuo em qualquer x € X.
)
)

(c

(d) Mostre que g(x) = mlax p(ax) define uma seminorma em X.
a|=1

Seja r > 0, mostre que o conjunto B = {x € X : p(x) < r} é convexo.

5. Seja f : X — R uma fungao subaditiva definida no espaco normado X, isto é,
flx+y) < f(x) + f(y) para todo x,y € X. Se f é nao negativa fora de uma
bola {x € X : ||z|| < r}, mostre que é nao negativa para todo = € X.

6. Seja p ¢ um funcional sublinear definido no espaco vetorial real X.

(a) Considere o subespago Z = {axg : a € R}, onde z( € X, defina f: Z —
R dada por f(axg) = ap(zy). Mostre que f(x) < p(x) para todo x € Z.

(b) Mostre que existe um funcional linear f:X = R tal que —p(—z) <
f(x) < p(x) para todo = € X.

7. Se X é um espaco normado. Mostre que

(a) Se X # {0}, entao X' # {0}.

(b) Para cada zg € X, g Z0 e > 0, existe f € X tal que f(xo) = Bllzol e
If1l = 8.

(¢) x =y se e somente se f(x) = f(y) para todo f € X

8. Mostre que a funcao p : £*° — R dada por

p(r) =limsupxy, x = (x;) € £,
k—o00

¢ um funcional sublinear

9. Considere o espaco R? com a norma ||(z,v)|| = (|z[* + |y|?)/?. No subespaco
Z = {(t,mt) : t € R} considere o funcional linear f : Z — R dado por
f(t,mt) =t.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) Se 1 < p < oo. Encontre a tnica extensao linear f de f, definida em
todo R? tal que || f]| = || |-

(b) Para o caso p = oo e |m| = 1, encontre duas extensoes lineares distin-
tas que preservem a norma de f. Consequentemente encontre infinitas
extensoes lineares distintas que preservem a norma de f.

Seja xy um ponto da esfera S, = {x : ||z|| = r} no espago normado real X.
Mostre que existe um hiperplano H = {x € X : f(z) = ¢} com f € X/, que
contem xy e mantem .S, em um dos seus lados, isto é, ou f(x) < ¢ para todo
x € S, ou f(x) > ¢ para todo x € S,.

Seja X um espaco normado e Z um subespaco de X, se f € X' temos que
flz € Z'. Usando esta associacao podemos dizer que X' C 7’  assim temos
que

/CX = Xc/7 = 7'cx

Mostre que, se X ¢ reflexivo e Z é fechado, entao Z é reflexivo. Use este
resultado para mostrar que £*° nao é reflexivo.

Mostre que, se X é reflexivo, entao X’ é reflexivo. Use este resultado para
mostrar que ¢! nao é reflexivo.

Seja X um espaco de Banach. Mostre que X é reflexivo se, e somente se, X' é
reflexivo.

Seja Z um subespaco fechado do espago normado X e xzy € X\ Z. Mostre que
existe f € X' tal que

IHWZdl fl, =0, flzo) =1

(.I(),Z)’

Seja M um subconjunto do espaco normado X. Mostre que

(a) zop € Ger(M) se, e somente se, f(xg) = 0 para todo f € X tal que
f|M = 0.

(b) Mostre que M é total se, e somente se, para todo f € X' tal que f’M =0
tem-se que f = 0.

Seja {x1,Z2,...,T,} um conjunto linearmente independente no espago nor-
mado X e {c1,¢a, ..., ¢y} uma colecdo de escalares. Mostre que existe f € X/
tal que f(x) = ¢ para todo k=1,...,m.

Sejam X e Y espacos normados isometricamente isomorfos. Mostre que, se X
é reflexivo entao Y é reflexivo.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Seja Z um subespaco do espaco normado X e ¢ : Z — X a inclusao canodnica.
Mostre que o operador adjunto i’ : X’ — Z’ e dado for

i'(f) = f|, para todo f € X"

Seja X um espaco normado e M C X, N C X/, considere os conjuntos anula-
dores:

M*={feX:f(x)=0, VeeM}, ‘N={zxeX:[f(z)=0, VfeN}

(a) Mostre que Ger—(]W)>a = M"e “<W(N)> = “N.

(b) Sejam X, Y espacos normados e T" € B(X;Y). Mostre que Im(7)* =
Nu(7") e Im(T") C *Nu(71").

Seja {T) € B(X;Y) : A € A} como no Teorema de Banach-Steinhaus. Mostre
que IIHIImO |T\z|| = 0 uniformemente para todo A € A.

z||—
[Ressonancia] Seja X um espago de Banach, Y um espago normado e (7))

uma sequéncia em B(X;Y). Se sup ||T,,|| = oo, mostre que existe zy € X com
neN
|zol| = 1 tal que sup || T,z = oo.
neN

Mostre que no teorema 5.4.2, o completamento de X é essencial (isto é, nao
pode ser retirado). Dica: Encontre uma sequéncia ( f,,) apropriada em X', onde
X é o subespaco de £*° cujos elementos sao as sequéncias que no maximo tem
um numero finito de termos nao nulos.

Se (z,) é uma sequéncia num espago normado X. Se para cada f € X' a
sequéncia (f(x,)) é limitada, prove que (x,) é limitada.

Sejam X, Y espagos de Banach e (7},) uma sequéncia em B(X;Y). Mostre que
as seguintes afirmacoes sdo equivalentes.

(a) (||T5.]]) é limitado.

(b) (||T.x||) é limitado para cada x € X.
)
)

(c

(
(|lg(Tnz)]|) é limitado para cada (z,g9) € X x Y.
(d) (

|lg o Ty]|) é limitado para cada g € Y.

(0.9]
Se y = (y,) é uma sequéncia de nimeros reais tal que a série E Tnln CONVErge

n=1

o
para todo = = (z,,) € £;°, mostre que Z Y| < 0.

n=1

Seja T' : X — Y um operador linear limitado. Mostre que T é fracamente
continuo, isto é, se x,, — x entao Tx, — Tx.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

Seja (r,) uma sequéncia que converge fraco para x num espago de Hilbert X.
Se ||z,|| = ||z|| mostre que (x,,) converge forte para .

Um subconjunto U do espaco normado X é dito aberto fraco sequencial se tem
a seguinte propriedade: Se x € U e (z,,) é uma sequencia em X tal que z,, — x
entao existe ng tal que x,, € U para todo n > ny. Mostre que todo subconjunto
aberto fraco sequencial é um conjunto aberto.

Mostre que a sequéncia (e,) em %, onde e, = (d,1)ren, NA0 converge fraca-
mente. Que pode afirmar, sobre a validade do corolario 5.5.4 quando p = 17

Mostre a seguinte versao do teorema da limitacao uniforme: Considere X é

um espago de Banach e Y é um espago normado. Se {7\ : A € A} é uma

familia em B(X;Y) tal que sup |g(Thz)| < oo para todo x € X e g € Y, entao
A€A

sup ||Ty|| < co. Este resultado generaliza a versao anterior?
A€A

Seja X m espago de Banach considere (7},), T, (S,,) e S elementos de B(X; X).
Mostre que

(a) Se T,, — T forte e S,, — S fraco entao S, T,, — ST fraco.

(b) Se T,, — T fraco e S,, — S forte entao S, T, — ST fraco.
Sejam X, Y espacos normados. Se T : X — Y é um operador linear que leva

sequéncias fortemente convergentes para 0 em sequéncias fracamente conver-
gentes para 0, mostre que 1" é continuo.

Uma sequéncia (z,,) no espago normado X se diz fracamente limitada se (f(z,))
for limitada para cada f € X'. Mostre que uma sequéncia (x,) é limitada se,
e somente se, é fracamente limitada.

Seja () uma sequéncia no espaco normado X e D um subconjunto denso em
X'. Mostre que x,, — x se, e somente se, (z,) é limitada e f(z,) — f(z) para
todo f € D.

Se ¢, — ¢ em Cla, b], mostre que ¢,(t) — ¢(t) para cada t € [a, b].

Seja 1 < p < co. Considere a sequéncia (f,,) em (¢7) definida por f,(z1, 2, x3, . . .
Ty,

(a) Se p < oo, mostre que (f,) e fraca® convergente, porém nao converge
forte.

(b) Se p = oo, mostre que (f,) é limitada porém nao possui subsequencia
fraca® convergente.

Considere (f,) uma sequencia no espaco dual X'. Mostre que
(a) Se f, — f entdo f, — f.
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

(b) Se X é reflexivo e f, — f entdo f, — f.

Sejam X, Y espacos métricos e h : X — Y uma fungao bijetiva. Mostre que h
é uma aplicacao aberta se, e somente se, h~! é continua.

Considere X o subespaco de £*° cujos elementos sao as sequéncias que tem
no maximo um numero finito de entradas nao nulas. Mostre que o operador
linear T': X — X dado por

T(l’l, o, T3, .. ) = (1'1, 2.%’2, 31‘3, .. .),
é uma aplicacdo aberta. 7! é uma aplicacdo aberta?

Seja T : X — Y um operador linear limitado onde X, Y sao espacos de Banach.
Se T' é bijetivo, mostre que existem constantes positivas c¢;, ¢y tal que

allz) < Tzl < eoflzl], Vo eX.

Considere X um espago de Banach com cada uma das normas || - ||; e || - ||2.
Se para toda sequéncia (z,) em X tal que ||z,|1 — 0 implica que ||z,|[2 — 0,
mostre que estas normas sao equivalentes.

Sejam X, Y espacos normados. Mostre que a projecao P : X X Y — X,
P(x,y) = x é uma aplicagao aberta.

Seja X um espaco normado e f € X'. Se f # 0 mostre que f é uma aplicacao
aberta nos seguintes casos:

(a) Quando X é um espago de Banach, com o uso do teorema da aplicagao
aberta.
(b) Quando X nao é um espago de Banach, usando a definigao.
Consideremos o espago vetorial C1[0, 1] com a norma || fl|ct := || flloe + || f' |-

Mostre que o operador diferenciagao T : C*0,1] — C]0, 1] dada por T'f = f’
¢ uma aplicagao aberta.

Sejam X, Y espacos de Banach e T': X — Y um operador linear limitado e
injetivo. Mostre que sua inversa: 7! : Im(7T) C Y — X é um operador linear
limitado, se e somente se, Im(7T") é fechado.

Sejam X, Y espacos normados e T' : X — Y um operador linear fechado.
Mostre que

(a) Se A C X é compacto, entao T'(A) é fechado.
(b) Se B C Y é compacto, entao T~ 1(B) := {z € X : Tx € B} é fechado.

Sejam X, Y espacos normados e T' € B(X;Y). Se (x;,) é uma sequéncia em X
tal que x, — z e T'x,, — y, mostre que y = T'x.
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48.

49.

50.

ol.

52.

53.

Sejam X, Y espagos normados e T : D(T) € X — Y um operador linear
fechado. Mostre que

(a) O ntucleo, N(T) = {x € D(T) : Tx = 0}, é fechado.

(b) Se L € B(X;Y), entao I'+ L : D(T)) C X = Y ¢é fechado.
Sejam X, Y espacos normados e T : D(T) C X — Y é um operador linear
fechado injetivo. Mostre que

(a) T~! é um operador fechado.

(b) Se T! é limitado e X é completo, entdo Im(T") é fechado.

(c) Se Im(T') é fechado e X, Y sao completos, entdao T~ é limitado.

Considere o operador T : ¢ — ¢? dado por

T(Il,IQ,Ig, .. ) = (561, %, %, .. )

Mostre que

T é limitado e calcule sua norma.
Im(7T") nao é fechado.

T é injetiva, porém T~1 : Im(T) C ¢* — (* nao ¢ limitado.

Considere o operador identidade I : Cla.b] C L*(a,b) — Cla.b]. Mostre que I
¢ um operador fechado, porém nao é limitado.

Use o Teorema do grafico fechado para mostrar a segunda afirmacao do Teo-
rema 5.6.2.

Use a teoria de operadores fechados para mostrar o seguinte resultado: seja
o0

(r,) uma sequéncia em C1[0,1] tal que a série de funcoes E T, converge

n=1

uniformemente para uma fungdo = no intervalo [0,1]. Se a série de fungoes
0.}

Zx; converge uniformemente no intervalo [0, 1], mostre que = € C[0,1] e

n=1
que
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