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Aula 10 - 09/02

7 DE FEVEREIRO

Aula de hoje: Aplicagdes do Teorema de Hahn-Banach

@ Aplicagdes do Teorema de Hahn-Banach

@ Operador Adjunto em espagos normados

@ Espacos Reflexivos
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Hahn-Banach

O TEOREMA DE HAHN-BANACH-COMPLEXO

TEOREMA(HAHN-BANACH-C)

Seja X um espaco vetorial real ou complexo e p : X — R uma fun¢do que satisfaz
plx+y) <p)+p0»), plox)=lalpl), vxyeX, Vaek
Se f é um funcional linear definido sobre um subespaco Z de X tal que
[f(x)| < p(x) para todo x € Z,
entdo f tem uma extensao linear f tal que,

If (x)] < p(x) para todo x € X.

TEOREMA

Seja X um espago normado. Todo funcional linear limitado f definido sobre um subespago Z
de X tem uma extensao linear limitada f definida em todo X tal que

Il = I1-
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Hahn-Banach Aplicagoes de Hahn-Banach

TEOREMA

Seja X um espago normado.
(a) Dadox € X\ {0}, existe F € X* tal que
IF][ =1 e F(xo) = [lxo]|-
(b) Parax € X tem-se
X
Il = sup L
ozrex= [IfIl
Portanto, se f(xo) = 0, Vf € X*, entdo xo = 0.

(c) Seja Y um subespago fechado préprio de X. Dado xo € X\ Y, existe F € X tal que

IFll=1, Fly =0, F(x)=d(x,Y)=inf|x -y

(d) Se X ¢é nio trivial e B(X, \) é Banch, entdo N é Banach.

(e) Se X* é separdvel, entdo X é separdvel.
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Operadores adjuntos em espagos normados

OPERADOR ADJUNTO DE BANACH

TEOREMA

Sejam N e N dois espagos normados. Dado T € B(N;, A\>) fica bem definida a aplicagio
linear

T NS - AT,
tal que para cada g € N5 associa a um elemento 7%g € N} definido por
(Tg)(§) = g(T€), ¥V € Ni.
Mais ainda, 7* € B(N; ,N") e

178y ) = Tl B An)-

.
DEFINICAO
Sejam N e N> dois espagos normados. Dado T € B(N;, N>), o operardor T € B(N', NY)
definido acima € dito o operador adjunto de Banach de 7.
v
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Operadores adjuntos em espagos normados

EXERCicCIO
Sejam T, S € B(N1, N2). Entéo:
@) (T+S8)" =T+ 5%
(b) (AT)* = AT
(c) Seacomposta T o S estd bem definida, entdo (7 o0 S)* = §* o T".
(d) SeT™' € B(N2, V1), entdo (T™1)* = (7).
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Operadores adjuntos em espagos normados

COMPARACAO COM O ADJUNTO DE HILBERT

RELEMBRANDO
@ Dado T € B(Hi, Ha), existe um tinico T* € B(Ha, H,) tal que

(Tx,y) = {x, T*y), ¥x € Hi, ¥y € Ha.

Além disso, [|T*]| = ||T]|-

@ Pela representagdo de Riez, ficam bem definidos ¥; : H; — H;, definido s por

H > f—x €H,

TEOREMA

Sejam 7 e H> espacos de Hilbert e 7 € B(#H1, H2) e U; os operadores de representacio de
Riez. Entdo,
T = \Ill_l oT" o W,.
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s reflexivos

APLICACAO CANONICA

Seja A um espago normado. Considere a aplicagdo
AN N
tal que a cada x € N associa um Ax € N** da seguinte forma:

(Ax)f =f(x), ¥f € N

@ A aplicagdo A estd bem definida.
@ A élinear.

@ A é uma isometria.

DEFINICAO

Dizemos que um espgo normado N € reflexivo se a aplicagiio A é sobrejetiva.

@ Todo espago normado reflexivo é completo.

@ Todo espago de Hilbert é reflexivo
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EXEMPLOS

@ ¥ & reflexivo para 1 < p < oc.
@ O subespaco normado £5° = {x = (x») : x, — 0} de £°° ndo é reflexivo.

@ O espago vetorial C[a, b] com a norma

Il = / ()| d

ndo ¢ reflexivo, pois ndo é completo.
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