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Espectro de operadores lineares

ESPECTRO

@ Todos os espacos normados serdo considerados sobre C.

DEFINICAO
Considere T : Dom(T) C N — N um operador linear. Dado A € C, defini-se
Ty : Dom(T) C N — N pondo

Tx(n) = Tn — An,

ou seja, Tx = T — M. O inverso de T, quando existe, serd denotado por Ry (T), isto é,
R\(T)=Ty' = (T —x)"".

Neste caso, dizemos que R € o operador resolvente de 7.

@ Por vezes escreveremos apenas R».
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Espectro de operadores lineares

VALOR REGULAR, CONJUNTO RESOLVENTE E ESPECTRO

DEFINICAO

Considere T : Dom(T) € N'— N um operador linear. Dizemos que A € C é uma valor
regular de T se valem as seguintes condicdes:

(R1) existe Ry;
(R2) R é limitado;
(R3) R, esta definido num subespago denso de N

Introduz-se também os conjuntos

p(T) = {\ € C; X évalorregular de T}

a(T) = C\ p(T),

chamados de conjunto resolvente de T e espectro de T, respectivamente.
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ro de operadores lineares

CLASSIFICACAO ESPECTRAL

DEFINICAO
O espectro o(T) de um operador linear T : Dom(T) C N — N dividi-se (de forma disjunta)

em:
(A) Espectro pontual (cujos elementos sdo ditos autovalores):

0,(T) = {X € C; ndoexiste Rx}.

(B) Espectro continuo:

o.(T) = {\ € C; vale (R1) e (R3), mas ndo vale (R2) }.

(C) Espectro residual:
o-(T) = {\ € C; vale (R1), mas ndo vale (R3) }.
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Espectro de operadores lineares

UMA TABELA DE CLASSIFICACAO

Satisfaz Nio satisfaz | A € ---

R1 R2 R3 p(T)

RI p(T)

Rl R3 R2 oc(T)

R1 R3 o.(T)
IMPORTANTE:

@ Podemos ter o(T) # 0,(T)!
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Espectro de operadores lineares

OPERADORES LIMITADOS EM ESPACOS DE BANACH

LEMA
Sejam T : B — B lineare A € p(T). Se vale uma das seguintes propriedades,

(1) T é fechado, ou
(i) T é limitado,

entdo R (T) estd definido em todo espago B e ¢ limitado.

OBSERVACAO
Note entdo que se T € B(B) e T : B — B é bijetor, entdo R\ (T) € B(B).
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Espectro de operadores lineares

RESOLVENTE

TEOREMA (RESOLVENTE FECHADO)
Se T € B(B), entdo p(T) é aberto e, consequentemente, o (7T) é fechado.

TEOREMA (RREPRESENTACAO DO RESOLVENTE)
Sejam T € B(B) e Ao € p(T). Entdo, para qualquer \ pertencente ao disco aberto

1
A= Aol < —,
(Rl

vale a identidade

oo

Ry=) _(A—XYRY,

Jj=0

sendo estd série convergente em B(13).

.
TEOREMA
Se T € B(B), entdo o(T) é compacto e vale
o(T) € Dyr(0) = {z € G; [o] < [IT]}- )
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Espectro de operadores lineares

RAIO ESPECTRAL

TEOREMA
Sejam T € B(B) e ro(T) seu raio espectral, isto &,

ro(T) = sup |\
A€o (T)

Vale que
ro(T) = lim |77 < |7
n— 00
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ro de operadores lineares

EQUACAO RESOLVENTE E COMUTATIVIDADE

@ Dados 7, S € B(B) defini-se
[T,S]=ToS—SoT.

@ Em particular, diremos que 7 e S comutam se [T, ] = 0.

TEOREMA

Sejam T € B(B) e A, u € p(T). Entdo, temos as seguintes propriedades:
(@) Ry —Rx=(u— ARy oRy.
(b) R, comuta com qualquer S € B(53) que comute com 7.

(b) R, comutacom Rj.
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