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24 DE JANEIRO

Aula de hoje: Operadores lineares limitados

@ Operadores lineares limitados

@ Espaco dual
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Relembrando

ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num espaco vetorial V ¢ uma fun¢do N : V — R que satisfaz as seguintes

propriedades:
(N1) NM(x) >0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

(N2) N(X-x) = |A\N(x), para todo A € K e para todo x € V;
(N3) N(x+y) <N(@x) +N(), Vx,y e V.
@ O par (V, N) é dito ser um espagco normado. Por vezes, utilizaremos a notagdo

N (@) =[xl

@ Num espago normado (V, ') tem-se a métrica (induzida por \):

d(x,y) = [lx =yl

@ Um espago normado completo € dito espago de Banach.
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Operadores lineares

DEFINICAO

Um operador linear (transformag@o linear) entre dois espacos vetoriais X e ¥ é uma fungio
T:X—YtaqueT(a&+n) =al()+T(n), V¢,n € X, YVa e K.

TEOREMA
Seja T : N1 — N> um operador linear entre espagos normados. S3o equivalentes:
(@) supy,, <1 1Tl]2 < oo
(b) Existe C > 0 tal que || T¢||]2 < C||€||1, para todo £ € Nj.
(c) T é uniformemente continuo.
(d) T € continuo.

(e) T é continuo em 0.

DEFINICAO
@ Um operador linear continuo é também chamado de limitado.

@ O espago dos operadores lineares limitados T : N} — N, serd denotado por B(Ni, N>).
No caso N = N = N5, escreve-se apenas B(N).

@ Note que B(N1, N2) é um espago vetorial munido das operagdes usuais.

v
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Operadores lineares

O ESPACO B(N, )

TEOREMA
Para cada T € B(N;, N>) defina

I Tnll2
1T oA A *Sup
AR Inll:
@ |- llsov, . A,) € uma norma em B(N1, A?).
(b) Valem as igualdades
[ p— T f{C>0; Tyl <C
p H x| = sup || x| = Jnf { > 0; [|Tnll2 < Clinll+}

w1l H H

(c) Se N é um espago de Banach, entdo B(N;, N2) é Banach.

TEOREMA (EXTENSAO CONTINUA)

Sejam 7' : W — BB um operador linear limitado, no qual W C N é um subespaco denso. B
Nestas condi¢des T possui uma tnica extensdo T € B(N, B). Além disso, temos ||T|| = || T
V.
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Operadores lineares

EXEMPLOS

@ O operador integral T : C[0, 1] — C[0, 1] dado por

(Tx)(r) = /Otx(s) ds,

¢ um operador limitado ¢ || T|| = 1.

@ Considere J = [0,1], R =J x J e k : R — R uma fung@o continua. O operador linear
T : C[0,1] — CJ[0, 1], dado por

(Tx)(1) = /O x(s)k(t, 5) ds

é continuo.

@ Considere T : C[—1,1] — K, dado por Tf = f(0), e assuma C[—1, 1] munido da norma
da integral. Neste caso, T ndo ¢ limitado.
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ESPACO DUAL

DEFINICAO

Se A € um espago normado, entdo o espago de Banach B(N, K) serd denotado por N'* e serd

chamado de espaco dual de V. Cada elemento de N ¢ dito um funcional linear continuo.
v

EXEMPLOS

@ O funcional linear f : Cla, b] — K dado por

o) = [ ) as

pertence a Cla, b]".
@ Odualde R" ¢ R".
@ Odualde ' ¢ £>.
@ Paral < p < oco,odualde ¢’ é ¢, sendo1/p+1/q=1.
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