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Aula 8 - 02/02

31 DE JANEIRO

Aula de hoje: Operador adjunto de Hilbert

@ Teorema de representacdo de Riesz para Formas Sesquilineares

@ Operador adjunto de Hilbert
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Ortogonalidade

ESPACO DE HILBERT

DEFINICAO (PRODUTO INTERNO)

Seja V um espago vetorial sobre o corpo de escalares K (K = R ou C). Um produto interno
em V é uma fungéo (-,-) : V x ¥V — K que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) (x,x) # 0, para todo x # 0,
(P2) (x,y) = (y,x) paratodox,y € V,
(P3) (ax+y,z) = alx,y) + (y,w), paratodo x,y,z € Vetodo a € K.

Um espago vetorial V munido de um produto interno (-, -) é chamado de Espaco com produto
interno e quando necessdrio usaremos a notagdo (V, (-, -)).

@ Em (V, (-, -)) sempre iremos considerar a norma induzida; ||x|| = /(x,x). Em
particular, um espago com produto interno completo € dito Espaco de Hilbert.
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Ortogonalidade

COMPLEMENTO ORTOGONAL

TEOREMA
Seja M, N subconjuntos de um espago com produto interno X. Entdo, as seguintes afirmacdes
sdo validas

(a) M+ sempre é um subespaco vetorial fechado de X.

(b) SeM C N, entio M+ D N+,

(¢) M C M** onde M-+ := (M),

(d) M* = [Ger(M)]" = [Ger(M)]L.
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TEOREMA

Sejam #H um espago de Hilbert ndo trivial e 8 = {eq }acz um conjunto ortonormal. Entdo as
seguintes afirmagdes sdo equivalentes

(a) [ é base ortotnormal de H.

(b) Se & € H, entdo a série de Fourier de &, em relagdo a base 3, converge em H para &
(independentemente da ordem na soma), ou seja,

€: Z<£7ea>ea7 § € H.

acl

(c) Paratodo ¢ € H, tem-se

x> =D 1, @), vx € H.

a€Z
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Representacdo de Funcionais

REPRESENTACAO DE RIESZ

TEOREMA (REPRESENTACAO DE RIESZ)
Seja H um espaco de Hilbert. Para cada f € H™* existe um tnico x; € H tal que

fx) = (x,x7), Vx € H.

Alem disso, ||f |7+ = [|x¢||%-

OBSERVACAO

Note que:
@ Ooperador ¥ : H* — H dado por ¥(f) = x; é uma isometria sobrejetiva.
@ A normaem H* provém do produto interno

(Fs8)m- = (7, xg) -

@ Todo espago de Hilbert H ¢ isometricamente isomorfo a H**.
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Representacdo de Funcionais

FORMAS SESQUILINEARES

DEFINICAO
Sejam Sejam X e Y espacos normados sobre o corpo de escalares K.
@ Uma forma sesquilinear sobre X x Y é uma aplicagéo 4 : X x Y — K tal que, para todo
x,x1,x € X, y,y1,y2 € Ye a € K, tem-se
(a) h(oxi +x2,y) = ah(x1,y) + h(x2,y), (Linear na primeira componente)

(b) h(x,ay1 + y2) = @h(x,y1) + h(x,y2). (Antilinear na segunda componente)
@ Dizemos que a forma sesquilinear € limitada se existe uma constante C > 0 tal que
[h(x, )| < Cllx][[l]| para todo x € X,y € Y.

Neste caso definimos (x|
Xy
(|2l := sup T,
w0 [l
a qual é chamada de norma de 4. Em particular,

(o, ) < (1 lel {11
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Representacdo de Funcionais

REPRESENTACAO DE RIESZ PARA FORMAS SESQUILINEARES

TEOREMA

Sejam H 1, H dois espacos de Hilbert e i : H; x Hz — K uma forma sesquilinear limitada.

Entdo existe um tnico operador linear limitado S, : H1 — H tal que
h(x,y) = (Sax,y)2, V(x,y) € Hi X Ha.

Alem disso, ||h]| = ||Sklla(r,,#)-
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Adjunto de Hilbert

OPERADOR ADJUNTO DE HILBERT

TEOREMA
Sejam H1, H> dois espagos de Hilbert. Dado T € B(H.1, Ha), existe um tnico
T* € B(H2, H1) tal que

(Tx,y) = (x, T"y), Vx € Hi, Vy € Ha.

Além disso, ||T*|| = ||T]].

@ O operador T* acima é dito adjunto (de Hilbert) de 7.

@ Nas condicdes do teorema acima, temos que 7°* = (7%)* = T.

DEFINICAO

Seja H um espago de Hilbert e T € B(H). Dizemos que T é:
(a) Normal, se TT* =T"T.
(b) Autoadjunto, se T* = T.

(¢) Unitério, se for bijetivoe T* = T~ !,
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Propriedades de operadores adjuntos

ALGUMAS CARACTERIZACOES

TEOREMA

Sejam H1, H> dois espagos de Hilbert e T, S € B(H1, H2). Entdo,
(@ (aT+S)"=aTl* +8*
o) 77| = |IT7*|| = ||IT|]?
(c) Se i = Ha, entdo (ST)* =T*S*

TEOREMA
Sejam H um espago de Hilberte T € B(H).
(a) T énormal se, e somente se, ||T*x|| = ||Tx|| para todo x € H.

(b) Se H é um espago complexo, entdo T € autoadjunto se, e somente se, (T, x) € real para
todo x € H.

(c) T é unitario se, e somente se, ¢ uma isometria sobrejetiva.

(d) Se {T,}sen é uma sequéncia em B(H) de operadores autoadjuntos que converge para T,
entdo T € autoadjunto.
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