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Primeira prova - 4/02/22
Tempo de resolucdo: 3 horas e 30 minutos (incluindo o tempo para escanear e enviar as solugoes.)
Inicio: 9:00 Fim: 12:30
(Nao irei corrigir provas enviadas apos o tempo limite).

Vocé deve enviar sua prova em um unico arquivo no formato PDF para o e-mail
fernando.avila@ufpr.br.

e Por favor, coloque no assunto do e-mail "Prova 1-Anélise Funcional".

e Nao esqueca de colocar seu nome completo na prova, bem como ao nomear o arquivo.

Os critérios de avaliagdo sdo:

e Clareza e precisao na argumentacao;

e (Citagdo correta de resultados auxiliares;

Observagoes:

e Resultados provados em sala podem ser utilizados, desde que estes ndo sejam o objetivo do
exercicio.

e Mesmo que vocé nao saiba provar um item, elepode ser utilizado para resolver outro item.
e Os simbolos NV, B e H indicam um espaco normado, de Banach e de Hilbert, respectivamente.
e Por B(N7j,N3) denota-se o espago das transformagoes lineares limitadas T : N7 — Ns.

— No caso Ny = K, utilizamos a notacdo N* = B(N, K).

— Quando N = Nj = N>, utilizamos a nota¢ao B(N).

e Talvez seja util lembrar que se 0 <7 <1, entao y - 7" =1/(1—r).




QUESTOES

Exercicio 1 (10 pontos cada item) Sejam {au,}nenufoy wma sequéncia de nimeros reais ndo ne-
gatwos e > 2 anz" uma série de poténcias com raio de convergéncia 0 < R < oo, isto é, converge

para |z| < R. Considere ainda A € B(B) satisfazendo ||A] < R.
(a) Mostre que a aplicacdo

oo
BBnHTn:ZanA”n

n=0

pertence a B(B).
(b) Mostre que a sequéncia Tr, = > ) apA* converge para T.

(c) Supondo ||A| < 1, verifique que o operador definido por T = ; A" pertence a B(B). Conclua
que T = (I — A)~! (aqui I indica o operador identidade).

(d) Verifique que se L € . e S € B(B) sdo tais que

IL =S| <

IL=H)
entdo S € 7.
(e) Conclua que o conjunto
& ={L € B(B) invertiveis tais que L~ € B(B)}

¢ um aberto em B(B).

Exercicio 2 (10 pontos cada item) Sejam {x;}jen uma sequéncia e xo um vetor num epago de

Hilbert H. Dizemos que {x,}jen converge fracamente para zo (notagio x, — x¢) se
lim_f(x,) = f(xo), VS € H"
(a) Mostre que se {xyn}jen converge na norma de H, entdo converge fracamente.
(b) Mostre que x, — xo se, e somente se,

Vh € H, tem-se < xzn,,h>— <xg,h>.
(¢) Mostre que se {e;}jen € ortonormal, entdo e; 0.

Exercicio 3 (10 pontos) Seja (V, (-,-)) wm espago com produto interno. Mostre que se {zn} € {yn}
sao duas sequéncias em V que convergem para x ey, respectivamente, entdo

lim <$myn> = (x,y>

n—oo

Exercicio 4 (10 pontos) Seja k uma funcao continua k : [0,1] — [0,00). Mostre que T : C[0,1] —
C10,1] dado por

1
Tf(t):/o k(t — 8)f(s) ds, t € [0,1],

é um operador linear limitado e que |T|| = fol k(t) dr. (Considere em C[0,1] a norma do sup.)



