MATE-7007 - An&lise Funcional - Verdo 2022
Fernando de Avila Silva
PPGM - UFPR

Segunda prova - 25/02/22
Tempo de resolucdo: 3 horas e 30 minutos (incluindo o tempo para escanear e enviar as solugoes.)
Inicio: 9:30 Fim: 13:00
(Nao irei corrigir provas enviadas apos o tempo limite).

Vocé deve enviar sua prova em um unico arquivo no formato PDF para o e-mail
fernando.avila@ufpr.br.

e Por favor, coloque no assunto do e-mail "Prova 2-Anélise Funcional".

e N3ao esquega de colocar seu nome completo na prova, bem como ao nomear 0 arquivo.

Os critérios de avaliagdo sdo:

e Clareza e precisao na argumentacao;

e (Citagdo correta de resultados auxiliares;

Observagoes:

e Resultados provados em sala podem ser utilizados, desde que estes ndo sejam o objetivo do
exercicio.

e Mesmo que vocé nao saiba provar um item, elepode ser utilizado para resolver outro item.
e Os simbolos NV, B e H indicam um espaco normado, de Banach e de Hilbert, respectivamente.
e Por B(N7,N3) denota-se o espago das transformagoes lineares limitadas T : N7 — Ns.

— No caso Ny = K, utilizamos a notacdo N* = B(N, K).
— Quando N = Nj = N>, utilizamos a nota¢ao B(N).




QUESTOES

Exercicio 1 Considere H um espago de Hilbert e {e;}jen wma base ortonormal. Considere o operador

P, : H — H dado por

n
P,(z) = Z <z,e5 > ej.
j=1

Mostre que P, converge pontualmente para I, quando n — 0o, mas que nao converge em B(H).

Exercicio 2 Dizemos que b : By X By — K é uma aplicacio bilinear separadamente continua se as
funcoes
b(-,?]) B —K e b(f,) : By —>K,

dadas por
Bl = 5 = b(gan) e BQ = g = b(£77])

sao lineares e continuas, para cada n € B e cada & € B;.
(a) Mostre que se b é continua em (0,0), entdo o é em By X Bs.
(b) Mostre que toda aplicagao bilinear separadamente continua é continua.
Dica: Continuidade via sequéncias convergentes + Banach-Steinhaus.
Exercicio 3 Considere N um espago normado e as sequintes defini¢oes:
o {x,} CN converge fracamente para xq se f(x,) — f(xo), Vf € N*. Notacio z, — xo;
o {z,} CN € dita fracamente de Cauchy se para todo f € N* a sequéncia {f(x,)} € de Cauchy;
o N ¢ fracamente completo se toda sequéncia fracamente de Cauchy converge fracamente em N .
(a) Mostre que se xy, 5 20 € Yp —> yo entio:

(al) xp + yn = To + Yo,
(a2) azx, - axg, para qualquer o € K.

(b) Verifique que se {x,} é fracamente de Cauchy, entio existe lim f(x,), para cada f € N*.
(¢c) Mostre que se N € reflexivo, entdo N € fracamente completo.
Exercicio 4 Sejam B um espaco de Banach, Y C X subespacos de B e Considere
T:X—>B e S:Y—B, (1)
dois operadores lineares e fechados. Dizemos que T é S-limitado se existem a,b > 0 tais que
1Tz < allSa| + bllall, ¥z € .

Sejam T e S lineares e fechados como em (1) e suponha que existe X € C tal que (S — \I)~1 ¢
continuo em B.

(a) Mostre que o operador T o (S — XI)~! € fechado.
(b) Mostre que T o (S — XI)~! é continuo.

(c) Conclua que T é S-limitado.



