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Exercicio 1 Considere uma fungio continua f : [0,1] — [0,1]. Mostre que existe x € [0,1] tal que
f(x) = z. (tente nao usar argumentos de andlise)

Exercicio 2 Para que um espaco X seja conexo € necessdrio e suficiente que toda aplicagdo continua
de X num espaco discreto seja constante.

Exercicio 3 Mostre que X € conexo se, e somente se, para cada par de pontos x,y € X existe um
conexo contendo T e y.

Exercicio 4 Dizemos que um espagco X € totalmente desconexo quando seus inicos subconjuntos co-
nexos sao ) e seus pontos. Considere num espago X a relagdo de equivaléncia ~ cujas classes sio as
componentes conexas de X.

(a) Mostre que X/ ~ é totalmente desconezxo;
(b) Se X for localmente conexo, entdo a aplicaciao quociente v : X — X/ ~ € aberta.

(b) Se X for localmente conezo, entdo X — X/ ~ € discreto.

Exercicio 5 Mostre que uma topologia induzida por uma pseudométrica p é Hausdorff se, e somente
se, p € uma mélrica.

Exercicio 6 Assuma que a temperatura na superficie terrestre é uma funcdo continua. Prove que em
qualquer instante de tempo t, sobre qualquer grande circulo, existe dois pontos antipodas com mesma
temperatura.

Exercicio 7 Suponha X um espago topoldgico e v : [0,1] — X continua. Assuma que -y € localmente

injetiva, ou seja, dado t € [0,1] existe uma vizinhanga de t tal que a restricio de v a V é injeiva.
Mostre que, para cada x € X, o seguinte conjunto € finito:

v Ha) = {t € [0,1]57(t) = «}
Exercicio 8 O que é a um-ponto compactificacio de X = (0,1) U (2,3)?
Exercicio 9 O que é a um-ponto compactificacio de X = R??

Exercicio 10 Considere p X — Y uma aplicacio quociente. Mosre que se cada conjunto p~t({y}) é
conexo e Y € conexo, entao X € conexo.

Exercicio 11 Se f: X — Y ¢é continua e X conexo por caminhos, entao f(X) € conexo por caminhos?

Exercicio 12 Se f: X — Y ¢ continua e X conexo por caminhos, entio f(X) é conexo?



Exercicio 13 Se f: X — Y ¢ continua e X conexo por caminhos, entio f(X) é conexo?
Exercicio 14 Se f: X — Y € continua e X localmente compacto, entio f(X) localmente compacto?

Exercicio 15 Se {A,} € uma cole¢ao de conjuntos conexos por caminhos e Ny Ay # 0, entdo Us Ay €
conexos por caminhos ?

Exercicio 16 Se A C X ¢ conexo por caminhos, entio A é conexo por caminhos?
Exercicio 17 Se A C X ¢ conewo, o que podemos dizer de int(A) e 0(A)?

Exercicio 18 Dizemos que uma colecio de subconjuntos C de X tem a propriedade de intercecaio
finita (pif) se dada qualquer subcolegao finita {C1,...,Cy} de C tivermos N7_1C; # 0.

Seja X um espaco topoldgico. Mostre que X é compacto se, e somente se, para toda colegio de
fechados que satisfazer pif a intercecao NoecC € nao vazia.

Exercicio 19 Mostre que se U C R™ € um aberto conexo, entio U é conexo por caminhos. (Dica:
firado xo € U considere o conjunto A dos pontos que podem ser ligados a xg por caminhos contidos em

U)

Exercicio 20 Sejam X e Y espacos localmente compactos e f: X — Y wm homemorfismo. Mostre
que f se estende a um homemorfismo sobre a um-ponto compactificacdo destes espacos.



