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e Resultados provados em sala podem ser utilizados, desde que estes nao sejam o objetivo do exercicio.
Vocé deve deixar claro onde estd usando cada um destes resultados;

Exercicio 1 Mosire que:
10 pontos - (a) se (X, Tx) e (Y, Ty) sao espagos topoldgicos Hausdorff, entdo X xY é Hausdorff;

10 pontos - (b) se {Ta}tacr € uma familia de topologias em X, entao T = ﬂ To define uma topologia em X ;
acl’

Exercicio 2 Seja (X,T) um espago topoldgico. A fronteira de um subconjunto A C X € o conjunto

J(A) = A —int(A).
10 pontos - (a) Mostre que x € O(A) se, e somente se, toda vizinhanga de x possui pontos de A e de A°.

5 pontos - (b) A fungao caracteristica de um subconjunto S C X € a fungao s : X — R defeinida por

= { 0 288

1, se z€S.

Mostre que os pontos de descontinuidade de £ sdo aqueles pertencentes a fronteira de S.

5 pontos - (¢) Considere X =R com a topologia usual e Q o subconjunto dos niimeros racionais. Quais sao 0s
pontos de descontinuidade de §g?

Exercicio 3 Uma pseudométrica num conjunto M € uma funcao real p: M x M — R tal que
p(z,z) =0, p(z,y) =p(y,x) 20 e p(x,2) < p(z,y) + py, 2),
para quaisquer x,y,z € M.

10 pontos - (a) Sejam p uma pseudométrica num conjunto M e dois pontos x,y € M. Mostre que a sequinte
relagdo € de equivaléncia:
z~y=p(z,y) =0. (1)



10 pontos - (b) Com respeito a relacao definida em (1) considere o espago quociente N = M/ ~. Os elementos
de N sdo os conjuntos [x] C M, com x € M, definidos por

[w] = {t € M; p(a,1) = 0}.

Mostre que a expessao
d([z], [y]) = p(z,y), = € [z] e y € [y],

define uma métrica no espago quociente N = M/ ~. (Nao esquega de provar que, de fato, d é
uma fungdo d: N x N — R.)

Exercicio 4 Considere as sequintes defini¢des:

1. Um espago topoldgico (X,T) é dito normal quando para quaisquer conjuntos F' e G fechados e
disjuntos, existem abertos U,V € T tais que F CU e G CV;

2. Um espaco topoldgico (X, T) é dito regular quando dados um aberto A € T e x € A, existe um
aberto U comx € U e U C A;

10 pontos - (a) Mostre que todo espago métrico é normal.

Dica dados dois conjuntos fechados e disjuntos F,G, considere a fungdo ¢ : M — [0,1] dada
por

B d(z, F)
P = ) + d@.G)

5 pontos - (b) Mostre que se X € regular, entdo: dados um fechado F de X e x ¢ F existem abertos U,V de X
taisquex €U, FCV eUNV =10.

5 pontos - (¢) Conclua que todo espa¢o Hausdorff normal X € reqular;
Exercicio 5 (20 pontos ) Considere os conjuntos
S" = {z e R"™; |z| =1} e R — {0}

como subespacos com respeito a topologia padrao de R™H1.

e Considere em S" a relagdo de equivaléncia ~q:

ne1éen=§ ou §= -1
e Considere em R""! — {0} a relacdo de equivaléncia ~s:
x ~9y < = A\y paraalgum A€ R— {0}
Mostre que os espacos quocientes
§'/~1 e (R —{0})/ ~o

sao homeomorfos.

Dica Obtenha uma funcio continua f : Rt — {0} — S™ que preserve classes de equivaléncia.



