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Theorem (Func¢éo Implicita)

Sejam A C R"* um aberto, p = (xo, Yo) EAumpontoef : A — R* uma funcéo de classe C'
tal que f(xo0,y0) = c e é invertivel a matriz

Ly L)

8y| 8}’1\'
0, .

o ok,

o O

Nestas condi¢des, existem abertos U C R" e V C R tais que:
Q p=(x0,y) €eUxXVCA;

@ para cada x € U, existe unicoy = y(x) € V satisfazendo

fxyE) =c,

com y de classe C' em U.

(UFPR) 2017 - Curitiba 2/14



Observagoes

@ A equagdo f(x, y(x)) = ¢ pode ser escrita como o sistema

Al Xy (X, X, (X X)) =

ety oo Xy yi(X1y ey X))y ey k(X X)) = Ck

@ Derivando cada linha com respeito a x, obtemos

X

of; S, Ay .
> e("vy”;ay,.("’y)au(")’ te{l ) je{l,... .k}
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Observagoes

@ A equagdo f(x, y(x)) = ¢ pode ser escrita como o sistema

Al Xy (X, X, (X X)) =

ety oo Xy yi(X1y ey X))y ey k(X X)) = Ck

@ Derivando cada linha com respeito a x¢ obtemos

8}’/

(x), e{1,...;n},je{l,... k}

@ Podemos ainda obter, paracadai € {1,...k}:

0 0
v = 1,0,...,0,8%(@,... 6)z"()
Vﬁ(x7Y(x)) v =0 ayi ayllc
.vfi(x7y(x))'v2:0 sendo V2 = 0717"'70787)62()()7"' 8X2( )
Vfi(x,y(x)) v =0 L, Ay Ok
Vn = 0 -aovax (.X),... ax()
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|
Assim, o plano tangente ao conjunto
§={(x,y); flx,y) =c}
pode ser dado pelas equagdes
n
(x,) = (x0,50) + Y _ Aavis

i=1

ou ainda,

[(x,y) — (x0,¥0)] - Vfi(x0,y0) =0

[(5,3) — (0,30)] - Vicxo30) = 0

ou ainda

{po+7(0); v(0) =p e f((1)) = c}. J
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Definition

Hiperficie Um conjunto M C R"*! ¢ dito uma hiperficie (de dimensio n e
classe C!) se &, localmente, o grifico de uma funcgéo de classe C 1

Isso quer dizer:

Dado p € M, existem um aberto V C R"*! contendo p e uma funcio de
classe C!

£:UCR'"—> R,
tais que

VM = graf (£),
ou seja, para algum i € {1,...,n+ 1}

VOM = {(x1,....%041); ;i = &(X) ],
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Exexmplos

Example
O grificodef : U C R" = R.
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Exexmplos

Example
O grificodef : U C R" = R.

Example
AesferaS" = {x € R"; ||x|| = 1} c R"+L
@ Considere U = B(0,1) C R" e, paracadai € {1,...,nl}, defina
V.= {XG Rn+1; X; > 0} e W, = {xGRn+l; X < 0}

@ Denote x* = (X1, ..., Xi—1,Xit1y- -+, Xntl)

@ Temos entao

xeS"NV, & x| <1 exi=+1—|x*

xeS'NW; & x| <1 exi=—y1—|x%
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-
O espaco T,M

Sejam M C R"™*! uma superficie e p € M. O espago tangente a M no ponto p
¢ o conjunto

M= {ve R"!: existe 7 : (—€,4+€) = M, v(0) =p e v(0) = v}
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-
O espaco T,M

Sejam M C R"*! uma superficie e p € M. O espago tangente a M no ponto p
é o conjunto

T,M = {v € R""!; existe v : (—¢,+¢) = M, v(0) =p e 7' (0) = v}

M

y(t)
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Theorem
O conjunto T,M é um espago vetorial de dimensdo n.

Example

Temos que 7,S" = [p]*.
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Definition

Sejaf : U C R™ — R uma funcio de classe C!. Dizemos que ¢ € R é um
valor regular de f se

Vi(x) #0, Vx € f~1(c).
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Definition

Sejaf : U C R™ — R uma funcio de classe C!. Dizemos que ¢ € R é um
valor regular de f se

Vi(x) #0, Vx € f~1(c).

Theorem

Sejam f : U C R™ — R uma fungdo de classe C' e ¢ um valor regular. Nestas
condigdes, temos que

M=f"(c)={xeU; flx) =}

é uma hiperficie. Mais ainda,

T,M = [Nf(p)]*, Vp € (o).
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Definition

Sejaf : U C R™ — R uma funcio de classe C!. Dizemos que ¢ € R é um
valor regular de f se

Vi(x) #0, Vx € f~1(c).

Theorem

Sejam f : U C R™ — R uma fungdo de classe C' e ¢ um valor regular. Nestas
condigdes, temos que

M=f"c)={xe U f(x)=c}

é uma hiperficie. Mais ainda,

T,M = [Nf(p)]*, Vp € (o).

Remark

Existem hiperficies que ndo sdo imagens inversas de valores regulares. Por
exemplo, as ndo orientdveis.

4
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-
Multiplicador de Lagrange

Objetivo

Procurar pontos criticos de restri¢cdes

flu M — R, Mz«p_l(c),

para ¢ valor regular de ¢ : U € R™ — R,
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-
Multiplicador de Lagrange

Objetivo

Procurar pontos criticos de restri¢cdes
-1
flu M —=>R, M=¢ '(c),

para ¢ valor regular de ¢ : U € R™ — R,

Definition

Sejamf : U C R*"! — R, de classe C! e M = o~ !(c) C U uma hiperficie
determinada pelo valor regular ¢ de ¢. Dizemos que p € M € um ponto critico
de f |m se, para toda curva

v (_67 +6) _>M7 com ’Y(O) =D,

tivermos

(For)(0) =o0. )




Example

Considere as funcgdes f : R> — R e ¢ : R> — R dadas por

fly)=ye oxy) =x*+)

Observe que f ndo possui ponto critico algum. Mas, podemos obter para a
restric@o sobre a superficie

st = 1(1).
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Theorem (Multiplicador de Lagrange)

Sejam f : U C R"! — R, de classe C' e M = ¢~ '(¢) C U uma hiperficie
determinada pelo valor regular ¢ de . Nestas condicoes, p € M é ponto
critico de f |y se, e somente se, existe A € R tal que

Vf(p) = AVe(p).
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Theorem (Multiplicador de Lagrange)

Sejam f : U C R"! — R, de classe C' e M = ¢~ '(¢) C U uma hiperficie
determinada pelo valor regular ¢ de . Nestas condicoes, p € M é ponto
critico de f |y se, e somente se, existe A € R tal que

Vf(p) = AVe(p).

Remark
Segue desse resultado que p satisfaz o sistema

{ p(p) =c
Vf(p) = AVe(p).
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Example

Considere a®> + b*> # 0 e as fungdes

fxy) =ax+by e p(x,y) =x* +?
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Example

Considere a®> + b*> # 0 e as fungdes

fxy) =ax+by e p(x,y) =x* +?

Example

Considere A, %, simétrica e as fungdes

fx) =<Ax,x> e p(x) =<x,x>
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