-
Aula de hoje

Theorem (Mudanga de varidveis)

Sejam h : U C R" — V C R" um difeomorfismo de classe C', X C U um
compacto J-mensurdvel e f : h(X) — R uma fung¢do integrdvel. Nestas
condicoes, a composta f o h : X — R ¢ integrdvel e vale

/ fy)dy = /f(h(x)) - | det A (x)|dx.
h(X) X
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@ Fungdes integraveis em retangulos:
[ s = sup{Lir,P)} = int{U(r.P)).
R

sendo ms(f) = inf{f(x), x € S} e Ms(f) = sup{f(x), x € S}.

@ A C R" possui medida nula quando, para cada € > 0, existe uma cobertura enumeravel
X C Ujen X de retangulos fechados tais que > 7% vol(X;) < e.

@ Um conjunto limitado X C R" é dito J-mensurdvel se a fun¢do £y : R — R ¢ integravel.
@ O volume de X ¢ o nimero vol(X) = [, &x(x)dx.

3

@ Se X C R" € um conjunto J-mesurdvel e f : X — R uma fung¢@o limitada. Dizemos que f
¢ integravel se a funcdo f € integrdvel em R. Neste caso escrevemos

/X flx)dx = /R Flos,

sendo f(x) = 0,sex € R — X e f(x) = f(x), se x € X.
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Theorem

Um conjunto limitado X C R" é J-mensurdvel se, e somente se, O(X) tem
medida nula.

Theorem

Uma funcdo limitada f : X — R é integrdvel no conjunto J-mensurdvel X se,
e somente se, seu conjunto descontinuidades Dy tem medida nula.
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Theorem
Considere f : A1 x Ay C R™™ — R integrdvel no produto dos retdngulos

A} CR"e Ay C R™ Para cada x € Ay, cosnidere a fungdo f, : A, — R, com

fe(y) =f(x,y), e defina

p(x) = [ £O)dy e Y(x) = [ f(y)dy.
JAy A2
Nestas condigdes, as funcoes ©,v : A — R sdo integrdveis e vale

/ odr= | P)dx = / £(x,y)dxdy,
Ay Ay Ay XA,

ou seja,

/A o S y)dedy = /A | [ fx(y)dy] dx = /A | [fo(y)dy] d.

Ay
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Somas de Riemann

Definition

Considere X C R" um conjunto J-mensurdvel. Uma decomposicdo de X é
uma colecdo de conjuntos J-mensurdveis D = {X|,...X;} tal que

k
X=JX e int(X;NX;) =0, se j#i
j=1

@ A norma de uma decomposi¢do é o nimero
|D| = max{diam(Xy), j = 1,1... k}.

@ Uma decomposi¢io pontilhada € um par (D, (§;)), em que &; € X;.
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@ Dada uma decomposi¢do D de um conjunto J-mensuravel X C R”, e uma
funcdo limitada f : X — R definimos os nimeros:

mi = mi(f) = inf £(x) e M; = Mi(f) = sup ()
x€X; xeX;

Soma inferior

k
s(f,D) =Y my(f) - vol(X;)
i=1

Soma superior

k
S(f,D) = ZMi(f) -vol(X;)
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Definition (Soma de Riemann)

Dada uma decomposi¢io pontilhada (D, (&) ef : X — R limitada, defini-se

S(¢.07) Z (&) - vol(X:).

Theorem

Sejam X um conjunto J-mensurdvel e f : X — R limitada.

@ vale a igualdade
[#@ds= tim s(7.0) ¢ [7(w)ax= tim 5(7.0)

X

@ temos que f é integrdvel se, e somente se, existe o limite

Neste caso, temos
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Theorem (Mudanga de varidveis)

Sejam h : U C R" — V C R" um difeomorfismo de classe C', X C U um
compacto J-mensurdvel e f : h(X) — R uma funcdo integrdvel. Nestas
condicoes, a compostaf o h : X — R é integrdvel e vale

f)dy = /f(h(x)) - | det i’ (x)|dx.
h(X) X
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Theorem (1)

Sejam T : R — R definida por T(x) = ax+ 3, coma #0el C R um
intervalo compacto. Considere J = T(I) e f : J — R uma fungdo limitada.
Nestas condicoes, temos

Jr01y = ol [r(ax-+ s
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Theorem (1)

Sejam T : R — R definida por T(x) = ax+ 3, coma #0el C R um
intervalo compacto. Considere J = T(I) e f : J — R uma fungdo limitada.
Nestas condicoes, temos

Jr01y = ol [r(ax-+ s

Corollary

Sejam f : [a,b] — R limitada e T como no teorema. Suponha Y C [a, b] tal
que f se anula fora de Y e fora de T(Y). Entdo

/abf(y)dy = /abf(ax + B)laldx
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Theorem

Sejam T : R" — R" linear e invertivel, X C R" J-mensurdvele f : T(X) — R
integrdvel. Nestas condicoes, vale

fy)dy = /f(T(x)) - | det T|dx.
T(X) X
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Tipos de transformacdes lineares

Theorem

Toda transformacdo linear invertivel T : R" — R" se exprime como o produto
de transformacées lineares dos seguintes tipos:

TI T(x) =T(x1,...,x,) = (p(x),x2,...,x,), sendo

n
o(x) = Z Q;x;.
j=1

T2 para cada x = (x1,...,Xi,...,Xj,...,Xp), vale
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