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Aula do dia 28/05

Polin6mio de Taylor de ordem 1

Theorem

Sejaf : U C R? = R uma funcdo de classe C? no aberto U. Fixado a € U

considere h = (hy,hy) € R? tal que a + h € U. Neste caso, tém-se que a
fungdo r(v) defina por

2 oF
fla+h)=fla)+> o (@) hit (k)
i=1 '
satisfaz limy_q m =
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Aula do dia 28/05

Polin6mio de Taylor de ordem 1

Theorem

Sejaf : U C R? = R uma funcdo de classe C? no aberto U. Fixado a € U

considere h = (hy,hy) € R? tal que a + h € U. Neste caso, tém-se que a
fungdo r(v) defina por

fla+h)=fla)+ Z == (a) - h; + r(h)

r(h)

satisfaz limy_q T =

Polindmio de Taylor de ordem 1

P(h) = f(a) + g gf (a) - h; (para h préximo de 0)
Xi
i=1

2017 - Curitiba 2/25



Aula do dia 28/05

Polin6mio de Taylor de ordem 1

Escrevendo a = (x, yo) e definindo (x,y) = (xo + h1,yo + h2) obtemos:

(UFPR) 2017 - Curitiba 3/25



Aula do dia 28/05

Polin6mio de Taylor de ordem 1

Escrevendo a = (x, yo) e definindo (x,y) = (xo + h1,yo + h2) obtemos:

F18,5) =30, 30) + - 10, 30)-(e30) + 5 (30, 30)-(30) + rx—30, 330

e também

P(x,y) = f(x0,y0) + %(xo,yo) - (x —x0) + gj;(xo,yo) -(y = o)
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Aula do dia 28/05

Polin6mio de Taylor de ordem 1

Escrevendo a = (x, yo) e definindo (x,y) = (xo + h1,yo + h2) obtemos:

0 0]
F6.3) = (20, 50)+ S (50, 30)- (r—30)-+ o (30, 30) - (v 30) + 70, y—30)
X Y
e também

5] 0
P(x,y) = f(x0,y0) + %(XO,YO) - (x —x0) + aj;(xo,yo) “(y = o0)
Importante:

Estas duas expressdes valem, a priori, para (x,y) numa vizinhanga do ponto
a = (xo,0)
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Aula do dia 28/05

Exemplo

Considere f(x,y) =In(x +y)ea = (1/2,1/2).

(UFPR) 2017 - Curitiba 41725



Aula do dia 28/05

Exemplo

Considere f(x,y) =In(x +y)ea = (1/2,1/2).

@ Neste caso, temos

1 1
f<2+h1,2 —l—hz) = h +h2+r(h)
r(h) _

Il

@ O Polindmio de Taylor de ordem 1 no ponto a = (1/2,1/2) é entdo

com 1imh_>0

P(h],hz) =h + hp.
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Aula do dia 28/05

Polin6émio de Taylor de ordem 2

Theorem

Sejaf : U C R? — R uma fungdo de classe C* no aberto U. Fixado a € U considere
h = (hy,hy) € R? tal que a+ h € U. Neste caso, tém-se que a fungdo r(h) defina por

fla+h) = +Z 2 azf - hihj + r(h)
— ax, 2 8 ,ij

satisfaz lim,_, m =

vii®
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Aula do dia 28/05

Polin6mio de Taylor de ordem 2

Theorem

Sejaf : U C R? — R uma fungdo de classe C* no aberto U. Fixado a € U considere
h = (hy,hy) € R? tal que a+ h € U. Neste caso, tém-se que a fungdo r(h) defina por

fla+h) = +Z 2 62f - hihj + r(h)
Bx, 2 8 ,8xj

) _
vii®

satisfaz lim,_,

Polindmio de Taylor de ordem 2

: f L1 2
Z] Ox; 2 : 8x18xj (a) (para préximo de 0)

Jri=1

v

(UFPR)
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Aula do dia 28/05

Polin6émio de Taylor de ordem 2

Escrevendo a = (xq, yo) e definindo (x,y) = (xo + hy, yo + /) obtemos:

(UFPR) 2017 - Curitiba 6/25



Aula do dia 28/05

Polin6émio de Taylor de ordem 2

Escrevendo a = (xq, yo) e definindo (x,y) = (xo + hy, yo + /) obtemos:

0, of
£503) = £0,30) + o (00 30) - (X*XO)Jr*(xo;)o) O — )+

1 2 2 2

2 000 - (5 = 200 2 (50,30) - (5 = 305 = 0) +
L 30) - (x — )0 —
2 | a2 050 X0 xdy X0, Y0 X =X)Ly — Yo ay B

(0,30 - (v = 30)°
+r(x —x0,y — yo)

e também

of 0,
P(ry) = Fom0) + 2 Gn) - (= 30) + i(xo,yo) =0+

8% *f 9f )
3 (¥o ¥0) - (x — x0)” + 28 (x0,0) - (x = x0)(y — o) + (XOvYO) (= 0)
xOy
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Aula do dia 28/05

Polin6mio de Taylor de ordem 2

Escrevendo a = (xq, yo) e definindo (x,y) = (xo + hy, yo + /) obtemos:

af of
f(x,y) = f(xo0,¥0) + (Xodo) (x —x) + *(Xoy)o) O —yo)+

% 2
(x0,50) - (x = x0) (¥ = y0) + = (0,30) - (v = 0)
Oy

O - m s 2 2
2 | ox2 10,70) = L0 Ox0y
+r(x —x0,y — yo)

e também

of of
P(x,y) = f(x0,0) + *(Xoa.vo) C(x —x) + *(xo,yo) (v =)+

1 [o% *f *f
+ = (xo ¥0) + (x = %)% +2=——(x0,70) - (+ — %) (¥ — 30) ton (Xo )+ (v = y0)?
2 Oxdy
Importante:
Estas duas expressdes valem, a priori, para (x, y) numa vizinhanga do ponto a = (xp, y9) J

(UFPR) 2017 - Curitiba 6/25



Aula do dia 28/05

Exemplo

Considere f(x,y) = xsen(y) e a = (0,0).

(UFPR) 2017 - Curitiba 7125



Aula do dia 28/05

Exemplo

Considere f(x,y) = xsen(y) e a = (0,0).

@ Neste caso, temos
flxy) = —xy +r(x,y).

@ O Polindmio de Taylor de ordem 1 no ponto a = (0, 0) € entdo

P(x,y) = —xy

(UFPR) 2017 - Curitiba 7125



Aula do dia 28/05

Generalizagdo

Considerando uma funcio de classe C* e as notacdes
of
df(a) -v = Z ax
g
8x,8xj o

PR
3 3 >rf vy
d’f(a) v %; B0y Qoo

(UFPR)
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Aula do dia 28/05

Generalizagdo

Considerando uma funcio de classe C* e as notacdes
of
df(a) -v = Z ax

Z o>f
Ox;0x; F g

PR
3 3 >rf vy
d’f(a) v %; B0y Qoo

podemos escrever

flatv) ~ (@) = df(a) - v+ 3(@) VP + d (@) v 4 (),

sendo
r(v)

v—0 ||V”3

(UFPR) 2017 - Curitiba 8/25




Aula do dia 28/05

Pontos criticos

Considere uma fungiof : U C RZ - Rea € U.
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Aula do dia 28/05

Pontos criticos

Considere uma fungiof : U C RZ - Rea € U.

(a) Dizemos que a é um ponto de minimo local de f se existe § > 0
tal que
xeUNB(a,0) — f(a) < f(x).
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Aula do dia 28/05

Pontos criticos

Considere uma fungiof : U C RZ - Rea € U.

(a) Dizemos que a é um ponto de minimo local de f se existe § > 0
tal que
xeUNB(a,0) — f(a) < f(x).

(b) Dizemos que a ¢ um ponto de maximo local de f se existe
0 > 0 tal que

xeUNB(a,0) — f(x) <f(a).
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Aula do dia 28/05

Pontos criticos

Considere uma fungiof : U C RZ - Rea € U.

(a) Dizemos que a é um ponto de minimo local de f se existe § > 0
tal que
xeUNB(a,0) — f(a) < f(x).

(b) Dizemos que a ¢ um ponto de maximo local de f se existe
0 > 0 tal que

xeUNB(a,0) — f(x) <f(a).
(c) Sef é diferencidvel, entdo a é dito um ponto critico de f se

Vf(a) = 0.

(UFPR) 2017 - Curitiba 9/25



Theorem

Se f ¢ diferencidvel e a € U é um ponto de minimo (ou mdximo), entdo a é um
ponto critico.

(UFPR) 2017 - Curitiba 10/25



Aula do dia 28/05

Theorem

Se f ¢ diferencidvel e a € U é um ponto de minimo (ou mdximo), entdo a é um
ponto critico.

Example

Considere as funcdes f, g, i : R> — R dadas por

fOy) =2 +5, glx,y) = —x* —y* e h(x,y) = x* —y*

(UFPR) 2017 - Curitiba 10/25



Aula do dia 04/06

Dica para o exercicio 3 da lista 5

Theorem
Sejaf : U C R? = R uma funcdo de classe C* no aberto U. Fixado a € U
considere h = (h,k) € R? tal que a + h € U. Neste caso:
of of
f(xo + h,yo + k) = f(x0,y0) + 5~ (x0,0) - 1t + gy(xo,m) +k+ E(h,k),
sendo

82 2 82
(10) = 5 | GG + 25 k+ (5,508

para algum (X,5) no interior do segmento de extremidades (xo,yo)
(xo0 + h,yo + k).

(UFPR) 2017 - Curitiba 11/25



Aula do dia 04/06

Forma quadrética

Fixada uma matriz simétrica [hij]2x2, chama-se forma quadrética em R? uma
fungdo H : R? — R cujo valor num vetor v = (ay, az) € R? é dado por

2 2

H(V) - Z Zhlj a;ty,

i=1 j=1I

(UFPR) 2017 - Curitiba 12/25



Aula do dia 04/06

Forma quadrética

Fixada uma matriz simétrica [hij]2x2, chama-se forma quadrética em R? uma
fungdo H : R? — R cujo valor num vetor v = (ay, az) € R? é dado por

2 2
H(V) - Z hlj g,

i=1 j=1

Remark

Identificando [h;j) ao operador linear [h;) : R* — R? (base candnica) temos

H() = ([hy] - v,v)

(Notagdo: H - v* = (Hv,v))

(UFPR) 2017 - Curitiba 12/25



Aula do dia 04/06

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R? é:

(UFPR) 2017 - Curitiba 13/25



Aula do dia 04/06

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R? é:

(a) ndo-negativa se H - v> > 0, para todo v € R?;

(UFPR)

B
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Aula do dia 04/06

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R? é:

(a) ndo-negativa se H - v> > 0, para todo v € R?;
(b) positiva se H - v> > 0, para todo v € R? \ {0};
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Aula do dia 04/06

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R? é:

(a) ndo-negativa se H - v> > 0, para todo v € R?;
(b) positiva se H - v> > 0, para todo v € R? \ {0};
(c) ndo-positiva se H - v> < 0, para todo v € R?;
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Aula do dia 04/06

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R? é:
(a) ndo-negativa se H - v> > 0, para todo v € R?;
(b) positiva se H - v> > 0, para todo v € R? \ {0};
(c) ndo-positiva se H - v> < 0, para todo v € R?;
(d) é negativa se H - v> < 0, para todo v € R? \ {0};

(UFPR) 2017 - Curitiba 13/25



Aula do dia 04/06

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R? é:
(a) ndo-negativa se H - v> > 0, para todo v € R?;
(b) positiva se H - v> > 0, para todo v € R? \ {0};
(c) ndo-positiva se H - v> < 0, para todo v € R?;
(d) é negativa se H - v> < 0, para todo v € R? \ {0};
(e) é indefinida se existem v, w € R? tais que H - vV <0eH-w?>>0.

(UFPR) 2017 - Curitiba 13/25



Aula do dia 04/06

Teorema de Schwarz

Theorem

Sejaf : U C R* — R uma funcdo de classe C?. Entdo, para cada
i,j € {1,2} valem as igualdades

Pf o\ _ Pf
8)6,'6)9‘ B 8)@'6)@ ’

para todo x € U.

(UFPR) 2017 - Curitiba
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Matriz Hessiana
Considere f : U C R? — R tal que existam as derivadas parciais

o0*f
Hx,-axj

(x), i,j € {1,2}.

(UFPR) 2017 - Curitiba 15/25



Aula do dia 04/06

Matriz Hessiana

Considere f : U C R? — R tal que existam as derivadas parciais
0*f
Hx,-axj
Definimos a matriz Hessiana de f no ponto (x,y) por
0*f o0%f
25 () (x,)
0. 1 0x0
Hf (x7y) - 8)2} ngy
ayax(xuy) aiyz(xay)

(x), i,j € {1,2}.

(UFPR) 2017 - Curitiba 15/25



Aula do dia 04/06

Matriz Hessiana

Considere f : U C R? — R tal que existam as derivadas parciais
0*f
Hx,-axj
Definimos a matriz Hessiana de f no ponto (x,y) por
0*f o0%f
25 () (x,)
0. 1 0x0
Hf (x7y) - 8)2} 6x2fy
ayax(xay) aiyz(xay)

(x), i,j € {1,2}.

Remark

Se f é de classe C?, entdo Hy(x,y) é simétrica. Nesse caso, estd bem definida
a forma quadrdtica

Hf(-xa y) : V2 = <Hf(-x7 y)V, V>




Aula do dia 04/06

Exemplos

Para as fungdes

fey) =45, glxy) == =y e h(x,y) =x* =y’

temos

He(0,0) - v* =2(a” + %),
H,y(0,0) - v = —=2(a” + 87),
H;,(0,0) -v? = 2(a? — B?),

sendo v = (o, 3) € R%.

(UFPR) 2017 - Curitiba 16 /25



Aula do dia 04/06

Classificagdo de pontos criticos - Parte 1

Theorem

Sejam f : U C R? — R de classe C? e a € U um ponto critico.

(UFPR) 2017 - Curitiba 17/25



Aula do dia 04/06

Classificagdo de pontos criticos - Parte 1

Theorem

Sejam f : U C R? — R de classe C? e a € U um ponto critico.

(a) Hy(a) positiva = a é um ponto de minimo local;

(UFPR) 2017 - Curitiba 17/25



Aula do dia 04/06

Classificagdo de pontos criticos - Parte 1

Theorem
Sejam f : U C R? — R de classe C? e a € U um ponto critico.

(a) Hy(a) positiva = a é um ponto de minimo local;
(b) Hy(a) negativa = a é um ponto de mdximo local;
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Aula do dia 04/06

Classificagdo de pontos criticos - Parte 1

Theorem
Sejam f : U C R? — R de classe C? e a € U um ponto critico.

(a) Hy(a) positiva = a é um ponto de minimo local;
(b) Hy(a) negativa = a é um ponto de mdximo local;

(c) Hy(a) indefinida = a ndo é ponto de mdximo e nem minimo
local;

(UFPR) 2017 - Curitiba 17/25



Aula do dia 04/06

Algumas observagoes

Remark

Sef:U C R?> — R éde classe C* e a é um ponto de minimo local, entio
Hy(a) é ndo-negativa.

Remark

Sef:U C R?> = R éde classe C* e a é um ponto de mdximo local, entdo
Hy(a) é ndo-positiva.

(UFPR) 2017 - Curitiba 18/25



Aula do dia 04/06

Classificacdo de pontos criticos - Parte 2

Considere uma fungio f : U C R?> — R de c lasse C? e Hy(x,y) sua matriz
Hessiana num ponto (x,y). A fungdo

Hr(x,y) = det Hy(x,y)

é chamada de hessiano de f.

Theorem

Sejam f : U C R? — R de classe C? e a € U um ponto critico.

v

(UFPR) 2017 - Curitiba
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Aula do dia 04/06

Classificacdo de pontos criticos - Parte 2

Considere uma fungio f : U C R?> — R de c lasse C? e Hy(x,y) sua matriz
Hessiana num ponto (x,y). A fungdo

Hr(x,y) = det Hy(x,y)

é chamada de hessiano de f.

Theorem

Sejam f : U C R? — R de classe C? e a € U um ponto critico.
2

(a) ﬁ(a) > 0eHs(a) >0 = aéum ponto de minimo local;
X

v
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Aula do dia 04/06

Classificacdo de pontos criticos - Parte 2

Considere uma fungio f : U C R?> — R de c lasse C? e Hy(x,y) sua matriz
Hessiana num ponto (x,y). A fungdo

Hr(x,y) = det Hy(x,y)

é chamada de hessiano de f.

Theorem
Sejam f : U C R? — R de classe C? e a € U um ponto critico.
O*f
Ox 942
O*f
o2

(a)

(b)

(a) > 0eHs(a) >0 = aéum ponto de minimo local;

(a) <0eMty(a) >0 = aaéumponto de mdximo local;

v

(UFPR) 2017 - Curitiba
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Aula do dia 04/06

Classificacdo de pontos criticos - Parte 2

Considere uma fungio f : U C R?> — R de c lasse C? e Hy(x,y) sua matriz
Hessiana num ponto (x,y). A fungdo

Hr(x,y) = det Hy(x,y)

é chamada de hessiano de f.

Theorem

Sejam f : U C R? — R de classe C? e a € U um ponto critico.

o°f
vl
2

of
O

(c) Hf(a) <0 = ando é ponto de mdximo e nem minimo local;

(a) (a) > 0eHs(a) >0 = aéumponto de minimo local;

(a) <0eMty(a) >0 = aaéumponto de mdximo local;

(d) Se Hy(a) = 0, entdo nada pode ser afirmado.

v

(UFPR) 2017 - Curitiba 19/25



Aplicagao

Example

Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com a forma de um
paralelepipedo-retangulo e com 1m> de volume. O material a ser utilizado

nas laterais custa o triplo do que ser4 utilizado no fundo. Determine as
dimensdes da caixa que minimiza o custo do material.

F = £ A
(UFPR) 2017 - Curitiba 20/25



Aula do dia 11/06

Miéximos € minimos sobre conjuntos compactos

(UFPR) 2017 - Curitiba 21/25



Aula do dia 11/06

Miéximos € minimos sobre conjuntos compactos

Definition (Conjunto limitado)

Um subconjunto A C R” € dito limitado se estiver contindo em alguma bola
aberta centrada na origem.

(UFPR) 2017 - Curitiba 21/25



Aula do dia 11/06

Miéximos € minimos sobre conjuntos compactos

Definition (Conjunto limitado)

Um subconjunto A C R” € dito limitado se estiver contindo em alguma bola
aberta centrada na origem.

Theorem

Um subconjunto A C R”" ¢ limitado se, e somente se, existe M > 0 tal que

x| < M, V¥x € A.
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Aula do dia 11/06

Miéximos € minimos sobre conjuntos compactos

Definition (Conjunto limitado)

Um subconjunto A C R” € dito limitado se estiver contindo em alguma bola
aberta centrada na origem.

Theorem

Um subconjunto A C R”" ¢ limitado se, e somente se, existe M > 0 tal que

x| < M, V¥x € A.

Definition (Conjunto compacto)

Um subconjunto A C R" € dito compacto se € limitado e fechado.
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Aula do dia 11/06

Miéximos € minimos sobre conjuntos compactos

Definition (Conjunto limitado)

Um subconjunto A C R” € dito limitado se estiver contindo em alguma bola
aberta centrada na origem.

Theorem

Um subconjunto A C R”" ¢ limitado se, e somente se, existe M > 0 tal que

x| < M, V¥x € A.

Definition (Conjunto compacto)

Um subconjunto A C R" € dito compacto se € limitado e fechado.

Theorem (de Weierstrass)

Suponha f uma funcdo continua no compacto A C R". Nestas condicées,
existem a,b € A tais que

(UFPR) 2017 - Curitiba 21/25




Aula do dia 11/06

Exemplo

Vamos determinar os extremantes da fungdo
floy) =2 +y* = 3x =3y

no conjunto
A={(x,y) €eR* 0<x<2e |y <2}

(UFPR)
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Aula do dia 11/06

Exemplo

Vamos determinar os extremantes da fungdo
floy) =2 +y* = 3x =3y

no conjunto
A={(x,y) €eR* 0<x<2e |y <2}

Tatica
@ Pontos criticos no interior de A;

© Andlise dos pontos de fronteira;

(UFPR) 2017 - Curitiba 22/25



Aula do dia 11/06

Exemplo

Vamos determinar os extremantes da funcdo

fl,y)=2x+y

no conjunto

A={(x,y) eR% x> y>0,x+y<4 e 3x+y<6}

(UFPR)
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Aula do dia 11/06

Exemplo

Vamos determinar os extremantes da funcdo
f(xv y) =2 + y
no conjunto
A={(x,y) eR% x> y>0,x+y<4 e 3x+y<6}
Tatica

@ Pontos criticos no interior de A;

© Anadlise dos pontos de fronteira;

(UFPR) 2017 - Curitiba 23/25



Multiplicadores de Lagrange

Definition (Extremante local de uma restri¢do)
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Aula do dia 11/06

Multiplicadores de Lagrange

Definition (Extremante local de uma restri¢do)

Considere f uma funcio diferencidvel num aberto A C R? e

B = {(x,y) € A; g(x,y) =0},

sendo g uma funcio de calsse C! que satisfaz a seguinte propriedade:

Vg(x,y) # (0,0), V(x,y) € B.

(UFPR) 2017 - Curitiba 24/25



Aula do dia 11/06

Multiplicadores de Lagrange

Definition (Extremante local de uma restri¢do)

Considere f uma funcio diferencidvel num aberto A C R? e
B = {(x,y) € A; g(x,y) =0},

sendo g uma funcio de calsse C! que satisfaz a seguinte propriedade:
Velx,y) # (0,0), ¥(x,y) € B.

Dizemos que (x,y) € B é um extremante local de f | ; se existe A tal que

{ Vf(x,y) = A\Vg(x,y)
g(x,y) =0

(UFPR)
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Aula do 11/06

Exemplos
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Aula do dia 11/06

Exemplos

@ Vamos determinar os extremantes de f(x,y) = 3x + 2y com a restri¢do
2.2
x+y =1
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Exemplos

@ Vamos determinar os extremantes de f(x,y) = 3x + 2y com a restri¢do
2.2
x+y =1

. N 2
@ Determinar a reta tangente 2 curva x> + 4 =1,x>0ey> 0, que forma
com 0s eixos o tridngulo de drea minima.
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Exemplos

@ Vamos determinar os extremantes de f(x,y) = 3x + 2y com a restrigéo
Py =1
. N 2
@ Determinar a reta tangente 2 curva x> + 4 =1,x>0ey> 0, que forma
com 0s eixos o tridngulo de drea minima.

@ Considere uma forma quadritica f : R> — R. Obtenha os pontos
extremantes da restricao de f ao conjunto
S={(x,y) € R% x> +y* =1}
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Exemplos

@ Vamos determinar os extremantes de f(x,y) = 3x + 2y com a restri¢do
Py =1
. N 2
@ Determinar a reta tangente 2 curva x> + 4 =1,x>0ey> 0, que forma
com 0s eixos o tridngulo de drea minima.

@ Considere uma forma quadritica f : R> — R. Obtenha os pontos
extremantes da restricao de f ao conjunto
S={(x,y) € R% x> +y* =1}

Example

Considere A, simétrica e as fungdes

flx) =<Ax,x> e p(x) =<x,x>
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