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LISTA 1

1 Conjuntos

Exercício 1 Prove que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

Exercício 2 Sejam A,B ⊂ E. Prove que:

A ∩B = ∅ ⇔ A ⊂ Bc,

A ∪B = E ⇔ Ac ⊂ B.

Exercício 3 Dados A,B ⊂ E, prove que A ⊂ B se, e somente se, A ∩Bc = ∅.

Exercício 4 Dê um exemplo de conjuntos A, B e C tais que (A ∪B) ∩ C 6= A ∪ (B ∩ C).

Exercício 5 Se A,X ⊂ E são tais que A ∩X = ∅ e A ∪X = E, então X = Ac.

Exercício 6 Prove as seguintes a�rmações:

(a) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C);

(b) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C);

(c) (A−B)× C = (A× C)− (B × C);

(d) A ⊂ A′, B ⊂ B′ ⇒ A×B ⊂ A′ ×B′;

Exercício 7 Sejam L e M dois conjuntos de índices e duas famílias de conjuntos {Aλ}λ∈L, {Bµ}µ∈M ,

{Aλ ∪Bµ}(λ,µ)∈L×M e {Aλ ∩Bµ}(λ,µ)∈L×M .

(a) Exiba um exemplo para o caso em que L e M são �nitos;

(b) Exiba um exemplo para o caso em que L e M são in�nitos;

(c) Prove as seguintes igualdades(⋃
λ∈L

Aλ

)⋂ ⋃
µ∈M

Bµ

 =
⋃

(λ,µ)∈L×M

(Aλ ∩Bµ)

(⋂
λ∈L

Aλ

)⋃ ⋃
µ∈M

Bµ

 =
⋂

(λ,µ)∈L×M

(Aλ ∩Bµ)

Exercício 8 Seja {Ai,j}(i,j)∈N×N uma família de conjuntos com índices em N × N . Exiba uma de-

monstração, ou um contra-exemplo, para a seguinte igualdade:

∞⋃
j=1

( ∞⋂
i=1

Ai,j

)
=

∞⋂
i=1

 ∞⋃
j=1

Ai,j


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Exercício 9 Para cada elemento n ∈ N de�na An = {(n+ 1)k, ∀k ∈ N}.

(a) Determine A1 ×A2;

(b) Determine ⋃
n∈N

An e
⋂
n∈N

An.

Exercício 10 Dada uma sequência de conjuntos A1, A2, . . . An, . . . , considere os conjuntos

lim supAn
.
=
∞⋂
n=1

( ∞⋃
i=n

Ai

)
e lim inf An

.
=
∞⋃
n=1

( ∞⋂
i=n

Ai

)
.

(a) Prove que lim supAn é o conjunto dos elementos que pertencem a An para uma in�nidade de

valores de n;

(b) Prove que lim inf An é o conjunto dos elementos que pertencem a todo An, salvo para uma quan-

tidade �nita de de valores de n;

(c) Prove que lim inf An ⊂ lim supAn;

(d) Se An ⊂ An+1 para todo n, então

lim inf An = lim supAn = ∪∞i=nAn.

(e) Se An+1 ⊂ An para todo n, então

lim inf An = lim supAn = ∩∞i=nAn.

(f) Exiba um exemplo em que lim inf An 6= lim supAn;

2 Funções

Exercício 11 Dados conjuntos A e B, suponha que existam funções injetivas f : A→ B e g : B → A.

Prove que existe uma bijeção h : A→ B.

Exercício 12 Considere uma função f : X → Y . Mostre que f é injetiva se, e somente se, existe

uma função g : Y → X tal que g ◦ f é a função identidade de X, ou seja, (g ◦ f)(x) = x,∀x ∈ X.

Exercício 13 Considere uma função f : X → Y . Mostre que f é sobrejetiva se, e somente se, existe

uma função g : Y → X tal que g ◦ f é a função identidade de Y , ou seja, (f ◦ g)(y) = y,∀y ∈ Y .

Exercício 14 Considere uma função f : X → Y , conjuntos A ⊂ X e B ⊂ Y .

(a) Mostre que f [f−1[B]] ⊂ B e f−1[f [A]] ⊃ A;;

(b) Mostre um exemplo onde não vale f [f−1[B]] = B, ou f−1[f [A]] = A;

(c) Mostre que se f é sobrejetiva, então f [f−1[B]] = B.

Exercício 15 Considere um conjunto A e uma coleção de subconjuntos {Aλ}λ∈M , sendo M um con-

junto de índices. Dada uma função f : A→ B, mostre que:

(a) f [∪Aλ] = ∪f [Aλ];
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(b) f [∩Aλ] ⊂ ∩f [Aλ];

(c) Obtenha um exemplo em que f [∩Aλ] 6= ∩f [Aλ];

Supondo {Bµ}µ∈L uma coleção de subconjunto de B, para uma família de índices L. Mostre que:

(d) f−1[∪Bµ] = ∪f [Bµ];

(f) f−1[∩Bµ] = ∩f [Bµ];

3 Indução

Exercício 16 Demonstre os seguintes fatos:

(a) 2(1 + 2 + 3 + . . .+ n) = n(n+ 1);

(b) 1 + 2 + 3 + . . .+ (2n+) = (n+ 1)2;

(c) (a− 1)(1 + a+ . . . an) = an+1 − 1, dado a ∈ N;

(d) n > 4⇒ n! > 2n;

(e) n3 + 5n é divisível por 6;

(f) n < 2n;

Exercício 17 Dados os números naturais a, b, prove que existe um número natural m tal que ma > b.

Exercício 18 Um elemento a ∈ N chama-se antecessor de b ∈ N se a < b e não existe c ∈ N tal que

a < c < b. Prove que, exceto o 1, todo número natural possui um antecessor.

Exercício 19 Seja X um conjunto com n elementos. Prove que o conjunto das bijeções f : N → N
possui n! elementos.

Exercício 20 Dado um conjunto �nito X, prove que uma função f : X → X é injetiva se, e somente

se, é bijetiva.

Exercício 21 Sejam X e Y conjuntos �nitos. Prove que

card(X ∪ Y ) = card(X) + card(Y )− card(X ∩ Y ).

Exercício 22 Prove que se A tem n elementos, então P(A) tem 2n elementos.

Exercício 23 Considere a sequência {xn} de�nida da seguinte forma: x1 = 1, x2 = 2 e

xn+1 =
1

2
(xn+1 + xn), ∀n ∈ N.

Use o Princípio da Indução Forte para mostrar que 1 6 xn 6 2, ∀n ∈ N.

Exercício 24 Prove a fómula binomial: dados a, b > 0 e qualquer n ∈ N temos

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
k

n

)
akbn−k, sendo

(
k

n

)
=

n!

(n− k)!k!
.
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