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LISTA 1

1 Conjuntos
Exercicio 1 Prove que o conjunto vazio € subconjunto de qualquer conjunto.

Exercicio 2 Sejam A, B C E. Prove que:

ANB=0& AC B,
AUB=FE & A°C B.

Exercicio 3 Dados A, B C E, prove que A C B se, e somente se, AN B = ().
Exercicio 4 Dé um exemplo de conjuntos A, B e C tais que (AUB)NC # AU (BNC).
Exercicio 5 Se A, X C FE sao tais que ANX =0 e AUX = E, entao X = A°.
Exercicio 6 Prove as sequintes afirmagoes:
(a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC); (c) (A—B)xC=(AxC)—(BxC(C);

(b) (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC); (d) ACA,BC B = AxBcCA xB;
Exercicio 7 Sejam L e M dois conjuntos de indices e duas familias de conjuntos {Ax}rer, {Bu}uem,
{ANUButomerxm ¢ {AxN Bulpyerxu-

(a) Eziba um ezemplo para o caso em que L e M sao finitos;

(b) Ezxiba um exemplo para o caso em que L e M sao infinitos;

(c) Prove as sequintes igualdades

(UAA>ﬂ UB.|= U nB

A€l neM (A\pu)eLxM
(ﬂ A/\> U U BM = ﬂ (A)\QB/L)
A€l peM (A p)eLxM

Exercicio 8 Seja {A;;}i jyenxn uma familia de conjuntos com indices em N x N. Eziba uma de-
monstracao, ou um contra-exemplo, para a sequinte igualdade:

J(N40) =N (U
j=1 \i=1 i=1 \j=1



Exercicio 9 Para cada elemento n € N defina A,, = {(n + 1)k, Vk € N}.
(a) Determine Ay x Asg;

(b) Determine

UAn e ﬂAn.

neN neN
Exercicio 10 Dada uma sequéncia de conjuntos Ay, Ao, ... Ay, ..., considere 0s conjuntos
o o (o) o
limsup 4,, = ﬂ < Ai> e liminf A, = U ( Ai> )
n=1 \i=n n=1 \i=n

(a) Prove que limsup A,, é o conjunto dos elementos que pertencem a A, para uma infinidade de
valores de n;

(b) Prove que liminf A,, é o conjunto dos elementos que pertencem a todo A,, salvo para uma quan-
tidade finita de de valores de n;

(c) Prove que liminf A, C limsup A,,;
(d) Se A,, C Ap41 para todo n, entgo

liminf A,, = limsup 4,, = U2, A,.

(e) Se An+1 C Ay, para todo n, entao

2L An.

1=n

liminf A,, = limsup 4, =N

(f) Eziba um exemplo em que liminf A,, # limsup A,,;

2 Funcoes

Exercicio 11 Dados conjuntos A e B, suponha que existam funcoes injetivas f : A— B eg: B — A.
Prove que existe uma bijecio h : A — B.

Exercicio 12 Considere uma funcio f : X — Y. Mostre que f ¢é injetiva se, e somente se, existe
uma fungdo g : Y — X tal que go f € a fungao identidade de X, ou seja, (go f)(z) =x,Vr € X.

Exercicio 13 Considere uma funcao f: X =Y. Mostre que [ € sobrejetiva se, e somente se, existe
uma fungdo g : Y — X tal que go f € a fungao identidade de Y, ou seja, (fog)(y) =y,Vy €Y.

Exercicio 14 Considere uma funcgdo f: X — Y, conjuntos AC X e BCY.
(a) Mostre que f[f~'[B]] C B e f7l[f[A]] D A;;
(b) Mostre um exzemplo onde nao vale f[f~'[B]] = B, ou f~'[f[A]] = A;
(¢c) Mostre que se f € sobrejetiva, entdo f[f~'[B]] = B.

Exercicio 15 Considere um conjunto A e uma colegao de subconjuntos {Ax}aenr, sendo M um con-
junto de indices. Dada uma fungio f: A — B, mostre que:

(a) fIUAN] = Uf[AN];



(b) fINAN] C NfIAN];
(c) Obtenha um exemplo em que f]NAL] # NfIAA];
Supondo {B,,},cr, uma cole¢do de subconjunto de B, para uma familia de indices L. Mostre que:
(d) f~HUB,] = Uf[By);
(f) f7HNBu] = NfIB;

3 Indugao
Exercicio 16 Demonstre os sequintes fatos:
(a) 2(1+2+3+...+n)=n(n+1);
() 14+2+3+...4+(2n+) = (n+1)%
(c) (a—1)(1+a+...a") =a""! —1, dado a € N;
(d) n>4=nl>2";
(e) n3 + 5n ¢ divisivel por 6;
(f) n<2%;
Exercicio 17 Dados 0s nimeros naturais a, b, prove que existe wm nidmero natural m tal que ma > b.

Exercicio 18 Um elemento a € N chama-se antecessor de b € N se a < b e nao existe ¢c € N tal que
a < c<b. Prove que, exceto o 1, todo nimero natural possui um antecessor.

Exercicio 19 Seja X um conjunto com n elementos. Prove que o conjunto das bijecoes f : N — N
possui n! elementos.

Exercicio 20 Dado um conjunto finito X, prove que uma fungao f: X — X € injetiva se, e somente
se, € bijetiva.

Exercicio 21 Sejam X e Y conjuntos finitos. Prove que
card(X UY) = card(X) + card(Y) — card(X NY).
Exercicio 22 Prove que se A tem n elementos, entao P(A) tem 2™ elementos.

Exercicio 23 Considere a sequéncia {x,} definida da sequinte forma: x1 =1, xo =2 e

1
Tpt1 = 5(.’13714_1 +xn), Yn e N.

Use o Principio da Inducao Forte para mostrar que 1 <z, < 2, Vn € N.

Exercicio 24 Prove a fomula binomial: dados a,b > 0 e qualquer n € N temos

(a+b)" = zn: (z) a*o"* sendo <:> - (n—nl'f)'k'

k=0



