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1 Limites

Exercicio 1 Suponha f : A — R ec € A. Mostre que lim,_,. f(x) = L se, e somente se, limg_,. | f(z)—
L] =0;

Exercicio 2 Considere uma funcio f : R — R e c € R. Mostre que limg_,. f(z) = L se, e somente
se, limg o f(x +¢) = L;

Exercicio 3 Considere uma funcdo f : R — R e c € R tais que lim,_,.(f(x))? = L.
(a) Mostre que se L =0, entdo lim,_,. f(x) =0;
(¢) Obtenha um exemplo em que L # 0 e nao exista lim, . f(z);

Exercicio 4 Sejam f,g: A — R e c € A. Suponha que f seja limitada numa vizinhanca de c e que
limg . g(x) = 0. Mostre que limy,_,. f(x)g(x) = 0;

Exercicio 5 Sejam f,g: A —R ecc A.
(a) Mostre que se existem os limites limy_,. f(x) e limy—.(f(x) + g(x)), entdo existe lim,_,. g(z);
(¢) O mesmo vale para o produto?

Exercicio 6 Considere as fungoes reais
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(a) Calcule lim,_1 g(f(x)) e compare com g (limz—; f(x));

(¢) Calcule limg, 1 f(g(z)) e compare com f (limy_1 g(x));

2  Funcgoes Continuas
Exercicio 7 Sejam F : R — R" uma fungio e p € R.

(a) Obtenha uma defini¢ao para “ F € continua no ponto p”;

(b) Escrevendo F(x) = (fi(x),..., fa(z)), sendo f; : R — R, mostre que F' € continua em p se, e
somente se, cada uma das f; é continua em p;

(¢) Mostre que uma funcao linear L : R™ — R™ € continua em R™;



Exercicio 8 Suponha que uma funcdo f : R — R satisfaca a seguinte propriedade: Existe um M > 0
tal que

|f(z) — fy)| < M|z —yl|, Vx,y € R.

Mostre que f € continua em R;

Exercicio 9 Suponha f: R — R uma fun¢io continua.

(a) Mostre que f(A) C f(A), para qualgquer conjunto A C R;
(b) Se Z(f) denota o conjunto de zeros de f, entao Z(f) € fechado;

(¢) Suponha f sobrejetiva e e A é um subconjunto denso de R, mostre entao f(A) é um subconjunto
denso de R. Se g : R — R ¢é outra fun¢ao continua e sobrejetiva. Mostre que se f(a) = g(a) para
todo a € A, entdo f =g;

(d) Suponha que f(r) =0, para todo r € Q. Mostre que f(x) =0, para todo x € R;

Exercicio 10 Considere o intervalo I = [0,1] C R e uma func¢do continua f : I — I. Mostre que
existe ¢ € I tal que f(c) = ¢;

Exercicio 11 Sejam a < b < ¢ e duas fun¢oe continuas f : [a,b] — R e g : [b,c] — R, tais que
f(b) = g(b). Mostre que a fungio h : [a,b] — R, dada por

| f(x), se x€]a,b],
h(w) = { g(x), se x€lb,(

é continua em [a,b];
Exercicio 12 Considere a fungio f: R\ {0} — R dada por

2
x>+ —6
fo ===
E possivel definir f em x =2 de modo que f seja continua?
Exercicio 13 Mostre que a funcgio f(z) = |z|, © € R é continua;

Exercicio 14 Verifigue em quais pontos as sequintes fungoes sdo continuas

2?2422 +1 1+ |sin(z)]

(a) f(m):szeR; (b) f(z) = , T #0;

X

Exercicio 15 Uma func¢io f : R — R ¢ dita aditiva se f(x +y) = f(z) + f(y), para todo z,y € R.
Mostre que se f é continua num ponto a € R, entdo ela é continua em todo R;

Exercicio 16 Considere uma funcdo f: R — R que satisfaz a sequinte propriedade
fle+y)=fx)- fly), Yo,y €R.
(a) Mostre que se f € continua em x = 0, entdo € continua em R;
(b) Em particular, se f(a) =0, para algum a € R, entao f(x) =0, para todo x € R;

Exercicio 17 Mostre que se f : R — R ¢é continua, entdo o conjunto {x € R; f(x) < a} é fechado,
seja qual for o nimero o € R;



