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LISTA 2

Exercicio 1 Prove quef : C\ {0} — C dada por f(z) = 1/2% ¢ derivdvel e que f'(z) = —1/22
utilizando: defini¢do, regra da cadeia e Cauchy-Riemann.

Exercicio 2 Mostre que a fungao f: C — C dada por f(z) = e* ¢ holomorfa. Obtenha 1'(2)

Exercicio 3 Sejam A um conjunto aberto de C e f: A — C uma fungdo analitica. Defina o conjunto
aberto A* = {z; z € A} e a fungio g : A* — C dada por g(z) = f(Z). Prove que g € anlitica e que vale

Exercicio 4 Em quais pontos de C a funcao f(z) = Im(z) € analitica?

Exercicio 5 Sejam G C C uma regigo e f : G — C analitica. Mostre que se Re(f), ou Im(f), é uma
funcdo constante em G, entdo f € constante em G.

Exercicio 6 Sejam G C C uma regido e f,g: G — C analiticas. Mostre que se f'(2) = ¢'(z) em G,
entdo f e g diferem por uma constante.

Exercicio 7 Verifique que se f € uma funcdo inteira e sé assume valroes reais, entdo f € constante.
Exercicio 8 Verifique que se f e g = f sao analiticas, entdo f € constante.
Exercicio 9 Resolva a equagdo diferencial f' — af =0, definida numa regiado G.

Exercicio 10 Mostre que as fungoes hiperbdlicas

1 1z —1z . _ 1 iz —iz
cosh(z) = 5(6 +e**) e sinh(z) = 21,(6 e "?)
sao holomorfas.
Exercicio 11 Utilizando o ramo principal de 2 calcule:
(a) 2V2. (b) 1°. (c) (5i)1Hi.

Exercicio 12 Determine os pontos onde as fungdes abaizo sdo derivdveis e encontre as derivadas.

(a) cos(z). (¢) xy+iy. (e) e ¥Y(cosx + isenx).

(b) e, (d) 1/z. (f) $2j_y2 _ix2iy2'



Exercicio 13 Obtenha o ramo da fungdo

Exercicio 14 Calcule [ f(2)dz:
(a) [(2) = 22, 4(t) = ¢, 0 < £ < 2, (¢) F(2) = 2/(2 + 1), 4(t) = /46", 0 < 1 < 27,
(b) f(z)=z/(z+1), y(t) =3¢, 0 <t < 27; (d) f(z)=2z/(2+1), y(t) = 5i+e, 0 <t < 27,
Exercicio 15 Calcule f,y f(2)dz, utilizando a férmula de Cauchy:

(a) f(z) =224+1/(z+2), v(t) =3, 0<t < (b) f(z2)=¢€*/(22=1), v(t) =¥, 0 <t < 27
27

Exercicio 16 Mostre que fv ek? /zdz = 2mi, sendo k constante e y(t) = €, 0 < t < 27. Use este
resultado para mostrar que

/ "W cos(ksen(t))dt = T
0

Exercicio 17 Seja f : Q — C holomorfa, com Q simplesmente conexo. Suponha que exista a € Q) tal
que | f(a)| < |f(2)| para todo z € Q. Mostre que, ou f(a) =0, ou f é constante.

Exercicio 18 Considere y(t) = re', t € [a,7] e

I(r) :LZ

Mostre que I(r) — 0, quando r — oo.
Exercicio 19 E possivel obter a regra da integracio por partes? E possivel obter a regra de L’Hopital?

Exercicio 20 Suponha que f : C — C ¢ uma funcgdo inteira tal que existem M >0, R>0en > 1
tais que |f(z)] < M|z|", para todo |z| > R. Mostre que f é um polinémio de grau n.

Exercicio 21 Suponha que f : R — C é uma fungio definida numa regigo R C C. Se existe f)(z),
VzeR epara cada 1 <k <n e f*%) =0, entio f ¢ um polinémio de grau no mdzimo n — 1.

Exercicio 22 Suponha que f : R — C é uma fung¢ao definida numa regisgo R C C tal que f(z) # 0,
para cada z € R. Se Blzy,r] C R, mostre que

27 )
Inl o)l = 5= [ lf o+ 7t

n

Exercicio 23 Considere um polinémio p(s) = ag + a1s + ... aps"™ € o operador diferencial

p(f) = aof +arfY + . anf™
definido para funcdes analiticas.

(a) Mostre que p é um operador linear.



(a) Prove que p(e) = p(N\)e . Em particular, se p(\) = 0, entio e

cial p(f) = 0.

(¢c) Mostre que p(zf) = zp(f) + p'(f). Assim, se X é uma raiz de ordem 2 do polindmio p, entdo
p(27e*?) = 0, para cada j € {0,... k—1}.

€ solucao da equacao diferen-

(d) Mostre que
T =p (3500)

dz" dzn

Conclua que se p(s) = p1(s)p2(s) (produto de dois polinémios), entao

p(f) = p1(p2(f)) = p2(p1(f))-

(e) Suponha
p(s) = (s =A)F . (s = Ap)kn

tal que \; # Xj, 1 £ k, e kj > 1. Mostre que toda fungao da forma

n (k-1
HOEDY (Z %ZEGA’Z) (1)

j=1 \ £=0
é solugao de p(f) = 0.

(f) Suponha que p(s) tem graw > 1. Dado zy € C, mostre que a tinica soluc¢do analitica da equacao
p(f) = 0 que satisfaz
flz0) = fW(z0) = ... f1" D(z9) =0

é a fungao identicamente nula. Conclua que p(f) possui tinica solugdo satisfazendo
f(z0) = co, fW(z0) =c1, ... f" VD (20) = coor,
sendo ¢, constantes dadas.

(9) Dadas m fungoes analitcas fi,..., fm defina

{11)(,2) .. f(nf)(z)
W(z) = det = I :(z) B :(Z)
V@) V)

Mostre que se fi,..., fm sao solugdes de p(f) =0, entdo
W (z) = e 9m=1E200 11/ ().

(h) Sejam p e fi,..., fm como acima. Suponha W(zg) # 0. Prove que, dados cg,c1,Cm—1, eriste
inica solugdo da equagio p(f) =0 da forma

f=bfi+..  bnfm
tal que
F(z0) = co, fP(20) =c1, ... f" D (20) = cnr.
(i) Suponha
p(s) = (s=A)F . (s = Ap)kn
tal que N\j # N\j, i # k, e kj > 1. Prove que as solugdes de p(f) =0 sao da forma (1).



