Céculo 2 - CMM 042 - Eng. de Producao

Fernando de Avila Silva

Classificac@o de Pontos Criticos



APLICACOES DE DIFERENCIABILIDADE

04/10

1. Pontos criticos;
2. Polindémio de Taylor;
07/10
1. Formas quadriticas;
2. Matriz Hessiana;

3. Classificagdo de pontos criticos



|—Méximos e Minimos

Pontos criticos

Considere uma funcio f : A C R> = Re a € A, sendo A um conjunto aberto.
Dizemos que a € um ponto de:



|—Méximos e Minimos

Pontos criticos

Considere uma funcdo f : A C R> = Re a € A, sendo A um conjunto aberto
Dizemos que a € um ponto de:

(a) minimo local de f se existe § > 0 tal que

x€ANB(a,8) — fla) <f(x);



|—Méximos e Minimos

Pontos criticos

Considere uma funcdo f : A C R> = Re a € A, sendo A um conjunto aberto
Dizemos que a € um ponto de:

(a) minimo local de f se existe § > 0 tal que
x € ANB(a,0) — f(a) <f(x);
(b) mdximo local de f se existe & > 0 tal que

x€ANB(a,8) — f(x) <fla);

N



LMaximos e Minimos

Pontos criticos

Considere uma funcdo f : A C R> = Re a € A, sendo A um conjunto aberto
Dizemos que a € um ponto de

(a) minimo local de f se existe § > 0 tal que

¥ €ANB(a,6) — f(a) <f(x);
(b) mdximo local de f se existe & > 0 tal que

x€ANB(a,8) — f(x)

x) < f(a);
(c) um ponto critico se f ¢é diferenciavel e vale

vt = (L. L) = 00




e
|—Méximos e Minimos

Theorem

Se f é diferencidvel e a € A é um ponto de minimo (ou mdximo), entdo a é um ponto
critico.



R

|—Méximos e Minimos

Theorem

Se f é diferencidvel e a € A é um ponto de minimo (ou mdximo), entdo a é um ponto
critico.

Example
Considere as fungdes f, g, i : R* — R dadas por

fly) =2+, glx,y) = —x> =y e h(x,y) =x" -y



|—Polin6mio de Taylor

Polindmio de Taylor de ordem 1

DA



L Polindmio de Taylor

Polindmio de Taylor de ordem 1

Theorem

h= (hl, h) € R? tal que a + h € A. Neste caso, podemos escrever
fla+h) =f(a)

Sejaf : A C R* = R uma funcdo de classe C* no aberto A. Fixado a € A considere

(Vf(a), k) + r(h)

0, 0
=fla)+ a—ﬁ(a) “hi + 8—];(a) hy + r(hi, o)
sendo que lim;,_ % =0.



|—Polin6mio de Taylor

implica em

fxy)=f(a) +

of

0.

L@ (= x0) +

Jy

» Podemos entdo escrever a = (xo,y0) € (x,y) = (xo + 1, y0 + h2) 0 que

(@) - (y = yo) + r(x = x0,y = y0)



L Polinomio de Taylor

implica em

» Podemos entdo escrever a = (xo,y0) € (x,y) = (xo + 1, y0 + h2) 0 que

_ o _ <)
Fle) =(@) + @) (=) + 5
» Obtemos ainda o polindmio

(@) - (y = yo) + r(x — x0,y — yo)

Plry) =fla) + 2

of
PAON (x —x0) + 5(“) ~(y— o)



L Polindmio de Taylor

implica em

» Podemos entdo escrever a = (xo,y0) € (x,y) = (xo + 1, y0 + h2) 0 que

fooy) =fl@)+ L

7 (@) (= x0) + 87(“) (v =y0) +r(x —x0,y — y0)
» Obtemos ainda o polindmio

Plry) =fla) + 2

ox

(@) (s =) + 2 (@) (7 =30)
Importante:

a = (xo, o)

Estas duas expressdes valem, a priori, para (x, y) numa vizinhanga do ponto




|—Polin6mio de Taylor

Exemplo: f(x,y) = In(x+y)ea = (1/2,1/2)

o F = E E 9DAC¢



|—Polin6mio de Taylor

Exemplo: f(x,y) = In(x+y)ea = (1/2,1/2)

> Neste caso, obtemos para (x,y) préximo de (1/2,1/2):

f,y)=x+y—1+rx—1/2,y—-1/2).

=} F = = E DA



L Polinomio de Taylor

Exemplo: f(x,y) = In(x+y)ea = (1/2,1/2)

> Neste caso, obtemos para (x,y) préximo de (1/2,1/2):

fooy) =xty—T4rx—1/2,y-1/2).
» O Polindémio de Taylor de ordem 1 no ponto a = (1/2,1/2) é

P(x,y) =x+y— 1.



L Polindmio de Taylor

Exemplo: f(x,y) = In(x+y)ea = (1/2,1/2)

> Neste caso, obtemos para (x,y) préximo de (1/2,1/2):

fooy) =xty—T4rx—1/2,y-1/2).
» O Polindémio de Taylor de ordem 1 no ponto a = (1/2,1/2) é

Plr,y) =x+y- L
» Por exemplo:




|—Polin6mio de Taylor

Polindmio de Taylor de ordem 2

DA



L Polindmio de Taylor

Polindmio de Taylor de ordem 2

Theorem

Sejaf : A C R* — R uma fungdo de classe C” no aberto A. Fixado a € A considere
fla+h)

3
h= (hl, hy) € R” tal que a + h € A. Neste caso, podemos escrever

2
0+ w3 2
sendo que limy,_ (h)

=0.
[1A]J?

< hily + r(h),




|—Polin6mio de Taylor

» Pondo a = (xo,y0) € (x,y) = (xo + /1, y0 + h2) obtemos:

DA



L Polinomio de Taylor

» Pondo a = (xo,y0) € (x,y) = (xo + /1, y0 + h2) obtemos:

1 [8% ) f
t3 (g @ o)+ 25
+ r(x — xo0,y — yo)

16) =1(@ + (@) (=) + Fa) - = o)+

<a>.<x—xo><y-yo>+‘g‘—y{@«y-yg)z +



L Polindmio de Taylor

» Pondo a = (xo,y0)

e (x,y) = (xo + h1,y0 + h2) obtemos
16) =1(@ + (@) (=) + Fa) - = o)+
1 [6%f 5 Pf
+ 2 W(a) - (x = x0) +28x8y a
+ r(x — X0,y — Yo)
e também

(@) (= 3)(y — 30) + 2

6—y2(a)~(y—yo)2 +
o

Px,y) =f(a) + 5-(a) - (x = x0) y(a)'(y—y0)+
+% %(a).(x—xo)z—i—Zaigy a

(@ (=)= 30) + TL (@) (v = y0)




L Polindmio de Taylor

e (x,y) = (xo0 + h1,yo + h2) obtemos:

» Pondo a = (xo,y0)

L@ (=) + F@) - =)+
43 |52 @ (=30 + 255 @) (=306 =) + G0 &=y +

+ r(x — X0,y — ¥o)

f(x,y) :f( )

e também
P3) = (@) + (@) (6= 30) + (@) (=)
9 9* 9
43 5@ =30 + 2575 (=306 = 30) + @ (=30’
Importante:
)

Ambas expressdes valem, a priori, para (x, y) numa vizinhanga do ponto a = (xo, yo
[m] =l =



|—Polin6mio de Taylor

Exemplo: f(x,y) = In(x+y)ea = (1/2,1/2)

o F = E E 9DAC¢



L Polinomio de Taylor

Exemplo: f(x,y) = In(x+y)ea = (1/2,1/2)

» Neste caso, obtemos para (x,y) préximo de (1/2,1/2):

£ (63) = by 13 [ = 127 + (= 1/27) = (e=1/2)5-1/2)

o F = E £ DA



L Polindmio de Taylor

Exemplo: f(x,y) = In(x+y)ea = (1/2,1/2)

» Neste caso, obtemos para (x,y) préximo de (1/2,1/2):
1
floy) =xty=1=3 [(x = 1/2)" + (v = 1/2)’] = (x=1/2) (y=1/2) +r-
» O Polindmio de Taylor de ordem 1 no ponto a = (1/2,1/2) é

P(x,y) =X+y—1—% [(x = 1/2)* + (v = 1/2)°] = (x—1/2) (v 1/2).



L Polinomio de Taylor

Exemplo: f(x,y) = In(x+y)ea = (1/2,1/2)

» Neste caso, obtemos para (x,y) préximo de (1/2,1/2):
1
floy) =xty=1=3 [(x = 1/2)" + (v = 1/2)’] = (x=1/2) (y=1/2) +r-
» O Polindmio de Taylor de ordem 1 no ponto a = (1/2,1/2) é

P(x,y) =X+y—1—% [(x = 1/2)* + (v = 1/2)°] = (x—1/2) (v 1/2).

/

11
P<2,01’2,01

» Por exemplo:

[\
—
‘ -

01’

\S]

.01

) ~ —0,00498754
) ~ —0,00498750



L Polindmio de Taylor

Como classificar pontos de maximo e minimo?

» Supondo f de classe C* e a = (xo, yo) um ponto de maximo:

1[0? 0? 0?
oo+ hon+8) = (@) =3 | 5@ 1+ 250 L @nk 5

i () ()00

sendo Hy(xo,yo) a matriz (simétrica)

\S]

O*f o
B @(XOJO) 9x0 ( 07)’0)
Hf(-x()vyO) - aZf 82

(a )-kz] + r(h, k)




L Polinomio de Taylor

Exemplos

Para as fungdes

fly) =x 4+ glr,y) = —x*—) e h(x,y) =x"—y
temos

(H;(0,0) - (h,k)", (h,k)") = 2(h* + k%),
(H;(0,0) - (h, k)", (h,k)") = —2(K* + k),
(H(0,0) - (k)" (h, k)") = 2(W* — K7).

2



L Aula do dia 07/10

Generalizacdo

Considerando uma funcdo de classe C* e as notagdes

df(a) -v= %-a,,
2 2 of
df(a) Vv = ; axlaxj C!,Oéj,
of
3 3
d'f(a) v = Z o
podemos escrever

sendo

)

P AT

Flatv) = fla) = df(@) - v+ 30F(@) - + 35dF (@) -V + ),



e
L Aula do dia 07/10
L Forma quadratica
;

Considere uma matriz simétrica

an

:
app  an
A= , 12 = aj.
as;

2 2
H(V) = <A : vT7VT> = Zzal] Qi
sendo v = (i, a2).

i=1 j=I

Uma forma quadradica, definida por A, é uma fun¢io H : R?> — R definida por



e
L Aula do dia 07/10
L Forma quadratica
;

Considere uma matriz simétrica

an

:
app  an
A= , 12 = aj.
as;

2 2
H(V) = <A : VT7VT> = Zzal] Qi
sendo v = (i, a2).

i=1 j=1
Example

Uma forma quadradica, definida por A, é uma fun¢io H : R?> — R definida por

N



L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R é:

(a) nido-negativa se H(v) > 0, para todo v € R?;



L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R é:

(a) ndo-negativa se H(v) > 0, para todo v € R?

(b) positiva se H(v) > 0, para todo v € R? \ {0}

)

s



L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R é:
(a) ndo-negativa se H(v) > 0, para todo v € R?
(b) positiva se H(v) > 0, para todo v € R? \ {0}

(c) ndo-positiva se H(v) < 0, para todo v € R?;

s

N



L Aula do dia 07/10

L Forma quadratica

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R é:
(a) ndo-negativa se H(v) > 0, para todo v € R?;
(b) positiva se H(v) > 0, para todo v € R* \ {0};
(c) ndo-positiva se H(v) < 0, para todo v € R?;
(d) énegativa se H(v) < 0, paratodo v € R?\ {0};




L Aula do dia 07/10

L Forma quadratica

Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadratica em R é:
(a) ndo-negativa se H(v) > 0, para todo v € R?;
(b) positiva se H(v) > 0, para todo v € R* \ {0};
(c) ndo-positiva se H(v) < 0, para todo v € R?;
(d) é negativa se H(v) < 0, paratodo v € R*\ {0};
(e) éindefinida se existem v, u € R tais que H(v) < 0 e H(u) > 0.

u]
]
I
w
i




L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Teorema de Schwarz

Theorem

&f >f
Gxay( y) = Byax( %),

Sejaf : A C R*> — R uma funcdo de classe C2. Entdo, vale a igualdade

para todo (x,y) € A.



L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Matriz Hessiana

Considere f : A C R*> — R uma fungio de classe C>. Definimos a matriz Hessiana
de f no ponto (x,y) por

0 9
| FEen ey
Hf(x7 y) - 62f aZf
m(% y) 67)72()(’ ¥)



L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Matriz Hessiana

Considere f : A C R*> — R uma fungio de classe C>. Definimos a matriz Hessiana
de f no ponto (x,y) por

s &
| S S
Hf(x7 y) - 82f 82f
Remark

87y2 (x,y)
forma quadrdtica

Como f é de classe C?, entdo Hy(x,y) € simétrica. Nesse caso, estd bem definida a

Hf(xv y) . V2 = <Hf(x7 y)vT7 VT>




L Aula do dia 07/10

Forma quadrética

Para as fungdes

temos

f(x,y) :x2 +y2, g(x,y) = —x2 _y2 . h(x,y) :xz _y2

Q>



L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Exemplos

Para as fungdes

flny) =2+, gx,y) = = =y e h(x,y) =2 —
temos

> H;(0,0) -v* = 2(a* + %), forma positiva;



L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Exemplos

Para as fungdes

fly) =2+, glx,y) = -2 =y e h(x,y) =x"—y
temos

> H;(0,0) -v* = 2(a* + %), forma positiva;

> H,(0,0) v’ = —2(a* 4 4%), forma negativa;

2



L Aula do dia 07/10

Forma quadratica

Exemplos

Para as fungdes
temos
> H;(0,0) -v* = 2(a* + %), forma positiva;

> H,(0,0) v’ = —2(a* 4 4%), forma negativa;

> H,(0,0) -v* = 2(a? — £?), forma indefinida;

fy) =2+, glx,y) = —x* =y e h(x,y) =x" -y

N



L Aula do dia 07/10

Classificacdo de pontos criticos: Parte 1

Theorem

Sejam f : A C R* — R de classe C* e a € U um ponto critico.

DA



L Aula do dia 07/10

Classificacdo de pontos criticos: Parte 1

Theorem

Sejam f : A C R* — R de classe C* e a € U um ponto critico.

(a) Hy(a) positiva = a é um ponto de minimo local;



L Aula do dia 07/10

Classificacdo de pontos criticos: Parte 1

Theorem

Sejam f : A C R* — R de classe C* e a € U um ponto critico.

(a) Hy(a) positiva = a é um ponto de minimo local;

(b) Hy(a) negativa = a é um ponto de mdximo local;



L Aula do dia 07/10

Classificacdo de pontos criticos: Parte 1

Theorem

Sejam f : A C R* — R de classe C* e a € U um ponto critico.

(a) Hy(a) positiva = a é um ponto de minimo local;

(b) Hy(a) negativa = a é um ponto de mdximo local;

(¢) Hy(a) indefinida = ando é ponto de mdximo e nem minimo local;

N



L Aula do dia 07/10

LClassii‘icag;;‘lo de pontos criticos: Parte 1

Theorem
Sejam f : A C R* — R de classe C* e a € U um ponto critico.

(a) Hy(a) positiva = a é um ponto de minimo local;
(b) Hy(a) negativa = a é um ponto de mdximo local;

(¢) Hy(a) indefinida = ando é ponto de mdximo e nem minimo local;

Remark
Sef: A CR>— Réde classe C* e a é um ponto de minimo local, entdo Hy(a) é
ndo-negativa.

Remark
Sef:A CR? — Réde classe C* e a é um ponto de mdximo local, entdo Hy(a) é
ndo-positiva.



L Aula do dia 07/10

Classificagdo de pontos criticos: Parte 2

Considere uma fungdo f : A C R* — R de classe C* e Hy(x,y) sua matriz Hessiana
num ponto (x,y). A fungio

¢é chamada de hessiano de f.

A > (x,y) — det Hy(x,y)
Theorem

Sejam f : A C R* — R de classe C* e a € U um ponto critico

N



L Aula do dia 07/10

Classificagdo de pontos criticos: Parte 2

Considere uma fungdo f : A C R* — R de classe C* e Hy(x,y) sua matriz Hessiana
num ponto (x,y). A fungio

A > (x,y) — det Hy(x,y)
¢é chamada de hessiano de f.
Theorem

(@) f(

Sejam f : A C R* — R de classe C* e a € U um ponto critico

a) > 0edetHf(a) > 0 = a éum ponto de minimo local;




L Aula do dia 07/10

Classificagdo de pontos criticos: Parte 2

Considere uma fungdo f : A C R* — R de classe C* e Hy(x,y) sua matriz Hessiana
num ponto (x,y). A fungéo

¢é chamada de hessiano de f.

A > (x,y) — det Hp(x,y)
Theorem

2
(a) of

Ox?
0
(b)

Sejam f : A C R* = R de classe C* e a € U um ponto critico.

(a) > 0 edet Hy(a) > 0 = aé um ponto de minimo local;

2
87)6]; (a) < 0edetHy(a) >0 = aéum ponto de mdximo local,;




L Aula do dia 07/10

LClassii‘icag;;‘lo de pontos criticos: Parte 2

Considere uma fungdo f : A C R* — R de classe C* e Hy(x,y) sua matriz Hessiana
num ponto (x,y). A fungéo

A > (x,y) — det Hp(x,y)

¢é chamada de hessiano de f.

Theorem
Sejam f : A C R* = R de classe C* e a € U um ponto critico.
of
Ix2
82

) 5L

(¢) det Hi(a) <0 = ando é ponto de mdximo e nem minimo local;

(a) (a) > 0 edet Hy(a) > 0 = aé um ponto de minimo local;

(a) < 0edetHf(a) >0 = aéum ponto de mdximo local;



L Aula do dia 07/10

LClassiﬁcag:;‘lo de pontos criticos: Parte 2

Considere uma fungdo f : A C R* — R de classe C* e Hy(x,y) sua matriz Hessiana
num ponto (x,y). A fungéo

A > (x,y) — det Hp(x,y)

é chamada de hessiano de f.

Theorem
Sejam f : A C R* = R de classe C* e a € U um ponto critico.
of
Ix2
82

) 5L

(¢) det Hi(a) <0 = ando é ponto de mdximo e nem minimo local;

(a) (a) > 0 edet Hy(a) > 0 = aé um ponto de minimo local;

(a) < 0edetHf(a) >0 = aéum ponto de mdximo local;

(d) Se det Hy(a) = 0, entdo nada pode ser afirmado.



L Aula do dia 07/10
Classificagdo de pontos criticos: Parte 2

Exemplos

Para as fungdes

fny) ="+, glx,y) = —x" =y e h(x,y) =x — )
temos



L Aula do dia 07/10
Classificagdo de pontos criticos: Parte 2

Exemplos

Para as fungdes

temos

2
» Of

fny) ="+, glx,y) = —x" =y e h(x,y) =x — )
Ox?

(0,0) =2 e det Hf(0,0) =4 = (0,0) é um ponto de minimo local

s



L Aula do dia 07/10

Classificagdo de pontos criticos: Parte 2

Exemplos

Para as fungdes

fny) ="+, glx,y) = —x" =y e h(x,y) =x — )

temos
of . -
> el (0,0) =2 e det Hf(0,0) =4 = (0,0) é um ponto de minimo local;
82
> e (0 0) = —2edet Hy(0,0) =4 = (0,0) é um ponto de maximo local;

N
0
i)



L Aula do dia 07/10

LClassii‘icag;?lo de pontos criticos: Parte 2

Exemplos

Para as fungdes

fny) ="+, glx,y) = —x" =y e h(x,y) =x — )

temos
Of
> el (0,0) =2 e det Hf(0,0) =4 = (0,0) é um ponto de minimo local;
82
> e (0 0) = —2edet Hy(0,0) =4 = (0,0) é um ponto de maximo local;
82
> e (0,0) =2 e det Hy(0,0) = —4 = (0,0) ndo ¢ maximo e nem minimo;

u]
]
I
w
i




L Aula do dia 07/10

Classificagdo de pontos criticos: Parte 2

Aplicagdo

Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com a forma de um
paralelepipedo-retangulo e com 17> de volume. O material a ser utilizado nas

laterais custa o triplo do que serd utilizado no fundo. Determine as dimensdes da
caixa que minimiza o custo do material.
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