Calculo 2

Professor:
Fernando de Avila Silva
Departamento de Matemética - UFPR

LISTA 1: O espago R" e fungdes de varias varidveis

1 O espaco R"

Exercicio 1 Sejam © = (z1,...,2,) € R", ||z]| = V2l +... +22 e (v,y) = D i1 LYy, comy =
(Y1,..-,Yn). Mostre que:

1. ||z|| = 0 se, e somente se, z = (0,...,0);

2. | <my > [ < [lllllyll;

Co

S <xy> | =|z||llyl se, e sd se, x = ay, para algum o € R;

(ax +y,w) = a{z,w) + (y,w), para quaisquer z,y,w € R e todo a € R;
Nyl < x|l + |yl (quando vale a igualdade?);

Nz =yl < =l + llyll;

Ml = TyliF < = = yll

B =N S LA

- IX - 2] = |Al||z]l, para qualquer X € R;

Ne

Nl < lll, pra cada j € {1,...,n};
Dica: Tente fazer primeiramente para o caso n = 2.

Exercicio 2 Determine a equagao da reta que passa pelo ponto (1,—1) e que seja perpendicular a reta
20 +y=1.

Exercicio 3 Determine a equagdo do plano que passa pelo ponto (1,1,1) e que seja perpendicular ao
vetor (2,1, 3).

Exercicio 4 Calcule a norma dos vetores abaizo:
(a) u=(1,2)
(b) u=(0,1,2)

(¢c) u=(2,1,3)



1.1 Desafios

Exercicio 5 Sejam x = (z1,...,7,) € R" e [|7]|oc = maxjcqy . ) [75]-
1. Mostre que ||z||s satisfaz as propriedades 1, 5, 8 ¢ 9 do exercicio (1).
2. Faga um esbogo do conjunto Boo(0,1) = {x € R?; ||z|o < 1}.

Exercicio 6 Um par de vetores x = (x1,72) e y = (y1,y2) pertencentes ao R? ¢ dito linearmetne
independente se a unica solug¢ao da equagio ax + By =0 for a = =0.

1. Mostre que x,y é um par linearmetne independente se, e somente se,

r T2

0
Yy Y2 7

2. Reescreva esse resultado no caso de 3 vetores em R3.

3. Reescreva esse resultado no caso de n vetores em R™.

Exercicio 7 Uma transformacao linear entre os espacos R™ e R™ é uma funcdo T : R® — R™ que

satisfaz as sequintes condigdes:
o L(z+y) = L(x) + L(y), Va,y € R",
o L(A\x) =AL(z), Vz € R" e VA € R.

1. Considere Apxn uma matriz real. Mostre que a fung¢io Ty : R™ — R™ definida por Ta(x) = A-x
¢ uma transformagao linear. (A notacdo A - x indica o produto usual de matrizes.)

2. Mostre que se T : R™ — R™ ¢ uma transformacdo linear, entio existe uma matriz Amxn tal que
Ta(z)=A-x.

3. Suponha n = m. Mostre que a transformagao linear Ta(x) = A - x € injetiva se, e somente se,

det(A) # 0.

2 Funcoes de varias variaveis

Exercicio 8 Considere f: Dy C R? — R dada por

r+y
x—y

fz,y) =
(a) Obtenha o dominio Dy e faga um esbogo;
(b) Calcule f(2,3), f(a+b,a—0b)
Exercicio 9 Considere f : R? — R dada por
f(z,y) = 3z + 2y.

Cualcule os sequintes valores

(a) f(1,-1)



(4) f(a,7)
(o Lt ) = Jap)

f(z, y+h) f(z,y)

(d)
Exercicio 10 Considere f : Dy C R? — R dada por
fl@y)=vy—z+V1-y.
Obtenha o dominio Dy e fagca um esbogo;
Exercicio 11 Considere f : Dy C R? — R dada por
fla,y) = Vy — a2
Obtenha o dominio Dy e fagca um esbogo;
Exercicio 12 Considere f: Dy C R? — R dada por
f(z,y) =In(22% + 4% - 1)
Obtenha o dominio Dy e faga um esbogo;

Exercicio 13 Considere f : Dy C R? = R dada por

_ r—y
f,y) = sen(z) — sen(y)

Obtenha o dominio Dy e faga um esbogo;
Exercicio 14 Considere f: Dy C R3 — R dada por
f(z,y,2) =In(z® + 4% + 2%)
Obtenha o dominio Dy e faga um esbogo;

Exercicio 15 Considere f : Dy C R3 = R dada por

fla,y,2) = /1= o] =yl ||
Obtenha o dominio Dy e fagca um esbogo;

Exercicio 16 Uma funcio f: A C R? — R ¢ dita homogénea de grau \ se

f(tl‘aty) = t)\f($,y),

para todo t > 0 em todos os pontos (x,y) € A tais que (tx,ty) € A.
Verifigue que as sequintes fungdes s@o homogénas e obtenha o grau.

(a) f(z,y) =3a*+5zy+y°

x

xrevy

(b) f(z,y) = m



Exercicio 17 Desenhe as curvas de nivel da funcdo f : R?> — R dada por f(x,y) = x> +y%. Esboce o
grifico de f.

Exercicio 18 Considere f : Dy C R*> — R dada por

1

f(m,y):m-

(a) Determine o dominio e a imagem de f.
(b) Desenhe as curvas de nivel.

(¢) Esboce o grifico.

Exercicio 19 Desenhe as curvas de nivel.

(a) fl,y) =1—a®—y?

(a) f(z,y) =4a® + y?

(a) f(z,y) = (x—y)*>,x>0ey>0
(a) f(2,y) = =i

2.1 Desafios

Exercicio 20 Suponha que f : R> — R é uma fungdo linear (veja exercicio (7)). Supondo que
f(1,0) =2 e f(0,1) = 3, obtenha f(x,y).

Exercicio 21 Suponha que f : R> = R seja uma funcio homogénea tal que
f(a,b) =0, ¥(a,b) € R? tal que a®+b*=1. (1)
(a) Qual o signficado geométrico de (1)?
(b) Mostre que f(x,y) =0, para qualquer (x,7) € R2.
Exercicio 22

Definicao 1 Sejam f wma fungdo com dominino DfR2 e A C Dy. Dizemos que (xo,y0) € A € um
ponto de minimo de f em A se vale

f(zo,y0) < f(z,y), V(z,y) € A.

(a) Qual deve ser a defini¢ao de ponto de mdzimo?
(b) Sejam f :R? — R dada por f(z,y) =2x+y e o conjunto

A={(z,y) eRY 2? +y* =1}

Utilizando argumentos geométricos, determine, caso existam, os valores mdzimo e minimo de f
em A.

Exercicio 23 Duas superficies de nivel de uma fun¢do podem se interceptar?



