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LISTA 6: Pontos criticos, polindmio de Taylor e multiplicadores
de Lagrange

1 Pontos criticos
Exercicio 1 Determine os pontos de mdzimo e minimo das fungoes abaizo:
(a) f(z,y) =2” + 3zy + 4y* — 62 + 2y;
(b) f(z,y) =a®+ 2xy +y* — 5a;
(c) f(z,y) =2®++y° — 5z + —5y;
Exercicio 2 Determine o ponto do plano x + 2y — z = 4 que se encontra mais préximo da origem.

Exercicio 3 (Método dos minimos quadrados) Dadosn pares de nimeros (ay, b1), (ag,b2), ... (an,byn),
com n > 3, em geral nao existird uma funcgao real f(x) = ax + [ cujo grdfico passe por todos esses

n pontos. Entretanto, podemos determinar f de modo que a soma dos quadrados dos erros f(a;) — b;

seja minima. Com base nessa informacgées determine o e 3 tais que a soma

n

E(a,8) = [f(a:) = bi]

=1
seja minima.
Exercicio 4 Determine, pelo método dos minimos quasrados, a reta que melhor se ajusta aos pontos:
(a) (1,3),(2,7) e (3,8);
(b) (0,1),(1,3),(2,3) e (3,4);

Exercicio 5 Determinado produto apresenta uma demanda y (em milhares) quando o prego, por uni-
dade, é x (em reais). Foram observados os sequintes dados:

x|y
5100
6] 98
7195
8] 94

(A tabela diz que ao preco unitdrio de § reais a demanda foi de 100.000 unidades....)

(a) Determine, pelo método dos minimos quasrados, a reta que melhor se ajusta aos dados observados.

(b) utilizando a reta encontrada no item a), faca uma previsaio para a demanda quando o preco, por
unidade, for 10 reais.



Exercicio 6 Determinada empresa produz dois produtos cujas quandidade é representada por x e y.
Tais produtos sao oferecidos ao mercado consumidor a pregos unitdrios p1 e p1, respectivamente, con-
forme as equacdes

pi(xr) =120 — 2z e po(x) =200 — y.

O custo total da empresa para produzir e vender quantidades x e y € dado por
C(z,y) = 22 + 2> + 2zy.

Admitindo que toda a producdo € vendida, delermine a produ¢do que mazimiza o lucro.

2 Polinémio de Taylor

Exercicio 7 Determine os polinémios de Taylor de ordem 1 das fun¢des abaizo em wvolta do ponto
(z0,y0) dado.

(a) f(z,y) =" e (z0,50) = (0,0).
(b) f(z,y) =a*+y* —2® + 4y e (zo,y0) = (1,1).
(c) f(z,y) = sen(3z +4y) e (zo,y0) = (0,0).

Exercicio 8 Sejam f(z,y) = €*%Y e P(z,y) o polindmio de Taylor de ordem 1 em wolta do ponto
(0,0).

(a) Mostre que se x 4+ by < 1, entdo

3
ey _ P(z, y)’ < 5(56 + 5y)2

(b) Awvalie o erro que se comete na aproximagao
"t x P(z,y),
comx =0,01 ey =0,01.

Exercicio 9 Determine os polinémios de Taylor de ordem 2 das fungdes abaizo em wvolta do ponto
(z0,y0) dado.

(a) f(x,y) = zsen(y) e (x0,y0) = (0,0).
(b) f(z,y) =a*+ 22y +3y° + z —y e (zo,y0) = (1,1).

Exercicio 10 Sejam P(xz,y) o polinémio de Taylor de ordem 2 de f(x,y) = xsen(y) em wvolta do
ponto (0,0). Mostre que

) = Pl < 2 [lal+ S
para todo (x,y) com |x| < 1.
Exercicio 11 Obtenha os pontos criticos das fungoes abaizo:
(a) f(z,y) =22 +y* =22y + 2 —y.
(b) f(z,y) =a® —y* +ay=>5.

(c) flz,y) =a*+y* + 4z +4y.



3 Multiplicadores de Lagrange

Exercicio 12 FEstude a func¢do dada com relacdo a mdzimos e minimos no conjunto dado.

(a) f(z,y) =3z —y, com
A={(z,y) GRQ;xZO,yZO,yf:Bg?) e x+y <4}
(b) f(z,y) =3z —y, com
A= {(z,y) e R%a? +y* < 1}.
Exercicio 13 Determine (z,y), com 2% + 4y < 1, que mazimiza a soma 2z + 3.

Exercicio 14 Suponha que T(z,y) = 4— 2% —y? represente uma distribuicio de temperatura no plano.
Seja
A={(z,y) eR{Lz >0,y >z e x+2y <4}

Determine o ponto de A de menor temperatura.

Exercicio 15 Dé exemplo de uma fungdo continua num conjunto limitado que ndo possua valor md-
TiMmo nesse conjunto.

Exercicio 16 FEstude a funcdo dada com relacdo a mdzrimos e minimos sequndo as restri¢ées dadas.
(a) f(z,y) =3z +y, comz?+2y*> = 1.
(b) f(z,y) =2%+2y% com 3z +y=1.

Exercicio 17 Determine o ponto da reta x + 2y = 1 cujo produto das coordenadas seja mdzimo.

DESAFIOS

Considere verdadeiro o seguinte resultado:

Teorema 1 Seja f : U C R? = R uma fungio de classe C? no aberto U. Fizado a € U considere
h = (h,k) € R? tal que a+h € U. Neste caso:

f(zo+ h,yo + k) = f(xo,y0) + %(x(]vy()) ~h+ gjyc(%,yo) -k + E(h, k),

sendo an an an
1 _ — 1.2
3 | 922 D20y (T, y)hk + 673/2(95,3/)’9 ;

para algum (T,y) no interior do segmento de extremidades (xo,yo) e (xo + h,yo + k).

(Z,7)h? + 2

E(h, k) =

Exercicio 18 Seja (0, o) um ponto critico de uma funcao f(x,y) de classe C? numa bola B centrada
em (xo,y0). Prove, utilizando o teorema acima, que para todo (x,y) € B, existe (T,7) interno ao
segmento de extremidades (xo,yo) e (z,y) tal que

L[of
2 | Ox2

2 2
Fa9) = Flao, ) = 5 | 5H@D) - (0= a0 + 25 L @0) - (2 = 20)(y — ) + 5 5 @0) - (0~

Exercicio 19 Sejam f(x,y) = ax?® + bxy + cy? + dx + ey +m, sendo a,b, c,d, e constantes, e (zo, o)
um ponto critico de f. Utilizando o exercicio anterior, resolva os sequintes problemas:



(a) Mostre que
f(z 4 z0,y +10) — f(x0,y0) = ah® + bhk + ck?, ¥Y(h, k) € R%

(b) Supondo a >0 e b*> — dac < 0, entdo
f(@+ 20,y +y0) > fzo,yo) V(h, k) € R*\ {(0,0)}.

(¢) Como € o grifico de [?



