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LISTA 7 - Diferenciabilidade

1 Funcoes diferenciaveis em R

Exercicio 1 Considere f1, fo, ..., fn fungdes diferencidveis num ponto xg. Obtenha as sequintes deri-
vadas:
(a) (fi+fot...+ fo) (20); (b) (f1- fa- f3)'(0); (c) (fi- fa.. fn) (x0);
Supondo f1 = fo = ... = f, obtenha (™) (xo). Aplique este resultado para obter a derivada de
g(x) = a".

Exercicio 2 Suponha f: R — R derivdvel, tal que f(tx) = tf(x), para quaisquer t,x € R. Prove que
f(z) = f'(0)x, para todo x € R. De

Exercicio 3 Suponha f : R — R k vezes derivdvel, tal que f(tz) = t*f(x), para quaisquer t,z € R.
Prove que f(z) = [f*)(0)/k!|2*, para todo x € R. De

Exercicio 4 Suponha f e g duas fungées continuas no intervalo [a,b] e diferencidveis em (a,b). Mostre
xo € (a,b) tal que

[£(0) = f(a)lg'(x) = [9(b) — g(a)]f'(x)

Exercicio 5 Suponha f e g duas fungées continuas no intervalo [a,b] e diferencidveis em (a,b). Mostre
que se f'(z) = ¢'(x), para todo x € (a,b), entdo existe uma constante C tal que f(x) = g(x)+ C.

Exercicio 6 Suponha f : R — R uma funcdo par e derivdvel em R. Mostre que f' é uma fungdo
impar;
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Exercicio 7 Mostre que a fungio f(x) = x'/° nao € diferencidvel em 0;

Exercicio 8 Considere a funcao

)=

Obtenha os valores de a e b (em termos de c) tais que ezista f'(c).

xz, T < ¢,

(a, b, e c constantes )
axr+b, x> c.

Exercicio 9 Verifique em quais pontos as sequintes funcies sao diferencidveis.

1 1
rsin| — |, x #0, x?sin | — ), 2 #0,
f(z) = <x> 7 g9(z) = <$> 7
0, x=0. 0, x=0.

Exercicio 10 Considere a e ¢ nimeros reais, com ¢ > 0, e f:[—1,1] — R definida por
z%sin < ! > x#0
f(x) — |1.|c ’ 9

0, z=

Prove as sequintes afirmacgoes



(a) f € continua se, e somente se, a > 0; (b) f(0) existe, e somente se, a > 1;
Exercicio 11 Suponha f uma funcdo definida em R que satisfoz a desigualdade
[f(z) = f(y)l < (z — )%, Y,y €R.
Mostre que f € constante.
Exercicio 12 Suponha f e g fungées reais tais que existem f'(xg) e ¢'(xo), com f(xo) = g(xzo) = 0.

Mostre que
f(t) _ (o)

im :
t=zo g(t)  g'(z0)

Exercicio 13 As fun¢des abaizo estao definidas em R. Para cada uma, obtenha os pontos extremantes
(derivada igual a zero) e os intervalos onde elas sao crescentes e aqueles onde sao decrescentes.

(a) fi(z) =2" =3z +5; (c) fa(x) = cos(x);
(b) falw) =3z — 4a?%; (d) fa(z) = sin(z);

Exercicio 14 Considere um nimero positivo P. Prove que dentre todos 0s nimeros positivos x,y tais
que vy = P, a soma x 4+ y é a menor possivel quando x =y =/ P.

Exercicio 15 Considere ay, a9, ..., a, nimeros reais e a funcio f defida em R por

Exsite mdrimo? FEriste minimo?
Exercicio 16 Esboce o grdfico da funcio f(x) =1/(z% +1).
Exercicio 17 Seja p: R — R um polinémio de grau n. Prove que para todo a,x € R wvale

p™(a)

n!

n

p(x) =pla) +p'(a)(z —a)+ ...+ (r —a)

Exercicio 18 Uma fun¢io f: X — R chama-se contra¢ao quando existe uma constante k € [0, 1) tal
que |f(y) — f(z)| < kly — x|, para todo z,y € X.
(a) Mostre que se [ € derivdvel no intervalo I e |f'(x)] < k < 1 entdo f é uma contragio.

(b) Suponha que X C R é fechado e f : X — X ¢é uma contragio. Mostre que, fivrado zy € X, a
sequéncia
z1 = f(20), 22 = f(21), .oy Tny1 = f(2n)

converge para um ponto a € X tal que f(a) = a;

(¢) Prove que toda contracio f : X — X, X C R fechado, possui tinico ponto fixo, isto €, existe
inico a € X tal que f(a) = a;



2 Desafios

Exercicio 19 Denote por Df(c) a derivada da fungdo f no ponto c. Considere uma nova defini¢ao
de deriwada D* f dada por
N  fAeth) = (o)
D =1
fle) = fim ==

onde f?(x) denota (f(x))?.

(a) Mostre que se existem D*f(c) e D*g(c), entao existem D*(f + g)(c) e D*(f - g)(¢);
(b) Qual a relagao entre D f(c) e D* f(c), supondo que ambos existem;
(c) Quais fungoes satisfazem a igualdade D* f(c) = Df(c)?

Exercicio 20 Seja f : I — R de classe C* no intervalo 1. Suponha que exista K > 0 tal que
\f(”)(ac)‘ < K para todo x € I e para todo n € N. Prove que, para x,xg € I vale

% £(n) (4
fy =3 0 e
n=0 ’



