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Teoria das Distor¢oes da Geometria Diferencial

1 Introducao

Uma projecao cartografica consiste de uma representacdo de posi¢oes referidas a uma
superficie em outra superficie. As superficies envolvidas neste processo sdo denominadas de
superficie de referéncia (SR) e superficie de projecao (SP). O estudo de superficies representadas
por meio de curvas paramétricas pertence ao dominio da Geometria Diferencial. A abordagem
ao tema projegoes cartograficas quando segue este caminho proporciona um conhecimento geral
que permite estabelecer relagdes entre duas superficies.

Para o ambito da cartografia a ferramenta geometria  diferencial auxilia no
estabelecimento das func¢des bi-univocas que permitirdo fazer a transformacao de espacos entre a
superficie de referéncia (SR) e a superficie de projecdo (SP). Estas fungdes bi-univocas sao
estabelecidas partindo-se de condigdes iniciais ¢ de propriedades que caracterizardo a nova
superficie. Desse modo, pode-se escolher uma superficie de referéncia, uma superficie de
projecdo e uma caracteristica desejavel e entdo desenvolver as fungdes. Além disso as funcdes
bi-univocas que realizam as transformacdes entre as superficies contém informagdes que

permitem avaliar o comportamento dos elementos transformados

2. Curvas Paramétricas e Segmento de Arco numa Superficie
Uma posi¢cdo pode ser determinada numa superficie qualquer por meio de curvas
paramétricas ou curvas de referéncia. Se estas curvas sdo denominadas por u € v, entdo qualquer

ponto desta superficie pode ser dado em coordenadas cartesianas x, y, z como fungdes de u e v

(Figura 1).
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Figura 1. Superficie expressa em termos de curvas # € v em um sistema espacial de
referéncia x, y, z.



A posi¢ao de um ponto qualquer, em termos de coodenadas cartesianas, ¢ dada por:
x=p (u,v)
y=ps(u,v) (1)
z=p,(u,v)

Isto ¢, as coordenadas cartesianas x,y € z de cada ponto sdao fungdes p;, p,» € p; das
variaveis u e v. As fungdes p;, p: € p; sdo denominadas equagdes paramétricas da superficie, e
relacionam as curvas u € v as coordenadas x, y e z.

Uma outra superficie qualquer pode ser definida de forma analoga, porém com curvas U

e V' num sistema de coordenadas de eixos X, Y, Z (Figura 2).
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Figura 2. Superficie expressa em termos de curvas U e J em um sistema espacial de
referéncia X, ¥, Z.

A posi¢ao do ponto fica caracterizada, em termos de coordenadas cartesianas, como

segue:
X=p(U,V)
Y=p,(U,V) (2)
Z=p;(U.V)

Isto ¢, as coordenadas cartesianas X, Y e Z de cada ponto sdo fungdes P;, P, ¢ P; das
variaveis U e V. Do mesmo modo como no caso da superficie de curvas u e v, as fungdes P, P> e
P3 sao denominadas equagdes paramétricas da superficie, e relacionam as curvas U e V as
coordenadas X, Ye Z.

E possivel relacionar as curvas U e ¥ com as curvas u e v por meio de g; € ¢», isto &,
existem funcdes g, € ¢ tais que uma curva U seja dada por um relacionamento entre u € v € uma
curva V seja dada por outro relacionamento também entre u e v. E possivel também que existam

~ -1 -1 . ~
as fungdes ¢;° e g, ', de tal modo que u e v sejam expressos como fungdes de U e V. Para o caso



da cartografia o sistema x, y, z pode ser o sistema de referéncia da superficie de referéncia (SR) e
o sistema X, Y, Z pode ser o sistema de referéncia da superficie de projecao (SP). As curvas u e v
devem se relacionar as curvas U e V para que se possa ligar a SR a SP. E isto ¢ feito da seguinte
forma:

u=q,(U,V)

v=¢,(U,V) (3)
Deve ser satisfeita, ainda, a condigdo de reversibilidade da fun¢ao:

U=g,'(u,7)

V=g, (u,v) (4)
Pode-se, entdo, escrever as formulas gerais a partir das (3) nas (2):

X=r (u,v)

Y=r, (u,v) (5)

Z=ry(u,v)

Nas (5) tem-se a segunda superficie como funcdao das curvas paramétricas u ¢ v da
primeira superficie. O conjunto das equacdes (1) representa a superficie no referencial (x,y,z) e o
conjunto (5) no referencial (X,Y,Z) em funcdo das mesmas curvas u e v. O grupo de equagdes (1)
e (5) permitem determinar a posi¢do de pontos em dois espagds usando 0os mesmos argumentos.
Nos termos da cartografia sera possivel, entdo, representar a superficie de referéncia (x,y,z), ou
parte dela, na superficie de projecao (X,Y,Z). No estudo de projecdes cartograficas procuram-se
as equagdes tal como dado pelas (5), desconsiderando a grandeza Z pois as representacdes sao
feitas sobre o plano ou sobre figuras desenvolviveis no plano (cone e cilindro).

Até este ponto falou-se apenas em representacao das superficies por meio de curvas ditas
paramétricas. Passa-se agora a desenvolver o estudo de uma superficie qualquer representada por

suas curvas paramétricas.
1.3 Primeiras Quantidades Fundamentais de Gauss

Da Figura 3, que mostra o comprimento infinitesimal de um arco sobre uma superficie qualquer,

pode-se €SCrever:

ds* = d’ +dy’ +dz’ (6)



Esta expressdo mostra que o quadrado do comprimento infinitesimal de um arco sobre uma

superficie qualquer pode ser dado pela soma dos quadrado das suas componentes cartesianas

(Figura 3).

e > X

Figura 3. Arco elementar ds sobre uma superficie e suas componentes cartesianas.

Como a superficie ¢ formada por curvas u e v as componentes dx, dy e dz sdo fungdes

tanto de # como de v. Portanto pode-se escrever:

dx:Qdu + @dv
ou ov
oy oy
dy=—-du + —d 7
4 ou ! ov Y 0
=% g+ 22
ou ov
Substituindo as (7) na (6) resulta:
ds® = a—du d) ( du+ d) (—d + —dv) )

Desenvolvendo-se os quadrados desta tltima chega-se a:

ox\  (0yY 0z
sz{(a—u) +(£) +(a—u)} du” +
2(8x8x 8y8_y+8282
oudv 0Oudv Oudv
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) du dv + 9)



Os coeficientes de di’, dudv e dv’ sdo chamados de Primeiras Quantidades Fundamentais

de Gauss, e sao normalmente nominados por e, /'€ g respectivamente.

() (&) (&)

ﬁxax_l_@_ya_y_l_azaz

(10)
ouodv Oudv Oudv
ox
e=(2) + () «(2)
A equagdo (8) pode ser escrita entdo como:
ds’=edy’+2 fdudv+gdy’ 11

Esta ¢ a expressdo que representa o comprimento de um arco infinitesimal de uma
superficie qualquer, basta que se conhegam os valores e, f'e g que s3o fun¢do da forma dessa
superficie e do relacionamento que as curvas que a definem tem entre si. A espressao ¢ valida
para o caso do plano, esfera, elipsoide e outra superficie qualquer quando descrita por um par de
curvas paramétricas.

As Primeiras Quantidades Fundamentais de Gauss (QFG) representam a métrica da
superficie. Indicam o comportamento das curvas paramétricas de uma dada superficie. Por
exemplo, para uma superficie onde as curvas paramétricas sao perpendiculares entre si tem-se
/=0, este pode ser o caso do plano quando descrito por coordenadas retangulares (X,Y) ou por
coordenadas polares (p, 0).

As quantidades Ve ¢ Vg atuam como unidade de medida ao longo da curvas u e v na

superficie.

1.4 Primeiras Quantidades Fundamentais de Gauss para o plano, para a esfera e para o elipsoide
A determinacdao das Quantidades Fundamentais de Gauss para uma dada superficie é
feita pela diferenciagdo das equagdes paramétricas em relagdo as curvas paramétricas descritoras
da superficie. Para tanto deve-se satisfazer as equagdes (9) ou (10).
A seguir s3o apresentadas as equagdes paramétricas e as QFG para o plano, para a esfera e para o
elipsoéide.
a) Plano
No plano o sistema de coordenadas mais facil de se representar pontos ou curvas ¢ o
sistema cartesiano. Neste sistema as curvas U e V (poderiam se as curvas de uma superficie de

projecao) sdo representadas por uma abcissa e uma ordenada (X, Y).



O comprimento de um arco infinitesimal nesta superficie ¢ dado pela expressao:

ds’ =dx’+dy’ 12)
e, neste caso as quantidades fundamentais de Gauss para o plano resultam:
E'=1
F'=0 (13)
G'=1

Percebe-se que a escala ao longo de uma curva U = X ¢ a mesma que ao longo de uma
curva V' = Yeigual a 1, e que as curvas U e V' sdo independentes (ou perpendicculares entre si)
pois F' = (. Quando se utiliza um sistema cartesiano nao se faz uso de fator de escala ao longo
dos eixos, e a expressdo que representa o comprimento poderia ser a (11), que prevé os

elementos e, fe g.

b) Esfera
Na esfera o sistema de coordenadas esféricas ¢ adotado e um ponto ¢ localizado pela
latitude @ e pela longitude A e estas sdo associadas as curvas u e v (utiliza-se mintsculas por
tratar-se de superficie de referéncia) do seguinte modo:
u=o
v =A. (14)
As equacdes paramétricas da esfera, de raio R, sdo:
x =R cos(p) cos (L)
y =R cos(p) sin (L) (15)
z=R sin(p)

As quantidades fundamentais de Gauss para a esfera resultam, pela aplicacdo das (10):
e=R
f=0 (16)
g = R’ cos’ (@)
Percebe-se que o valor de e ¢ constante, porém g ndo ¢ pois ¢ dado em fungao da latitude
(). Isso quer dizer que sobre a esfera todos os pontos de mesma latitude terdo o mesmo valor
para e e g. Os valores das QFG serdo diferentes apenas para pontos com diferentes longitudes
(A).

O arco elementar ou um segmento infinitesimal sobre esta superficie serd dado por:

ds® = R2de’ + R? cos* (@) d)? 17)



Observa-se que e # g, isto significa que quando se introduz iguais variagoes (d@ e dA) em
u = ¢ e v =A obtém-se diferentes comprimentos de arco ds. No caso de uma esfera, dada uma
posi¢do quialquer que ndo seja o equador, ao se produzir uma variacao de do =0,5° apenas em
latitude, se produz um resultado diferente em comprimento de arco se esta mesma variagao 0,5°
for produzida apenas em longitude. Diferentemente do plano descrito por coordenadas
retangulares, numa esfera descrita por curvas de latitude e de longitude o arco ds produzido pela
aplicagdo de variagcdes em latitude e longitude depende da posicdo da esfera em que isso se

realiza.

c) Elipsoide
No elipsoide as curvas paramétricas que representam a posi¢ao de um unico ponto sdo a
latitude geodésica @ associada a curva u e a longitude geodésica A associada a curva v.
As equagdes paramétricas para a superficie do elipsoide (bi-axial) sdo:
x =N cos(®) cos (A)
y = N cos(®D) sin (A) (18)
z=N (1-¢°) sin(D)

com.
a
N = (19)
(1 - & sin® (@)
(]
2+ 2
F=ath (20)
a

As grandezas envolvidas nas equagdes paramétricas do elipsodide de revolugdo sdo: a) N
raio de curvatura do primeiro vertical ou grande normal; b) ¢’ primeira excentricidade; c) a
semi-eixo equatorial do elipdide; e d) b semi-eixo polar do elipsdide.
Ap6s a diferenciagdo das equagdes (18) segundo as equagdes (9) ou (10) obtém-se:
e=M’
f=0 21)
g = N’ cos’ (D)
onde M, que ¢ o raio de curvatura de uma se¢ao meridiana, ¢ dado por:
M= a(l-¢)

- 3/2 (22)
(1 - & sin’ (D))




Novamente e # g e estas quantidades sdo fun¢ao somente da latitude, o que equivale dizer
que se for definida a latitude @ de um paralelo, ndo importa o valor da longitude, os arcos ds
produzidos a partir do mesmo par de valores d® e dA serdo iguais. O comprimento ds de um

arco infinitesimal pertencente a superficie do elipsoide serd dado por:

ds® = M?d®* + N* cos* (D) dA’ (23)

1.5 Expressoes Angulares
As expressdes angulares que srdo apresentadas podem sero obtidas da figura de um
paralelogramo diferencial considerado plano e com os lados curtos o suficiente para a sua

aproximacao por segmentos de reta seja possivel.

% v+dy

Figura 4. Paralelogramo diferencial representando o arco infinitesial ds entre os pontos
(u,v) e (u+du, v+dv).

Aplicando a lei dos cossenos ao paralelogramo diferencial considerado plano (Figura 4),

tem-se a expressao:

dss=edy’ +g dv* +2 \/% dudv cos(o) (24)
Tem-se das (6) a (10) :
Cos O = / (25)
Vveésg
Je du +\/§ dv cos(m) 1 du dv)
CoOSv, = = |e—+f—
ds Je U ds ds
d d
cosvz:\/g V"'\/z ”COS((D): : (fd_qugﬂj (26)
ds \/g ds ds



Neg — f- (27)

Jeg — 7 du

. . dv
Sin = smow) —=—————
9,= g sin (©) " N

2
sin 9, e du _Neg—J dv (28)

sin (@) — = —
()a’s \/g ds

1.6 Area do Paralelogramo Diferencial

Considerando plano o paralelogramo diferencial, pode-se escrever a seguinte expressao

para o célculo de sua area infinitesimal.
aq = AJeg dudv sin(®) (29)
Nesta expressao percebe-se que a figura tera valor de drea maximo quando o = 90°, e

nulo quando ® = 0°.

Pode-se substituir sin(w) de acordo com a (27), o que resulta na expressao:

aq =\eg— f2 dudv (30)

com eg-f? >= (e ainda, para curvas ortogonais /=0 ¢ ® =90°.
1.7 Matriz de Transformacao ¢ Determinante Jacobiano

Das equagdes (3) por diferenciagdo chega-se a:

dU=a—Udu + a—Udv
ou ov

dV:a—Vdu + a—Valv 3D
ou ov

Das equagdes (2) por diferenciagdo chega-se a:
oX oX

dX=2du + Z=av. (32)
oU oV

Igualmente por diferenciacao das (5) obtém-se:
dX:a—Xdu + a—de. (33)

ou ov

Igualando as duas ultimas obtém-se:

10



oX oX oX oX

—dU + —dV = —du+ —dv

oU oV ou ov

Introduzindo as (31) chega-se a:

aXd ox :8_X (8_Udu d )
ou 8\/
que operada resulta em :
8Xdu+ ade: o0X 8_Udu+8X 8Udv+ o0X anu
ou ov oU OJu oU ov oV ou

Agrupando os termos em du e dv obtém-se:

oX _o0X 8U+6_X8_V
du  oU du oV ou
oX _o0X 6U oX ar
v oU av oV ov

De forma analoga obtém-se as derivadas parciais 0Y/ou, 0Y/0v, 0Z/0u e OZ/0v.

a—Vdv),
v

oX oV

+ 2y

oV ov

(34)

(35)

(36)

(37

Em uma dada superficie ¢ possivel definir mais do que um par de curvas paramétricas, o

que como consequéncia acarreta mais do que um conjunto de QFG para a superficie. Assim

sendo € necessario convencionar-se o que segue:

a) para a superficie de referéncia dada em fungdo de suas proprias, tal como nas equagdes (1),

usam-se e, fe g.

b) para a superficie de projegdo (cilindro, cone ou plano) dada em fungdo de suas proprias

curvas, como nas equagoes (2), usam-se £', F' e G'.

¢) do mesmo modo, para a superficie de projecao (cilindro, cone ou plano) dada em fungdo das

curvas paramétricas da superficie de referéncia, como o segundo grupo das equagdes (5),

usam-se E, Fe G.

As seguintes expressoes para as Quantidades Fundamentais de Gauss podem ser escritas

para os itens c) e b) acima:

L))

oxox  ovor ozoz
ou Ov ou Ov Ou Ov

o- (2] ). (2)

F =

(38)

11



CfoxV (o} (oz)
E'= + +
%1% U U
. 0XO0X oYoY 0ZoZ
= + — +t— (39)
oU oV aU oV  aU oV

e

Substituindo as (37) e suas analogas para 0Y/ou, 0Y/0v, 0Z/0u e 0Z/0v nas expressoes de

E, F e G tem-se (apds algumas operacoes):

oU ov o |
. ( ) 20 (au) o
pl_|0U0U U oV U oV oV oV || .| (40)
ou 0v Ou Ov 6v 8u 8u 8v
¢ oV’ ¢
oU oV
( ) = ()

Esta forma matricial recebe o nome de Matriz de Transformagao, e permite determinar

um conjunto de primeiras quantidades fundamentais de Gauss E, F, G a partir de um segundo
conjunto de QFG E', F', G' a partir do relacionamento e dependéncia entre as curvas u e ve U
e V. A matriz de transformacdo assume fundamental importancia no desenvolvimento de
projecdes cartograficas que tenham a propriedade de conformidade.

E ainda pode-se chegar a:

ou oU

E' F'|| 0u ov
EG - F* = (41)

F' G'[| oV ov

ou  Ov

ou 0 que € 0 mesmo que:

EG—F2=E'G'—F'2 M (42)

o(u,v)

12



Estas ultimas duas expressoes contém o Determinante Jacobiano 0 (U, V) /0 (u,v), e se
constituem na condi¢do de equivaléncia, isto €, uma transformagdo de espagos que tenha a
propriedade de equivaléncia deve satisfazer as condicdes expressas em (41) e (42). Do
mesmo modo como para a condicdo de conformidade, a condi¢do de equivaléncia € utilizada
ao longo do processo de desenvolvimento das expressdes de transformagdo de uma

representacdo equivalente de uma superficie em outra.

1.8 Distorcdo de escala

Quando se utiliza uma projecao cartografica como meio de representagdo de algum
modelo da Terra, é necessario estabelecer uma escala de representacdo. A escala ¢ uma relagdo
entre dois comprimentos, um deles considerado como referéncia, normalmente um segmento de
arco pertencente a superficie de referéncia e outro comprimento considerado como pertencente a
superficie de representacdo. Este valor de escala ¢ verdadeiro apenas para pontos em que as duas
superficies, SR e SP, t€ém contato. No caso particular das superficies utilizadas em projecdes
cartograficas, esta escala representa a escala verdadeira apenas nos pontos ou linhas de tangéncia
ou ainda nas linhas de secancia. A escala valida para os pontos comuns entre as duas superficies,
SR e SP, ¢ dita escala nominal da representacdo. Para todos os outros pontos de uma projecao
cartografica a escala de representacdo ¢ diferente da escala nominal. A existéncia de valores
distintos de escala conduz ao termo distor¢ao de escala pois torna possivel explicar a existéncia
da distor¢ao em uma representacao de uma superficie em outra e torna possivel quantificar esta
distorc¢ao.

A distor¢@o de escala ¢ definida pela razdo entre um arco de comprimento infinitesimal

na superficie de proje¢do pelo seu homologo na superficie de referéncia, isto quer dizer:

»_ ds”

5 (43)
ds

m

onde m ¢ a distor¢ao de escala e dS representa o comprimento do arco infinitesimal na superficie

de projecao SP e ds representa o comprimento do arco infinitesimal na superficie de referéncia
SR.

A quantidade m assume apenas valores positivos e podem ocorrer os seguintes casos:

13



m =
m>1 (44)
m<1

As possiveis situagdes de m como mostrado pelas (44) sdo explicadas como segue:

- Quando m=1 os segmentos dS ¢ ds sdo iguais e nao houve distor¢ao naquele ponto ou regido
e a escala nominal ¢ valida para relacionar o comprimento medido com o seu correspondente
original.

- Quando m > [ o segmento dS resulta maior do que o segmento ds, e isso indica que o
comprimento do segmento representado, se afetado da escala nominal, produzird um
comprimento maior do que o comprimento original sobre a superficie de referéncia.

- Quando m < I o segmento dS resulta menor do que o segmento ds, e isso indica que o
comprimento do segmento representado, se afetado da escala nominal, produzird um
comprimento menor do que o comprimento original sobre a superficie de referéncia.

Contorna-se estas duas situagdes modificando o valor do comprimento representado pela
aplicacdo da quantidade m de acordo com a expressdo (43). Nesta situagdo conhecem-se 0s
valores de m e de dS e, por conseqiiéncia, calcula-se ds.

A expressdo (44) pode ser escrita de forma a explicitar o significado de dS e ds, com

segue:

, E'qUu+2F'dUdV+ G' gy’
edu’+2fdudv+gdy

m (45)

ou, 0 que ¢ 0 mesmo:

Z_Eduz-i-ZqudV-i-dez
edi* +2fdudv+ g ay

(46)

Os numeradores das expressdes (45) e (46) s@o iguais visto que uma superficie
qualquer admite a possibilidade de ser descrita por mais do que apenas um par de curvas
paramétricas. A variagdo das quantidades du e dv permite variar a orientacao do segmento ds,

e por conseqiiéncia variar o valor de m. Esta dependéncia que m apresenta em relagdo aos

14



valores du e dv pode ser vista na expressao (47), que ¢ obtida pela divisdo do segundo

membro por dv’.

2
E(@) +2F@ +G
2 _ dv dv (47)
m = 2
e(@)—i-Zf@—i-g
dv dv

1.9 Distor¢ao de escala sobre as curvas paramétricas

A distor¢ao de escala ¢ dependente da orientacdo do segmento ds, isto é, para
diferentes valores de du e dv se obtém diferentes valores para m. Dentre as infinitas
orientacdes que se pode dar ao arco ds pela variagdo dos incrementos infinitesimais du e dv
estdo as direcdes das curvas paramétricas u € v.

O arco infinitesimal ds obtido a partir de um par de incrementos infinitesimais du # 0 e
dv = 0 consiste de um segmento de curva u, e o arco infinitesimal ds obtido a partir de um par
de incrementos infinitesimais du = 0 e dv # 0 consiste de um segmento de curva v. Estas duas
situacdes caracterizam os valores de distor¢do de escala para as curvas paramétricas u ¢ v.
Estes valores particulares de distor¢do de escala sio denominados mg € mgy Ou my € my
respectivamente.

A expressdo para m,, ¢ obtida da expressao (46) fazendo dv = 0:

Mo =+|— (48)
e

e a expressao para m; também ¢ obtida da expressdo (46), no entanto, fazendo du = 0:
my=,— (49)
g
Observa-se que nas expressoes (48) e (49) os valores dos incrementos foram
simplificados e as quantidades m, € m; resultam como funcdes apenas de E, e, Ge g, € da

posicdo do ponto dado em valores u e v implicitos nas QFG.

1.10 Comportamento da distor¢cao de escala em caso de: conformidade; eqiiivaléncia; e
eqiiidistancia
A representacdo de uma superficie em outra superficie implica uso de uma

transformagdo. A aplicagdo de transformacdes entre os dados no ambito das projecdes
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cartograficas implica em modificagdes de grandezas geométricas como forma, comprimentos,
orientagdes e areas. A distor¢ao de escala assume comportamentos particulares para os casos
de conformidade, eqiiivaléncia e eqiiidistancia.

a) Conformidade

A propriedade de conformidade ¢é caracterizada pela manutencdo da forma de
pequenas figuras, ou, pela manutengdo de angulos. Se os quatro pontos que definem um
quadrado na SR forem observados na SP deve-se encontrar a figura de um quadrado, isto
significa a preserva¢do dos angulos da figura.

Conformidade, com base no conceito de distor¢do de escala, significa a existéncia de
um unico valor de distor¢cao de escala por posi¢ao na SP. Em outras palavras, a distor¢ao de
escala independe da orientacdo do segmento ds como foi dito ao se comentar as expressdes
(46) e (47). Por essa razdo a distor¢do de escala que afeta a dire¢do da curva u tem o mesmo
valor da distor¢ao de escala que afeta da dire¢ao da curva v, e neste caso pode-se escrever:

Mo =M. =m (50)

Esta igualdade expressa nas (50), que mostra a igualdade entre m, e m;, pode ser

escrita como:

)

m = =

F_
e f

v (51
g

Para o caso especifico das superficies da esfera e do elipsoide, consideradas como
superficies de referéncia e tratadas em projecdes cartograficas, sabe-se que a quantidade /= 0
de acordo com as expressdes das QFG para esfera e para o elipsdide (16) e (21), e tem se
como como conseqiiéncia F = (.
b) Eqiiivaléncia

Num a representacdo equivalente de uma superficie em outra existe uma relagdo
constante entre os valores numéricos entre as areas das duas superficies. Neste caso o valor
numérico representativo da area A, de uma figura qualquer da superficie de projecao
representa o valor numérico da area a; da mesma figura na superficie de referéncia. Assim

pode-se recuperar a expressao (30):

as =eg— f2 du dv

e adicionar uma expressao analoga para uma segunda superficie, que pode ser uma superficie

de projecdo valida em proje¢des cartograficas:
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As=+EG— F* dudv. (52)
Como espera-se uma igualdade entre estas areas as duas expressdes podem ser
igualadas e resultar em:

Jeg— f2dudv =\EG- F* dudv. (53)

Conclui-se que para que haja eqiliivaléncia na representagao deve ocorrer:
eg=EG - F* (54)
O desenvolvimento de uma projecdo cartografica que tem a propriedade de

eqiiivaléncia parte da expressdo (41) considerando a (54), isto é:

2

oU oU
E' F'||0u ov
“E7 G" oV ov )
du  ov

Nesta expressdo e g representam as QFG da SR, E’, F' e G' representam as QFG do

referéncia da SP e as derivadas parciais do determinante exprimem as dependéncias de u e v

em relacdo as curvas Ue V.
¢) Eqtidistancia
A equidistancia significa que ocorre a manutencao de uma relagao constante entre uma

familia de linhas da SR quando observadas na SP. Nesse caso o valor da distor¢ao de escala

para as curvas desta familia assume o valor 1.

A generalizagdo do conceito de distor¢do de escala ¢ realizada no estudo da Elipse

Indicatriz de Tissot.
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