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Prefacio

Ficamos satisfeitos em ver o texto atingir sua oitava edi¢fo. O apoio e entusiasmo conti-
nuados dos muitos usuérios t€m sido muito gratificantes. A algebra linear € mais excitante
agora do que em quase qualquer época no passado. Suas aplica¢Ses continnam a se espa-
lhar a mais e mais campos. Em grande parte devido a revolucdo computacional no Gitimo
meio século, a dlgebra linear atingiu um nivel de predominéncia no curriculo matematico,
rivalizando com o célculo. O software moderno também tornou possivel melhorar signifi-
cativamente a didatica do curso. Ensinamos 4lgebra linear todo o semestre e continuamos a
procurar novas formas de otimizar o entendimento dos estudantes. Para esta edico, todos
os capitulos foram cuidadosamente examinados e melhorados. Adicionalmente, muitas das
alteracdes sdo devidas a sugestdes recebidas de usudrios e revisores. Por conseguinte, esta
nova edi¢io, embora mantenha esséncia das edi¢des anteriores, incorpora uma variedade
de melhoramentos substanciais.

'O que Ha de Novo na Oitava Edigao?

1. Nova secdo em Aritmética Matricial

Uma das se¢Bes mais longas da edicdio anterior erd sobre dlgebra matricial no Capitulo

1. O material desta secdo foi expandido na edi¢fo atual. Em vez de incluir uma segio

revisada extremamente longa, dividimos o material em sec¢Oes intituladas Aritmética

Matricial e Algebra Matricial.

Novos Problemas

Apds sete edicdes foi um desafio obter problemas adicionais originais. Entretanto, a

oitava edicdo contém mais de 130 novos problemas.

Novas Subsecdes e Aplicagdes

Uma nova subsecéo sobre produtos vetoriais foi incluida na Sec@o 3 do Capitulo 2. Uma

nova aplicagdo a Mecénica Newtoniana também foi incluida nessa se¢dio. Na Secdo

4 do Capitulo 6 (Matrizes Hermitianas), foi adicionada uma nova subsecio sobre a

Decomposicdo Real de Schur.

Notacdo Nova e Melhorada

A notacdo padrio para o j-€simo vetor coluna da matriz A € a;; contudo, parece ndo haver

notacfo universalmente aceita para vetores linha. No pacote MATLAB, a i-ésima linha de

A é representada por A(7, :). Nas edi¢des anteriores deste livro usamos uma notagdo simi-

lar, a(7, :); entretanto, esta notacfio parece um pouco artificial. Para esta edi¢o, usamos a

mesma notacdo que para um vetor coluna, exceto pelo fato de pormos uma seta horizontal

sobre a letra para indicar que o vetor € um vetor linha (um arranjo horizontal) em vez de

um vetor coluna (um arranjo vertical). Entdo a i-ésima linha de A € agora escrita a,.
Introduzimos também notacdo melhorada para os espagos vetoriais euclidianos e

suas versdes complexas. Agora usamos R" e C* em vez da notac@io R"e C" usada nas

edi¢des anteriores.

N

w

b

'Visio Geral do Texto

Este livro € indicado para curso no nivel bdsico ou mais avancado.! O estudante deve estar
familiarizado com a matéria do cdlculo diferencial e integral. Esse requisito pode ser obtido
por um semestre de cédlculo elementar.

' O original se refere a sophomore-level e junior/senior-level, relacionados ao sistema universitdrio americano. (N.T.)



Se o texto for usado no nivel bdsico, o professor deve passar mais tempo nos capinilo:
iniciais e omitir muitas das se¢es dos capitulos posteriores. Para cursos mais avancados.
uma rapida reviso dos topicos dos dois primeiros capitulos e uma cobertura mais completz
dos capitulos seguintes seriam apropriadas. As explica¢Ges no texto sfo dadas em detalthe
suficiente para que estudantes principiantes tenham pouca dificuldade em ler e entender
o material. Para mais ajuda ao estudante, um grande nimero de exemplos foi resolvido
integralmente. Adicionalmente, ao fim de cada capitulo exercicios computacionais déo aos
estudantes a oportunidade de executar experiéncias numéricas e tentar generalizar os resul-
tados. S&o apresentadas aplicacdes ao longo do livro que podem ser utilizadas para motivar
novo material ou ilustrar o material ja coberto.

O texto contém todos os tépicos recomendados pelo Grupo de Estudos do Curriculo
de Algebra Linear (LACSG) da Fundac¢do Nacional de Ciéncia (NSF) dos Estados
Unidos da América e muito mais. Embora haja mais material do que o que pode ser
coberto em um semestre, pensamos que € mais facil a um professor deixar de fora ou
pular algum material do que suplementar um livro com material externo. Mesmo que
muitos tépicos sejam omitidos, o livro ainda fornecerd ao estudante um sentimento do
objetivo geral da matéria. Além disso, muitos estudantes podem usar o livro posterior-
mente como uma referéncia e em consequéncia aprender sozinhos muitos dos tépicos
omitidos. .

Na préxima secéio deste preficio sfo oferecidas sugestSes para cursos de um semestre
tanto para o nivel bdsico quanto para o mais avancado, ndo s6 com uma énfase orientada
para matrizes, mas também com uma &nfase ligeiramente mais tedrica. Para maior ajuda ao
professor na escotha de tdpicos, trés secdes foram designadas como opcionais e marcadas
com uma adaga () no indice. Essas se¢Ges nfio sdo pré-requisitos para nenhuma das se¢des
seguintes no livro, podendo ser omitidas sem qualquer perda de continuidade.

Idealmente, todo o livro pode ser coberto em dois semestres. Embora o LACSG te-
nha recomendado dois semestres de 4lgebra linear, isto ainda nfo é praticado em muitas
universidades e faculdades. No presente, ndo hd acordo geral em relacfio ao niicleo de
um segundo curso. De fato, se todos os tépicos que os professores gostariam de ver em
um segundo curso fossem incluidos em um tnico volume, este seria um livro pesado.
Foi feito um esfor¢o neste texto para cobrir todos os tépicos basicos de dlgebra linear
necessdrios para aplicagdes modernas. Além disso, dois capftulos adicionais para um
segundo curso estdo disponiveis para ser baixados da internet. Consulte a pagina so-
bre Material Suplementar apds o prefcio para detalhes e veja a pagina da LTC Editora:
www.ltceditora.com.br.

'Programas de Curso Sugeridos

I. Dois Semestres em Sequéncia: Em uma sequéncia de dois semestres € possivel cobrir
as 39 secoes do livro. Uma flexibilidade adicional é possivel pela omissio das trés
se¢des opcionais nos Capitulos 2, 5 e 6. Pode-se também incluir uma aula extra
demonstrando o uso do software MATLAB.

II. Curso Bésico de Um Semestre
A. Um Curso Bésico de Um Semestre

Capitulo 1 Secdes 1-6 7 aulas
Capitulo 2 Secdes 1-2 2 aulas
Capitulo 3 Secdes 1-6 9 aulas
Capitulo 4 Secdes 1-3 4 aulas
Capitulo 5 Secdes 1-6 9 aulas
Capitulo 6 Secdes 1-3 4 aulas

Total 35 aulas
B. O Curso Orientado a Matrizes do LACSG: O curso base recomendado pelo Grupo de
Estudos do Curriculo de Algebra Linear envolve somente os espacos vetoriais eucli-
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dianos. Em consequéncia, para este curso deve ser omitida a Secdo 1 do Capitulo 3
(sobre espacos vetoriais genéricos) e todas as referéncias ¢ problemas envolvendo
espagos funcionais nos Capitulos 3 a 6. Todos os t6picos no niicleo base LACSG
sdo incluidos no texto. Ndo € necessdrio incluir qualquer material suplementar. O
LACSG recomenda 28 aulas para cobrir o material base. Isso € possivel se as aulas
forem ministradas na forma expositiva com uma conferéncia adicional por semana.
Se o curso € dado sem conferéncias, sugerimos o seguinte planejamento de 35 aulas
como o0 mais razodvel.

Capitulo 1 Secdes 1-6 7 aulas
Capitulo 2 Secdes 1-2 2 aulas
Capitulo 3 Secdes 2-6 7 aulas
Capitulo 4 Segdes 1-3 2 aulas
Capitulo 5 Secdes 1-6 9 aulas
Capitulo 6 Segoes 1, 3-5 8 aulas

Total 35 aulas
1. Cursos Avancados de Um Semestre: A cobertura de um curso para estudantes mais
avancados depende da base que eles tenham. A seguir hé dois cursos possiveis de 35

aulas cada.

A.Curso 1
Capitulo 1 Secdes 1-6 6 aulas
Capitulo2  Segdes 1-2 2 aulas
Capitulo 3 Segdes 1-6 7 aulas
Capitulo 5 Secdes 1-6 9 aulas
Capitulo 6 Secoes 1-7 10 aulas

Segdo 8, sc houver tempo

Capitulo 7 Segédo 4 1 aula
' Total 35 aulas

B. Curso 2
Revisdo dos Tépicos nos Capitulos 1-3 5 aulas
Capfitulo 4 Segdes 1-3 2 aulas
Capftulo 5 Secoes 1-6 10 aulas
Capitulo 6 Secodes 1-7 11 aulas

Secdo 8, se houver tempo

Capitulo 7 Secdes 4-7 7 aulas

Se houver tempo, Secdes 1-3
Total 35 aulas

'Exercicios Computacionais

Esta edi¢io contém uma secio de exercicios computacionais ao fim de cada capitulo. Esses
exercicios sio baseados no software MATLAB. O Apéndice MATLAB no livro explica os
principios bésicos de uso do software. O MATLAB tem a vantagem de ser uma ferramenta
poderosa para computacdes matriciais, sendo, ao mesmo tempo, de ficil aprendizado.
Apés a leitura do Apéndice, os estudantes devem ser capazes de executar os exercicios
computacionais sem precisar consultar outros livros ou manuais de software. Para ajudar
os estudantes no inicio, recomendamos uma demonstracio de 50 minutos do software. As
tarefas podem ser feitas como trabalhos de casa ou como parte de um curso em laboratério
de informética formalmente planejado.

Embora o curso possa ser ministrado sem qualquer referéncia ao computador, acredi-
tamos que exercicios computacionais podem melhorar significativamente o aprendizado
¢ fornecer uma nova dimensdo a educagéio em dlgebra linear. O Grupo de Estudos do
Curriculo de Algebra Linear recomendou que essa tecnologia seja usada em um primeiro



CAPITULO

Matrizes e Sistemas de Equagbes

Provavelmente o problema mais importante na matematica € o da resolucio de um sistema
de equagdes lineares. Mais de 75% de todos os problemas matemdticos encontrados em
aplicacdes cientificas e industriais envolvem a resolugéio de um sistema linear em algum
estdgio. Usando métodos modernos da matematica, é frequentemente possivel reduzir um
problema sofisticado a um simples sistema de equagdes lineares. Os sistemas lineares apa-
recem em aplicagdes em dreas como negdeios, economia, sociologia, ecologia, demogra-
fia, genética, eletronica, engenharia e fisica. Portanto, parece apropriado iniciar este livro
com uma se¢do sobre sistemas lineares.

4 I.1 Sistemas de Equag¢des Lineares
Uma equagdo linear a n incégnitas é uma equagdo da forma
ayx)+axy+ -t agx, =b

emque a,, a,, ...,a, € b s3o nimeros reais e x,, X,, ..., x, sdo varidveis. Um sistema linear de
m equagOes em n incégnitas € portanto um sistema da forma

anxi + apxy + -+ apx, = by
arixy + axpxy + -+ ayx, = b,

ey

Ap1X] + Ap2X2 + «++ + QupXy = bm

no qual os a, e b, sdo todos ndmeros reais. Sistemas da forma (1) sdo chamados de sistemas
lineares m X n. Seguem-se exemplos de sistemas lineares:

(@ x1+2x=5 b)) x1—x+x3=2 © x1+x=2
2x; +3x, =8 2x1+x —x3=4 X1 —x =1
X1 =4

O sistema (a) ¢ 2 X 2, (b) é um sistema 2 X 3 ¢ (c) é um sistema 3 X 2.
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A solugdo de um sistema m X n € uma n-upla ordenada de niimeros (x,, x,, ..., x,) que
satisfaz todas as equacGes do sistema. Por exemplo, o par ordenado (1, 2) é uma solucéo
do sistema (a), ja que

1-(D+2-2) =5
2. (D+3-(2) =38

O terno ordenado (2, 0, 0) € uma solugio do sistema (b), j4 que

1-2)=1-0)+1-0)=2
2.2 +1-(0)—1-(0)=4

Na verdade, o sistema (b) tem muitas solu¢des. Se « é qualquer ndmero real, é facilmente
mostrado que o terno ordenado (2, &, «) € uma solugdo. Jd o sistema (¢), ndo tem solugdo.
Pela terceira equagfio segue-se que a primeira ordenada de qualquer solugdo deve ser 4.
Usando-se x; = 4 nas duas primeiras equacdes, vemos que a segunda coordenada deve
satisfazer

4+ x=2

4 — Xy = 1

J4 que nenhum ndmero real satisfaz ambas as equagdes, o sistema ndo tem solugio. Se um
sistema linear ndo tem solucgfo, dizemos que o sistema & inconsistente. Se o sistema tem
pelo menos uma solugdo, dizemos que € consistente. Entdo, o sistema (c) € inconsistente,
enquanto os sistemas (a) e (b) sdo ambos consistentes.

O conjunto de todas as solugdes de um sistema linear € chamado de conjunto solugdo do
sistema. Se um sistema ¢ inconsistente, seu conjunto solucgéo € vazio. Um sistema consis-
tente terd um conjunto solucfo nfo vazio. Para resolver um sistema consistente, devemos
encontrar seu conjunto solucéo.

Sistema 2 X 2

Examinemos geometricamente um sistema da forma
apxy + apxy = by
anxy + apx; = by

Cada equacfio pode ser representada graficamente como uma linha no plano. O par orde-
nado (x, x,) serd uma soluc@o do sistema se e somente se pertencer as duas linhas. Por
exemplo, considere os trés sistemas

i x14+x=2 ) x1 +x,=2 i) xi+x= 2
Xy —x; =2 X1+x=1 —X] — Xy =—2

As duas linhas do sistema (i) se interceptam no ponto (2, 0). Portanto, {(2, 0)} é o
conjunto solucfio de (i). No sistema (ii) as duas linhas sdo paralelas. Entdo o sistema (ii) é
inconsistente e seu conjunto solucéio & vazio. As duas equagdes no sistema (iii) represen-
tam a mesma linha. Qualquer ponto nessa linha serd uma solucdo do sistema (ver Figura
1.1.L).

Em geral, hd trés possibilidades: As linhas se interceptam em um ponto, elas sdo para-
lelas, ou ambas as equagdes representam a mesma linha. O conjunto solucdo contém um,
zero ou um ndmero infinito de pontos.

A situacdo € a mesma para sistemas m X n. Um sistema m X n pode ser consistente ou
ndo. Se for consistente, ele deve ter ou exatamente uma solu¢fio ou um nimero infinito de
solucdes. Essas sfo as tnicas possibilidades. Veremos por que isto acontece na Secio 2,
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! X

() (i) (iii)
Figura 1.1.1

quando estudarmos a forma linha degraus. Uma preocupagdo mais imediata é o problema
de encontrar todas as solugdes de um problema dado. Para enfrentar esse problema, intro-
duzimos a noc¢éo de sistemas equivalentes.

Sistemas Eguivalentes

Considerem-se 0s dois sistemas

(@) 3x; + 2x; — X3 = —2 (b) 3x1 + 2x —x3 = -2
X2 = 3 —3x1— x+x3= 5
2x3 = 4 31+ 2x04+x3= 2

O sistema (a) € de fécil solugdo pois € claro das duas Gltimas equacdes que x, = 3 e
x; = 2. Usando esses valores na primeira equagfo, obtemos
31 +2:3—- 2=-=2
X = -2
Entfo, a solucdo do sistema é (—2, 3, 2). O sistema (b) parece mais dificil de resolver. Na

verdade, o sistema (b) tem a mesma solugfo que o sistema (a). Para verificar isto, some as
duas primeiras equacdes do sistema:

3x1 +2xp — x3 = =2
—3x1— x+x3= 5

X2 = 3

Se (x,, x, x;) é qualquer solugio de (b), deve satisfazer todas as equacdes do sistema.
Entdo, deve satisfazer qualquer nova equagéo formada pela adicdo de duas de suas equa-
¢oes. Portanto, x, deve ser igual a 3. Similarmente (x,, x,, x;) deve satisfazer a nova equacio
formada subtraindo-se a primeira equacéo da terceira:

31 +F2x 4+ x3= 2

3x1 +2x — x3 = fZ
2)63: 4

Portanto, qualquer solugio do sistema (b) deve ser também uma solugio do sistema
(a). Por um argumento similar, pode ser mostrada que qualquer solucdo de (a) é tam-
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Definicdo

bém uma solugio de (b). Isto pode ser mostrado subtraindo-se a primeira equagdo da
segunda:
X2 = 3
3x1 + 2x0 —x3 = —2
—3x1— X +x3= 5

Entdo, somam-se a primeira e a terceira equacdes:

o

33x; +2x — x3=—
2X3 = 4
3 +2x 4+ x3= 2

Entdo, (x,, x,, x;) é uma solucdo do sistema (b) se e somente se for uma solugio do sistema
(a). Portanto, ambos os sistemas t¢ém o mesmo conjunto solugio {(—2, 3, 2)}.

Dois sistemas de equactes envolvendo as mesmas varidveis sdo ditos equivalentes se
tiverem o mesmo conjunto solugfo.

Evidentemente, se trocarmos a ordem em que duas equacdes de um sistema sio escritas,
isto ndo ter4 efeito no conjunto solucdo. O sistema reordenado serd equivalente ao sistema
original. Por exemplo, os sistemas

XL+ 2x, =4 dx1 + x, =6
3x; — X2:2 e 3x1 — X =2
4xi + x» =6 Xt +2x =4

envolvem as mesmas trés equacdes €, em consequéncia, devem ter o mesmo conjunto
solucdo.

Se uma equacio de um sistema é multiplicada por um ndmero real diferente de zero,
isto ndo terd efeito no conjunto solugdo e o0 novo sistema serd equivalente ao original. Por
exemplo, os sistemas

X1+xm+ x3=3 . 2x1 +2x +2x3 =6
—2x1 —xp +4x3 =1 —2x1 — x2+4x3=1

sdo equivalentes.

Se um mudltiplo de uma equagdo é somado a outra equacdo, 0 novo sistema serd
equivalente ao original. Isto acontece porque a n-upla (x;, X,,..., X,) satisfard as duas
equacdes

ap Xy + -+ ainXn = b;
aj1Xy +-- 4+ AjnXn = b]

se e somente se satisfizer as equagoes

ajp Xy + - ap Xy = b;
(ajl +agi)x + -+ (ajn + adi)x, = bj + ab;

Em resumo, hd trés operagdes que podem ser usadas em um sistema para obter um
sistema equivalente:
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1. A ordem em que duas equagdes quaisquer aparecem pode ser trocada.
. Ambos os lados de uma equagio podem ser multiplicados por um ntimero real
diferente de zero.
IIT. Um miiltiplo de uma equagio pode ser somado a (ou subtraido de) outra.

Dado um sistema de equagdes, podemos usar essas operacdes para obter um sistema que é
de mais facil solucdo.

Sistemasn X n

Vamos nos restringir a sistemas n X n pelo restante desta se¢fio. Vamos mostrar que se um
sistema n X 7 tem exatamente uma solucdo, entdo as operagdes I ¢ III podem ser usadas
para obter um “‘sistema estritamente triangular” equivalente.

Defini¢do | Um sistema & dito estar na forma triangular estrita se na k-ésima equagfo os coefi-
cientes das primeiras & — 1 varidveis sdo todos nulos e o coeficiente de x, é diferente de
zero (k= 1,72, ..., n).

EXEMPLO | Osistema

3x1 + 20+ x3=1

Xy — X3=2

ZX3 =4
estd na forma triangular estrita, j4 que na segunda equacfio os coeficientes sdo 0, 1, —1,
respectivamente, e na terceira equagéo os coeficientes siio 0, 0, 2, respectivamente.- Por

causa da forma triangular estrita, o sistema é de facil solugfo. Segue da terceira equagio
que x; = 2. Usando esse valor na segunda equacio, obtém-se

X, —2=2 ou X, =4
Usando x, = 4, x; = 2 na primeira equacfio tem-se finalmente

3x1+2-4+ 2= 1
X1=—3

Portanto, a solucéio do sistema é (—3, 4, 2). =

Qualquer sistema n X n estritamente triangular pode ser resolvido da mesma forma
que o tltimo exemplo. Primeiro, a n-ésima equacéio ¢ resolvida para obter o valor de x,.
Esse valor € substituido na (n — 1)ésima equacfio para obter x, _,. Os valores de x, e
X, - 1880 usados na (n — 2)ésima equagio para obter x, _ ; e assim por diante. Vamos nos
referir a esse método de resoluc@o de um sistema estritamente triangular como substitui-
¢do reversa.

EXEMPLO 2 Resolvao sistema

2x] — X0 +3x3 — 2x4 =1
Xp —2x3+3x4 =2

4x3 4+ 3x4 =3

4)64:4
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Solucdo
Usando substitui¢io reversa, obtém-se

4X4=4 X4 = 1

dx3+3-1=3 x3= 0

. X2—2-0+3~1=2 x2:—]
2% — (=D +3.0-2-1=1 x; = 1

Entdo a solucdo é (1, —1,0, 1). o

Em geral, dado um sistema de n equagdes lineares a n incdgnitas, usam-se as operacoes
1 ¢ III para tentar obter um sistema equivalente que € estritamente triangular. (Veremos na
préxima seco do livro que ndo € possivel reduzir o sistema a forma estritamente triangular
nos casos em que ndo ha uma tinica solucio.)

EXEMPLO 3 Resolvao sistema

X1 +2x 4+ x3= 3
3)C1 - X3 — 3)(3 =-1
2x1 +3x + x3= 4

Solugio
Subtraindo 3 vezes a primeira linha da segunda acarreta

—Txy — 6x3 = —10
Sutraindo 2 vezes a primeira linha da terceira acarreta
—Xy) — X3 = -2

Se a segunda e a terceira equagdes de nosso sistema sfio substituidas respectivamente por
essas novas equacdes, obtemos o sistema equivalente

x1+ 20+ x3= 3
—Txy — 6x3 = —10
—Xy — X3 = -2

. - . . o . ~ 1
Se a terceira equagio desse sistema € substituida pela soma da terceira equagdo e —— vez
a segunda equacao, temos finalmente o seguinte sistema estritamente triangular:

X1+ 2x0+ x3= 3
—7XQ— 6)C3:—]0

Ly, — 4
7= 73
Usando a substitui¢do reversa obtemos
)C3=4, X2=—2, X1=3~ =

Vejamos novamente o sistema de equacgdes do ultimo exemplo. Podemos associar ao
sistema um arranjo 3 X 3 de ntimeros cujos elementos séo os valores dos x;:

1 2 I
3 -1 =3
2 3 1 ‘
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Esse arranjo ¢ chamado de matriz de coeficientes do sistema. O termo matriz significa sim-
plesmente um arranjo retangular de niimeros. Uma matriz contendo m linhas e #n colunas &
ditam X n. Uma matriz é dita quadrada se tem o mesmo nimero de linhas e colunas — isto
é,sem=n.

Se adicionarmos a matriz de coeficientes uma coluna cujos elementos sdo os nimeros
no segundo membro do sistema, obtemos a nova matriz

1 2 1 3
3 -1 =3]|~-1
273 1 4

Essa nova matriz é denominada matriz aumentada. Em geral, quando uma matriz B m X r
¢ adicionada a uma matriz A m X n dessa forma, a matriz aumentada é denotada (AIB).
Entéo, se

an app - dig by by - by
aoy Ay - Aoy byy by - b,
A= , B =
Aml w2 -+ dpg bml bm2 te bmr
entao
aig o dy L bin - by,
(A|B) =
Am1 ot dmn bml e bmr

A cada sistema de equacdes podemos associar uma matriz aumentada da forma

apy - app | by

a1 o Amn bm

O sistema pode ser resolvido efetuando-se operagdes sobre a matriz aumentada. Os ¥, sdo
marcadores que podem ser omitidos até o fim da computacdo. Correspondendo 3s trés
operagdes utilizadas para obter sistemas equivalentes, as seguintes operagdes sobre linhas
podem ser aplicadas a matriz aumentada:

Operacoes Elementares sobre Linhas

L. Intercambiar duas linhas.
II. Multiplicar uma linha por um nimero real diferente de zero.
HI. Substituir uma linha por sua soma a um mdltiplo de outra linha.

Voltando ao exemplo, verificamos que a primeira linha é usada para eliminar os ele-
mentos da primeira coluna das demais linhas. Chamamos a primeira linha de linha pivo.
Para €nfase, os elementos da linha piv0 sdo apresentados em negrito e a linha é sombreada.
O primeiro elemento ndo nulo na linha pivd € chamado de pivo.

< linha pivd

(pivba; = 1)
elementos a eliminar N 3 —1 —-3|-1
a,, =3ea,; =21 " |2 3 1 4
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Usando a operagiio sobre linhas III, a primeira linha multiplicada por 3 ¢ subtraida da
segunda linha e a primeira linha multiplicada por 2 € subtraida da terceira linha. Quando
isto € feito, terminamos com a matriz

1 2 1 3
0 -7 —6 | —10] <« linhapivd
0 -1 -1} =2

Nesse ponto escolhemos a segunda linha como linha pivé e aplicamos a operacdo III
para eliminar o dltimo elemento da segunda coluna. Desta vez o pivd € —7 e o quociente

:% = % € o muiltiplo da linha pivé que € subtraido da terceira linha. Finalizamos com a
matriz
1 2 1 3
0 -7 —6|-10
1 4
0 0 =] —3

Essa é a matriz aumentada para o sistema estritamente triangular, que é equivalente ao
sistema original. A solugéo do sistema é facilmente obtida por substitui¢fo reversa.

EXEMPLO 4 Resolver o sistema

4~ x0— x3+ x4= 0

X1+ X4+ xa4+ xy4= 6

2x1 +4x, + x3 — 2x4 = —1
3]+ x —2x3+2x4= 3

Solucio
A matriz aumentada para este sistema é

0 -1 -— 1 0

1 1 1 6

2 4 1 —21-1

3 1 -2 21 3
e- J4 que ndo € possivel eliminar quaisquer elementos usando 0 como pivd, usaremos a oj
ira ragfo I para intercambiar as duas primeiras linhas da matriz aumentada. A nova prime

linha serd a linha pivé e o elemento pivo sera 1:
(pivba;;=1) | 1 1 1 1 6] <« linhapivd

0 -1 -1 1 0

2 4 I =211

3 I -2 27 3

da A operacio III é entio usada duas vezes para eliminar os dois elementos nfo nulos
primeira coluna:

1 i 1 6
-1 -1 1 0
-1 -4 —1I3
-2 =5 —11-15

OO W -
o
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Em seguida, a segunda linha € usada para eliminar os elementos na segunda coluna abaixo
do elemento pivé —1: -

1 1 1 1 6
0 -1 -t 1 0
0 0 -3 -2,-13
0 0 -3 -3]-15

Finalmente, a terceira linha é usada como linha pivd para eliminar o dltimo elemento da
terceira coluna:

1 1 1 1 6
0 -1 -1 1 0
0 0 -3 —2]-13
0 0 0 —-1] =2

Esta matriz aumentada representa um sistema estritamente triangular. Resolvendo por
substituigfio reversa, obtemos a solu¢do (2, —1, 3, 2). =

Em geral, se um sistema linear n X n pode ser restrito & forma estritamente triangular,
entéo terd uma tnica solugiio que pode ser obtida aplicando substitui¢io reversa no sistema
triangular. Podemos pensar no processo de reduc¢io como um algoritmo envolvendo n — 1
passos. No primeiro passo, um elemento pivd € escolhido entre os elementos ndo nulos
da primeira coluna da matriz. A linha contendo o elemento pivo é chamada de linha pivo.
Intercambiamos linhas (se necessdrio) de modo que a linha pivo € a nova primeira linha.
Multiplos da linha piv6 sfo entdo subtraidos das n — 1 linhas restantes de modo a obter O
como primeiro elemento das linhas 2 até n. No segundo passo, um elemento pivo é esco-
lhido entre os elementos ndo nulos da coluna 2 entre as linhas 2 e n da matriz. A linha
contendo o pivé € entdo intercambiada com a segunda linha da matriz e usada como nova
linha piv6. Miiltiplos da linha pivé sdo entdo subtraidos das » — 2 linhas restantes, de modo
a eliminar todos os elementos abaixo do pivo na segunda coluna. O mesmo procedimento
¢ repetido para as colunas 3 até n — 1. Note que no segundo passo a linha 1 ¢ a coluna 1
permanccem inalteradas, no terceiro passo as duas primeiras linhas e as duas primeiras
colunas ficam inalteradas e assim por diante. A cada passo as dimensdes totais do sistema
sdo reduzidas de 1 (ver Figura 1.1.2).

Se o processo de eliminagfo pode ser efetuado como descrito, chegaremos a um sis-
tema equivalente estritamente triangular apds n — 1 passos. Entretanto, o procedimento

X X X X X X x x X x
X X X X x 4] x x x
Passo! 7~ 7 7 77 )
X x x x|x 0 x x x|x
A T 0 x x x| «x
(x x x x|x X X X x|x
0 x x x|x 0 x x x|ux
Passo 2
O ' X X X X O O X X X
0 X X x X O 0 X X X
X X X X X X X x x ¥
0 x x x|=x 0 x x x| x
Passo 3 AN NGl B
0 0 x x|x 0 0 x x|x
0 0 x x|x 0 0 0 x!x

Figura §.1.2
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falhard se, em qualquer passo, todas as possiveis escolhas para elemento piv0 sdo iguais
a 0. Quando isto acontece, a alternativa é reduzir o sistema a certas formas de degraus ou
escada. Essas formas de degraus serdo estudadas na préxima secdo. Elas serdo também
usadas em sistemas m X n, onde m # n.

PROBLEMAS DA SECAO 1.1

1. Use a substitui¢io reversa para resolver cada um (© 4x{+3x=4 (d x5 +2x— x3=1
dos seguintes sistemas de equagdes: %M Fdx, =3 2% — x4 x3=3
(@ x —3x=2 (d) xi+ x»+ x3=238 —x1 +2x +3x3=7

2x2 =6 2)62 + x3= 5
3X3 _ 9 (e) 2)(?1 + X2 -+ 3X3 = 1
X 4—X1 + 3XQ + SX3 = 1
© xt+2n+ 2ot x= 3 6x1 + 53 + 5x3 = =3
3%+ x3—2x53= 1
—x3 + 2)64 — 1 (f) 3X1 + 2x2 + x3= 0
’ 4)64 - 4 —2)(,'1 + - = 2
2x1 — X3 +2x3=—1
@ xi+ 2+ 3+ xa+ x5=35 . 5
2+ xs— 2+ xs=1 @ 3x+ 350+ §x3=—§
4X3 + X4 — 2X5 =1 lxl + sz + 13)63 = Ii
X4 —3x5 =0 ¥t 20+ 6= g5
2X5=2 ¢h) X3+ X3 + x4 =0

2. Escreva a matriz de coeficientes para cada um dos 3x) +3x5 — dxs =7

. sistemas do Problema 1. X1+ x4+ x3+2x,=6

3. Em cada um dos seguintes sistemas, interprete 2%, + 3% + x5+ 3%, =6
cada equagfio como uma linha no plano. Para cada .

. . . - 7. Os dois sistemas

sistema, trace o grafico das linhas e determine geo-

metricamente o niimero de solugdes. 2% 4+ x2 =3 2+ x=-—1

@ x+x=4 (b) X+ 2x, =4 4x) +3x, =5 dx; +3x = 1
xXp—x =2 —2x —4n =4 t8m a mesma matriz de coeficientes, mas diferen-

€ 2x— xx= 3 d x+ x=1 tes lados direitos. Resolva ambos os sistemas si-
—4x; + 2%, = —6 Xi— xp=1 multaneamente, eliminando o primeiro elemento

x4 3% =3 da segunda linha da matriz aumentada

4. Escreva uma matriz aumentada para cada um dos [ 2 1 ’ 3 = ]

sistemas do Problema 3. 4 3 5 1

5. Escreva o sistema de equagdes que corresponde a

: . . e execute a substitui¢io reversa para cada coluna
cada uma das seguintes matrizes aumentadas:

correspondente aos segundos membros.

(@) ? § 5 ] (bh) [ ; _g i y 3 ] 8. Resolva os dois sistemas
2 1 4 |—1 )C1+2.X2—2)C3:1 x1+2x2-—ZX3= 9
© (4 -2 3 4 2% +5x 4+ x3=9 2x;+5x+ x3= 9
5 2 6 |—1 X]+3X2+4X3:9 X1+3X2+4X3=—2
4 =3 1 2 4 do a eliminaci o d
3 1 -5 6 5 usando a eliminacgo em uma ma.tnz. aumentada 3 X' 5
(d) 1 1 ) 4 3 e depois executando duas substitui¢des reversas.
5 ) 3 o - 9, Dado um sistema da forma

. . —mixi1 + x2 = b
6. Resolva cada um dos seguintes sistemas:

@ x —2x=5 b) 2x;+ x =38
x4+ xp=1 dx; —3x, =06 onde m,, m,, b, e b, sdo constantes,

—MmaX) + X = bz




(a) Mostre que o sistema terd uma tdnica solugdo
se my; 7+ m,.

(b) Mostre que se m, = m, o sistema S0 serd con-
sistente se b, = b,.

(¢) D€ uma interpretagio geométrica das partes

(a) e (b).

10. Considere um sistema da forma

anxy + apx; =0
X1 + anx; =0

11.

11
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onde a,,, a;,, a, € a,, sdo constantes. Explique
por que um sistema dessa forma deve ser consis-
tente.

D€ uma interpretacdo geométrica de uma equagio
linear a trés incdgnitas. D& a descri¢fo geométrica
dos possiveis conjuntos solugfio para um sistema
linear 3 X 3.

'I.Z Forma Linha Degrau

Na Secéo 1 aprendemos um método para reduzir um sistema linear n X » & forma estri-
tamente triangular. Entretanto, este método falhard se, em qualquer etapa do processo de
redugdo, todas as possiveis escolhas para o elemento pivd em uma coluna dada forem O.

EXEMPLO |
11 1
-1 -1 0
-2 =2 .0
0 0 1
11 2

DN OO e

Considere o sistema representado pela matriz aumentada

1] 1] < linhapivo
1)1
3 1
311
4 1

Se a operagiio Il for usada para eliminar os elementos no nulos das quatro tltimas linhas

da primeira coluna, a matriz resultante sera

OO oW
OO O e -
e U B~ Yy

— et [N e i

1
0| < linhapivd
3

-1

W W L DN

0

Nessa etapa, a reducdo a forma estritamente triangular se interrompe. Todas as quatro pos-
siveis escolhas para o elemento pivd na segunda coluna séo 0. Como proceder a partir dai?
Ja que nossa meta € simplificar o sistema tanto quanto possivel, parece natural passar
terceira coluna e eliminar os trés dltimos elementos:

oW —
cos o —

1

1
-0

0

0

OO -
O K O

Na quarta coluna todas as escolhas para o elemento pivd sio 0; assim, nos movemos nova-
mente a coluna seguinte. Se usarmos a terceira linha como linha pivd, os dois dltimos
elemeritos na quinta coluna sdo eliminados e terminamos com a matriz
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A matriz de coeficientes com a qual terminamos nfo estd na forma estritamente triangu-
lar; os segmentos horizontais e verticais no arranjo para a matriz de coeficientes indicam
a estrutura de uma escada. Note que a queda vertical para um degrau é 1, mas a largura
horizontal para um degrau pode ser maior que 1.

As equacdes representadas pelas duas tiltimas linhas sdo

Ox; + Oxp + Ox3 + Ox4 + Ox5 = —4
Ox; 4+ Oxy + Ox3 + Ox4 + Ox5 = —3

Como nfio hd 5-uplas que satisfagam essas equacdes, o sistema € inconsistente. =

Suponhamos agora que mudemos o segundo membro do sistema do tltimo exemplo, de
modo a obter um sistema consistente. Por exemplo, se iniciarmos com

1 1 1 1 1 1
-1 -1 0 O 1 -1
-2 -2 0 6 3 1

0 0 1 1 3 3

1 1 2 2 4] 4

entdo o processo de reducdo fornecerd a matriz aumentada na forma degrau

OO WO -

As duas tdltimas equactes da forma reduzida serdo satisfeitas por qualquer 5-upla. Entéo,
o conjunto solucdo serd o conjunto de todas as 5-uplas que satisfazem as trés primeiras
equagoes,

X1+ x+xt+xa+ xs=1
X3+ x4 +2x5=0 (D

X5 = 3
As varidveis correspondentes aos primeiros elementos nio nulos em cada linha da matriz
reduzida serfo chamadas de varidveis principais. Entdo, x,, x, € x5 s8o as varidveis princi-
pais. As varidveis restantes, correspondentes as colunas evitadas no processo de reducéo,

sdo ditas varidveis livres. Entdo, x, € x, sdo varidveis livres. Se transferirmos as varidveis
livres para o segundo membro em (1), obtemos o sistema

Xptx3+ xs=1—-x3—x4
X3+ 2x5 = —xy (2
X5 = 3
O sistema (2) € estritamente triangular nas incégnitas x,, x; € xs. Entdo, para cada par
de valores atribuidos a x, e x,, haverd uma unica soluc¢fo. Por exemplo, se x, = x; =

0, entdo x; = 3, x; = —6 e x; = 4, e portanto (4, 0, —6, 0, 3) € uma solugdo para o
sistema.
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Uma matriz ¢ dita na forma linha degrau

(i) Se o primeiro elemento nio nulo em cada linha nfo nula é 1.
(if) Se a linha k n#o consiste inteiramente de zeros, o nimero de zeros iniciais na
linha £ + 1 é maior que o ndmero de zeros iniciais da linha k.
(iii) Se h4 linhas cujos elementos sdo todos nulos, elas estdo abaixo das linhas con-
tendo elementos ndo nulos.

EXEMPLO 2 As seguintes matrizes estdo na forma linha degrau.

1 10
013 13
000 0 0 -

EXEMPLO 3 As seguintes matrizes ndo estdo na forma linha degrau.

Definicdo

2 46 000 0 1
0 3 5], 1 0
0 0 4 .
A primeira matriz n8o satisfaz a condi¢do (i). A segunda matriz falha em satisfazer a con-
digdo (iii) e a terceira matriz falha em satisfazer a condigdo (ii). =
O processo de usar as operacdes sobre linhas I, IT e III para transformar um sistema

linear em um cuja matriz aumentada estd na forma linha degrau é chamado de elimina-
¢Ao gaussiana.

Note que a operagdo sobre linhas I é necessdria de modo a normalizar as linhas de
modo que os coeficientes iniciais sejam todos 1. Se a forma linha degrau da matriz aumen-
tada contém uma linha da forma

[0 0 - 011)

0 sistema ¢é inconsistente. Sendo, o sistema serd consistente. Se o sistema é consistente e
as linhas ndo nulas na forma linha degrau formam um sistema estritamente triangular, o
sistema terd uma tnica solucéo.

Sistemas Sobredeterminados

Um sistema linear € dito sobredeterminado se hd mais equagdes que incognitas. Sistemas
sobredeterminados sdo geralmente (mas ndo sempre) inconsistentes.

EXEMPLO 4 Resolva cada um dos seguintes sistemas sobredeterminados.

1a) X1+ x= 1 b x; + 2%+ x3=1 © x1+2x + x3=1
Xy — Xxp= 3 2x) — x4+ x3=2 2x1 — x4+ x3=2
—x1 4+ 2xp = =2 4x) +3x +3x3 =4 4x1 +3x; +3x3 =4

2x1 — x +3x3=5 314+ x4+ 2x3=3
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Solucdo
A esta altura o leitor deve estar suficientemente familiarizado com o processo de elimi-
nacdo para que possamos omitir os passos intermedidrios na reducdo de cada um desses
sistemas. Entdo, podemos escrever
1 1 1
31— 10 1
-2 0 0

Segue-se da dltima linha da matriz reduzida que o sistema ¢ inconsistente. As trés equagdes
no sistema (a) representam linhas no plano. As duas primeiras linhas se interceptam no
ponto (2, —1). Entretanto, a terceira linha ndo passa por esse ponto. Entdo, ndo hé pontos
pertencentes as trés linhas (ver Figura 1.2.1).

1 1
Sistema (a): 1 -1
-1

1
-1
1

1 2 111 1 2 11

-1 112 01 Llo

Sistema (b): — >
4 3 3| 4 00 1|3

2 -1 315 00 0|0

Usando substituicio reversa, verificamos que o sistema (b) tem exatamente uma solugéo
0,1, —0,3, 1,5). A solugfo é dnica porque as linhas néo nulas da matriz reduzida formam
um sistema estritamente triangular.

1 2 1 1 1 2 171
2 -1 1|2 o1 Lio
Sistema (c¢): 4 3 34 — 0 0 E) 0
3 1 2 3 0 0 00

Resolvendo para x, e x; em elementos de x;, obtém-se

x, =— 0,2x,
x,=1-2x,—x,=1—0,6x,

Figura 1.2.1



Segue-se que 0 conjunto sohucdo € o conjunto de tdos o8 ternos ordenados da forma
(1 — 0,6a, —0,2a, o) onde « é um nimero real. Este sistema é consistente e tem um
ndmero infinito de solugdes por causa da varidvel x,. ; ]

Sistemas Subdeterminados

Um sistema de m equacoes lineares a n incégnitas & dito subdeterminado se tiver menos equa-
¢des que incognitas (im << n). Embora seja possivel a um sistema subdeterminado ser inconsis-
tente, eles sdo em geral consistentes com um ndmero infinito de soluctes. N&o € possivel a um
sistema subdeterminado ter uma tnica solucdo. A razio para isto € que qualquer forma linha
degrau da matriz de coeficientes envolverd r = m linhas nio nulas. Entdo, haverd r varidveis
principais e n — r varidveis livres, onde n — r = n — m > (. Se o sistema for consistente, pode-
mos atribuir valores arbitrdrios as varidveis livres e resolver para as varidveis principais. Entfo,
um sistema subdeterminado consistente terd um niimero infinito de solucdes.

XEMPLO 5 Resolva os seguintes sistemas subdeterminados

@ xi+2n+ x=1 ) xi+x+x3+ x4+ x5=2
2x1 +4x) + 2x3 =3 X1+ X2+ x3+ 2x4 +2x5 =3
X1+ x+x3+2x4+3x5=2

Solucio
. 1 2 1)1 1 2 1]1
Sistema (a): [2 4 2|3] - [0 0 0‘1]
Evidentemente, o sistema (a) € inconsistente. Podemos considerar as duas equacdes no

sistema (a) como representando planos no espaco tridimensional. Em geral, dois planos se
interceptam em uma reta, mas neste caso os planos sio paralelos.

T 1 1.1 1]2 1 111 1] 2
Sistema(b): }1 1 1 2 213} —-10 0 O 1 1 i 1
T 1 1 2 3|2 00 0 0 1]-1

O sistema (b) € consistente e, ja que hd duas varidveis livres, o sistema terd um ndmero
infinito de solugcdes. Em casos como este é conveniente continuar o processo de elimina-
¢do e simplificar ainda mais a forma da matriz reduzida. Continuamos eliminando até que
todos os elementos acima de cada primeiro 1 sejam eliminados. Entdo, para o sistema (b)
continuaremos e eliminaremos os dois primeiros elementos da quinta coluna e o primeiro
elemento da quarta coluna, como se segue: -

1 1 )|

0 0 0 0 1|-1
i1 1 0 0 1
- 10 0 0 1 0 2

. 0 0 0 0 1)1

Se pusermos as varidveis livres no segundo membro, segue-se que
! X1 = 1-— X2 — X3
X4 = 2

X5=—1
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Entdo, para quaisquer ndmeros reais ce 3, a 5-upla

(l-a—-pap2 -1)
¢ a solucdo do sistema. _ B
Caso a forma linha degrau de um sistema consistente tenha variaveis livres, o procedi-
mento padrio € continuar o processo de eliminagdo até que todos os elementos acima de

cada primeiro 1 tenha sido eliminado, como no sistema (b) do exemplo anterior. A matriz
reduzida resultante € dita na forma linha degrau reduzida.

Forma Linha Degrau Reduzida

Definicdo | Uma matriz é dita na forma linha degrau reduzida se

(i) A matriz estd na forma linha degrau.
(ii) O primeiro elemento néo nulo em cada linha € o inico elemento ndo nulo em sua
coluna.

As seguintes matrizes estdo na forma linha degrau reduzida.
1 o 1 0 0 3 01 20 1 2 0 1
[ 0 1 J , 010 27, 000 1], 001 3
0 0 11 0 0 0O 0000

O processo de utilizagdo de operacdes elementares sobre linhas para transformar uma
matriz na forma linha degrau reduzida é chamado de reducdo de Gauss—Jordan.

EXEMPLO 6 Use aredugiio de Gauss—Jordan para resolver o sistema

—x1 + x — X3—|—3X4=O
3X1+XQ— X3 — X4=O
2X1—X2—2X3— .X4=O

Solucido

|
Y
oo W

OO
(A —

-1 1 -1 3 0 1 -1 1 =3 0) forma
-1 0 4 -4 8 0} —-|0 1 —1 2|0} linha
0 0 -3 3 0 (6 0 1 —1 | 0] degrau

1 0 0 —1 0} formalinha
- 10 1 0 1 0] degrau
0

0 0 1 -1 0} reduzida
Se fizermos x, igual a qualquer niimero real «, entdo x, = «, x, = —a e x; = «a. Entlo, todas
“as 4-uplas da forma (a, —«, a, ) sdo solu¢bes do sistema. ]
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APLICACAO | Fluxo de Trafego

Na regido central de certa cidade, dois conjuntos de ruas de mo tinica se interceptam como
mostrado na Figura 1.2.2. O volume horédrio de trafego entrando e saindo dessa regido
durante a hora de pique é dado no diagrama. Determine o volume de trdfego entre cada
uma das quatro intersecdes.

Solucio
Em cada intersecdo, o nimero de automéveis entrando deve ser o mesmo que o ndmero

saindo. Por exemplo, na intersecdo A, o nimero de automéveis entrando € x, + 450 ¢ o
niimero saindo € x, + 610. Entdo

x1 + 450 = x, + 610 (intersecdo A)
Similarmente
x3 + 520 = x3 4+ 480 (intersecfo B)
x3 4+ 390 = x4 4+ 600 (interse¢do C)
X4 + 640 = x| + 310 (interse¢do D)
A matriz aumentada para o sistema é
1 —1 0 0] 160
0 1 —1 0| —40
0 0 1 -1 210
-1 0 0 1 1-330

A forma linha degrau reduzida para esta matriz é

1 0 0 -=1]330

0 1 0 —1]170
0 0 1 -17210
0 0

0 O 0

O sistema € consistente e, ja que hd uma varidvel livre, hd muitas solu¢bes possiveis. O
diagrama de fluxo do trifego ndo fornece informagfo suficiente para determinar x,, x,, X; €

45 310
L . p - 00
x_% §.X4
L0, B 600,
1480) 39

Figura 1.2.2
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x4 de forma univoca. Se o volume de trifego fosse conhecido entre qualquer par de inter-
secdes, o trafego nas artérias restantes poderia ser facilmente calculado. Por exemplo, se o
total de trafego entre as intersecdes C e D € de 200 automéveis por hora em média, entdo
x, = 200. Usando este valor podemos calcular x;, x, e x;:

X1 = x4 + 330 =530
X2 = x4 + 170 =370
x3 =x4 + 210 =410

APLICACAO 2 Redes Elétricas

Em uma rede elétrica, € possivel determinar a intensidade de corrente em cada ramo em
elementos das resisténcias e das tensdes. Um exemplo de circuito tipico é mostrado na

Figura 1.2.3.
8 volits
I
|
i
4 ohms
2 ohms
Al - B
i3
3 ohms 2 ohms
Ly
i I
> 9 volts
Figura 1.2.3

Os simbolos na figura tém os seguintes significados:

Um caminho através do qual a corrente pode fluir

k Uma fonte de tensdo

'\/\N Um resistor

A fonte de tensdo é em geral uma bateria (com a tensfo medida em volts) que alimenta a
carga e produz uma corrente. A corrente flui a partir do terminal da bateria que é representado
pela linha vertical mais longa. As resisténcias sdo medidas em ohms. As letras representam
nds e os i representam as correntes entre os nds. As correntes sdo medidas em ampéres. As
setas indicam a direcdo das correntes. Se, no entanto, uma das correntes, por exemplo, i,, for
negativa, isto significa que a corrente nesse ramo tem a direcdo inversa a da seta.

Para determinar as correntes, sdo usadas as seguintes regras:

I eis de Kirchhoif

1. Em qualquer né, a soma das correntes entrando € igual a soma das correntes saindo.
2. Ao longo de qualquer malha fechada, a soma algébrica de todos os ganhos de tensao
deve ser igual a soma algébrica de todas as quedas de tensfo.’

Na literatura de Engenharia Elétrica a segunda lei é enunciada simplesmente como: “A soma algébrica de todas
as tensdes ao longo de uma matha € nula.” (N. T.)



Matrizes e Sistemas de Equacdes 19

As quedas de tensfio E para cada resistor sio dadas pela Lei de Ohm,
E =iR

onde i representa a corrente em ampeéres e R a resisténcia em ohms.
Calculemos as correntes na rede da Figura 1.2.3. Da primeira lei temos

i1 —ip+iz=0 (n6 A)

—l1+12—l3=0 (HéB)
Pela segunda lei
diy +2iy =8 (malha superior)
2ip +5i3 =9 (malha inferior)

A rede pode ser representada pela matriz aumentada

O OO

T -1 1
-1 1 =1
4 2 0
0 2 5

Esta matriz é facilmente reduzida a forma linha degrau

1 -1 1]o0

2 4
0 1 =31 3
0 0 1] 1
0 0 0] 0

Resolvendo por substitui¢do reversa, vemos que i; = 1,0, = 2ei, = 1.

Sistemas Homogéneos

Um sistema de equagdes lineares € dito homogéneo se as constantes no segundo mem-
bro sdo todas zero. Os sistemas homogéneos sdo sempre consistentes. Achar uma solu-
¢do € trivial; € s6 fazer todas as varidveis iguais a zero. Entéo, se um sistema homogé-
neo m X n tem uma dnica soluglo, ela deve ser a solugdo trivial (0, 0, ..., 0). O sistema
homogéneo no Exemplo 6 consistia em m = 3 equacdes em n = 4 incégnitas. No caso
de n > m haverd sempre varidveis livres e, em consequéncia, solugdes nio triviais adi-
cionais. Este resultado foi essencialmente provado em nossa discussio sobre sistemas
subdeterminados, mas por causa de sua importincia, nds o enunciaremos como um
teorema. :

Teorema 1.2.] Um sistema homogéneo m X n de equagdes lineares tem uma solu¢do nfo trivial
se n > m.

Demonsiracdo  Um sistema homogéneo é sempre consistente. A forma linha degrau da
matriz pode ter no mdximo m linhas ndo nulas. Entdo, hd no méximo m varidveis prin-
cipais. Como hd um total de n varidveis e n > m, deve haver algumas varidveis livres.
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Pode-se atribuir valores arbitrdrios as varidveis livres. Para cada atribuicéo de valores as
varidveis livres hd uma solucdo para o sistema. =

APLICACAD 3 Equacbes Quimicas

No processo de fotossintese, as plantas usam a energia radiante do Sol para converter di6-
xido de carbono (CO,) e dgua (H,0) em glicose (C¢H,,04) € oxigénio (O,). A equacio
quimica da reacdo é da forma

x1COy + xoH,O — x30, + x4CsH 7 Og

Para balancear a equacéo, precisamos escolher x,, x,, x; € x, de modo que os ndmeros de
atomos de carbono, hidrogénio e oxigénio sejam os mesmos nos dois membros da equagio.
J& que o diéxido de carbono contém um dtomo e a glicose contém seis, para balancear os
atomos de carbono € preciso que

X1 = 6X4
Similarmente, para balancear o oxigénio, € preciso que
2x1 + x0 = 2x3 + 6x4
e finalmente, para balancear o hidrogénio, € preciso que
2)62 = 12.X4

Se todas as variaveis forem movidas para os primeiros membros das trés equagdes, obtém-se
o0 sistema linear homogéneo

X1 — 6X4 =0
2x1 4+ x2 —2x3 — 6x4=20
2> —12x4 =0

Pelo Teorema 1.2.1 o sistema tem solugdes ndo triviais. Para balancear a equacdo, pre-
cisamos encontrar solugdes (x,, x,, x;, x,) cujos valores sejam inteiros ndo negativos. Se
resolvermos o sistema na forma usual, verificamos que x, € uma varidvel livre e

X1:XZ:)C3=6X4

Em particular, se fizermos x, = 1, entdo x, = x, = x; = 6 e a equagio toma a forma
6C02 + 6H20 —> 602 + C6H1206

APLICACAO 4 Modelos Econdmicos para Troca de Bens

Suponha-se que em uma sociedade primitiva os membros de uma tribo se empenhem em
trés ocupagdes: agricultura e pecudria, manufatura de ferramentas e utensilios, e tecelagem
e costura de vestimentas. Suponha-se que inicialmente a tribo ndo tenha sistema monetario
e que todos os bens e servigos sejam permutados. Vamos denotar os trés grupos por F;, M e
C, respectivamente, e suponha que o grafo orientado na Figura 1.2.4 indica como o sistema
de permuta funciona na pratica.

A figura indica que os fazendeiros (¥) guardam metade de seu produto e entregam um
quarto do produto aos artesdos (M) e um quarto aos teceldes costureiros (C). Os artesios
dividem os bens igualmente entre os trés grupos, entregando um terco a cada grupo. O
grupo produzindo roupas entrega a metade das roupas aos fazendeiros ¢ divide a outra
metade igualmente entre os artesdos e eles mesmos. O resultado é resumido na seguinte
tabela:
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F M C
i1 1
Flz 3 3
I 1 1
Miz 35 3
11 1
Cls 3 1

A primeira coluna da tabela indica a distribuicio dos bens produzidos pelos fazendeiros, a
segunda coluna indica a distribui¢do dos bens manufaturados e a terceira coluna indica a
distribui¢do das roupas.

A medida que o tamanho da tribo aumenta, o sistema de permuta fica muito desajei-
tado e, em consequéncia, a tribo decide instituir um sistema monetario de troca. Para este
sistema econbmico simples, supomos que ndo haverd acumulaciio de capital ou dividas e
que 08 pregos dos trés tipos de bens reflete os valores do sistema de permuta existente. A
questdo € como atribuir valores aos trés tlpOS de bens para representar de forma equilibrada
o sistema de permuta corrente.

O problema pode ser transformado em um sistema de equacdes lineares usando um
modelo econbmico que foi originalmente desenvolvido pelo economista Wassily Leontief,
ganhador do Prémio Nobel. Para este modelo vamos considerar x; o valor monetdrio dos
bens produzidos pelos fazendeiros, x, o valor dos bens manufaturados e x; o valor das rou-
pas produzidas. De acordo com a primeira linha da tabela, o valor dos bens recebidos pelos
fazendeiros equivale 2 metade dos bens por eles produzidos, mais um terco do valor dos
bens manufaturados e metade do valor das roupas. Entéo, o valor total dos bens produzidos

. 1 1 1 . o
pelos fazendeiros é —x, + —x, + —x,. Se o sistema é equilibrado, o valor total dos bens
2 3 2

produzidos pelos fazendeiros deve ser igual a x,, o valor total dos bens produzidos. Entfio
temos a equacdo linear

! + ! + !
— — — X3 =
2X1 3362 5 3 = X1
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Usando a segunda linha da tabela ¢ balanceando os bens produzidos
artesdos, obtemos a segunda equagido

1 1 1

le + gxz + Z)C3 =X
Finalmente, usando a terceira linha da tabela, obtemos

1 1 1

VR + 3% =+ 7=

Essas equagdes podem ser reescritas como um sistema homogéneo

—%Jﬂ + %xz + %X3 =0
}Txl — %XZ -+ 41)C3 =0

X1t i —3x=0
A forma linha degrau reduzida da matriz aumentada para este sistema &

10 =210
0 1 -11]0

0 O 010

e recebidos pelos

H4 uma varidvel livre x,. Fazendo x; = 3, obtemos a solucio (5, 3, 3) ¢ a solucdo geral
consiste em todos os multiplos de (5, 3, 3). Segue-se que as varidveis x;, x, e x; devem ser

atribuidos valores na relac@o
X1 X :x3=5:3:3

Este sistema simples € um exemplo do modelo fechado de entrada—saida de Leontieff.
Os modelos de Leontieff sdo fundamentais para a compreensio dos sistemas econdmicos.
As aplicagdes modernas envolvem milhares de indistrias e conduzem a sistemas lineares
muito grandes. Os modelos de Leontieff serfo estudados em maior detalhe mais tarde, na

Secdo 8 do Capitulo 6.

PROBLEMAS DA SECAO 1.2

1. Quais das seguintes matrizes estdo na forma linha
degrau? Quais estfio na forma linha degrau redu-

zida?

(a)

(©

(e)

(&

2. As matrizes aumentadas a seguir estdo na forma
linha degrau. Em cada caso, indique se o sistema

linear correspondente € consistente. Se o sistema
1 0 0O tiver uma Unica soluco, encontre-a.
1 2 3 4
00 1 2] (b) 100 0] 1 24 1301
001 (@ |0 1 3] ®) [o 1 —1]
1 30 0 1 0 011 0 0l O
0 0 1) @ |0 0] 1 -2 41
000 00 © [0 o 1 3]
111 1 4 6 o0 0 010
0 1 2] ® |0 O 1] 1 =2 2 ]-2
0 0 3 01 3 d |0 1 -1 3]
100 1 2 01 3 4 o0 0 112
01 0 2 4] th) |0 0 1 3] 1 3 2]=2
0 01 3 6 00 0 0 e |0 0 1 4
0 0 0 1 ]




1

— - -
1 -1 38
0 1 2|7
®do o 112
0 0 010

. As matrizes aumentadas a seguir estdo na forma

linha degrau reduzida. Em cada caso, encontre o
conjunto solugio dos sistemas lineares correspon-

dentes.
1 0 0
@ o 1 0
0 0 1 3
1 -3 0 2
(¢ |0 0 1] -2
0 0 0 0
1 2 0 115
@ 0 0 1 3 4]
1 5 =2 0
0 0 0 1
®© o 0 0o o
0 0 0 0
01 0 2
@ {0 0 1] -1
0 0 0 0

-2 1 40
5 M JO0 0 1
0 0 0

OO W

2
3
1

. Para cada um dos sistemas do Problema 3, faca

uma lista das varidveis principais e uma segunda

lista das varidveis livres.

. Para cada um dos sistemas de equagdes seguintes,

use a eliminac¢ao gaussiana para obter um sistema
equivalente cuja matriz de coeficientes estd na
forma linha degrau. Indique se o sistema é con-
sistente. Se o sistema € consistente e ndo envolve
varidveis livres, use substituicio reversa para obter
a solugfio Unica. Se o sistema é consistente ¢ hd
varidveis livres, transforme-o para a forma linha
degrau reduzida e obtenha todas as solugdes.

(a x —2x =3
2x1 — x =9

© x4+ x»=0
2x1+3xg=0
3X1—2X2=0

(d) 3X1 -+ sz — X3 = 4
Xi — 2)62 + 2X3 = 1
11)61 + 2)62 —,— X3 = 14

(€ 2x1 4+ 30+ x3=1
X1+ X+ X3:3
3x1 +4x, + 2x3 =4

(b)

2x1 —3x =5
—4x; + 6x, =8
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) x—- x»+2n=4
2x1 4+ 3x — x3 =1
Txy 4 3% + 43 =7

® x+ nt+xntrxn=0
2%y 4+ 3% —x3 — x4 =2
3x1 +2x +x3+xa=5
3x;1 +6xy —x3 — x4 =4

h)  x—2x=3

2514+ =1
—5x1+8x, =4
) —x+2x0— x3= 2
—2x1 + 2x, + xy= 4
3x1+2x +2x3= 5

-"-3)(,'1 + 8)(,'2 + 5X3 = 17

)] X1+ 2x =3 +x=1
=X — X2+ 4dx3 — x5 =6
—2x1 —4dxy + T3 —xy =1

(k) X —|—3)C2 + x3 + )C4=3
2.X] —2)62+X3+2X4:8
x1—5x2 + .X4:5

D x -3+ x35=1
21+ xp— x3=2
X +4x; —2x3 =1
Sx; —8xp +2x3 =5

6. Use a reducio Gauss—Jordan para resolver cada
um dos seguintes sistemas

@ x+ xn=-1
4x; —3x, = 3

(b) X + 3)62 + X3+ x4 = 3
2X1 — 2X2 + x3 + 2X4 =
3X1+ X2+2X3~ X4:—1

(C) )C1+X2+JC3=0
xl*-XQ—Xg:O

d x4+ x+x+ =0
21+ x3—x3+3x,=0
X1*2X2+x3—{— x3=0

7. D€ uma interpretacio geométrica de por que um
sistema linear homogéneo com duas equacdes
a trés incégnitas deve ter um ndmero infinito de
solugbes. Quais os possiveis nimeros de solucdes
para um sistema linear ndo homogéneo 2 X 3?7 D&
uma explicacdo geométrica para sua resposta.

8. Considere um sistema linear cuja matriz aumenta-
da tem a forma
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10.

11.

12.

13.

14,

Capitulo Um
1 2 1 1
-1 4 3 2
2 -2 a 3

para que valores de a o sistema tem uma tinica so-
lacédo?

Considere um sistema linear cuja matriz aumenta-
da é da forma

1 2 1]0
2 5 3|0
-1 1 glo
(a) E possivel que o sistema seja inconsistente?

Explique.
(b) Para que valores de 8 o sistema terd um nimero
infinito de solu¢des?
Considere um sistema linear cuja matriz aumenta-
da é da forma

1 1 32
1 2 4.3
1 3 a|b

(a) Para que valores de a ¢ b o sistema tem um
ndmero infinito de solu¢des?
(b) Para que valores de ¢ ¢ b o sistema € inconsis-

tente?

Dados os sistemas lineares

@ x+2x=2 b x+2x=1
3X1+7X2=8 3x1+7xz=7

resolva ambos os sistemas incorporando os segun-
dos membros em uma matriz 2 X 2 B e computan-
do a forma linha degrau reduzida de

am= {4213 1)

Dados os sistemas lineares

@ x+20n+ =2
—X1 — X+ 2x3 =3
2x1 + 3x; =0

®d) x;+2x+ x3=-—1

—X1 — Xy + 2.X3 = 2
2)(,'1 + 3X2 = —‘2

resolva ambos os sistemas computando a forma linha
degrau reduzida de uma matriz aumentada (AlB) e
executando a substituigio reversa duas vezes.

Dado um sistema homogéneo de equagGes line-
ares, se o sistema ¢ sobredeterminado, quais sdo
as possibilidades quanto ao nimero de soluctes?
Explique.

Dado um sistema nfo homogéneo de equagdes li-
neares, se o sistema ¢ subdeterminado, quais sdo

16.

17.

as possibilidades quanto ao nimero de solugdes?
Explique.

. Determine os valores de x,, x,, x, & x, para o seguin-

te diagrama de fluxo de trafego:

380 x
430 LA 450
. 420
...... 540 ) 400
420 470

Considere o seguinte diagrama de fluxo de trdfego,
onde a,, 4,, a;, a4, by, by, by, b, s80 inteiros positi-
vos fixos. Monte um sistema linear nas varidveis
X, X,, X3, X, € MoOStre que o sistema serd consistente
se € somente se

a+ay+az+as=by+by+bs+ by

O que vocé pode concluir em relagdo ao nimero de
automoveis entrando e saindo da rede de trafego?

b e 4

ay X3 b3

by

e

Seja (¢, ¢,) a solugdo do sistema 2 X 2

aix; + apx; =0

anx; +anx; =0
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Mostre que, para qualguer nimero real o, o par 22, Determine a intensidade de cada corrente para

ordenado (uc,, ac,) também € uma solugfo. cada uma das redes seguintes:
18. Na Aplicagfio 3, a solucio (6, 6, 6, 1) foi obtida
fazendo a varidvel livre x, = 1. (a)

(a) Determine a solugio correspondente a x, = 0.

Que informagfo, se alguma existe, d4 esta i 16 ?"OHS

solugdo a respeito da reacdo quimica? A |F

expressdo “solucdo trivial” se aplica a este

caso? 2 ohms
(b) Escolha outros valores para x,, tais como 2, 4 . 2 ohms

ou 5 e determine as solugdes corresponden- A"—‘“’_*—W\/—*" B
tes. Como se relacionam estas solugdes nio
triviais?

19. O benzeno liquido queima na atmosfera. Se um
objeto frio é colocado diretamente sobre o benze- a /\/\/\l
no, haverd condensago de dgua no objeto e tam-
bém se formard um depo6sito de fuligem (carbono) (b)
sobre o objeto. A reago quimica para esta reagfo
¢ da forma

X1C6H6 + x202 — )CgC + X4H20

2 ohms

Determine valores de x;, x,, x, e x, para balancear 20 volts 4 s
a equacao. A® h b AAA o3
M. O 4cido nftrico € preparado comercialmente por
uma série de trés reacdes quimicas. Na primeira
reago, nitrog€nio (N,) é combinado com hidrogé- . 2 ohms
nio (H,) para formar aménia (NH,). Depois, a amd-
nia é combinada com oxigénio (O,) para formar

di6xido de nitrogénio (NO,) e dgua. Finalmente, (c)
o NO, reage com parte da dgua para formar acido
nitrico (HNO,) e 6xido nitrico (NO). A quantidade 8 volts .
de cada um dos componentes é medida em mols ;[ 2
{uma unidade padrdo de medida para rea¢des qui- !
micas). Quantas mols de nitrogé€nio, hidrogénio e 4 ohms
oxigénio sdo necessdrias para produzir 8 mols de 2 ohms
4cido nitrico? N )\N\! o B
21. Na Aplicacdo 4, determine os valores relativos de
X}, X, €x; se a distribuicio dos bens € descrita na . .
seguinte tabela 3 4
4 ohms is
c ANM— D
e
vl 5 ohms
32 6 10 volts i
Cls & 3 I
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' |.3 Aritmética Matricial

. Nessa secfio introduzimos a notacéio padriio para matrizes e vetores e definimos operacdes

© aritméticas (adi¢do, subtra¢fo e multiplicacdo) com matrizes. Introduziremos duas opera-
¢bes adicionais: multiplicacdo por escalar e transposicdo. Veremos como representar sis-
temas lineares como equacdes envolvendo matrizes e vetores € entdo derivar um teorema
caracterizando quando um sistema linear é consistente.

Os elementos de uma matriz sdo denominados escalares. Eles sdo em geral niimeros
reais ou complexos. Na maioria das vezes trabalharemos com matrizes cujos elementos
sdo ndmeros reais. Durante os cinco primeiros capitulos do livro, o leitor pode supor que
o termo escalar se refere a um nimero real. Entretanto, no Capitulo 6 haverd ocasides em
que usaremos o conjunto dos nimeros complexos como nosso campo escalar.

Notacio Matricial

Se quisermos nos referir a matrizes sem escrever especificamente todos os elementos, usa-
remos letras maitsculas A, B, C e assim por diante. Em geral a; denotard o elemento da
matriz A que estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna. Vamos nos referir a este elemento
como o elemento (i, j) de A. Entéo, se A € uma matriz m X n, entdo

apr diz o dip

ary dyp v Qyy
A=

Aml Am2 - Qma

Algumas vezes vamos abreviar isto para A = (a;). Similarmente, uma matriz B pode ser
referenciada como (b;), a matriz C como (c;) e assim por diante.

Vetores

Matrizes com somente uma linha oo uma coluna t&m um interesse especial, j4 que sfio usadas
para representar solucdes de sistemas lineares. Uma solucéo de um sistema de m equagdes
lineares a n incégnitas é uma n-upla de nmimeros reais. Vamos nos referir a uma n-upla de
nimeros reais como um vetor. Se uma rn-upla é representada como uma matriz 1 X n, nos
referiremos a ela como um vetor linha. Se em vez disso, a n-upla € representada por uma
matriz n X 1, diremos que € um vefor coluna. Por exemplo, a solugfo do sistema linear

X;+x2=3
xl—X2=1

2
pode ser representada pelo vetor linha (2, 1) ou pelo vetor coluna [ 1 ] .

Trabalhando com equacles matriciais, é geralmente mais conveniente representar as
soluctes em termos de vetores coluna (matrizes n X 1). O conjunto de todas as matrizes
n X 1 de nimeros reais € chamado de espaco euclidiano de dimensio n e € normalmente
denotado como R”. J4 que estaremos trabalhando quase que exclusivamente com vetores
coluna no futuro, vamos em geral omitir a palavra “coluna” e nos referirmos aos elementos
de R” simplesmente como vetores, em vez de vetores coluna. A notagdo padrio para um
vetor coluna € uma letra mindscula em negrito, como em
X1
X2
x=1. 1

Xn
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Para vetores linha niio hd notagdo padrio universal. Neste livro representaremos tanto
vetores linha quanto coluna com letras minisculas em negrito e, para distinguir um vetor
linha de um coluna, colocaremos uma seta horizontal sobre a letra. Entdo, a seta horizontal
indica um arranjo horizontal (vetor linha) em vez de um arranjo horizontal (vetor coluna).

Por exemplo,

Y1
Y2
Y3
Y4

X=(x1,%,X3,X1) € y=

sdo vetores linha e coluna com quatro elementos cada.

Dada uma matriz m X n A, é muitas vezes necessdrio referir-se a uma linha ou coluna
particular. A notago padrdo para a j-ésima coluna de A ¢ a,. No hd notagdo padrio uni-
versal para a i-ésima linha de uma matriz A. Neste livro, jd que utilizamos setas horizontais
para indicar vetores linha, denotaremos a i-ésima linha de A por a,.

Se A € uma matriz. m X n, entdo os vetores linha de A sdo dados por

aiz(an,aiz,...,a,-n) i=1....,77l

e os vetores linhas sdo dados por

aij
612]- .

aj:‘ : 7] =1,...,I’l
amj

A matriz A pode ser representada em termos de seus vetores coluna ou linha:
a
a)

A=(a,a,...,a,) ou A=1{ .

an

Similarmente, se B é uma matriz n X r, entdo

Bz(blabZ"--’br)z

EXEMPLO T Se

325
Az[—l 84]

m= () = 3) w= ()

a1=0,2,5, @=(-1,84 =

entio
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fgualdade

Duas matrizes sdo iguais se tém as mesmas dimensdes e os elementos correspondentes sio
iguais.

Definicdo | Duas matrizes m X n A e B sio ditas iguais se a; = b, paratodoiej

Multiplicacdo por Escalar

Se A é uma matriz e @ um escalar, entdo aA é a matriz formada pela multiplicagio de cada
um dos elementos de A por c.

Definicdo | A ¢ uma matriz e a um escalar, entdo A é a matriz m X n cujo elemento (i, j) € aay,

Por exemplo, se

A= [ 6 8 10
entao
1 2 4 1 12 24 6
A= [3 4 5] ¢ 3= [18 24 30]
Adicao de Matrizes
Duas matrizes com a mesma dimensdo podem ser somadas adicionando-se seus elementos
correspondentes.

Definicdo | Se A = (a;) e B = (b;) sfio ambas matrizes m X n, entdo a soma A + B é a matriz m X
n cujo elemento (7, j) é a; + b, para cada par ordenado (i, ).

Por exemplo

32 1 22 2) (5 43
4 5 6)T1 2 3
2 8 —6
1] 3= 4
8 2 10

Se definirmos A — Bcomo A + (—1)B, entdo A — B é formada subtraindo-se cada ele-
mento de B do elemento correspondente de A. Entéo,

2 4 45 2 4
G- 3] =15 1) rem (3
2 4 —4 -5
= 31]+[—2 -3
(2-4 4-5
=13-2 1-3
(-2 -1
=11
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Se O representa a matriz, com as mesmas dimensdes de A, cujos elementos sdo todos 0,
entao

A+O0=0+A=A

A matriz O ¢ chamada de matriz nula. Ela age como identidade aditiva no conjunto de
todas as matrizes m X n. Além disso, toda matriz A m X n tem uma inversa aditiva. E claro
que

A+ (-1DA=0=(—1DHA+ A
E costume denotar a inversa aditiva de A como —A. Entio,

—A=(—DA

Mutltiplicacio de Matrizes e Sistemas Lineares

Temos ainda de definir a operagio mais importante: a multiplicacdo de duas matrizes. Boa
parte da motivagdo por trds da definicdo deriva das aplicagdes a sistemas lineares de equa-
¢Oes. Se temos um sistema de uma equagdo linear a uma incégnita, ele pode ser escrito na
forma

ax =2b 2)

Geralmente pensamos em a, x ¢ b como escalares; entretanto, eles poderiam ser
tratados como matrizes 1 X 1. Nosso objetivo agora € generalizar a equacio (2) de
modo a representar um sistema linear m X n por uma simples equagdo matricial da
forma

Ax=Dh

onde A é uma matriz m X 7, X € um vetor de incégnitas em R” e b estd em R”. Consideramos
primeiramente o caso de uma equagfo em varias incdgnitas.

Caso 1. Uma Equacfio em Varias Incognitas
Inicialmente examinamos o caso de uma equagfo a vdrias varidveis. Considere-se, por
exemplo, a equagdo

3x1 +2x2 +5x3 =4

Se fizermos

A:[3 2 5] e xX=|[x

e definirmos o produto Ax por

X1
u:hzs]kzzm+m+m
X3

Entdo, a equacdo 3x, + 2x, + 5x; = 4 pode ser escrita como a equagio matricial
Ax =4
Para um sistema linear com # incégnitas da forma

axi+axs+ -+ anx, =b
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se fizermos

Xy
X2
A:[a1 a ... an] e x=1 .

Xn

e definirmos o produto Ax por

AX=a1x;1 +axy + -+ a,x,
entdo o sistema pode ser escrito na forma AX = b.
Por exemplo, se
3
A= [ 21 =3 4 ] e X= ?
—2

entdo
Ax=2-34+1-24+(=-3)-14+4-(-2)=-3

Note-se que o resultado da multiplicagdo de um vetor linha 4 esquerda por um vetor coluna
a direita é um escalar. Consequentemente, este tipo de multiplicacdo € muitas vezes cha-
mado de produto escalar.

Caso 2. M Equacoes a N Incognitas
Considere-se agora um sistema linear m X n
anxy + apxy + -+ apxy = by
ayxy + apxy + -+ aypxy = by
3)
A1 X1 + ApaXo + -+ QunXy = by

E desejavel escrever o sistema (3) em uma forma similar a (2) — isto €, como uma equacio
matricial

Ax=b “)

na qual A = (a;) € conhecido, x € uma matriz n X 1 incGgnitas, e b € uma matriz m X 1 que
representa o lado direito do sistema. Assim, se fizermos

ap app Qi X1 by

a  ap - ax X2 by
A=1] . , x=1.1, b =

am1 A2 ' Amp Xn bm

e definirmos o produto AX como
anx) + apXxy + o+ apXy

ay Xy + apXy + -+ apxy
AX = ) 5

ami X1 + apaX2 + -+ AnXn

entdo o sistema linear de equacdes (3) é equivalente & equacio matricial (4).
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Dada uma matriz m X n e um vetor x em R, & possivel computar um produto Ax por
(5). O produto Ax serd vma matriz m X 1, que é um vetor em R™. A regra para determinar
0 i-ésimo elemento de Ax é

a1 xy + din Xy + -+ dinXn

que ¢ igual a a,x, o produto escalar do i-ésimo vetor linha de A e o vetor coluna x.

Assim,
51X
52X
AX =
a,x
EXEMPLO 2
X1
4 2 1
A:[s 3 7]’ X:[”]
X3
Ax = 4xy + 2x0 + x3 -
Sxy 4+ 3x + 7x3
EXEMPLO 3
-3 1
A= 2 5171, x:[i]
4 2
-3.241-4 -2
AX = 2-245.4 =[24, B
4.242-4 16

EXEMPLO 4  Escreva o seguinte sistema de equaces como uma equagio matricial da forma Ax = b:

31+ 2%+ x3= 5
X1 —2X2+5X3=—2
2x1+ xp—3x3= 1

3 2 1 Xy 5
1 -2 5 x| =1-2 B
2 1 -3 X3 1

Solucdo
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Uma forma alternativa de representar o sistema linear (3) como uma equagdo matricial
€ escrever o produto AX como uma soma de vetores coluna

apx) +apxy + -+ apgx,

a1 Xy + anXxs + -+ anx,
AX =

A1 X1 + Ao Xp + - -« + QppXy

agy an 2373
any an (25
=xn| . [+m| ]+t
am1 am? Amn
Entdo, temos
AX = xja; + 8y + - - +x,a, (6)

Usando essa férmula, podemos representar o sistema de equacdes (3) como uma equacio
matricial da forma

xia;+xa +---+x,8, =b N

EXEMPLO 5 O sistema linear

2x1 +3x) —2x3=5
Sx1—4xy +2x3 =6

pode ser escrito como uma equagio matricial
2 3 -2 5
S HE IR R .

Definicdo | Se a,,a,,..., a, 30 vetores em R™" e ¢, ¢,,..., ¢, 80 escalares, entdo uma soma da forma

cia; + cay + - - +cua,

e

¢ dita uma combinacéo linear dos vetores a,, a,,..., a

Segue-se da equagiio (6) que o produto Ax é uma combinacéo linear dos vetores de
coluna de A. Alguns livros até usam esta representacio de combinacfo linear como a defi-
ni¢do de multiplicac@io de matriz por vetor.

Se A € uma matriz m X n e x € um vetor em R, entdo
Ax = x1a; +xa, + -+ + x4,

EXEMPLO 6  Sen6s escolhermos x, = 2, x, = 3, e x, = 4 no Exemplo 5, entdo

[s) =2 (5] 2 (2] [ 3)
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. 5). S . .
Assim, 0 vetor [ 6 é uma combinacio linear dos trés vetores coluna da matriz de coefi-

cientes. Segue-se que o sistema linear no Exemplo 5 € consistente €

-0

¢ uma solucdo do sistema. =

A equagio matricial (7) prové um modo agraddvel de caracterizar se um sistema
linear de equacdes € consistente. Realmente, o teorema seguinte é uma consequéncia
direta de (7).
Tzorema 1.3.1 Teorema de Consisténcia para Sistemas Lineares

Umm sistema linear Ax = b € consistente se ¢ somente se b pode ser escrito como um com-
binagdo linear dos vetores coluna de A.

SXEMPLO 7 O sistema linear

X1+ 2x =1
2X1+4X2=1

‘o . . 1) . . o
¢ inconsistente, ja que o vetor [ | | néo pode ser escrito como uma combinacdo linear dos

vetores coluna [ é ] e [ i ] Note que qualquer combinacdo linear desses vetores seria da
forma .
1 2 | a1+ 2x
xl[2]+x2[4]_[2}€1+4)€2]
e portanto o segundo elemento do vetor deve ser o dobro do primeiro. |

Multiplicacao de Matriz

Mais geralmente, é possivel multiplicar uma matriz A por uma matriz B se o niimero de
colunas de A € igual ao niimero de linhas de B. A primeira coluna do produto é deter-
minada pela primeira coluna de B; quer dizer, a primeira coluna de AB é Ab,, a segunda
coluna de AB é Ab,, e assim por diante. Assim o produto AB é a matriz cujas colunas sio
Ab,, Ab,,..., Ab,:

AB = (Aby, Aby, ..., Ab,)

O elemento (i, j) de AB ¢ o de i-ésimo elemento do vetor coluna Ab,. Ele € determinado
multiplicando-se o i-ésimo vetor linha de A pelo j-ésimo vetor coluna de B.

(9]

efinicdo | Se A = (a;) € uma matriz m X ne B = (b;) € uma matriz n X r, entdio o produto AB =
C = (c¢;) € amatriz m X r cujos elementos sao definidos por

. n
cij = ab; = E aikby;
k=1
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EXEMPLO 8 Se

3 =2
A=12 4 eB=[_ilz
1 =3

entio
A?m:[f 731‘ -2 1 3]
. | 1

(=2)—2-4 3-1-2-1 3.3-2.6
(=) 444 2.1+4.1 2.3+4-6
(=2)—3-4 1-1-3.1 1.3-3.6

—14 1 -3]

il SRR S TE

= 12 6 30
—-14 =2 —15

O sombreamento indica como o elemento (2, 3) do produto AB é computado como um pro
duto escalar do segundo vetor linha de A e o terceiro vetor coluna de B. Também é possive
multiplicar B por A, porém, a matriz resultante BA nio € igual a AB. Na realidade, AB e B
nem mesmo tém as mesmas dimensdes, como as multiplica¢des seguintes mostram:

A~ [723+1243-1 —2.(=2)4+1-4+43.(=3)
Tl 434124641 4-(=2)+1-4+6-(=3)
-1 -1
:[20 —22] y

EXEMPLO 9 se

=34 B:[i §|

36

entdo € impossivel multiplicar A por B, jd que o nimero de colunas de A ndo € igual ac
numero de linhas de B. Entretanto, € possivel multiplicar B por A.

8
BA = [ 3 4 ] 17 26 B
15 24
Se A e B sfio ambas matrizes n X n, entdo AB e BA serfio ambas matrizes n X n, mas, en
geral, ndo serdo iguais. A multiplicacdo de matrizes niio é comutativa.

EXEMPLO 1D Se

=loo) e o-[as]
w=lo o) [z 2)- (5

entao
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11y (1 1 11
BA = [2 2] [0 o]: [2 2]
Portanto, AB # BA. -

APLICACAO | Custos de Produgio

Uma companhia manufatura trés produtos. Suas despesas de producéo sdo divididas em
trés categorias. Em cada categoria é feita uma estimativa do custo de producdo de um item
de cada produto. Essas estimativas sdo dadas nas Tabelas 1 e 2. Na reunifio de acionistas, a
companhia gostaria de apresentar uma simples tabela mostrando custo total para cada tri-
mestre em cada uma das trés categorias: matérias-primas, méo de obra e outras despesas.

Tabela I Custos de Produgio por ltem (délares)

Produto
Despesas A B C
Matérias-primas 0,10 0,30 0,15
Mao de obra 0,30 0,40 0,25
Outras despesas 0,10 0,20 0,15

Tabela 2 Quantidade Produzida por Trimestre

o , ‘Estacéio
Produto - Verio Outono Inverno  Primavera
A 4000 4500 4500 4000
B 2000 2600 2400 2200
C 5800 6200 6000 6000

Solucio
Considere-se o problema em termos de matrizes. Cada uma das tabelas pode ser represen-
tada por uma matriz, ou seja

0,10 0,30 0,15

M= 1030 040 0,25
0,10 0,20 0,15

4000 4500 4500 4000
P = 12000 2600 2400 2200
5800 6200 6000 6000

Se formarmos o produto MP, a primeira coluna de MP representa os custos do trimestre

de verdo:
Matérias-primas: (0,10)(4000) + (0,30)(2000) + (0,15)(5800) = 1870
Maio de obra: (0,30)(4000) + (0,40)(2000) + (0,25)(5800) = 3450

Outras despesas: (0,10)(4000) + (0,20)(2000) + (0,15)(6200) = 1670
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Os custos do trimestre de outono sfio dados pela segunda coluna de MP:

Matérias-primas:  (0,10)(4500) + (0,30)(2600) + (0,15)(6200) = 2160
Mio de obra: (0,30)(4500) + (0,40)(2600) + (0,25)(6200) = 3940
Outras despesas: ~ (0,10)(4500) + (0,20)(2600) + (0,15)(6200) = 1900

As colunas 3 e 4 de MP representam os custos dos trimestres de inverno e primavera, res-
pectivamente, Entdo, temos

1870 2160 2070 1960
MP = 13450 3940 3810 3580
1670 1900 1830 1740

Os elementos da linha 1 de MP representam os custos totais das matérias-primas para cada
um dos quatro trimestres. Os elementos nas linhas 2 e 3 representam os custos totais de
mao de obra e outras despesas, respectivamente, para cada um dos quatro trimestres. As
despesas anuais em cada categoria podem ser obtidas pela soma dos elementos em cada
linha. Os ndmeros em cada uma das colunas podem ser somados para obter os custos totais

de produg@o para cada trimestre. A Tabela 3 resume os custos totais de producio. &
Tabela 3
Estacdo
= Verdo Outono Inverno Primavera Ano
Matérias-primas 1870 2160 2070 1960 8060
Maio de obra 3450 3940 3810 3580 14.780
Outras despesas 1670 1900 1830 1740 7140
Custo total de producio 6990 3000 7710 7280 29.980

. Regras de Notacio

Assim como na dlgebra ordindria, se uma expressdo envolve tanto multiplicacio quanto
adi¢do e ndo ha parénteses para indicar a ordem das operagdes, as multiplicagdes sio efe-
tuadas antes das adigdes. Isto € verdadeiro tanto para a multiplicagio por escalar quanto a
matricial. Por exemplo, se

3 4 13 2
A=[1 2]’ B:[ZIJ’ C:[32
4 7 7 10 11
)+ [ =(5 )

9 12 13 10 15
M+ B=]3 6]+[2 1]2[5 7]

i
\
|
|

entao

w

A+ BC =

—_

A Transposta de uma Matriz

Dada uma matriz m X n A, é muitas vezes 1til formar uma nova matriz n X m, cujas colu-
nas sio as linhas de A.




Definigdo
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A transposta de uma matriz m X n A é a matriz n X m B definida por
bji = aij (8)

paraj = 1,..,nei = 1,.., m. A transposta de A é denotada como A”.

Segue-se de (8) que a j-ésima linha de A” tem 0s mesmos elementos respectivamente
que a j-ésima coluna de A.

EXEMPLO 11
1 4
(a)Se A = 23 ,entio AT =2 5
4 5 6
3 6
-3 2 1 -3 4 1
Mb)ySeB=| 4 3 2],entioB T =] 2 3 2
1 2 5 1 2 5
B 2 o (1 2
(©)SeC = 5 3],entaoC _[2 .k B

Definicio

A matriz C no Exemplo 11 € sua prépria transposta. Isto frequentemente acontece com
matrizes que aparecem em aplicacGes.

Uma matriz A n X n é dita simétrica se AT = A.

Os seguintes'sdo alguns exemplos de matrizes simétricas

23 4 0 1 2
| [é_O] 315 11 -2
45 3 2 2 3

APLICACAD 2 Obtengio de Informagdes

O crescimento de bibliotecas digitais na Internet levou a melhorias draméticas no arma-
zenamento e obtencdo de informacdes. Métodos modernos de pesquisas sfo baseados na
teoria matricial e na dlgebra linear.

Em uma situacéo tipica, a base de dados consiste em uma cole¢io de documentos e nés
queremos procurar na cole¢do e encontrar documentos que melhor se adaptam a condigdes
particulares de busca. Dependendo do tipo de base de dados podemos procurar por itens
como artigos de pesquisas em periédicos, paginas da Internet, livros em uma biblioteca, ou
filmes em uma cole¢do de filmes.

Para ver como as pesquisas sdo feitas, vamos supor que nossa base de dados consiste
em m documentos e que hd » palavras no diciondrio que podem ser usadas como chave
para a pesquisa. Nem todas as palavras sdo permitidas, jd que nfo seria pratico procurar
por palavras comuns como artigos ou preposicdes. Se as palavras-chave do diciondrio
sdo ordenadas alfabeticamente, entdo n6s podemos representar a base de dados por uma
matriz A m X n. Cada documento ¢ representado por uma coluna na matriz. O pri-
meiro elemento da j-ésima coluna seria um nimero representando a frequéncia relativa
da primeira palavra-chave no j-ésimo documento. O elemento a,, representa a frequéncia
relativa da segunda palavra no documento e assim por diante. A lista de palavras-chave
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a ser usada na pesquisa € representada por um vetor x de R™. O i-ésimo elemento de x
€ considerado ser 1 se a i-ésima palavra na lista de palavras-chave est4d em nossa lista
de pesquisa; caso contrdrio, nés fazemos x, = 0. Para fazer pesquisa nés simplesmente
multiplicamos A7 por x.

Buscas Simples

O tipo mais simples de busca determina quantas das palavras-chave estdo em cada docu-
mento e ndo leva em conta as relativas frequéncias das palavras. Suponha, por exemplo que
nossa base de dados consista nos seguintes titulos:

B1. Algebra Linear Aplicada

B2. Algebra Linear Elementar

B3. Algebra Linear Elemeniar com Aplicagdes
B4. Algebra Linear e suas Aplicacies

BS. Algebra Linear com Aplicacdes

B6. Algebra Matricial com Aplicagdes

B7. Teoria de Matrizes

A colegdo de palavras-chave é dada pela seguinte lista alfabética:
dlgebra, aplicagdo, elementar, linear, matriz, teoria

Para uma simples busca de compatibilidade, usaremos simplesmente 0 e 1, em vez
de frequéncia relativa para os elementos da matriz da base de dados. Ent#o, o elemento
(i, j) da matriz serd 1 se a i-ésima palavra aparece no titulo do j-ésimo livro e 0 se nio
aparecer. Supomos que nosso mecanismo de busca seja sofisticado o bastante para
considerar vdrias formas de uma palavra. Entdo, por exemplo, em nossa lista de titu-
los as palavras aplicada ¢ aplicagdes serdo ambas contadas como formas da palavra
aplicagdo. A matriz da base de dados para nossa lista de livros € o arranjo delinido na
Tabela 4.

Tabela 4 Representacio Matricial para a Base de Dados dos Livros de Algebra Linear

o Edvros o
Palavras-Chave B1 B2 B3 B4 BS Bé B7
dlgebra 1 1 1 1 1 1 0
aplicagdo 1 0 1 1 1 1 0
elementar 0 1 1 0 0 0 0
linear 1 1 1 1 1 0 0
matriz 0 - 0 0 0 0 1 1
teoria 0 0 0 0 0 0 1

Se as palavras que estamos procurando sdo aplicada, linear ¢ dlgebra, entdo a matriz da
base de dados e o vetor de busca sdo dados, respectivamente, por

SO = O =
OO ==
O O = e
OO = O ==
OO = O =
S = OO =
il o Ne No Nl
SO = O =
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Se fizermos y = A™x, entéo

O = e = O =

SO OoOoO =~ O

— OO OO0

— O OO OO0

OO = O = =
Il

O W LW W

OO = = e e e

]
Il
O = = = em e e

O valor de y, € o nimero de vezes que as palavras buscadas aparecem no titulo do primeiro
livro, o valor de y, € o nimero de compatibilidades no titulo do segundo livro e assim por
diante. Ja que y, = y; = y, = ys; = 3, os titulos dos livros B1, B3, B4 ¢ B5 devem conter
as trés palavras de busca. Se a busca € organizada para encontrar titulos contendo todas
as palavras, o mecanismo de busca ird informar os titulos do primeiro, terceiro, quarto e
quinto livros.

Buscas de Frequéncias Relativas

Buscas em bases de dados nflo comerciais geralmente encontram todos os documentos con-
tendo as palavras-chave de busca e entdo ordena os documentos baseado nas relativas fre-
quéncias das palavras-chave. Nesse caso, os elementos da matriz da base de dados devem
representar as frequéncias das palavras nos documentos. Por exemplo, suponha que no
diciondrio de todas as palavras-chave da base de dados a sexta palavra € dlgebra e a oitava
palavra é aplicada, onde todas as palavras sdo listadas alfabeticamente. Se, por exemplo,
o documento 9 da base de dados contém um total de 200 ocorréncias das palavras-chave
do diciondrio e se a palavra dlgebra ocorreu 10 vezes no documento e a palavra aplicada

. A . . 10
ocorre 6 vezes, entdo as frequéncias relativas para essas palavras seriam de 200 e 200 € 08

elementos correspondentes na matriz da base de dados seriam
ase =005 e ag =003

Para procurar por essas duas palavras, fazemos nosso vetor de busca x ser o vetor cujos
elementos x, € x; sdo ambos iguais a 1 e os restantes sao todos 0. Entdo calculamos

y=A"x
O clemento de y correspondente ao documento 9 é
Yo =a69-1—!—a89-1=0,08

Note que 16 das 200 palavras (§% das palavras) no documento 9 combinam com as pala-
vras-chave de busca. Se y; € o maior elemento de y, isto indicaria que o j-ésimo documento
na base de dados ¢ o que contém as palavras-chave com a maior frequéncia relativa.

Métodos Avancados de Busea

Uma busca pelas palavras linear e dlgebra pode facilmente retornar centenas de documen-
tos, alguns dos quais podem nem ser sobre dlgebra linear. Se aumentarmos o ndmero de
palavras de busca € exigirmos que todas essas palavras sejam compativeis, entdo poderi-
amos correr o risco de excluir alguns documentos cruciais de dlgebra linear. Em vez de
combinar todas as palavras da lista de busca expandida, nossa busca na base de dados
deve dar prioridade aos documentos que combinam com a maioria das palavras-chave
com altas frequéncias relativas. Para obter isto, precisamos encontrar as colunas da matriz
base de dados A que sfo “mais préximas” ao vetor de busca x. Um meio de medir quio
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préximos dois vetores sao é definir o dngulo entre os vetores. Faremos isto na Secdo 1 do
Capitulo 5.

Vamos também retornar a aplicagdo de busca de informacBes depois de estudar a
decomposigdo em valores singulares (Capitulo 6, Segio 5). Essa decomposicio pode ser
usada para encontrar uma aproximacio mais simples para a matriz-base de dados, o que
ird aumentar significativamente a velocidade de busca. Frequentemente isto traz a vanta-
gem adicional de filtrar o ruido; isto é, usar a versfo aproximada da matriz-base de dados
pode automaticamente ter o efeito de eliminar documentos que usam as palavras-chave
em contextos indesejados. Por exemplo, um estudante de odontologia e um estudante de
matemdtica podem ambos usar cdlculo como uma de suas palavras de busca. J4 que a lista
de palavras de busca matemdtica ndo contém outros termos odontoldgicos, uma busca
matematica usando uma matriz-base de dados aproximada provavelmente eliminara todos
os documentos relativos & odontologia. Similarmente, os documentos mateméticos seriam
filtrados na busca do estudante de odontologia.

Buscas na Rede Mundial e Hierarquizacio de Péginas

As buscas modernas na rede mundial podem facilmente envolver bilhdes de documentos
com centenas de milhares de palavras-chave. Realmente, em julho de 2008 havia mais de 1
trilhdo de paginas na Internet ¢ ndo é raro que mecanismos de busca adquiram ou atualizem
10 milhdes de paginas em um s6 dia. Embora a matriz-base de dados na Internet seja extre-
mamente grande, as buscas podem ser bastante simplificadas, ji que as matrizes e vetores
de busca sdo esparsos; isto €, a maioria dos elementos em qualquer coluna é 0.

Para buscas na Internet, os melhores mecanismos de busca fardo simples buscas de
compatibilidade de modo a encontrar todas as p4ginas compativeis com as palavras-chave,
mas ndo vao ordend-las com base nas frequéncias relativas das palavras-chave. Devido &
natureza comercial da Internet, pessoas que querem vender produtos podem deliberada-
mente fazer uso repetido de palavras-chave de modo a assegurar-se que seu domfnio esteja
altamentie hierarquizado em qualquer busca por frequéncia relativa. De fato, é facil listar
sub-repticiamente uma palavra-chave centenas de vezes. Se a cor da fonte da palavra &
igual & do fundo da pdgina, o leitor ndo ficard ciente de que a palavra ¢ listada repetida-
mente. )

Para buscas na rede mundial, é necessdrio um algoritmo mais sofisticado para hierarqui-
zar as pdginas que contém todas as palavras-chave de busca. No Capitulo 6, estudaremos
um tipo especial de modelo de matriz para atribuir probabilidades a certos processos alea-
torios. Esse tipo de modelo ¢ chamado de processo markoviano ou cadeia markoviana. Na
Secao 3 do Capitulo 6, veremos como usar cadeias markovianas para modelar a navegacéo
na rede e obter hierarquizaco de pdginas na rede mundial.

Referéncia

1. Berry, Michael W., and Murray Browne, Undersianding Search Engines:
Mathematical Modeling and Text Retrieval, SIAM, Philadelphia, 1999.

PROBLEMAS DA SECAO 1.3

1.

Se

Calcule v
3 1 4 1 0 2 (a) 24 ‘ (b) A+1T9 )
-2 0 1 e B=1|-3 1 1 (c) 2A-3B @ (24)T — 3B)
1 2 2 2 —4 1 (e) AB ) BA

(g) A'BT (h) (BAY'




2.

™

il

Para cada um dos pares de matrizes que se seguem,
determine se € possivel multiplicar a primeira ma-
triz pela segunda. Se for possivel, execute a multi-
plicagéo.

2 1
3 5 1
(a) 1 3
— 0 2] l4 ]

4 -2
(b) [6 ~4][1 2 3]
8§ —6
1 4 3)1(3 2
© [0 | 4][1 1]
00 2)l4 s

@[5 3 [i 18
o311

o []12 )

. Para que pares no Problema 2 & possivel multipli-

car a segunda matriz pela primeira e qual seria a
dimenséo da matriz produto?

. Escreva cada um dos seguintes sistemas de equa-

¢do como uma equacéo matricial
(@ 3x1+2x=1 (b
ZX‘ — 3X2 =5

x4+ X =5
21+ x2— x3=6
3x1 —2x + 2x3 =7
€ 2x,4+ x4+ x3=4

X1 — X2+2X3:2
3X|—2X2— )C3:O
Se
3 4
A=1]1 1
2 7

verifique que
(@)5A=3A+24 (b)6A =324) (@© @A) =A
Se '

41 6
A:[235 e B=

veritique que

(@ A+B=B+A

(b) 3(A+ B) =3A+3B
(©) (A+B)7 =AT+BT

. Se

2 1
A
-2 4

10.

11.

103 0 12.
2 2

13.

41
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verifique que

(a) 3(AB) = (3A)B = A(3B)
(b) (AB)T = BTAT

Se
2 4 -2 1 31
(73] 4 e=5 )
verifique que
@ (A+B)+C=A+B+C0)
(b) (AB)C = A(BC)

(© AB+C)=AB+ AC
(d) (A+ B)C =AC+ BC

. Seja

a=[ 2} oe=(5) ==[3)

(a) Escreva b como uma combinagdo linear dos
vetores coluna a, e a,.

(b) Use o resultado da parte (a) para determinar
a solugdo do sistema Ax = b. O sistema tem
outras solu¢des? Explique

(¢) Escreva ¢ como uma combinacfo linear dos
vetores coluna a, e a,.

Para cada uma das escolhas de A e b a seguir, de-

termine se o sistema AX = b € consistente, exami-

nando como b se relaciona com os vetores coluna
de A. Explique suas respostas em cada caso.

2 1

3
@ A=|_, _|.- b= 1]
14 5
b) A= |, 3]’ bz[s
32 1 1
3 2 1 -1

Seja A uma matriz 5 X 3. Se
b=a +ta,=a,+a

Entdo, o que vocé pode concluir sobre o nimero de
solugBes de Ax = b? Explique.
Seja A uma matriz 3 X 4. Se

b:a1 +a>+az+ay

Entéo, o que vocé pode concluir sobre o ndmero de
solugdes de Ax = b? Explique.

Seja Ax = b um sistema linear cuja matriz aumen-
tada (Alb) tem a forma linha degrau reduzida

I 2 0 3 1|-2
0 01 2 4 5
0 0 0 0 0 0
0 0 0 06 O 0

(a) Ache todas as solucdes do sistema.



42 Capitulo Um

14.

15.

(b) Se 16. Na aplicagfio 2, suponha que estejamos procuran-
1 2 do na base de dados de sete livros de dlgebra linear
{ [ -1 ] pelas palavras elementar, matriz, dlgebra. Forme

a4 =1, e a3 = 1 um vetor de busca x e calcule um vetor y.
4 3 17. Seja A uma matriz 2 X 2 com a;; # O e seja a =
. ayla,,. Mostre que A pode ser fatorada como um
determine b. produto da forma

Seja A uma matriz m X n. Explique por que as

multiplicacdes A7A e AAT sdo possiveis. 1 0 an  ap

A matriz A € dita antissimétrica se AT = —A. [(x 1 ] [ 0 b

Mostre que se uma matriz € antissimétrica, entfio

seus elementos diagonais devem ser todos 0. Qual o valor de b?

' |.4 Algebra Matricial

As regras algébricas usadas para ndmeros reais podem ou nfo funcionar quando se usam
matrizes. Por exemplo se a € b sdo niimeros reais entdo

a+b=b+a e ab=ba

Para nimeros reais as operacdes de adi¢do e multiplicacio sdo ambas comutativas. A pri-
meira dessas regras algébricas funciona quando substituimos @ e b por matrizes quadradas
isto €

A+B=B+A

Entretanto, nés j4 vimos que a multiplica¢@o de matrizes ndo é comutativa. Este fato exige
énfase especial.

Atencfo: Em geral AB # BA. A multiplicacio de matrizes € ndo comutativa.

Nesta secdo nds examinamos que regras algébricas funcionam para matrizes e quais nfio
funcionam. *

Regras Algébricas

O teorema seguinte fornece algumas regras titeis para executar dlgebra matricial:

Teorema 1.4.1 Cada um dos enunciados seguintes é vélido para quaisquer escalares « e 8 e para

quaisquer matrizes A, B ¢ C para as quais as operacSes indicadas sao definidas.

1. A+B=B+A
2.(A+B)+C=A+B+0C)
(AB)C = A(BC)

. A(B+C)=AB+ AC
(A+ B)C =AC+ BC

- (@B)A = a(BA)

d(AB) = (¢A)B = A(aB)
(¢ +BA=u0A+ BA
o(A+ B) =aA +uaB

© @ NS

Vamos demonstrar duas das regras e deixar as outras para o leitor verificar.
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Demonstracdo da Regra4 Suponha que A = { ay} éumamatrizm X neB = {b,} e C =
{cy} sfo ambas matrizes n X 7. SejaD = A(B + C)e E = AB + AC. Segue-se que

dij = Zaik(bkj + cxj)

=1
c
n n
e = Zaikbkj + Z i Cij
k=1 k=1
Mas
n n ) n
Z aix(bij + cxj) = Z aikbr; + Zaikckj
k=1 k=1 k=1
tal que d; = ¢; e, portanto, A(B + C) = AB + AC. B

Demonstracdo da Regra 3 Seja A uma matriz m X n, B uma matriz n X r e C uma matriz
r X's.Seja D = AB e E = BC. Devemos mostrar que DC = AE. Pela definicdo de multi-
plicac@o de matrizes

n r
dii = E aigby e ey = E by
=1 =

O elemento (i, j) de DC é

r r n
E dycp = E airby § i
=1 =

I=1

e elemento (i, j) de AE &

Ja que

r n r n n r
(Z aikbk1> ¢ = < aixbucy | = Z ik Z bucy;
=1 \i=1 =1 =1

segue-se que
(AB)C = DC = AE = A(BC) =

As regras algébricas dadas no Teorema 1.4.1 parecem muito naturais, J& que sdo simi-
lares as regras que usamos com ntimeros reais. Entretanto, ha diferengas importantes entre
as regras da dlgebra mairicial e as regras algébricas para niimeros reais. Algumas dessas
diferengas sdo ilustradas nos Problemas 1 a 5 ao fim dessa secao.

EXEMPLO 1 se

1 2 21 10
A=[34I e B:[—32’ e C:[21]

Verifique que A(BC) = (AB)C e A(B + C) = AB + AC.
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Solucdo
A(BC) =
(AB)C =
Portanto,
A(BC) =
AB+C) =
AB+ AC =
Entdo,
Notacio

Ja que (AB)C = A(BC), podemos simplesmente omitir os parénteses e escrever ABC. O
mesmo ¢ verdadeiro para o produto de quatro ou mais matrizes. No caso em que uma
matriz é multiplicada por ela mesma um certo niimero de vezes é conveniente usar notacio

1 2)(4 1] _(6 5
3 4) 11 27 le 1
—4 5)(1 0} (6 5
—6 1) |2 1]~ {6 11

6 5
16 11

12 31} (1 7
3 4) -1 375 15

_ 1?]+[1? 421]:[; 1;]

= (AB)C

A(B+C) = AB + AC

exponencial. Portanto, se £ ¢ um inteiro positivo, entdo

EXEMPLO 2 Se

entdo

b
%)

A — AA.. A
——

k vezes

=)

=[] =63

3 v B! 2 2) _ [4 4
A_AAA—AA—[II 2 2) 14 4

e, em geral

2n—1 2n—1
A" = [211—] n—1 ]
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APLICACAO | Um Modelo Simples para Computagio de Status Marital

Em uma certa cidade, 30% das mulheres casadas se divorcia a cada ano e 20% das mulhe-
res solteiras se casam a cada ano. H4 8000 mulheres casadas e 2000 mulheres solteiras.
Supondo que a populagfo total de mulheres permanece constante, quantas mulheres casa-
das e quantas mulheres solteiras haverd apés um ano? Ap6s dois anos?

Solucdo

Forme uma matriz A como se segue: os elementos da primeira linha so as porcentagens de
mulheres casadas e solteiras, respectivamente, que estfo casadas ap6s 1 ano. Os elementos
na segunda linha sfo as porcentagens de mulheres que estdo solteiras ap6s 1 ano. Entdo

A _ [070 020
= 1030 080

Se fizermos, X = [ 5888 ] , o nimero de mulheres casadas e solteiras depois de um ano

pode ser computado multiplicando A por x.

[ 0,70 0,20 ] [ 8000 [ 6000
AX = 0 =

30 0,80 2000 ) — {4000

Depois de um ano haverd 6000 mulheres casadas e 4000 mulheres solteiras. Para encontrar
o niimero de mulheres casadas e solteiras ap6s dois anos calcule

0,70 0,20 6000) _ (5000
4000 ) —

2¢ — _
AX—AM”‘[Q% 0,80 5000

Apds dois anos metade das mulheres estard casada e metade estard solteira. Em geral, o
ndmero de mulheres casadas e solteiras apds n anos pode ser determinado calculando A™X.

APLICACAO 2 Ecologia: Demografia da Tartaruga Marinha Comum

O gerenciamento e preservacio de muitas espécies de vida selvagem depende de nossa
habilidade de modelar a dindmica populacional. Uma técnica de modelagem padrdo € divi-
dir o ciclo de vida de uma espécie em um certo nimero de estigios. Os modelos supdem
que os tamanhos da populacdo em cada estdgio dependem somente da populacéo feminina
€ que a probabilidade de sobrevivéncia de uma fémea individual de um ano para outro
depende somente do estdgio no ciclo de vida e ndo na idade real do individuo. Por exemplo,
consideremos um modelo de quatro estdgios para analisar a dindmica populacional da tar-
taruga marinha comum (ver Figura 1.4.1).

Figura 1.4,1 Tartaruga Marinha Comum.
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Em cada estdgio, estimamos a probabilidade de sobrevivéncia apos o periodo de um
ano. Também estimamos a habilidade de reprodugio em termos do nimero esperado
de ovos postos em um determinado ano. Os resultados sdo sumariados na Tabela 1. As
idades aproximadas para cada estdgio sdo listadas entre parénteses préximo a descricio
do estagio.

Tabela I Modelo de Quatro Estdgios para a Demografia da Tartaruga Marinha Comum

Ovos, recém-nascidos (<1) 0,67 0

1

2 Jovens e subadultos (1-21) 0,74 0
3 Reprodutores novos (22) 0,81 127
4 Reprodutores maduros (23-54) 0,81 79

Se d, representa a duragfio do /-ésimo estdgio e s, € a taxa de sobrevivéncia anual para
este estdgio, pode ser mostrado que a propor¢ao restante no estdgio { para 0 proximo ano

serd
1— g%t
pi = (71 > )Si (1
— 5

¢ a propor¢io da populaciio que sobreviverd e passard ao estdgio i + 1 no ano seguinte
serd

d.
s - 5)
g =" )

-5

Se fizermos ¢; o nimero médio de ovos postos por um membro no estagioi (i = 2, 3,4) em
1 ano e formarmos a matriz

P1 e e3 ¢4

¢ po 0 O

L= 3
0 g p3 O )
0 0 g3 ps

entdo L pode ser usada para prever a populacdo de tartarugas em cada estigio nos anos
futuros. A matriz da forma L & chamada de matriz de Leslie e o modelo de populagdo cor-
respondente é as vezes chamado de modelo de populacdo de Leslie. Usando os valores da
Tabela 1 a matriz de Lesliec para nosso modelo €

0 0 127 79
0,67 0,7394 0 0

0 00006 O 0

0 0 0,81 0,8077

L =

Suponha-se que as popula¢fes iniciais em cada estdgio sdo 200.000 300.000, 500
e 1500, respectivamente. Se nds representarmos essas populagdes iniciais por um
vetor X,, as populacGes em cada estdgio apds um ano sfo determinadas pela equagdo
matricial
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0 0 127 200.000 182.000
< — Ixo — | 067 0739 300.000 | | 355.820
L= 23071 00,0006 500 ~ 180
0, 08077

0 0 81 1500 1617

(As computagdes foram arredondadas ao inteiro mais préximo.) Para determinar o vetor de
populacdo apds dois anos, nés multiplicamos novamente pela matriz L:

Xy = LX1 = L2X0
Em geral, a populac@o apés k anos € determinada calculando x, = L*x,. Para ver tendén-
cias de mais longo alcance nés calculamos X,,, X,5 € X55. Os resultados estdo resumidos na

Tabela 2. O modelo prevé que o nimero total de tartarugas em idade de procriagio decres-
cerd em 80% em um perfodo de 50 anos.

Tabela 2 Pro;egoes para a Populagao de Tartarugas Marinhas Comuns

Namero. - Populagao : 25 :

doEstigio -~ inicial mes - o anos .. anos
1 200.000 114.264 74.039 35.966
2 300.000 329.212 213.669 103.795
3 500 214 139 68
4 1500 1061 687 334

Um modelo de sete estdgios descrevendo a dindmica populacional é apresentado na
referéncia [1] a seguir. N6s usaremos um modelo de sete estagios nos exercicios computa-
cionais no fim deste capitulo. A referéncia [2] € o artigo original de Leslie.

Referéncias

1. Crouse, Deborah T., Larry B. Crowder, and Hal Caswell, “A Stage-Based Population
Model for Loggerhead Sea Turtles and Implications for Conservation,” Ecology,
68(5), 1987.

2. Leslie, P. H., “On the Use of Matrices in Certain Population Mathematics,” Biometrika,
33, 1945.

¥ A Matriz Identidade

Assim como o nimero ] age como uma identidade na multiplicagio de ndmeros reais,
h4 uma matriz especial / que age como uma identidade para a multiplica¢@o de matrizes;
isto é

IA=AI=A )

para qualquer matriz n X n A. E fécil verificar que, se nés definimos 7 como uma matriz
n X n com 1 na diagonal principal e 0 no restante, entdo J satisfaz a equac@o (4) para qual-
quer matriz n X n A. Mais formalmente, temos a seguinte definicdo:

Definicdo | A matriz identidade n X n é a matriz I = (8,), onde

1l sei=j
5, = Y
v 0 sei#j
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D‘efinigio

Como exemplo, vamos verificar a equacéo (4) no caso n = 3. Temos

1 0 0 3 4 1 3 4 1
01 0 2 6 3]l=12 6 3
0 0 1 01 8 01 8
e
3 4 1 1 0 0 3 41
2 6 01 0}=12 6 3
0 1 8 0 0 1 01 8
Em geral, se B é qualquer matriz m X n e C é qualquer matriz n X r, entdo

BI =B € Ic=cC

Os vetores coluna da matriz identidade n X n s8o os vetores padrdo para definir um
sistema de coordenadas no espaco euclidiano a n dimensdes. A notagéo padrio para o vetor
coluna de / ¢ ; em vez do habitual i.. Entdo, a matriz identidade pode ser escrita

I:(el,e27---7en)

Inversido de Matrizes

Diz-se que um ndmero real a tem um inverso multiplicativo se existe um ntimero b tal que
. C 1 .

ab = 1. Qualquer nimero nio nulo a tem um inverso multiplicativo b = —. Generalizamos

a
o conceito de inversos multiplicativos para matrizes com a seguinte defini¢do:

Uma matriz A n X n é dita néo singular ou inversivel se existe uma matriz B tal que
AB = BA = I. A matriz ¢ dita o inverso multiplicativo de A.

Se B e C sdo ambas inversos multiplicativos de A, entfo
B=BI =B(AC)=(BAC=IC=C

Portanto, uma matriz pode ter no maximo um inverso multiplicativo. Chamamos o inverso
multiplicativo de uma matriz nfo singular A simplesmente como a inversa de A e denota-
mos por A7L

EXEMPLO 3 As matrizes

1 2
2 4 . —10 5
31 3 _1
10 5
s@o inversas uma da outra, ji que
2 4y -% 3| (1 o0
31 3 _1}b710 1
10 5
e
-5 | (2 4) _(1 0
3 1 3 1) {0 1
10 3
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EXEMPLO 4 As matrizes 3 X 3

1 2 3 1 -2 5
01 4 e 0 1 —4
0 0 1 0 0 1
sdo inversas, pois
1 2 3 1 -2 5 1 00
01 4 0 1 41 =101 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
e
1 -2 5 1 2 3 1 00
0 1 —4 01 41=1]01 0 B
0 0 1 0 0 1 0 01
EXEMPLO S A matriz
1 0
A= [ : o]

ndo tem inversa. Realmente, se B é qualquer matriz 2 X 2, entfio

b b2 1 0) (b O
BA_[b21 b22] 0 o]‘ bay o]

Portanto BA nédo pode ser igual a /. =

Defini¢d0 | Uma matriz n X n & dita singular se néo tem um inverso multiplicativo.

Nota

Somente matrizes quadradas t¢ém inversos multiplicativos. Ndo se devem usar os termos
singular e ndo singular ao se referir a matrizes nfio quadradas.

Muitas vezes estaremos trabalhando com produtos de matrizes nfo singulares. Acontece
que qualquer produto de matrizes ndo singulares € nio singular. O seguinte teorema carac-
teriza como a inversa do produto de um par de matrizes nfio singulares A e B é relacionado
as inversas de A e B.

Teorema 1.4.2 Se A e B sido matrizes ndo singulares, entio AB também ¢ n3o singular e (AB)~! =
B1ATL

Demeonstracio
(B'A™HAB =B (A"'A)B=B"'B=1
(AB)(BT'A™) = ABB HA' = AA =1 =

Segue-se por indugdo que se A,,..., A, sdo todas matrizes ndo singulares n X n, entfio o
produto A,A, ... A, € ndo singular e

(Adz - A~ = A A7 A7
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Na préxima se¢do, aprenderemos como determinar se uma matriz tem um inverso mul-
tiplicativo. Aprenderemos também um método para calcular a inversa de uma matriz nio
singular.

~ Regras Algébricas para Transpostas

Ha3 quatro regras algébricas bdsicas envolvendo transpostas:

Regras Algébricas para Transpostas

1. (AT)YT = A

2. (@A) =aAT

3. (A+ BT = AT + BT
4. (AB)T = BTAT

As trés primeiras regras s@o diretas. Deixamos para o leitor a verificac@o de sua validade.
Para demonstrar a quarta, precisamos somente mostrar que os elementos (i, j) de (AB) e de
ATBT 30 iguais. Se A é uma matriz m X n, enido para que as multiplicacdes sejam possi-
veis, B deve ter n linhas. O elemento (i, j) de (AB)T € o elemento (j, i) de AB. Ele é calculado
multiplicando-se o j-ésimo vetor linha de A pelo i-ésimo vetor coluna de B.

by

_ by;
ajb; = (a1, ajo,....a;) | .| =apbu+ajpby -4 ajnbu (5)

bni
O elemento (i, j) de BTAT é calculado multiplicando-se a i-ésima linha de BT pela j-ésima
coluna de A”. J4 que a i-ésima linha de B” € a transposta da i-ésima coluna de B e a j-ésima

coluna de A” € a transposta da j-ésima linha de A, segue-se que o elemento (i, j) de B’AT é
dado por

ajl

T=T aj2
bja; = (bii, by, ....by) | . | =buaj+byap -+ +buajy (6)

Ajn

Segue-se de (5) e (6) que os elementos (i, ) de (AB)” e de BTA” sdo iguais.
O préximo exemplo ilustra a ideia por trds da tltima demonstracio.

EXEMPLO 6 Seja

1 2 1 1 0 2
A=13 3 51¢, B=]2 11
2 4 1 5 4 1

Note que, por um lado, o elemento (3, 2) de AB ¢ calculado tomando-se o produto escalar
da terceira linha de A pela segunda coluna de B:

12 1) (1 0 2 0 6 s
AB=|3 3 5|21 1]={3 23 1
24 1) (5 41 5 8 9




Matrizes e Sistemas de Equagdes 51

Quando o produto € transposto, o elemento (3, 2) de AB torna-se elemento (2, 3) de (AB)™:

10 34 15
(ABYT =1 6 23 8
5 14 9

Por outro lado, o elemento (2, 3) de B7A” é calculado tomando-se o produto escalar da
segunda linha de B” pela terceira coluna de A”.

I 25 1 3 2 10 34 15
B"AT=10 1 4)]|2 3 4= 6 23 8
2 1 1 1 51 5 14 9
Em ambos os casos, a aritmética para o célculo do elemento (3, 2) é a mesma. -]

Matrizes Simétricas ¢ Redes

Lembre-se de que uma matriz A é simétrica se A” = A. Um tipo de aplicacio que leva a
matrizes simétricas sdo problemas envolvendo redes. Estes problemas sfo muitas vezes
resolvidos com as técnicas de uma drea da matemadtica chamada de reoria dos grafos.

APLICACAD 3 Redes e Grafos

A teoria dos grafos é uma importante drea na matemética aplicada. E usada para modelar
problemas em virtualmente todas as ciéncias aplicadas. A teoria dos grafos é particular-
mente (til em aplica¢des envolvendo redes de comunicages.

Um grafo ¢ definido como um conjunto de pontos chamados de vértices, juntamente
com um conjunto de pares nao ordenados de vértices chamados de arestas. A Figura 1.4.2
d4 uma interpretacio geométrica de um grafo. Podemos considerar os vértices como cor-
respondendo aos nés de uma rede de comunicagdes.

Os segmentos de reta unindo os vértices correspondem as arestas.

Vi, Va}, Vo, Vsh, {Vs, Vi), Vs, V5), V4, Vs)

Cada aresta representa um elo direto de comunicacgio entre dois nés da rede.

Uma rede de comunicacdes real pode envolver um grande niimero de vértices e arestas.
Na verdade, hd milhdes de vértices. Uma figura da rede seria profundamente confusa. Uma
alternativa & utilizar uma representagfo matricial para a rede. Se o grafo contém um total
de n vértices, podemos definir uma matriz A, n X n, por

1 se {V;, V;}¢ uma aresta do grafo

dij = . . .
/ 0 sendo, hd aresta unindo V; e V;

V} VZ

. .

V;“‘,;-
o -
7
P
w"“}w
e

,;"ff V3

7 e 1

e g M«-”"”’“N’& ;
Figura 1.4.2 V5 Vs
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A matriz A € chamada de matriz de adjacéncia do grafo. A matriz de adjacéncia para o
grafo da Figura 1.4.2 é dada por

b

Il
oNeNeN =)
— o OO
—— OO0
—_ o = OO
O === QO

Note-se que a matriz A € simétrica. Na verdade, toda a matriz de adjacéncia deve ser simé-
trica, pois se {V, V;} é uma aresta do grafo, entfio a;= a; = 1 e a;= a,; = 0 se nfo hd arestas
Jjuntando V; € V,. Em qualquer caso a,= a;.

Podemos pensar em um caminho no grafo como uma sequéncia de arestas unindo um
vértice a outro. Por exemplo, na Figura 1.4.2, as arestas { V|, V,}, {V,, Vs} representam um
caminho entre o vértice V| e o vértice V. O comprimento do caminho é dito ser 2, j4 que
consiste em duas arestas. Um modo simples de descrever o caminho € indicar o movimento
entre vértices por setas. Entdo, V| — V, — V; designa um caminho de comprimento 2 de V,
a Vs. Similarmente, V, > V; > V, -5 V| representa um caminho de comprimento 3 de V, a
V,. E possivel atravessar as mesmas arestas mais de uma vez no caminho. Por exemplo V;
— V3, — Vs — V, é um caminho de comprimento 3 entre Ve V;. Em geral, calculando-se
poténcias da matriz de adjacéncia, podemos determinar o ndmero de caminhos de qualquer
comprimento especificado entre dois vértices.

Teorema .43 SeAdé uma matriz n X n de adjacéncia de um grafo e a ) representa o elemento (i )
dc A¥, entdo a ) ¢ igual ao nimero de caminhos de comprlmento kentre Vie V.

Demonstracdo A demonstragio € por indug@io matemadtica. No caso k = 1, segue-se
na defini¢do de matriz de adjacéncia que a, representa o nome de caminhos de compri-
mento 1 de V; a V.. Suponha para algum m que cada elemento de A™ € igual ao ndmero
de caminhos de compnmento m entre os vértices correspondentes. Entdo, a("’) éo
nimero de caminhos de comprimento m entre V; e V.. Por outro lado, se ha uma aresta
{V.V}}, entdo a,(l'”al/ = a(’”) ¢ o nimero de caminhos de comprimento m + 1 de V,a 'V,

naforma
Vi o> ViV,

Por outro lado, se {V, V;} niio é uma aresta, entfio ndo ha caminhos de comprimento m +
1 desta forma entre Ve V; e

oy = al” 0 =0
Segue-se que o ntimero total de caminhos de comprimento m + 1 € dado por
aiary +ay ay + -+ ajay,

Mas este € justamente o elemento (i, j) de A" 1, =

EXEMPLO 7 Para determinar o nimero de caminhos de comprimento 3 entre dois vértices
quaisquer no grafo na Figura 1.4.2, precisamos somente calcular

Ad =

S == NDO
Bo=m= O N
B U B N R
N R S
NSO
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Entdio, o nimero de caminhos de comprimento 3 de V; a V;é a) = 4. Note-se que a matriz
A ¢ simétrica. Isto reflete o fato de que ha um mesmo nimero de caminhos de compri-

mento 3 entre Ve V, e entre Ve V,

PROBLEMAS DA SECAO | 4

1.

Explique por que cada uma das seguintes regras
algébricas ndo funciona em geral quando os nti-
meros reais a € b sdo substituidos por matrizes
nXnAeB.

@ (a+hm:=a>+2ab+5b?
) (a+b)a—b)=da> -1

. As regras do Problema 1 funcionarfo se a for

substituido por uma matriz n X n, A € b substitui-
dos pela matriz identidade I?

. Encontre matrizes 2 X 2, A e B, ndo nulas tais que

AB = 0.

. Encontre matrizes ndo nulas A, B e C, tais que

AC=BC ¢ A#B

i -1
A= [ . ]
tem a propriedade que A2 = 0. E possivel para uma

matriz simétrica 2 X 2 ndo nula ter essa proprieda-
de? Demonstre sua resposta.

A matriz

. Demonstre a lei associativa da multiplicacéio para

matrizes 2 X 2; isto &, considere

ay  ap b b2 ]
A= , B= )
[ 21 an ] by by
o [ Ci1 €12 ]
C Cp
e mostre que
(AB)C = A(B(O)
. Seja
1 1
A= 2 2 ]
1 [
2 2
Calcule A% e A%. O que serd A*?
. Seja
i 1 1 1
2 T2 T2 T2
_1 1 1
A= 2 2 2 2
1 1 o _1
) 2 2 2
L 1 _1 1
2 2 2 2

Calcule A% e A% O que serfio A e A%+ 17

10.

11.

12.

13.

14.

. Seja

(e el e o]
OO O
OO~ O
O~ OO

Mostre que A* = O paran = 4.

Sejam A e B matrizes simétricas n X n. Para cada
um dos seguintes, determine se a matriz dada deve
ser simétrica ou pode ser nfo simétrica:

(a) C=A+B (b) D= A*

(c) E=AB (d) F=ABA

(¢ G=AB+ BA () H=AB — BA
Seja C uma matriz n X n ndo simétrica, Para cada

um dos seguintes, determine se a matriz dada deve
ser simétrica ou pode ser ndo simétrica:

(a) A=C+(CT

(¢ D=CTC

€ F={I+0O)({IT+ChH
H G=U+0)J-CT)

) B=C—-C"
@ E=c’c-ccT

Seja

a1

arir diz
[£5%]

Mostre que se d = a,a,, — a,,a,, * 0, entdo
an

d \ —an an
Use o resultado do Problema 12 para encontrar a
inversa de cada uma das matrizes seguintes

@[3 o33 o] )

Sejam A e B matrizes n X 1. Mostre que se
AB=A e B#I

entdo A deve ser singular.
Seja A uma matriz nfio singular. Mostre que A™!
também é ndo singulare (A™1)"! = A.

AT =

. Mostre que se A & ndo singular, entdo A” € nfio sin-

gular e
(AT)—l = (A"
[Sugestdo: (AB)" = BTA"]
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Seja A uma matriz n X n e sejam X e y vetores em
RR". Mostre que se AX = Ay e X # y, entdo a matriz
A deve ser singular.

Seja A uma matriz nfo singular n X n. Use inducéo
matemadtica para demonstrar que A™ € nfio singular
e

(Am)~l — (A—l)m

param =1,2,3,...

Seja A uma matriz n X n. Mostre que se A*> = O
entdo / — A éndo singulare (/ — A)"!' = 1 + A.
Seja A uma matriz n X n. Mostre que se A*"' = O
entdo [ — A é nfo singular e

(I—A) ' '=T+A+A%+...+ 4"

Dado
r= [co8 0 —send
~ |sené cos @
mostre que R € ndo singular e R™! = R™.
Uma matriz 1 X n € dita uma involucdo se A = I.

Mostre que se G € qualquer matriz da forma

G = [cos@

send
senf

—cosé

entdo G ¢ uma involug&o.

Seja u um vetor unitdrio em R” (isto é, u'u = 1)
e seja H = I — 2uu’. Mostre que H é uma involu-
¢do.

Uma matriz € dita idempotente se A*> = A. Mostre
que cada uma das seguintes matrizes € idempotente:

2 1
1 0 3 3
@ |1 o b |7
3 3
It 1
I 4 3
o1
1 1
22 2

Seja A uma matriz idempotente.

(a) Mostre que I — A € também idempotente.

(b) Mostre que I + A é ndo singulare (I + A)™! =
1-1a

2

Seja D uma matriz diagonal n X n, cujos elemen-

tos na diagonal sdo O ou 1.

(a) Mostre que D ¢ idempotente.

(b) Mostre que se X € uma matriz ndo singular e
A = XDX"!, entdo A é idempotente.

Seja A uma matriz involugdo e sejam

1 1
B=-(U+A C=-({I-A
2(—I—) e 2( )

Mostre que B e C sdo ambas idempotentes e BC = O.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Seja A uma matriz m X n. Mostre que A’A e AAT
sdo ambas simétricas.

Sejam A e B matrizes simétricas n X n. Demonstre
que AB = BA se € somente se AB € também simé-
trica.

Seja A uma matriz n X n e seja

B=A+AT e C=A-—AT

(a) Mostre que B € simétrica e C é antissimé-
trica.

(b) Mostre que toda a matriz n X n pode ser repre-
sentada como a soma de uma matriz simétrica
e outra antissimétrica.

Na Aplicacgio 1, quantas mulheres casadas e quan-

tas mulheres solteiras haverd ap6s 3 anos?

Considere a matriz

£

Il
—_a O = O
O == O =
—_o0 0 = O
— O O = ke
O = = O =

(a) Desenhe um grafo que tem A como sua matriz
de adjacéncia. Assegure-se de marcar os vérti-
ces do grafo.

(b) Inspecionando o grafo, determine o nimero
de caminhos de comprimento 2 de V,a Vye de
V,a V.

(c) Calcule a segunda linha de A? e use-a para
determinar o nimero de caminhos de compri-
mento3de V,aV,ede V,a V..

Considere o grafo

Vi Vs

(a) Determine a matriz de adjacéncia do grafo.

(b) Calcule A%. O que os elementos na primeira
linha de A*dizem a respeito de caminhos de
comprimento 2 e que iniciam em V,?

(c) Calcule A®. Quantos caminhos de compri-
mento 3 hd de V, a V,? Quantos caminhos
de comprimento menor ou igual a3 hade V,
aV,?

Para cada um dos enunciados condicionais que se
seguem, responda verdadeiro se o enunciado é sempre
verdadeiro e responda falso, caso contrdrio. No caso
de um enunciado verdadeiro, explique ou demonstre
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sua resposta. No caso de wm enunciado falso, dé um  35. Se A e B sfo matrizes singulares n X i, entio A + B

exemplo para mostrar que o enunciado ndo é sempre ¢ também singular.
verdadeiro. 36. Se A e B sdo matrizes nao singulares, entdo (AB)7 é
34. Se Ax = Bx para algum vetor ndo nulo X, entfo as ndo singular e

matrizes A e B devem ser iguais. (AB)TYy =@ HT(BH

71.5 Matrizes Elementares

Nesta sec@o, veremos o processo de resoluggo de sistemas lineares em termos de multiplica-
¢do de matrizes em vez de operacdes sobre linhas. Dado o sistema linear Ax = b, podemos
multiplicar ambos os lados por uma sequéncia de matrizes especiais para obter um sistema
equivalente na forma linha degran. As matrizes especiais que usaremos sfo chamadas de
matrizes elementares. NOs as usaremos para ver como calcular a inversa de uma matriz nfio
singular e também para obter uma importante fatoragdo matricial. Iniciamos considerando os
efeitos de multiplicar ambos os membros de um sistema linear por uma matriz nfo singular.

Sistemas Equivalentes

Dado um sistema linear m X n, Ax = b, podemos obter um sistema equivalente multipli-
cando ambos os membros da equagio por uma matriz m X m nao singular M.

Ax=Db (1)
MAX = Mb 2

Evidentemente, qualquer soluggo de (1) deve também ser uma solucdo de (2). Por outro
lado, se X é uma solugdo de (2) entio

MY (MAR) = M~ (MDb)
AX =D

e segue-se que os dois sistemas sdo equivalentes.

Para transformar o sistema AXx = b em uma forma mais simples de resolver, podemos
aplicar uma sequéncia de matrizes nfo singulares E,, E,...., E, a ambos os membros da
equacdo. O novo sistema serd da forma

Ux=c¢c

onde U=E,.. E/Aec = E, ... E,Eb. O sistema transformado serd equivalente ao original,
desde que M = E, ... E, seja nao singular. Entretanto, M é néo singular, j4 que é o produto
de matrizes ndo singulares.

Mostraremos em seguida que quaisquer operacdes elementares sobre linhas podem ser
realizadas multiplicando A & esquerda por uma matriz nfo singular.

Matrizes Klementares

Se iniciarmos com a matriz identidade I ¢ realizarmos exatamente uma operagio elementar
sobre linhas, a matriz resultante é chamada de matriz elementar.

Ha weés tipos de matrizes elementares, correspondendo aos trés tipos de operagdes ele-
mentares sobre linhas.

Tipo | Uma matriz elementar do tipo I ¢ uma matriz obtida intercambiando duas
linhas de £
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EXEMPLO | A matiz

01 0
E,=|1 00
0 0 1

é uma matriz elementar do tipo 1 ja que foi obtida intercambiando as duas primeiras linhas
de I. Se A é uma matriz 3 X 3, entdo

010 ail ap @3 ax ap  ax
EA=11 0 0 a an apn | =1an an
0 01 az  ax  dz3 a1 an a3

ain dpp ass
azy dz a3
asz; azy asj

0 ap ap a3
Ol =|an an az
1 ax az  dss

AE,

O = O
S O -

Multiplicando-se A a esquerda por E, trocam a primeira e a segunda linhas de A.
Mu1t1p11cand0 se a direita é equlvalente a operagao elementar sobre colunas de trocar a
primeira e a segunda colunas. =

Tipo I Uma matriz elementar do tipo II é uma matriz obtida multiplicando-se uma linha
de I por uma constante nio nila.

EXEMPLO 2
1 00
E;,=10 1 0
0 0 3

¢ uma matriz elementar do tipo II. Se A ¢ uma matriz 3 X 3, entdo

dip  dis ati an ais
E)A = 0 1 0 ap an | =| a1 an ax
0 0 3 azy dsz 3a31 3a32 36133
ayp ap ans 1 00 ap aiz 3aps
AE; = |ax axn a3 01 0)=1]an an 3axs
asy azx a4 0 0 3 az az  3as

Multiplicagdo 2 esquerda por E, realiza a operago elementar sobre linhas de multiplicar a
terceira linha por 3 enquanto a multiplicagio 2 direita realiza a operag@o elementar sobre
colunas de multiplicar a terceira coluna por 3. |

Tipo Hl  Uma matriz elementar do tipo III é uma matriz obtida de I pela adi¢do do multi-
plo de uma linha para outra linha.

EXEMPLO 3
10 3
Es=1]0 1 0
00 1
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¢ uma matriz elementar do tipo IIL. Se A é wma matriz 3 X 3, entido

ai +3as; ap+3ayn a4 3as;

E3A = a1 an a3
asp asy ass

air ap 3dap +ais

AEs = lay axn 3a+ap

az1 azx  3as +as

Multiplicagio & esquerda por E; adiciona 3 vezes a terceira linha 2 primeira linha. Multipli-
cagdo a direita adiciona 3 vezes a primeira coluna A terceira coluna. |

Em geral, suponha-se que E é uma matriz elementar n X n. Podemos pensar em E como
tendo sido obtida de / seja por uma operagfo sobre linhas ou por uma operag¢ao sobre colunas.
Se A € uma matriz n X r, a pré-multiplicacdo de A por E tem o efeito de realizar a mesma
operagdo sobre linhas em A. Se B € uma matriz m X n, a pés-multiplicacdo de B por E é
equivalente & mesma operacio sobre colunas em B.

Teorema 1.5.1 Se E é uma matriz elementar, entdo E € nfo singular e E~' é uma matriz elementar

do mesmo tipo.

Demonstragdo  Se E é uma matriz elementar do tipo I formada a partir de 7 pelo inter-
cambio das linhas i e j, entdo E pode ser transformada de novo em I intercambiando as
mesmas linhas novamente. Entdo, EE = [ e, portanto, E € sua prépria inversa. Se E € uma
matriz elementar do tipo IT formada multiplicando-se a linha i de 7 por um escalar néo nulo
@, entdo £ pode ser transformada na matriz identidade multiplicando-se sua linha i ou sua
coluna i por 1/a. Assim,

E-l = 1/a i-ésima linha

Finalmente, se E' ¢ uma matriz elementar do tipo III formada a partir de 7 pela adicdo de m
vezes a linha 7 a linha j, isto &

1
0
o ... 1 i-ésima linha
E =
o .- m ... 1 Jj-ésima linha
0 0 0 1
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Definicdo

entdo E pode ser novamente transformada em 7 ou pela subtracio de m vezes a linha i da
linha j ou subtraindo m vezes a coluna j da coluna i. Portanto,

1
: 0
0 1
E-! = =
0 —m 1
0 0 0 1

Uma matriz B é equivalente linha de uma matriz A se existe uma sequéncia finita £,
E,, ..., E, de matrizes elementares tais que

B=EE_,---EA

Em outras palavras, B é equivalente linha de A se B pode ser obtida de A por um niimero
finito de operacdes sobre linhas. Em particular, se duas matrizes aumentadas (Alb) e (Bic)
sdo equivalentes linha, entdo Ax = b e Bx = ¢ slo sistemas equivalentes.

As seguintes propriedades de matrizes equivalentes linha sdo facilmente estabele-
cidas:

L. Se A é equivalente linha de B, entdo B € equivalente linha de A.
II. Se A € equivalente linha de B e B € equivalente linha de C, entdo A é equivalente
linha de C.

A propriedade (I) pode ser demonstrada usando-se o Teorema 1.5.1. Os detalhes das
demonstractes de (I) e (IT) sdo deixados para o leitor.

Teorema 1.5.2 Condigbes Equivalentes para Nio Singularidade

Seja A uma matriz n X n. As seguintes proposi¢Ges sdo equivalentes:

(a) A € nfo singular.
(b) Ax = 0 tem somente a solugdo trivial 0.
(c) A ¢ equivalente linha de 1.

Demonsiracdo Demonstramos inicialmente que a proposicéo (a) implica a proposig¢do
(b). Se A ¢ ndo singular e X é uma solucdo de Ax = 0, entdo

X=Ix=ATAX=A4"1A)=4"10=0

Entdo, Ax = 0 tem somente a solucdo trivial. Em seguida, mostramos que a proposi¢io
(b) implica a proposicfio (¢). Se usarmos operacdes elementares sobre linhas, o sistema
pode ser transformado na forma Ux = 0, onde U estd na forma linha degrau. Se algum dos
elementos diagonais de U for 0, a dltima linha de U consistira inteiramente em zeros. Mas
entdo Ax = 0 serd equivalente a um sistema com mais incGgnitas que equagdes e, portanto,
pelo Teorema 1.2.1, deve ter uma solugéo néo trivial. Entfo, U deve ser uma matriz estrita-
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mente triangular com elementos diagonais todos iguais a 1. Segue-se que 7 é a forma linha
degrau reduzida de A e, portanto, A é equivalente linha de J.

Finalmente, mostraremos que a proposi¢o (c) implica a proposigio (a). Se A é equiva-
lente linha de /, existem matrizes elementares E,, E,, ..., E, tais que

A=EE ---E]l =EE_--E

Mas jd que E; € inversivel para i = 1, ..., k, o produto E\E, _, ... E, é também inversivel.
Portanto, A € ndo singular e

AV = (EEyey - E) ' = EVVES B! .

1.5.3 O sistema Ax = b de n equacdes lineares a 1 incégnitas tem uma tinica solucgo se
e somente se A € ndo singular.

Demonsiragiio  Se A é ndo singular e X é qualquer solucdo de Ax = b, entio
AX=h

Multiplicando-se ambos os lados dessa equag@o por A™!, vemos que % deve ser igual a
A™'b.

Inversamente, se Ax = b tem uma dnica solu¢o X, entfio podemos dizer que A é néo
singular. Realmente, se A fosse singular, entdo a equagio Ax = 0 teria uma solucio z # 0.
mas isto implicaria que y = X + z ¢ uma segunda solugfio de Ax = b, ja que

Ay=AX+z2)=AX+Az=b+0=DH

Portanto, se Ax = b tem uma tnica solucéo, entdo A deve ser ndo singular. S

Se A € nio singular, entdo A € equivalente linha de 7 e, portanto, existem matrizes ele-
mentares £, E,, ..., E, tais que

ExEr - E/A=1
Multiplicando ambos os termos dessa equacéo a direita-por A~!, obtemos

EyE, . ---EI =A"! B

Entéo, a mesma série de operagdes elementares sobre linhas que transforma uma matriz
ndo singular A em / transformard 7 em A", Isto nos fornece um método para calcular A~
Se aumentarmos A com [ e executarmos as operagdes elementares sobre linhas necessdrias
para transformar A em / na matriz aumentada, entfo I serd transformada em A~". Isto é, a
forma linha degrau reduzida da matriz aumentada (Al]) serd (7IA~").

EXEMPLO 4 Calcule A™''se
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Solucio
1 4 3]1 00 1 4 3/ 100
-1 =2 0 tol—-1Jo 2 3/ 110
2 2 3]0 1 0 -6 —3,-2 0 1
1 3 1
[1431 0 012 =3 =3
—- 10 2 311 1 O] —» 2 0t 1 _1
22 2
00 61 1
006/1 3 1
| . | i 1 1
10 0l—-3 =3 3 10 0)— =3 2
1 1 1 1 1 1
— (0200 7 =3 2|01 0] 3 -z —3
1 1 1
006/ 1 3 1 oo 1| + 1
Entdo,

R G

2 2 2

-1 1 1 1

AT=131 -37 -3 &
[
6 2 6

EXEMPLO 5 Resolvaosistema

Xp+4x; +3x3= 12
—X1 — 2)62 =-12
2X1 4+ 2x0 + 3x3 = 8

Solucio
A matriz de coeficientes desse sistema € a matriz A do ultimo exemplo. A solugfo do sis-
tema € entdo

[ 12

Uma matriz n X n A € dita triangular superior se a; = 0 para i > j ¢ triangular inferior
se a; = Opara i < j. Também, A ¢ dita triangular se é triangular superior ou inferior. Por
exemplo, as matrizes 3 X 3

L L

= = 19f—

I
—_
[ocol )
m————
il
—
|
wloo I N
\—
|

N—= Bl—= D=

Matrizes Diagonais e Triangulares
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s3o ambas triangulares. A primeira € {riangular superior e a segunda, triangunlar inferior.
Uma matriz triangular pode ter zeros na diagonal. No entanto, para um sistema linear
Ax = b estar na forma estritamente triangular, a matriz de coeficientes A deve ser triangu-
lar superior com elementos diagonais ndo nulos.
Uma matriz A, n X n, € diagonal se a; = 0 para i # j. As matrizes

1 0 1 00 0 0 0
[0 2] 0 30 0 20
0 01 0 00

sdo todas diagonais. Uma matriz diagonal € simultaneamente triangular superior ¢
inferior.

L,
oy
RN

AT

- Fatoracao Triangular
Se uma matriz A, n X n, pode ser reduzida & forma estritamente triangular superior
usando somente a operacdo sobre linhas III, entdo é possivel representar o processo

de redugdo em termos de uma fatorag@o matricial. Ilustraremos como isto é feito no
exemplo seguinte.

EXEMPLO 6 Seja

2 4 2
A=]1 5 2
4 —1 9

e usemos a operacgéo sobre linhas Il para executar o processo de redugdo. No primeiro
passo, subtraimos a metade da primeira linha da segunda e em seguida subtraimos o dobro
da primeira linha da terceira.

2 4 2 2 4 2
1 5 21— 10 3 1
4 -1 9 0 -9 5

Mantemos os miiltiplos da primeira linha que foram subtraidos, fazemos /,, = — e /;, = 2.

N | =

Completamos o processo de eliminacio eliminando —9 na posicdo (3, 2):

2 4 2 2 4 2
0 3 1t—= 10 3 1
0 -9 5 0O O 8

Seja [, = —3, o miltiplo da segunda linha subtraido da terceira. Se chamarmos a matriz
resultante de U e fizermos

1 0 0 1 0 0
L=\l 1 0f=}f3 1 o0
Ly I 1 2 =3 1
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entdo ¢ facilmente verificado que

0 0 2 4 2 2 4 2
1 0 0 3 1]=11 5 21 =A4A 8
-3 1 0 0 8 4 -1 9

A matriz L no exemplo anterior € triangular inferior com uns na diagonal. Dizemos que
L € triangular inferior unitdria. A fatoragdo de uma matriz A no produto de uma matriz
triangular inferior L € uma matriz estritamente triangular superior U é chamada de fatora-
¢do LU.

Para ver por que a fatoragdo no Exemplo 6 funciona, vejamos o processo de reduciio em
termos de matrizes elementares. As trés operagdes sobre linhas aplicadas 2 matriz A podem
ser representadas como multiplicacdes por matrizes elementares.

LU =

DO M=

EsE,E\A=U (3)
onde
1 00 1 00 1 00
Ey=|-1 1 0|, E= 01 0}, Es=]0o 1 0
0 0 1 -2 0 1 0 3 1

corresponde as operagdes sobre linhas no processo de redugfio. Como cada uma das

matrizes elementares € ndo singular, podemos multiplicar a equag@o (3) por suas
inversas.

_ p-lp—lp—-1
A=E E;E;U

]_IE; ]E; '] Entretanto, quando
as inversas sdo multiplicadas nessa ordem, os multiplicadores L,,, I, I,, ficam abaixo da

diagonal do produto.
00 1 00 1 0
1 0 010 0 1
01 2 01 0 -3

Em geral, se uma matriz A, # X n, pode ser reduzida a forma triangular superior estrita
usando-se somente a operagdo sobre linhas II1, entfo A tem uma fatoraciio LU. A matriz L
€ triangular inferior unitéria e, se i > j, entdo /; ¢ o miltiplo da linha j subtraido da linha i
durante o processo de reduggo.

A fatoragdio LU é um método muito 1til de observar o processo de eliminagdo. Veremos
que ela € particularmente 1itil no Capitulo 7, quando estudarmos métodos computacionais
para resolver sistemas lineares. Muitos dos tdpicos mais importantes em dlgebra linear
podem ser vistos em termos de fatoragSes matriciais. Estudaremos outras fatora¢des inte-
ressantes e importantes nos Capitulos 5 a 7.

[Multiplicamos na ordem inversa porque (E,E,E) ' =E

ET'E)ES =

O NI— =
- o O
I
h
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PROBLEMAS DA SECAO 1.5

1.

Quais das matrizes seguintes sdo elementares? Clas-
sifique cada matriz elementar por tipo.

@ (7 o) o {5
1 0 0 1 0 0
(© [0 1 0] @ |0 5 0
5 0 1 0 0 1

Encontre a inversa de cada matriz no Problema
1. Para cada matriz elementar, verifique que
sua inversa € uma matriz elementar do mesmo
tipo.

Para cada um dos pares de matrizes seguintes,
ache uma matriz elementar £ tal que EA = B.

1 _
(a) A= 3],32[
2 1 3 2 1 3
(b)) A=|-2 4 5|.B= 3 1 4
3 1 4] [—2 4 5]
4 -2 3
{c) A= 1 0 21,
-2 3 l]
4 =2 3
B=11 0 2'
0 3 5

Para cada um dos pares de matrizes seguintes,
ache uma matriz elementar £ tal que AE = B.

4 1 3 3 1 4

@ A=12 1 4],B=1]4 1 2
1 3 2 2 3 1
2 4 2 =2

b) A= 1, 6]’82[1 3]
4 =2

© A=|-2 4 2f,
6 1 -2
2 =2 3

B=1]-1 4 2

3 1 =2

Sejam

1 2 4 1 2 4
A:[Z 1 3], B:[2 1 3],
1 0 2 2 2 6
1 2 4
cC=1]0 -1 -3
2 2 6

(a) Ache uma matriz elementar £ tal que
EA = B.

(b) Ache uma matriz elementar F tal que FB =
C.
(¢) C éequivalente linha de A? Explique.

2 1 1
A=16 4 5

4 1 3

. Seja

(a) Ache matrizes elementares E|, E,, E; tais que
E 3 E 2 E 1 A = U

onde L é uma matriz triangular superior.
(b) Determine as inversas de E,, E,, E; e faca

L=EETEZ. Que tipo de matriz é L?
Verifique que A = LU.
. Seja
201
A= [6 4]
(a) Expresse A como um produto de matrizes ele-
mentares.
(b) Expresse A~' como um produto de matrizes
elementares.
. Calcule a fatora¢do LU de cada uma das seguintes
matrizes:
3 2 4
@ (5 s w (5]
111 -2 1 2
(© 3 5 6 (d) 4 1 =2
[——2 2 7‘ -6 =3 4]
. Seja
1 0 1
A=13 3 4
2 2 3

(a) Verifique que

1 2 =3
Al=|-1 1 =1
0 -2 3

(b) Use A™! pararesolver AX = b para as seguintes
escolhas de b.

@ b=(,1,DT
(iii) b= (-2,1,0)7

G b=(1,2,3)7

. Ache a inversa de cada uma das seguintes matri-

Ze8!
(1wl
© (3 @ [5 3]
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11.

12.

A

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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111
@ |o 1 1
0 0 1

-1 -3 -3 1 0 1
(2) l 2 6 1’ (h) [—I I l]

205‘
® 1o 3 0
1 0 3

3 8 3 -1 -2 =3
Dados
31 1 2
A=1s 2] © B=|3 4

calcule A™! e use-a para
(a) achar uma matriz 2 X 2, X, tal que AX = B.
(b) achar uma matriz 2 X 2, Y, tal que YA = B.
Sejam

53 6 2 4 =2
=3 2} 8= [2 4]’C— [—6 3]
Resolva cada uma das seguintes equages matri-
ciais:
(a) A X+B=C (b) XA+ B=C
(©) AX+B=X @ XA+C=X
A (transposta de uma matriz elementar é uma ma-
triz elementar do mesmo tipo? O produto de duas
matrizes elementares é um matriz elementar?
Sejam U'e R matrizes triangulares superiores n X
nefaga T'= UR. Mostre que T também € triangu-
lar superior e que #; = wryparaj = 1,2, ..., .
Seja A uma matriz 3 X 3 e suponha que

Zal+a2—4a3=0

Quantas solugdes tem o sistema Ax = 0? Explique.
A € ndo singular? Explique.
Seja A uma matriz 3 X 3 e suponha que

a; = 332 — 233

O sistema Ax = 0 tem uma solugfo ndo trivial? A

€ ndo singular? Explique suas respostas.

Sejam A e B matrizes n X ne seja C = A — B.

Mostre que se Ax, = Bx, e x, # 0, entdo C deve

ser singular.

Sejam A e B matrizes n X n ¢ seja C = AB. Mostre

que se B ¢ singular, entdo C deve ser singular.

[Sugestdo: use o Teorema 1.5.2.]

Seja U uma matriz triangular superior n X n com

elementos diagonais ndo nulos.

(a) Explique por que U deve ser nio singular.

(b) Explique por que U~' deve ser triangular supe-
rior.

Seja A uma matriz ndo singular n X 7 e seja B uma

matriz n X r. Mostre que a forma linha degrau re-

duzida de (A1B) € (IIC), onde C = A™'B.

21. Em geral, a multiplicacdo matricial é ndo comu-
tativa (isto é, AB # BA). Entretanto, em certos
casos especiais a propriedade comutativa € vélida.
Mostre que
(a) se D, e D, sdo matrizes diagonais n X n, entdo

DD, = D,D,.
(b) se Aéumamatrizn X ne
B :aol+a1A+a2A2+-~-—|—akAk

onde a,, a,, ..., a, sAo escalares, entdo AB =
BA.

22. Mostre que se A é uma matriz simétrica nio singu-
lar, entdo A~' é também simétrica.

23. Demonstre que se A € equivalente linha de B, entfio
B é equivalente linha de A.

24. (a) Demonstre que se A € equivalente linha de B e

B € equivalente linha de C, entdo A € equiva-
lente linha de C.

(b) Demonstre que quaisquer duas matrizes néo
singulares n X n sdo equivalentes linha.

25. Sejam A e B matrizes m X n. Demonstre que se B
€ equivalente linha de A e U é qualquer forma linha
degrau de A, entdo B ¢ equivalente linha de U.

26. Demonstre que B é equivalente linha de A se e so-
mente se existe uma matriz ndo singular M tal que
B = MA.

27. E possivel para uma matriz singular B ser equi-
valente linha de uma matriz ndo singular A?
Explique.

28. Dadoumvetorx € R** ' amatriz (n + 1) X (n + 1),
V, definida por

1 se j=1

J

v =
Y xfl para j =2,...,n+1

é chamada de matriz de Vandermonde.
(a) Mostre que se

Ve=y
e
px) =cr4cax + -+ x”
entdo
p(x;) = wi, i=1,2,...,n+1
(b) Suponha que x,, x,, ..., x, , , sdo todos distintos.
Mostre que se ¢ € uma solucio de Vx = 0, entdo

os coeficientes ¢,, ¢,, ..., ¢, devem ser todos iguais
a zero e, portanto, V deve ser néo singular,

Para cada um dos enunciados condicionais que se
seguem, responda verdadeiro se o enunciado é sempre
verdadeiro e responda falso, caso contrdrio. No caso
de um enunciado verdadeiro, explique ou demonstre
sua resposta. No caso de um enunciado falso, dé um
exemplo para mostrar que o enunciado nem sempre é
verdadeiro.




Matrizes e Sistemas de Equacdes 65

29. Se A é equivalente linhade /e AB = AC, entdo B 31. Se A é uma matriz 4 X 4 e a, + a, = a, + 2a,,

deve serigual a C. entdo A deve ser singular.
30. Se E e F sdo matrizes elementares ¢ G = EF, 32. Se A é equivalente linha tanto de B quanto de C,
entdo G é ndo singular. entdo A € equivalente linha de B + C.

' | .6 Matrizes Particionadas

Frequentemente é 1til pensar em uma matriz como composta de submatrizes. Uma matriz
C pode ser particionada em matrizes menores tragando-se retas horizontais entre as linhas
€ retas verticais entre as colunas. As matrizes menores sao s vezes chamadas de blocos.
Por exemplo, seja

BN -
AN =N
NS IR RN
=W

2

Sc retas sdo tragadas entre a segunda e a terceira linhas e entre a terceira e a quarta colunas,
entdo C serd subdividida em quatro submatrizes, C,,, C,, Cy, & Cso:

1 -2 4 1 3

Cn Cp| |12 1 li 1
[c21 c22]_ 303 2‘—1 2
4 6 2 2 4

Uma forma ttil de particionar uma matriz é em colunas. Por exemplo, se

-1 2 1
B = 2 3 1
1 41

entdo podemos particionar B em trés submatrizes coluna:

11211
B =(b;,by,b3)=1| 2|31
11411

Suponha que € dada uma matriz A com trés colunas; entdo, o produto AB pode ser visto
como uma multiplicagiio de blocos. Cada bloco de B € multiplicado por A e o resultado é
uma matriz com tt&s blocos: Ab,, Ab, e Ab,; isto &

AB = A(by, bz, b3) = (Aby, Ab, Abs)

131
A:[z 1—2]

e 2] (5] e )

Por exemplo, se

entao
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€, portanto,
615 ] 5
AG b by = (5| 1] 7]

Em geral, se A € uma matriz m X n e B é uma matriz n X r, que foi particionada em
colunas (b, ..., b,), entdo a multiplicacdo de blocos de A por B ¢ dada por:

B = (Aby, Ab,, ..., Ab))

Em particular,
(ay,...,a,) = A=Al = (Aey, ..., Ae,)

Seja A uma matriz m X n. Se particionarmos A em linhas, entdo

a
a
Ay

Se B € uma matriz n X r, a linha i do produto AB ¢ determinada multiplicando-se a linha i

de A por B. Entdo, a linha i de AB € a(i, :)B. Em geral, o produto AB pode ser particionado
em linhas como se segue:

a1B
B

AB =
a,B

Para ilustrar este resultado, vejamos um exemplo. Se

25
A= |3 4 eB:_?z_:‘s]
17

entao
513:[1 9 —1]
5213:[5 10 —5]

8:B = [—4 9 4]

1
5 10 -5
—4 4 9 4

Em seguida, consideramos como calcular o produto AB em termos de parti¢des mais
geraisde Ae B.

Esses sdo os vetores linha do produto AB.

alB
azB
33B
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Multiplicacao de Blocos

Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz n X r. E muitas vezes ttil particionar A e B e
exprimir o produto em termos das submatrizes de A e B. Considerem-se os quatro casos
seguintes:

Caso 1. Se B = [B, B,], onde B, é uma matriz n X te B, é uma matriz n X (r — 1), entdo
AB = A(by,....b;, by, ..., b,)

— (Aby, ..., Ab,, Abes,, ..., Ab,)
= (A(b17 ey bt)v A(bt+lv sy bi))

- [AB1 ABQ]

Assim,

A[B1 32] - [A31 Ale

A . .
Cas02.Sc A = [ Al ] , onde A, ¢ uma matriz k X n e A, é uma matriz (m — k) X #, entfo
2

51 §1B
[Al}B_ a |, | &8
A Ay a1 B
a,, a,B
a
- |B
_ ak A{B
- 5k+1 AB
| B
a,

Portanto,

[2)2= 4]

B
Caso 3. Sejam A = [A1 A2] e B = [B; ], onde A, € uma matriz n X 5, A, uma

matriz m X (n — s5), B, uma matriz s X r e B, uma matriz (n — s} X r.Se C = AB, entdo

n s n
cij = E ajiby; = E aithy; + E aj1by;
I=1 1=

[=s-+1
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Entdo, ¢, € a soma do elemento (7, j) de A,B, com o elemento (i, j) de A,B,. Portanto,
AB=C=A B+ AB;

€ segue-se que

B
[A1 A2] [B;] — A\B, + AB,

Caso 4. Sejam A e B matrizes particionadas como se segue:

A A k
A [ 1 12] . B= [311 By,
m—k

AZI Ax B> | By n—s
n—s
Sejam
A ] Agp ]
A = Ay —
! [ Ay 2 A2

By = [Bu B12] By = [321 Bzz]
Segue-se do caso 3 que
B
AB = [A1 A2] B =A|B|+ A;B;
2

Segue-se dos casos 1 ¢ 2 que

Ay ] Au B ] [A]lBll A By ]
1o Ary ] A By Ay Bt Ay B
A By = ApB, ] [ ApBy ApBy ]
A AxnB An By AnBy

ArBr = [
Portanto,

Aqg A12] [Bn B12] _ [AIIBII+A12BZI A11312+A12322]
Ay Ay By By A2 B+ AxnBy Ay B+ AnBxn

Em geral, se os blocos tém as dimensdes apropriadas, a multiplicacdo de blocos pode ser
efetuada da mesma forma que a multiplicagio ordindria de matrizes. Isto é, se

Ay - Ay By .- By,
A= : e B= :
Asl Asr Btl Blr
entao
Cn Cy,
AB = :
Csl Csr
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onde
t
Cij = Z A By
k=1

A multiplicagfio pode ser efetuada dessa forma somente se o nimero de colunas de A, é
igual ao nimero de linhas de By, para todo k.

EXEMPLO | Sea

1 1 1 1
A=12 2 1 1
3 3 2 2
e
B, B
B 11 B2
By Bxn

Particione A em quatro blocos e realize a multiplicacio de blocos.

Solucio
Ja que cada B, tem duas linhas, os A; devem ter duas colunas. Entdo, temos uma de duas
possibilidades:

e 1 1)1 1
() [A”A‘Zzzzll
S 3 302 2
tal que
1 111 1 8 6| 4 5
2 201 1 =110 9‘67
3 312 2 18 1510 12
ou
| 1 111 1
(i) [A” A”]: 2 201 1
21 22 3322
tal que
1 1)1 1 8 6] 4 5
2 201 1 =110 9| 6 =
3 312 2 18 15110 12
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EXEMPLO 2 Secja A uma matriz n X n da forma

Ay O
0 Ap

onde A,, € uma matriz k X k (k < n). Mostre que A é nfo singular se e somente se A,, e A,,
sdo ndo singulares.

Solucio
Se A, e Ay, s@o ndo singulares, entdo
A]_1 [ Ay O _(Ir O ) _ ]
0 A22 Apn ) O L) ™
e
Aty ] Al 0 (L O _ /
0 Ap A ) Lo L) T

logo, A € ndo singular e
—1
AT = A, O
0 Ay

Inversamente, se A € nfo singular, entdo seja B = A~' e particionemos B da mesma forma
que A. J4 que

BA=1=AB
segue-se que
[Bu BIZ] [An 0]= I 0]:[A11 ][Bu 312]
B>y By 0O Ap O I 0 An By Bp

[BuAn BnAzz] _ [Ik 0 ] _ [Aan AuBu]

By A;n BpAp O I, A»nBy AnBy
Portanto,
BiiAy = = An By
ByA»n =1, = ApnBy
Entdo, A, e A,, sdo ndo singulares, com inversas B, e B,,, respectivamente. B

Expansdes de Produto Externo

Dados dois vetores x e y em R”, € possivel executar uma multiplicaco matricial entre eles
se transpusermos um dos vetores primeiro. O produto matricial x”y € o produto de um vetor
linha (uma matriz 1 X r) e um vetor coluna (uma matriz n X 1). O resultado serd uma
matriz 1 X 1, ou simplesmente um escalar:

hg!
r Y2
X yz('xlsxz,"'axn) : =x1y1+x2y2+"'+-xnyn

n
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Este tipo de produto € chamado de produto escalar ou produto interno. O produto escalar é
uma das operagdes mais comumente executadas. Por exemplo, quando multiplicamos duas
matrizes, cada elemento do produto € calculado como um produto escalar (um vetor linha
vezes um vetor coluna).

E também ttil multiplicar um vetor coluna por um vetor linha. O produto matricial xy” é
o produto de uma matriz n X 1 por uma matriz 1 X n. O resultado é uma matriz n X n.

X1 X1y1r X1y2 o X1Yn

T X2 Xoy1r Xoy2 -0 XoWa
xy' = | . (V1> Y25 e v ¥n) = .

Xy XnY1 XpY2 0 XpYn

O produto xy” é chamado de produto externo® de x ¢ y. A matriz produto externo tem uma
estrutura especial em que cada uma de suas linhas € um miltiplo de y” e cada uma de suas
colunas € um miiltiplo de x. Por exemplo, se

-l

entdo
4 12 20 8
xyl = |1 [352]: 305 2
3 9 15 6

Note-se que cada linha ¢ um miltiplo de (3, 5, 2) e cada coluna, um muiltiplo de x.

Estamos prontos para generalizar a ideia de produto externo de vetores a matrizes.
Suponha-se que iniciemos com uma matriz m X n, X € uma matriz £k X n, ¥. Podemos
formar a matriz produto XY7. Se particionarmos X em linhas e ¥ em colunas e executarmos
uma multiplicacio de bloco, vemos que XY pode ser representada como a soma de produ-
tos externos de vetores:

y!

XYY" = (xq, X0, -0, Xy) =X1¥] +Xo¥s + -+ XY

Esta representagdo ¢ chamada de expansdo de produto externo. Estes tipos de expansGes
desempenham um papel importante em muitas aplicaces. Na Secdo 5 do Capitulo 6, vere-
mos como expansdes de produto externo sdo usadas em processamento digital de imagens
e em aplicagdes de busca de informagdes.

EXEMPLO 3 Dados

31 1 2
X=12 4 e Y=1[2 4
1 2 31

calcule a expansdo de produto externo de XY7.

2No Brasil, o produto externo é também chamado de produto vetorial. (N. T.)



72  Capitulo Um

Solucio
31
2
xyT=12 4 [ ; 1 f
1 2
3 1
= 2| [1 2 3]+ (4 (2 4 1)
1 2
369 2 41
=12 4 6|+]|8 16 4 B
1 2 3 4 8 2
PROBLEMAS DA SECAO 1.6
1. Seja A uma matriz ndo singular n X 5. Execute as Execute cada uma das seguintes multiplicacdes de
seguintes multiplicacGes: bloco:
@ 47 |4 ) (b) [‘3] A @ [ 1] B, BH]
I 0 By Bxn
T
© [A 1] [A 1] ® [ € 0] B, By
g 0 ¢ By B
@ [a 1] [a 1] © [D 0][311 Bu]
A71 0O 1 Bz[ Bzg
(e) [ 7 ] [A 1] @ E 0O [Bn B>
0O E By Bxn
2. Seja B = A'A. Mostre que b, = a,.Ta_/..
3. Sejam 5. Execute cada uma das seguintes multiplicacdes de
bloco:
1 1 2 1
A:[Z —1] © B:[l 3] 4 2 1
(a) Calcule Ab, e Ab,. (@) ; } ; ) :i ] 2 31
(b) Calcule 4,B ¢ @, B. L 12
(¢) Multiplique AB e verifique que seus vetores 1 2 3
coluna sdo os vetores da parte (a) e os vetores 4 -2
linha sdo os vetores da parte (b). 2 3 11 11-1
4. Sejam ® £y [2 12 l -
i 2
(1 © (0 1 {0 0 3004
1_[0 1]’E_[1 o]’ 0*[00 PRI 5 3]0
5 5 4 3
{10 (20 PR l 5 50
C_[—] 1]’D_[02 @15 /00 0 ol
o ol1 o
e 0 010
0 0 110 0 I -1
01 0/0 0 2 =2
BZ[BH 312]: d]1 0 00 0f 3 -3
By By 000‘01 4 —4
0 0 0|1 O 5 =5




6.

10.

11.

Dados
21 5 1 2 4
X=[423] Y:[231]

(a) Calcule a expansdo de produto externo de
XY

(b) Calcule a expansio de produto externo de YX7.
Como a expansgo de produto externo de YX7
se relaciona a expansio de produto externo de
Xym

. Seja

a2

A
Any

AT — AlTl
A22

AL, ]
AL

T
A22

E possivel executar as multiplicacGes de bloco de
AAT e ATA? Explique.

. Sejam A uma matriz m X n, X uma matrizn X re

B uma matriz m X r. Mostre que
AX =18
$¢ € somente se

Ax;=b,, j=1,....r

. Sejam A uma matriz n X n e D uma matriz diago-

naln X n.

(a) Mostre que D = (d, e, dpe,, ..., de,).

(b) Mostre que AD = (d,a,, dpa,, ..., d,Aa,).
Seja U uma matriz m X m, seja V uma matriz n X

neseja
_[*=
== (%]

onde 2, é uma matriz diagonal n X n com elemen-

tos diagonais o, 05, ...,0, ¢ O é a matriz nula (m —

n) X n.

(a) Mostre que se U = (U,, U,), onde U, tem n
colunas, entdo

UE:UIEI

(b) Mostre que se A = UZV7, entfio A pode ser
escrita como uma expansdo de produto externo
da forma

A= cr]ulvlT + Uzuzva + -4 anunvg
Seja
A A
A= 1 12
0 Ap
onde os quatro blocos sdo matrizes n X .
(a) Se A e A,, sdo ndo singulares, mostre que A

deve ser também nfo singular e que A~' deve
ser da forma

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Al ¢
0 | A

(b) Determine C.
Sejam A e B matrizes n X n e seja M uma matriz
bloco da forma

Use a condigéo (b) do Teorema 1.5.2 para mostrar
que se A ou B € singular, entdo M deve ser singu-
lar.

Seja

o I
2= (% o)
onde as quatro submatrizes sdo £ X k. Determine
Are A%

Seja I a matriz identidade n X n. Ache uma forma
em bloco para a inversa de cada uma das seguintes

matrizes 2n X 2n:

o I I 0
@95 o[ 9]
Sejam O a matriz k£ X k cujos elementos sdo todos

nulos, / a matriz identidade k X k ¢ B uma matriz
k X k com a propriedade B> = 0. Se

0o 1
a=[9 5]
determine a forma de bloco de A™' + A? + A3,
Sejam A e B matrizes n X n e definam-se as matri-

zes 2n X 2n, S e M por
I A AB O
s=lo 7). w=[% )

Determine a forma em bloco de S e use-a para
calcular a forma em bloco de S~'MS.

Seja
An ]
Az

onde A;; € uma matriz nfo singular k£ X k. Mostre
que A pode ser fatorada como um produto da

forma
I 0 A Ap )
B I 0 C

AII
A=
(5

onde

B = Az]A_lll € C= Ay — AZlAﬁlllAIZ
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(Note-se que este problema dd uma versdo em ma-
triz bloco da fatoragdo do Problema 17 da Secdo
3)

18. Sejam A, B, L, M, S e T matrizes n X ncomA, Be
M nio singulares e L, S e T singulares. Determine
se é possivel encontrar matrizes X e Y tais que

]

Se verdadeiro, mostre como, se ndo, explique por
qué.
19. Seja A umamatrizn X nex € R

(a) Um escalar ¢ pode ser considerado uma matriz
1 X 1, C = (¢) e um vetor b € R" pode ser
considerado uma matriz n X 1, B. Embora a
multiplicagdo matricial CB nio seja definida,
mostre que o produto matricial BC ¢é igual a
cb, a multiplicagdo por escalar de ¢ por b.

(b) Particione A em colunas e x em linhas e faca a
multiplicagdo em blocos de A por X.

(¢) Mostre que

AX = x1a; + x4, + - - + x4,

~ OO QOO
OOV~
OO ~D
QOO =D
QOO0
OO D
o N R
Ny N e
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20. Se A é uma matriz n X n com a propriedade que
Ax = 0 para todo x € R, mostre que A = O.
[Sugestdo: fagax = e, paraj =1, ...,n.]

21. Sejam B e C matrizes n X n com a propriedade
Bx = Cx para todo x € R*. Mostre que B = C.

22. Considere um sistema da forma

[& 305 )= 1)

onde A é uma matriz ndo singularn X nea,bec
sfo vetores em R”.
(a) Multiplique ambos os membros do sistema

por
AT 0
—TA™l 1
para obter um sistema triangular equivalente.
(b) Facay = A"'aez = A~'b. Mostre que se 8 -

¢’y # 0, entdo a solugdo do sistema pode ser
determinada fazendo-se

T
bn+] —cz

B—cly

Xpy1 =

e entdo fazendo
X=2Z— X,11Y

EXERCICIOS MATLAB

Os exercicios que se seguem devem ser resolvidos com-
putacionalmente com o software MATLAB, que é des-
crito no apéndice deste livro. Os exercicios também
contém questdes que estdo relacionadas com 0s princi-
pios matemdticos bdsicos ilustrados nas computagoes.
Salve uma cépia de sua segdo em um arquivo. Depois
de editar e imprimir o arquivo, vocé pode preencher
as respostas s questdes diretamente no documento
impresso.

O MATLAB tem um mecanismo de ajuda que explica
todas as operagdes e comandos. Por exemplo, para
obter informagdes sobre o comando MATLAB rand,
vocé sd precisa digitar help rand. Os comandos
usados nos exercicios MATLAB para este capitulo
sdo inv, floor, rand, tic, toc, rref,
abs, max, round, sum, eye, triu, ones,
zeros ¢ magic. As operacdes introduzidas sdo +,
—, * " e\, Os simbolos + ¢ — representam as ope-
ragdes de adicdo e subtragdo tanto para escalares
quanto para matrizes. O simbolo ¥ corresponde a
multiplicacdo tanto de escalares quanto de matrizes.

Para matrizes cujos elementos sdo todos niimeros
reais, a operagdo ' corresponde a operagdo trans-
posicdo. Se A é uma matriz ndo singularn X ne B
qualquer matriz n X r, a operagdo A\B é equivalente
a calcular A7'B.

1. Use MATLAB para gerar matrizes aleatdrias 4 X 4
A e B. Para cada um dos enunciados seguintes
calcule A, A,, A; e A, como indicado e determine
quais das matrizes sdo iguais (vocé pode utilizar
MATLAB para testar s¢ duas mairizes sdo iguais
calculando sua diferenca):

(a) Al=A%B,A2=DB=xA, A3 = (A’ % B,

Ad = (B'* A"
(b) Al=A'%«B,A2=(AxB),A3 =B %A,
A4 = (Bx A

(¢) Al = inv(A4 * B), A2 = inv(A) * inv(B),
A3 = inv(B x A), A4 = inv(B) * inv(A4)
(d) Al = inv((A * B)"), A2 = inv(A’ % B'),
A3 = inv(A)) x inv(B’),
A4 = (inv(4) % inv(B))’



2. Fagcan = 200 e gere uma matriz n X n e dois veto-

res em R”, ambos com elementos inteiros fazendo

A = floor(10* rand(n));
b = sum(A’)’;
z =ones(n, 1)
(Ja que a matriz € 0s vetores sdo grandes, usamos
ponto e virgula para suprimir sua escrita na tela.)
(a) A solucdo exata de Ax = b deveria ser o vetor
z. Por qué? Explique. Pode-se calcular a solu-
¢ao em MATLAB usando a operagio “\” ou
calculando A~! e entéio multiplicando A~! por
b. Vamos comparar os dois métodos compu-
tacionais tanto para velocidade quanto para
precisdo. Pode-se usar os comandos tic e
toc do MATLAB para medir o tempo decor-
rido em cada computagfo. Para isso, use os
comandos

tic, x = A\b; toc
tic, y=dinv(4)xb; toc

Que método é mais rapido?

Para comparar a precisio dos dois méto-
dos, podemos medir quio préximas as solu-
¢des x e y estdo da solugdo exata z. Faga isto
com os comandos

max(abs(x — z))
max(abs(y — z))

Que método produz a solu¢io mais precisa?
(b) Repita a parte (a) usando n = 500 ¢ n =
1000.
. Faga A = £loor(10 * rand(6)). Por construcio
amatriz A terd elementos inteiros. Vamos mudar a
sexta coluna de A de modo a tornar a matriz singu-
lar. Faca

B=A, A(,6)=—sum(B(l:5,:)

(a) Faga x = ones(6, 1) e use MATLAB para
calcular Ax. Como sabemos que A deve ser
singular? Explique. Verifique que A € singular
calculando sua forma linha degrau reduzida.

(b) Faca

B=xx[l1:6]
O produto AB deve ser igual & matriz nula.
Por qué? Explique. Verifique que isto é ver-
dadeiro calculando AB com a operagio * de

MATLAB.
(¢) Faca

C = floor(10 * rand(6))

D=B+C
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Embora C # D, os produtos AC e DC devem
ser iguais. Por qué? Explique. Calcule A*C
e A*D e verifique que eles sdo realmente
iguais.

. Construa uma matriz como se segue: Faca

B = eye(10) — triu(ones(10), 1)
Como sabemos que B deve ser nfo singular? Faca
C=inv(B) e x=C(10)

Agora, mude B ligeiramente fazendo B(10, 1) =
—1/256. Use MATLAB para calcular o produto
Bx. Do resultado dessa computacio, o que vocé
pode concluir sobre a nova matriz B? Ela ainda é
ndo singular? Explique. Use MATLAB para calcu-
lar sua forma linha degrau reduzida.

. Gere uma matriz A fazendo

A = floor(10 x rand(6))

e gere um vetor b fazendo
b = £loor(20 * rand(6, 1)) — 10

(a) Como A foi gerada aleatoriamente, esperamos
que seja ndo singular. O sistema Ax = b deve
ter uma dnica solucdo. Encontre a solugio
usando a operacdo “\”. Use MATLAB para
calcular a forma linha degrau reduzida U de
[A b]. Compare a dltima coluna de U com a
solugdo x. Na aritmética exata elas deveriam
ser a mesma. Por qué? Explique. Para compa-
rar as duas, calcule a diferenca U(:, 7) — X ou
examine ambos usando format long.

(b) Vamos agora mudar A para fazé-la singular.
Faca

A(3) = AC, 1:2)x[4 37

Use MATLAB para calcular rref([A b]).
Quantas solugdes tem o sistema Ax = b?
Explique.

(¢) Faca

y = floor(20 x rand(6, 1)) — 10

C=Axy

Como sabemos que o sistema Ax = ¢ deve ser
consistente? Explique. Calcule a forma linha
degrau reduzida U de [A ¢]. Quantas solugtes
tem o sistema Ax = ¢? Explique.

A varidvel livre determinada pela forma linha
degrau deve ser x,. Examinando o sistema cor-
respondente a matriz U, vocé deve ser capaz
de determinar a solug¢do correspondente a x, =
0. Entre essa solu¢do em MATLAB como um
vetor coluna w. Para checar que Aw = ¢, cal-
cule o vetor residuo ¢ — Aw.

(d

~—~
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(e) Seja U(:, 7) = zexros(6, 1). A matriz U deve
agora corresponder a forma linha degrau redu-
zidade (A10 ). Use U para determinar a solu-
¢io do sistema homogéneo quando a varidvel
livre x; = 1 (faga isto manualmente), ¢ entre
seu resultado como um vetor z. Verifique sua
resposta calculando A * z.

(f) Faca v =w + 3 * z. O vetor v deve ser
uma solucdo de Ax = ¢. Por qué? Explique.
Verifique que v € uma solucdo usando MATLAB
para calcular o vetor residuo ¢ — Av. Qual o
valor da varidvel livre x, para esta solucdo?
Como podemos determinar todas as solugoes
possiveis do sistema em funcéo dos vetores w
e z? Explique.

6. Considere o grafo

V4‘ b3

(a) Determine a matriz de adjacéncia A para o
grafo e entre em MATLAB.

(b) Calcule A’ e determine o nimero de caminhos
de comprimento 2 de (i) V, a V,, (il) V, a Vg,
(iii) Vs a Ve (iv) Vg a V.

(c) Calcule A% A®e A® e responda as questdes da
parte (b) para caminhos de comprimentos 4,

6 e 8. Faca uma conjectura para quando néo
haverd caminhos de comprimento par entre os
vértices Ve V.
Calcule A3, A% e A7 e responda as questdes da
parte (b) para caminhos de comprimentos 3, 5
e 7. Sua conjectura na parte (c) é valida para
caminhos de comprimento fmpar? Explique.
Faca uma conjectura sobre se haverd cami-
nhos de comprimento k entre os vértices V; e
V; baseado em se i + j + k € par ou {mpar.
(e¢) Se adicionarmos as arestas {V;, Vi} e { Vs, Vi}
ao grafo, a matriz de adjacéncia B para o novo
grafo pode ser gerada fazendo B = A e entdo

d

~—

fazendo
B(3,6)=1, B(6,3) =1,
B(5,8) =1, B(8,5) =1

Calcule Bf para k = 2, 3, 4, 5. Sua conjectura
na parte (d) ainda é valida para o novo grafo?

(f) Adicione a aresta { V,, V;} afigura e construaa
matriz de adjacéncia C para o grafo resultante.
Calcule poténcias de C para determinar se sua
conjectura da parte (d) ainda vale para o novo
grafo.

. Na Aplicacdo 1 da Sec¢io 4, os ntmeros de mu-

{heres casadas e solteiras apés 1 e 2 anos foram
determinados calculando os produtos AX e A*X
para as mairizes A e X dadas. Use format long
e entre essas matrizes em MATLAB. Calcule A* e
A*X para k = 5, 10, 15, 20. O que acontece com
A* a4 medida que k cresce? Qual € a distribui¢do
de mulheres casadas e solteiras na cidade a longo
prazo?

. A tabela seguinte descreve um modelo de sete es-

tdgios para o ciclo de vida da tartaruga marinha
comum.

Tabela I Modelo de Sete Estdgios da Demografia da Tartaruga Marinha Comum

' Niémero ‘Descricio Taxa anunal de Ovos postos
~do Estagio '~ (idade em anos) sobrevivéncia por ano
1 Ovos, recém-nascidos (<1) 0,6747 0
2 Pequenos jovens (1-7) 0,7857 0
3 Grandes jovens (8-15) 0,6758 0
4 Subadultos (16-21) 0,7425 0
5 Reprodutores novos (22) 0,8091 127
6 Reprodutores do primeiro ano (23) 0,8091 4
7 Reprodutores maduros (24 — 54) 0,8091 80




A matriz de Leslie correspondente é

0 0 0
0,6747 0,7370 0
0 0,0486 0,6610

L= 0 0 0,0147
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0

0

0
0,6907
0,0518

0
0

Matrizes e Sistemas de Equagoes 77

127 4 80
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0,8091 0 0

0 0,8091 0,8089

Suponha que o nimero de tartarugas em cada estagio da populacio inicial é descrito pelo vetor

Xp = (200.000 130.000 100.000 70.000 500 400 1100)7

(a) Entre L e x, em MATLAB e use o comando
x50 = round(L."50%x0)

para calcular X5, Calcule também os valores
de X0, X150 Xaops Xas0 © Xag-

(b) As tartarugas marinhas comuns pdem seus
ovos em terra. Suponha que conservacio-
nistas tomem cuidados especiais para pro-
teger esses ovos e, como resultado, a taxa
de sobrevivéncia para 0s ovos e recém-nas-
cidos aumente para 77%. Para incorporar
esta mudanca em nosso modelo, precisamos
somente mudar o elemento (2, 1) de L para
0,77. Faca essa modificagdo na matriz L e
repita a parte (a). O potencial de sobrevivén-
cia da tartaruga marinha comum aumentou
significativamente?

(¢) Suponha que, em vez de aumentar a taxa de
sobrevivéncia para ovos e recém-nascidos,
podemos visualizar um meio de proteger os
pequenos jovens de modo que sua taxa de
sobrevivéncia aumente para 88%. Use as
equacdes (1) e (2) da Aplicacdo 2 da Secdo
4 para determinar a propor¢io de pequenos
jovens que sobrevivem € permanecem no
mesmo estigio ¢ a proporcdo que sobrevive
e passa ao estdgio seguinte. Modifique sua
matriz L original apropriadamente e repita a
parte (a), usando a nova matriz. O potencial
de sobrevivéncia da tartaruga marinha comum
aumentou significativamente?

9. Faca A = magic(8) e calcule sua forma linha
degrau reduzida. Os uns principais devem corres-
ponder as tr€s primeiras varidveis x;, x, € x; € as
cinco varidveis restantes sfo livres.

(a) Faca ¢ = [1: 8]’ e determine se o sistema
Ax = c € consistente calculando a forma linha
degrau reduzida de [A, c]. O sistema é consis-
tente? Explique.

(b) Faca

b=[8 -8 —8 8 8 —8 —8 8&I;

e considere o sistema Ax = b. Este sistema
deveria ser consistente. Verifique isto calcu-
lando U = rref([A. b]). Devemos ser capazes
de encontrar uma solugdo para qualquer esco-
lha das varidveis livres. Com efeito, faca x2 =
£floox(10 * rand(5, 1)). Se x2 representa as
cinco dltimas coordenadas de uma solucéo do
sistemna, entdo devemos ser capazes de deter-
minar X1 = (x,, x,, x;)* em fungéio de x2. Para
isto, faca U = rref([A, b]). As linhas ndo
nulas de U correspondem a um sistema linear
na forma bloco

1 V][g]” (1)

Para resolver a equacfo (1), faca

V=U1:3,4:8), e=U1:3,9

e use MATLAB para calcular x1 em fungéo

de x2, c e V. Faga x = [x1; x2] ¢ verifique
que x é uma solugéo do sistema.

10. Faca

B=[-1,-1; 1,1]

A = [zeros(2), eye(2); eye(2), B]

e verifique que B? = O.

(a) Use MATLAB para calcular A%, A%, A® e A%

Faca uma conjectura sobre como a forma
bloco de A%* serd em fungio de submatrizes .
Use inducdo matemadtica para provar que sua
conjectura é verdadeira para qualquer inteiro
positivo k.

(b) Use MATLAB para calcular A%, A5, A7 e A°.

Faga uma conjectura sobre como a forma
bloco de A*7! serd em funcdo de submatrizes
I, O e B. Demonstre sua conjectura.

11. (a) Os comandos MATLAB

A =floor(10xrand(6)), B=A"xA
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resultam em uma matriz simétrica com ele-
mentos inteiros. Por qué? Explique. Calcule
B dessa forma e verifique essas afirmagdes.
Em seguida, particione B em quatro submatri-
zes 3 X 3. Para determinar as submatrizes em
MATLAB faca

Bll=RB(1:3, 1:3), B12=B(1:3, 4:6)

e defina B21 e B22 de forma similar, usando as
linhas 4 a 6 de B.

(b) Faga C = inwv(Bl1). Deve acontecer que
C! = C e B217 = B12. Por qué? Explique.
Use a operagdo MATLAB ' para calcular as
transpostas e verificar essas afirmacdes. Em
seguida, faca

E=B21xC

F =B22— B21 % C % B2’

¢ use as funcdes eye ¢ zeros de MATLAB
para construir

I 0 Bll ©
LZ[E 1]7 D:[ 0O F

Calcule H = L *D * L' e compare H com B
calculando H — B. Demonstre que se todas as
computagdes tivessem sido feitas em aritmé-
tica exata, LDLT seria exatamente igual a B.

TESTE A DO CAPITULO

Verdadeiro ou Falso

Este teste do capitulo consiste em 10 questdes de verda-
deiro ou falso. Em cada caso, responda verdadeiro se o
enunciado é sempre verdadeiro e responda falso, caso
contrdrio. No caso de um enunciado verdadeiro, explique
ou demonstre sua resposta. No caso de um enunciado
Jalso, dé um exemplo para mostrar que o enunciado nem
sempre é verdadeiro. Por exemplo, considere os seguin-
tes enunciados sobre matrizes n X n, A e B:

(i) A+ B=B+ A
(i) AB = BA

O enunciado (i) € sempre verdadeiro. Explicacdo: O
elemento (i, j) de A + B é a; + b e o0 elemento (i, j) de
B+Aéb;+ ay, Comoa;+ b;=b;+ a,paratodoie
todo j, segue-se que A + B = B + A.

A resposta ao enunciado (ii) é falsa. Embora o
enunciado possa ser verdadeiro em alguns casos, nem
sempre é verdadeiro. Para mostrar isto, precisamos
exibir somente um exemplo em que a igualdade ndo é
vdlida. Por exemplo, se

Aol I I Y

entdo

4 s 17
AB:[7 10] ¢ BA:[4 3

Isto prova que o enunciado (ii) € falso.

1. Se a forma linha degrau de A envolve variaveis li-
vres, entdo o sistema Ax = b terd um ndmero infi-
nito de solucdes.

2. Todo sistema homogéneo & consistente.

3. Uma matriz n X n, A, é nfo singular se e somente
se a forma linha degrau reduzida de A é I (a matriz
identidade).

4. Se A é ndo singular, entdo A pode ser fatorada em
um produto de matrizes elementares.

5. Se A e B s8o matrizes n X n nfio singulares, entdo
A + B € também ndo singular ¢

(A+B)yt=4a"1+B".

=)

. SeA = A", entdo A deve serigualaJoua —1.
7. Se A e B sdo matrizes n X n, entdo

(A—B)>= A% —2AB + B>

o«

. Se AB = ACe A # O (amatriz nula), entdo B = C.
9. SeAB = 0Oentao BA = O.

10. Se A é uma matriz 3 X 3ea, + 2a, — a, = 0, entdo
A deve ser singular.

11. Se A é uma matriz 4 X 3 e b = a, + a,, entéo o
sistema Ax = b deve ser consistente.

12. Seja A uma matriz4 X 3 coma, = a,. Seb =
a, + a, + a,, entdo o sistema AX = b terd um nime-
ro infinito de solugdes.

13. Se E é uma matriz elementar, entdo ET é também
uma mairiz elementar.

14. O produto de duas matrizes elementares é uma ma-
triz elementar.

15. Se x e y sdo vetores ndo nulos em R" ¢ A = xy’,

entdo a forma linha degrau de A terd exatamente

uma linha nfo nula.

TESTE B DO CAPITULO
1. Encontre todas as solucdes do sistema linear

Xl—X2+3X3+2)C4: 1
—X1+ X —2x35+xs =2
2x1 —ZXQ —|—7X3 +7.X4 = 1

2. (a) Um sistema linear a duas incégnitas corres-
ponde a uma reta no plano. D& uma interpre-
tacdo geométrica similar a um sistema linear a
trés incdgnitas.



(b) Dado um sistema linear consistindo em duas
equagles a trés incognitas, qual € o nimero
possivel de solucdes? D& uma interpretacdo
geométrica a sua resposta.

(¢) Dado um sistema linear homogéneo consistindo
em duas equacdes a trés incdgnitas, quantas
solucdes terd? Explique.

. Seja Ax = b um sistema de n equages lineares a

7 incognitas e suponha que X, € X, sdo ambas solu-

¢oes e X| # X,.

(a) Quantas solucdes tem o sistema? Explique.

(b) A matriz A é ndo singular? Explique.

. Seja A uma matriz da forma

A= [23 zg

onde « e B3 sao escalares fixos ndo ambos nulos.
(a) Explique por que o sistema

el

deve ser inconsistente.

(b) Como se pode escolher um vetor nfio nulo b
de modo que o sistema AX = b seja consis-
tente? Explique.

. Seja
2 1 3 2 1 3
A=14 2 7 B:135]
1 3 5 4 2 7
o1 3
C= 0 2 7
—535]

(a) Encontre uma matriz elementar £ tal que
EA = B.

(b) Encontre uma matriz elementar F tal que
AF = C.

10.

11.

12.
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Seja A uma matriz 3 X 3 e seja
b=331 +az+433

O sistema Ax = b € consistente? Explique.

. Seja A uma matriz 3 X 3 e seja

a; — 3a, + 2a; = 0 (vetor zero)

A € n3o singular? Explique.

o[}

¢ possivel encontrar matrizes 2 X 2, A e B, tais que
A # B e Ax, = Bx,? Explique.

. Dado o vetor

. Sejam A e B matrizes simétricas n X n e seja

C = AB. C é simétrica? Explique.
Sejam E e F matrizes elementares n X n e seja
C = EF. C ¢ ndo singular? Explique.

Dado
I 0O O
A=10 1 O
0O B I

onde todas as submatrizes so n X n, determine a
forma bloco de A™'.
Sejam A e B matrizes 10 X 10 que sfo particiona-
das em submatrizes como se segue:

By

Bxn ]

Ay By
A= [ An B= I B
(a) Se A;, ¢ uma matriz 6 X 5 ¢ B, ¢ uma matriz
k X r, que condi¢Bes, se houver, devem ser
satisfeitas por k£ e r para que a multiplicagéio
em bloco de A por B seja possivel?
(b) Supondo que a multiplicagio em bloco seja
possivel, como seria determinado o bloco (2, 2)
do produto?

Ap ]
An



CAPITULO

)

Determinantes

A cada matriz quadrada é possivel associar um nimero real chamado de determinante da
matriz. O valor deste nimero dird se a matriz é singular.

Na Secdo 1, ¢ dada a definigdo de determinante de uma matriz. Na Segéo 2, estudamos
propriedades de determinantes e derivamos um método de eliminagio para avaliar determi-
nantes. O método de eliminagdo é geralmente o mais simples para a avaliacdo do determi-
nante de uma matriz #n X n quando n > 3. Na Secdo 3, vemos como determinantes podem
ser aplicados na resolugdo de sistemas lineares n X n e como podem ser utilizados para
calcular a inversa de uma matriz. Aplicagdes de determinantes  criptografia e & mecanica
newtoniana sao também apresentadas na Sec¢do 3. Outras aplicacdes de determinantes sio
apresentadas nos Capitulos 3 e 6.

Voio

8¢

Determinante de uma Matriz

A cada matriz n X n, A, é possivel associar um escalar, det(A4), cujo valor dird se a
matriz € nao singular. Antes de proceder a definicio geral, consideremos os seguintes
casos:

Caso 1. Matrizes 1 X 1 Se A = (@) é uma matriz | X 1, entfio A terd uma inversa multiphi-
cativa se e somente se a # 0. Portanto, definimos

det(A) = a
entdo A serd ndo singular se e somente se det(4) # 0.

Caso 2. Matrizes 2 X 2 Seja
_ [ aip an ]
a1 ay

Pelo Teorema 1.5.2, A serd nfio singular se e somente se & equivalente linha de /. Entfio, se
ay; # 0, podemos testar se A ¢ equivalente linha de 7 executando as seguintes operagoes:

1. Multiplicar a segunda linha de A por a,,

[ ary ap ]
ai1az1  anaxn
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2. Subtrair a,, vezes a primeira linha da nova segunda linha

[ ar an ]
0 anan —ananp
Como a,, # 0, a matriz resultante serd equivalente linha de 7 se e somente se
apaxp —axap #0 Y]

Se a,, = 0, podemos comutar as duas linhas de A. A matriz resultante

ax axn
0 ap

serd equivalente linha de I se e somente se a,, a;, # 0. Este requisito é equivalente a condi-
¢do (1) quando g, = 0. Entfo, se A é qualquer matriz 2 X 2 e definirmos

det(A) = ay1axn — anday,

A € nfio singular se e somente se det(A) # 0.

Notacio

Podemos nos referir ao determinante de uma matriz especifica incluindo o arranjo entre
linhas verticais. Por exemplo, se

3 4
=3 1]
entao
3 4
2 1

representa o determinante de A.

Caso 3. Matrizes 3 X 3 Podemos testar se uma mairiz 3 X 3 é ndo singular executando
operagdes sobre linhas para ver se a matriz € equivalente linha da matriz identidade /. Para
executar a eliminacfio na primeira coluna de uma matriz 3 X 3 arbitrdria A, vamos supor
que a;; ¥ 0. A eliminacdo pode ser executada subtraindo a,,/a,, vezes a primeira linha da
segunda e a,,/a,, vezes a primeira linha da terceira:

agl ap ais

aip apz di3 o 1% —dndn  4udy — dnds
azr dxp dxz | —

asy dsy dsz

ai ap

ajlds2 —dsidi2 dpdisz — dspdis

ail aihl
A matriz 4 direita serd equivalente linha de [ se e somente se

apydy; — dpidyy  dpdzz — d21d)3

a apy a £0
1t
ajjdsy; —dsidip 4pdss — dsiais

apn an

Embora a dlgebra possa ser um tanto complicada, esta condi¢do pode ser simplificada para
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a11a20033 — A11G32a23 — A12021433 + 12031023 + A13G21a32 — azazian 70 (2)

Portanto, se definirmos
det(A) = ajjanas; — ay1a3a3 — 12021933
+ apaziaz + aizdzds — a;3asidn

entdo, para o caso a,, # 0, a matriz serd ndo singular se e somente s¢ det(A) # 0.
O que acontece se a,; = 0? Considere as seguintes possibilidades:

(i) a1 =0,ay #0
(i) a1 =a =0,a31 #0
(i) ann =an =a31 =0

No caso (i) ndo é dificil mostrar que A € equivalente linha de / se e somente se

—A12021G33 + a1pas axs + apzanazy — a;3az an =0

3)

Mas essa condicio é igual a condigdo (2) com a,, = 0. Os detalhes do caso (i) sdo deixados

como exercicio para o leitor (ver Problema 7 ao fim dessa se¢o).
No caso (ii) segue-se que

0 apn as
A = 0 dyy dzs
dsy day a3z

¢ equivalente linha de I se e somente se
azi(a1paz; — anays) #0

Novamente, esse é um caso especial da condicdo (2) com a,, = a,, = 0.

Evidentemente, no caso (iii) a matriz A nfio pode ser equivalente linha de I e, portanto,
deve ser singular. Neste caso, se fizermos a,,, a,, € a;, iguais a 0 na férmula (3), o resultado

serd det(A) = 0.

Em geral, entfio, a férmula (2) dd uma condi¢do necesséria e suficiente para que uma

matriz 3 X 3 seja nfio singular (independentemente do valor de a,)).

Gostarfamos agora de definir o determinante de uma matriz n X n. Para ver como fazer

isto, note-se que o determinante de uma matriz 2 X 2

A= [an an ]
dzl axn
pode ser definido em fungdo de duas matrizes 1 X 1

My =(an) e Mp=(ay)

A matriz M,, é formada de A eliminando suas primeira linha e primeira coluna e M,, ¢

formada de A eliminando sua primeira linha e segunda coluna.
O determinante de A pode ser expresso na forma

det(A) = ay1ax — apay = ayi det(Myy) — ayp det(Mh2)

Para uma matriz 3 X 3, A, podemos reescrever a equagio (3) na forma

det(A) = a1 (amax — asa) — dplanass — azan) + an(ands — dzdn)

“4)

Para j = 1, 2, 3, seja M); a matriz 2 X 2 obtida de A eliminando-se a primeira linha ¢ a

j-ésima coluna. O determinante de A pode entZo ser representado sob a forma

det(A) = ayy det(My1) — arp det(Mys) + a3 det(Mi3)

o)
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em que

az Az az a4z azy  ax
M11=[ ] M12=[ , M=
daszy a3z asyp  dsz aszy  dsp

Para ver como generalizar (4) e (5) para o caso n > 3, introduzimos a seguinte defini¢cao:

Definicdo | Sejad = (a;) uma matriz n X n e seja M; a matriz (n — 1) X (n — 1) obtida de A eli-
minando-se a linha e a coluna contendo a;. O determinante de M, € chamado de menor
de a;. Definimos o cofator A; de a; por

Aj; = (1) det(M;))

Tendo em vista esta definicdo, para uma matriz 2 X 2, A, podemos reescrever a equagio
(4) sob a forma

det(A) = a1 A +anAn (n=2) (6)

A equacio (6) é chamada de expansdo em cofatores de det(A) ao longo da primeira linha
de A. Note-se que poderiamos também escrever

det(A) = agi(—app) + anay = a1 Az +anip 7N

A equacdo (7) exprime det(A) em funcfo dos elementos da segunda linha de A e seus
cofatores. Na verdade, nfo hd nenhuma razdo para que precisemos expandir ao longo de
uma linha da matriz; o determinante poderia muito bem ser representado pela expansdo em
cofatores ao longo de uma das colunas:
det(A) = anazn + az1(—ai2)
=aj Ay +ax Ay (primeira coluna)
det(A) = ap(—az) + axpan
(segunda coluna) =apApn +anin

Para uma matriz 3 X 3, A, temos
(8) det(A) = a1Ay +andp + annlg

30 dos elementos Portanto, o determinante de uma matriz 3 X 3 pode ser definido em fung
da primeira linha da matriz e seus cofatores correspondentes.

EXEMPLO | Se
2 5 4
A=13 1 2
5 4 6

entao
det(A) = aAj +apAp+aiAs
, det(M3) = (—1)%ay; det(M1)) + (=1)’ap> det(M1p) + (= Day

1 2 3 2| ‘31|

22’4 6 '5‘5 6| T4s 4

=2(6 —8) — 5(18 — 10) + 4(12 — 5)
B =16
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Como no caso de matrizes 2 X 2, o determinante de uma matriz 3 X 3 pode ser repre-
sentado como uma expansdo em cofatores usando qualquer linha ou coluna. Por exemplo,
a equacio (3) pode ser reescrita na forma

det(A) = apasziars — a3as axn — a11a3623 + 13621037 + A11G22G33 — 412021033

= a31(aiars — aizax) — an(aaxs — apa) + as(anan — apay)
= a31A31 +anAsn + a33As

Essa € a expansdo em cofatores ao longo da terceira linha de A.

EXEMPLO 2 Seja A a matriz do Exemplo 1. A expansio em cofatores do det(A) ao longo da
segunda coluna € dado por

2
det(A):—S‘? 6}+1|§ 2“4.§ ‘2“
= —5(18 — 10) + 1(12 — 20) — 4(4 — 12) = —16 -

O determinante de uma matriz 4 X 4 pode ser definido em funcdo da expansio em cofa-
tores ao longo de qualquer linha ou coluna. Para calcular o valor do determinante 4 X 4,
precisamos avaliar quatro determinantes 3 X 3.

Definicdo | O determinante de uma matriz n X n, A, escrito det(A), é um escalar associado a matriz
A que € definido indutivamente por

aiy sen=1

det(A) =
) anAy +aplAp+ - +apA, sen> 1

na qual
A= (D" det(My;))  j=1,....n

sdo os cofatores associados com os elementos na primeira linha de A.

Como vimos, nfio € necessdrio nos limitarmos ao uso da primeira linha na expansdo em
cofatores. Enunciamos o seguinte teorema, sem prova-lo:

Teorema 2.1.1  Se uma matriz n X n, A, com n = 2, entfo det(A) pode ser expresso como uma
expansdo em cofatores usando qualquer linha ou coluna de A; isto é

det(A) = a;1 Ay +apAp + -+ @i Ay
=aijArj +azjhgjt+ -y Ay
parai=1,...,nej=1,...,n

A expansdo em cofatores de um determinante 4 X 4 envolve quatro determinantes 3 X
3. Podemos frequentemente economizar trabalho expandindo ao longo da linha ou coluna
que contém mais zeros. Por exemplo, para avaliar

3

N O OO

2
4
1
0

W w oo

5
0
1
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expandiriamos ao longo da primeira coluna. Os trés primeiros termos serdo eliminados,
deixando

2 3

—2 45

—
O it W
w oo

=_2.3.* l:u

Para n = 3, vimos que uma matriz n X n, A, é ndo singular se e somente se det(A) # 0.
Na proxima se¢éo, mostraremos que este resultado é verdadeiro para todos os valores de 7.
Nessa secéio veremos também o efeito de operagdes sobre linhas no valor do determinante
€ usaremos operagdes sobre linhas para derivar um método mais eficiente para calcular o
valor de um determinante.

Concluimos esta se¢do com trés teoremas que sdo simples consequéncias da definicéo
de expansdo em cofatores. As demonstracdes dos dois tltimos teoremas sdo deixadas para
o leitor (ver Problemas 8, 9 e 10 ao fim desta se¢do).

Teorema 2.1.2  Se A € uma matriz n X n, entdo det(A”) = det(A).

Demonstragdo A demonstragio € por indugdo em n. Evidentemente, o resultado é valido
paran = 1, jd que uma matriz 1 X 1 € necessariamente simétrica. Suponha que o resultado
€ vélido para todas as matrizes k X k e que A é uma matriz (k + 1) X (k + 1). Expandindo
det(A) ao longo da primeira linha de A, obtemos

det(A) = ayy det(My1) — app det(M ) + — -+ - £ ay g det(My 4-1)
Ja que os Mj; sio todos matrizes k X k, segue-se da hipétese de inducéo que
det(A) = ay; det(M{}) — aip det(M1) + — -+ £ ay gq1 det(M[,_)) )

O membro direito de (9) é exatamente a expans&o por menores de det(A”) usanto a primeira
coluna de A?, Portanto

det(AT) = det(A) B

Teorema 2.1.3  Se A é uma matriz triangular n X n, entdo o determinante de A ¢ igual ao produto
dos elementos diagonais de A.

Demonsiragdo  Tendo em vista o Teorema 2.1.2, basta demonstrar o teorema para matri-
zes triangulares inferiores. O resultado se segue facilmente usando a expansdo em cofa-
tores e indugdo em n. Os detalhes sdo deixados para o leitor (ver Problema 8 ao fim desta
sec¢do). B

Teorema 2.1.4 Seja A uma matriz n X n.

(i) Se A tem uma linha ou coluna consistindo inteiramente em zeros, entdo det(4) = 0.
(i) Se A tem duas linhas idénticas ou duas colunas idénticas, entio det(A) = 0.

Ambos os resultados podem ser facilmente demonstrados usando-se a expansao em
cofatores. As demonstracdes sdo deixadas para o leitor (ver Problemas 9 e 10 ao fim desta
se¢do). "

Na préxima secdo, veremos o efeito das operagdes sobre linhas no valor do determi-
nante. Isto permitird usar o Teorema 2.1.3 para derivar um método mais eficiente para
calcular o valor de um determinante.
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PROBLEMAS DA SECAO 2.1

1. Seja
3 2 4
A= [ 1 =2 3
2 3 2
(a) Encontre os valores de det(M,,), det(M,,) e
det(M,;).

(b) Encontre os valores de A,;, Ay, € Ay;.
(¢) Use suas respostas da parte (b) para calcular
det(A).
2. Use determinantes para determinar se as seguintes
matrizes 2 X 2 sdo nio singulares:

35 3 6
@) [2 4] (b) [2 4
3 -6
© 5 73
3. Calcule os seguintes determinantes:
3 5 5 2
@ | 3 ® | _; 41
31 2 4 0
© |2 4 5 @ (3 2
2 4 5 5 -1 —4
1 3 2 2 -1 2
(e) |4 1 -2 @ |1 3 2
2 1 3 5 1 6
2 0 0 1
0 1 0 0
®1 6 2 o
1 1 =2 3
2 1 2 1
3 0 1 1
L R A I
-3 2 3 1
4. Calcule os seguintes determinantes por inspeco:
2 0 0
(a) ; Z (M) |4 1 0
7 3 -2
200 5042
© % é ! @ 2 0 3 4
1 0 2 3

. Calcule o seguinte determinante. Escreva sua res-

posta como um polindmio em x.

a—x b c
i —-x 0
0 1 —x

. Ache todos os valores de Apara os quais o seguinte

determinante serd igual a 0.

2—A 4
3 3—-Ax

7. Sejaumamatriz3 X 3 coma,, = Oe a,, # 0. Mostre

10.

11.

12,

13.

que A ¢ equivalente linha de 7 se € somente se
— 12021033 + A12031023

+ apanax — apasayp 0

. Escreva os detalhes da demonstracio do Teorema

2.1.3.

. Demontre que se uma linha ou uma coluna de uma

matriz n X n, A, consiste inteiramente em zeros,
entfio det(A) = 0.

Use indugdo matemadtica para demonstrar que se A
é uma matriz (n + 1) X (n + 1) com duas linhas
idénticas, entdo det(A) = 0.

Sejam A e B matrizes 2 X 2

(a) det(A + B) = det(A) + det(B)?

(b) det(AB) = det(A)det(B)?

(c) det(AB) = det(BA)?

Justifique suas respostas.

Sejam A e B matrizes 2 X 2 € sgjam

_lan an _ by b

C_[bZI bzz]’ b= [253] 1122]’
0 «

r={4 %

(a) Mostre que det(A + B) = det(A) + det(B) +
det(C) + det(D).

(b) Mostre que se B = EA entdo det{A + B) =
det(A) + det(B).

Seja A uma matriz simétrica tridiagonal (isto €, A

é simétrica ¢ a; = 0 sempre que |{ — j| > 1). Seja

B a matriz formada a partir de A eliminando-se as

duas primeiras linhas e colunas. Mostre que

det(A) = aj; det(My,) — a2, det(B)

'2.2 Propriedades dos Determinantes

Nesta secdo, consideramos os efeitos de operagdes sobre linhas no determinante de uma
matriz. Uma vez que este efeitos tenham sido estabelecidos, demonstraremos que uma matriz
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€ singular se e somente se seu determinante & nulo e desenvolveremos um método de calculo
de determinantes usando operagdes sobre linhas, Também estabeleceremos um importante
teorema sobre o determinante do produto de duas matrizes. Comegamos pelo seguinte lema:

Lema 2.2.1 Seja A umamatriz n X n. Se Aj denota o cofator de 4, parak = 1, ..., n, entdo

det(A) sei=7j
0 sei # j
Demonstracido Sei = j, (1) é simplesmente a expansdo em cofatores de det(A) ao longo

da i-ésima linha de A. Para demonstrar (1) no caso i # j, seja A* a matriz obtida substituin-
do-se a j-ésima linha de A pela i-ésima linha de A:

aitAji+apAp + -+ agpAj, = )

apr dyp - Qg

ail1 Az v Qin Jj-ésima linha
A* =

a4t dip o+ iy

aunl dpy -+ gy

Como duas linhas de A* sfo iguais, seu determinante deve ser zero. Segue-se da expansio
em cofatores de det(A*) ao longo da j-ésima linha que

0= det(A*) ES ClilA;k«l —+ aizA;Z 4+ -4 a,—nA;‘-n
=ai1Aj1 +apAp+ -+ ainhj, B

Consideremos agora os efeitos de cada uma das trés operacdes sobre linhas no valor do
determinante.

Operacio sobre Linhas [

4 Duas linhas de A sdo trocadas.
SeAéumamatriz2 X 2 e

0 1
e=[1 o
entdo
det(EA) = da dn = andaipy — axpa;; = —det(A)
app dap

Para n > 2, seja E; a matriz elementar que troca as linhas i ¢ j de A. E uma simples
demonstracdo por indugfo mostrar que det(E,; A) = —det(A). Ilustramos a ideia por trds da
demonstragdo para o caso n = 3. Suponha que a primeira e a terceira linhas de uma matriz
A 3 X 3 tenham sido trocadas. Expandindo det(E;A) ao longo da segunda linha ¢ usando o

resultado para matrizes 2 X 2, vemos que

asy  dsp  dszz
det(E3A) = |asr axn ax
ayr ar a3
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a a a a a a
= —ay 32 33 +a 31 33| @ 31 32
ayp aps aip a3 aip a4
ayp a a a a a
= 13 — 11 13 +a 11 12
dsy 43z asy  dss aszr  as
= —det(A)

Em geral, se A é umamatrizn X n,e E; € a matriz elementar n X n, formada pela troca da
i-ésima linha e da j-ésima linha de 7, entio

det(EjjA) = —det(A)
Em particular
det(E;) = det(E;l) = —det(l) = —1
Portanto, para qualquer matriz elementar £ do tipo [,

det(EA) = — det(A) = det(E) det(A)

Operacio sobre Linhas 11

Uma linha de A é multiplicada por uma constante ndo nula.
Seja E a matriz elementar do tipo II formada de 7 pela multiplicagéo da Jj-6ésima linha pela
constante ndo nula «. Se det(EA) é expandido em cofatores ao longo da j-ésima linha, entdo

det(EA) = aai1 Al + aandp + -+ + aaipnAip
= a(anAi +apAn+ -+ dinAin)
=« det(A)
Em particular,
det(E) = det(El) = adet(l) =
€, portanto,

det(EA) = o det(A) = det(E) det(A)

Operacao sobre Linhas I

Um miiltiplo de uma linha é adicionado a outra linha.

Seja E a matriz elementar do tipo III formada de 7 pela adi¢do de ¢ vezes a i-€sima linha
3 j-ésima linha. Como E & triangular e seus elementos da diagonal sfo todos 1, segue-se
que det(E) = 1. Mostraremos que

det(EA) = det(A) = det(E) det(A)
Se det(EA) é expandido em cofatores ao longo da j-ésima linha, segue-se do Lema 2.2.1 que
det(EA) = (aj1 + can)Aj + (ajp +cap)Ajp + -+ (@jn+caim)Ajn
= (@ Aj1 + -+ apuAj) +clanAp+ -+ ainAjn)
= det(A)
Portanto,
det(EA) = det(A) = det(E) det(A)
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RESUMO | Em resumo, se E ¢ uma matriz elementar, entio
det(EA) = det(E) det(A)

em que

—1 se E€dotipol
det(E) = {a #0 se Eédotipoll 2
1 se E & do tipo HI

Resultados similares valem para operages sobre colunas. Com efeito, se E é uma matriz
elementar, entdo £” também ¢ uma matriz elementar (ver Problema 8 ao fim desta secfio) ¢

det(AE) = det ((AE)") = det (ET AT)
= det (E”) det (AT) = det(E) det(A)

Portanto, os efeitos que operacBes sobre linhas e colunas tém sobre o valor de determi-
nante podem ser resumidos como se segue:

I A troca de duas linhas (ou colunas) de uma matriz muda o sinal do determi-
nante.
H. A multiplicagdo de uma tinica linha ou coluna de uma matriz por um escalar tem
o efeito de multiplicar o determinante por esse escalar.
IOI. A soma de um miltiplo de uma linha (ou coluna) a outra nfo muda o valor do
determinante.

Nota

Em consequéncia de III, se uma linha (ou coluna) de uma matriz é um multiplo de outra,
o determinante deve ser nulo.

Resultados Principais

Podemos agora usar os efeitos de operagdes sobre linhas nos determinantes para demons-
trar dois importantes teoremas e estabelecer um método mais simples para calcular deter-
minantes. Segue-se dc (2) que todas as matrizes elementares tém determinantes nfo nulos.
Esta observagio pode ser usada para demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.2 Uma uma matriz n X n, A, é singular se ¢ somente se
det(A) = 0

Demonstragfio A matriz A pode ser reduzida a forma linha degrau com um ntimero finito
de operagdes sobre linhas. Portanto,

U=EE,---EA
em que U estd na forma linha degrau e os E; sdo todos matrizes elementares. Segue-se que
det(U) = det(ExEy—y - - - E1A)
= det(E;) det(Ex_1) - - - det(E) det(A)

Como os determinantes das E; sdo todos nfo nulos, segue-se que det(4) = 0 se ¢ somente
se det(U) = 0. Se A ¢é singular, entdo U tem uma linha consistindo inteiramente de zeros e,
portanto, det(U) = 0. Se A ¢é n#o singular, entfo U € triangular com uns ao longo da diago-
nal e, portanto, det(U) = 1. B
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Da demonstragio do Teorema 2.2.2 podemos obter um método para calcular det(A).
Reduzimos A a forma linha degrau:

U= EkEk—l s ElA

Se a ultima linha de U consiste inteiramente em zeros, A é singular e det(A) = 0. Caso
contrério, A é ndo singular e

det(A) = [det(E,) det(Ey_y) - - - det(ED]

Na verdade, se A € ndo singular, é mais simples reduzir A & forma triangular. Isto pode ser
feito usando somente as operagdes sobre linhas I e HI. Portanto,

T =EnEp- - EA
¢, entao,
det(A) = £ det(T) = L1112 -~ tyn

na qual os £, sfo os elementos diagonais de 7. O sinal serd positivo se a operagdo sobre
linhas I tiver sido usada um ntimero par de vezes e negativo caso contrério.

EXEMPLO | Avalie

2 1 3
4 1
6 -3 4
Solucio
2 1 3 2 1 3 2 1 3
4 2 11=10 0 -5|=(D|0 -6 -5
6 =3 4 0 -6 =5 0 0 -5

= (=D (=6)(-3)
= —60 B

Temos agora dois métodos para avaliar o determinante de uma matriz n X n, A. Se
n > 3 e A tem elementos ndo nulos, a eliminacdo é o método mais eficiente, no sentido de
que envolve menos operagoes aritméticas. Na Tabela 1, o ntimero de operagdes envolvido
em cada método é dado paran = 2, 3, 4, 5, 10. Nao ¢é diffcil derivar férmulas gerais para
o numero de operagdes em cada um dos métodos (veja os Problemas 20 e 21 ao fim desta

se¢do).
Tabela
e tiplicacGes e -
n Adico . ‘Divisbes
2 1 3
3 5 9 5 10
4 23 40 14 23
5 119 205 30 44
10 3.628.799 6.235.300 285 339
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Vimos que para qualquer matriz elementar E,
det(EA) = det(E) det(A) = det(AE)

Este € um caso especial do seguinte teorema:

Teorema 2.2.3 Se A e B sdo matrizes n X n, entiio

det(AB) = det(A) det(B)

Demonstracde  Se B ¢ singular, segue-se do Teorema 1.5.2 que AB também é singular
(ver Problema 14 do Capitulo 1, Segio 5) e, portanto,

det(AB) = 0 = det(A) det(B)

Se B € ndo singular, B pode ser escrita como um produto de matrizes elementares. J4 vimos
que o resultado € valido para matrizes elementares. Portanto,

det(AB) = det(AEE;_; --- EY)
= det(A) det(Ey) det(Ey—;) - - - det(E))
=det(A)det(E E;_| --- Ey)
= det(A) det(B) =

Se A € singular, o valor calculado de det(A) usando aritmética exata deve ser 0. Entretanto,
este resultado € improvével se os cédlculos sdo feitos por computador. Como computadores
usam um sistema de nimeros finitos, erros de arredondamento sio geralmente inevitdveis.
Em consequéncia, € mais provavel que o valor calculado de det(A) serd somente proximo
de 0. Por causa de erros de arredondamento, é virtualmente impossivel determinar com-
putacionalmente se uma matriz € exatamente singular. Em aplicagoes digitais é frequente-
mente mais significativo perguntar se uma matriz € “aproximadamente” singular. Em geral,
o valor de det(A) ndo € um bom indicador da proximidade de singularidade. Na Se¢iio 5 do
Capitulo 6, discutiremos como determinar se uma matriz € aproximadamente singular.

PROBLEMAS DA SECAO 2.2

1. Avalie cada um dos seguintes determinantes por 0 1 2 3 0 1 2 3
inspeg¢&o: -2 =2 3 3 1 1 1 1
L1 1 3 12 =2 3Tl -1 4 4
0 0 3 0 3 1 1 11 1 1 2 3 -1 -2
@ |0 4 11 (b o o0 2 2
2 3 ] 3. Para cada uma das seguintes matrizes, calcule o
-1 -1 -1 2 dcterminante e diga se a matriz ¢ singular ou n#o
0 0 0 1 singular:
1000 301 301
©@lo 1 00 @ | 2] (b) [4 2]
00 1 0
2. Sei 3 31 2 1 1
R o 1 2 3 © fo 1 2 @ 4 3 s
0 2 3 2 1 2
A= 1 1 1 1
-2 -2 3 3 2 -1 3
1 2 -2 -3 e | -1 2 =2
1 4 0

(a) Use o método da eliminagfio para avaliar det(4)

() Use o valor de det(A) para avaliar
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10.

11.

12.
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L1
2 -1 3 2
® 1o 1 2 1

0 0 7 3

. Encontre todas as possiveis escolhas de ¢ que tor-

naro a seguinte matriz singular:

1 1 1
1 9 ¢
I ¢ 3

Seja A uma matriz n X n e a um escalar. Mostre que
det(a A) = " det(A)
Seja A uma matriz ndo singular. Mostre que

1
det(A)

Sejam A ¢ B matrizes 3 X 3 com det(4) =
det(B) = 5. Encontre o valor de

(a) det(AB)

(b) det(34)

(c) det(2AB)

(d) det(A™'B)

det(A™hH) =

. Mostre que se E é uma matriz elementar, entdo E”

é uma matriz elementar do mesmo tipo que E.

. Sejam E,, F, e E; matrizes elementares 3 X 3 dos

tipos I, I e III, respectivamente, e seja A uma ma-
triz 3 X 3 com det(A) = 6. Suponha, adicional-
mente, que E, é formado a partir de / pela multi-
plicacfio de sua segunda linha por 3. Encontre 0s
seguintes valores:

(a) det(E,A)

(b) det(E>A)

(c) det(E,A)

(d) det(AE))

() det(E})

(0 det(E, E, E5)

Sejam A e B matrizes equivalentes linha e suponha
que B pode ser obtida de A usando-se somente as
operagdes I e TII. Como se comparam os valores
de det(A) e det(B)? Como se comparam os valo-
res se B pode ser obtida de A usando-se somente a
operacdio I117 Explique suas respostas.

Seja A uma matrizn X n. E possivel para A + I = O
no caso em que n € impar? Responda a mesma ques-
tdo para o caso em que n € par.

Considere a matriz de Vandermonde 3 X 3

1 x x]2
V=11 x x%
2

I xs x3

(a) Mostre que det(V) = (x, — x;) (3 — X)) (3 — x,).
[Sugestéo: use a operacéo sobre linhas III.]

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(b) Que condi¢des devem os escalares x;, x, e x;
satisfazer para que V seja ndo singular?

. Suponha que uma matriz 3 X 3, A, é fatorada em
um produto
I 0 0 un U U3
I 1 0 0 uyp uxn
VR uss

Determine o valor de det(A).

Sejam A e B matrizes n X n. Demonstre que o pro-
duto AB é nio singular se e somente se A e B sdo
ambas ndo singulares.

Sejam A e B matrizes n X n. Demonstre que se
AB = I, entdo BA = 1. Qual o significado deste
resultado em termos da definicdo de uma matriz
ndo singular?

Uma matriz A é dita antissimétrica se AT = —A.
Por exemplo,

A= (1 o)

é antissimétrica, jd que

T:[(l) _o]:

Se A é uma matriz n X n antissimétrica e n é impar,
mostre que A deve ser singular.

Seja A uma matriz n X n ndo singular com um
cofator ndo nulo A,, e faca

_ det(4)
N Al’ll‘l

Mostre que se subtrairmos ¢ de a
resultante serd singular.

entdo a matriz

nn’

Seja A uma matriz k X k e seja B uma matriz
(n — k) X (n — k). Sejam
(1,
E=1o B] F= [0 Lok
A O
c=[5 %)

emque [ eI, ,sfo as matrizes identidade k X ke
(n—k X mn—k).

(a) Mostre que det(E) = det(B).

(b) Mostre que det(F) = det(A).

(¢) Mostre que det(C) = det(A)det(B).

Sejam A e B matrizes k X ke seja
0O B
w=[% o]

Mostre que det(M) = (—1)“det(A)det(B).
Mostre que a avaliacdo do determinante de uma
matriz n X n por cofatores envolve (n! — 1) adi-

n—1
ches e Zn!/k! multiplicacdes.

k=1
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21. Mostre que o método de eliminagfio para o célculo necessarias n — i divisdes para calcular os malti-
do valor do determinante de uma matriz n X 1 en- plos da i-6sima linha que deve ser subtraida das
volve [n(n — 1)(2n — 1)]/6 adices e [(n — 1) outras linhas sob o pivd. Precisamos entdo calcu-
(n* + n + 3))/3 muitiplicacoes e divisdes. [Suges- lar novos valores para os (n — i)* elementos nas
tdo: no i-ésimo passo do processo de redugio, sdo linhas i + [ até n e colunas i + 1 até n.]

'2.3 Topicos Adicionais e Aplicagdes

Nesta se¢do, aprendemos um método para calcular a inversa de uma matriz néo singular A
usando determinantes e aprendemos um método de resolucio de sistemas lineares usando
determinantes. Ambos os métodos dependem do Lema 2.2.1. Vamos também mostrar como
usar determinantes para definir o produto vetorial de dois vetores. O produto vetorial é ttil
em aplica¢des fisicas envolvendo o movimento de uma particula no espago 3D.

/. A Adjunta de Uma Matriz

Seja A uma matriz n X n. Definimos uma nova matriz chamada de adjunta de A por

Ay Ay - An

. Apn Apn - Ap
adjA = . !
Aln' A2n et Alm

Portanto, para formar a adjunta, precisamos substituir cada termo por seu cofator e entdo
transpor a matriz resultante. Pelo Lema 2.2.1,

det(A) sei=j
aitAj +apAp+ -+ agpAj = 0 Sei £ j
€ segue-se que

Aadj A) = det(A)]

Se A é ndo singular, det(A) é um escalar ndo nulo e podemos escrever

A ( ! adj A) =1
det(A)

1
ATl = o A) adj A quando det(A) # 0

Portanto,

EXEMPLO | Paraumamatriz2 X 2,

adj A = [ an —6112]
—d] apy

Se A ¢ ndo singular, entdo

Al — 1 [ ap —ap ]
a|1ay — d12dny —da] aiy
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EXEMPLO 2 seja

Calcule adjAe AL,

Solucdo
T
2 2 3 2 3 2
2 3 |1 3 12
2 1 -2
1 2 2 2 21
adjA = | — — =|-7 4 2
2 3 13 1 2 [ 4 3 ]]
1 2 2 2 2 1
2 21 13 2 3 2

Usando a férmula

di A
det(A) °Y

podemos derivar uma regra para representar o sistema Ax = b em fun¢io de determinan-
tes.

. Regra de Cramer

Teorema 2.3.1 Regra de Cramer

Seja A uma matriz n X n ndo singular e sejab € R". Seja A, a matriz obtida pela substitui-
¢80 da i-ésima coluna de A por b. Se x ¢ a tnica solucdo de Ax = b, entéio

 det(A)
M= e (A)

para i=1,2,...,n
Demonstraciio  Desde que

1
=A"1p = dj A)b
X dera) A A)

segue-se que

biAy +bAs 4+ -+ b, A,
det(A)

i =

_det(4))
~ det(A) =
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EXEMPLO 3 Use aregra de Cramer para resolver

s

X1 +2x+ x3=5
2X1+2x3+ x3=06
X1 +2x+3x3=9

Solucdo
1 2 1 5 2 1
det(Ay =12 2 1l=—-4 det(A)) =16 2 1|=-4
1 2 3 9 2 3
1 5 1 1 2 5
det(Ar)) ={2 6 1|=—-4 det(Ad3)=|2 2 6|=-8
1 9 3 1 2 9
Portanto,
— 4y S5
X == — — s X = —— = s = —_— =
S S A" =

A regra de Cramer fornece um método conveniente para escrever a soluco de um sistema
n X n de equagdes lineares em funcfio de determinantes. Para calcular a solucéo, entretanto,
precisamos avaliar z + 1 determinantes de ordem 7. A avaliac@o de apenas dois desses determi-
nantes envolve mais cédlculos do que a resolucéo do sistema usando eliminac@o gaussiana.

APLICACAO | Mensagens Codificadas

Um modo comum de envio de uma mensagem codificada é associar um valor inteiro a cada letra
do alfabeto e enviar a mensagem como uma cadeia de inteiros. Por exemplo, a mensagem

SEND MONEY

pode ser codificada como

5,8,10,21,7,2,10,8,3

Aqui o S é representado por um 5, o E por um 8 e assim por diante. Infelizmente, este tipo de
c6digo € facil de quebrar. Em uma mensagem mais longa poderiamos adivinhar que letra é
representada por um ntimero na base da frequéncia relativa de ocorréncia desse nimero. Por
exemplo, se 8 é o nimero que ocorre mais frequentemente na mensagem codificada, entéo é
provavel que ele represente a letra E, que ocorre com mais frequéncia na lingua inglesa.
Podemos disfarcar melhor a mensagem usando multiplicagdo matricial. Se A é uma matriz
cujos elementos sdo todos inteiros e cujo determinante é +1, entfio, como A™! = xadj A, os
elementos de A™! serfio inteiros. Podemos usar tal matriz para transformar a mensagem. A
mensagem transformada serd mais dificil de decifrar. Para ilustrar esta técnica, seja

1 21
A=12 5 3
2 3 2

A mensagem codificada € colocada nas colunas de uma matriz B com trés linhas

5 21 10
B = 8§ 7 8
10 2 3



96 Capitulo Dois

O produto
5 21 10 31 37 29
AB = 2 5 3 =80 83 69
2 3 2 54 67 50
fornece a mensagem codificada a.ser enviada

31, 80, 54, 37, 83, 67, 29, 69, 50

A pessoa recebendo a mensagem pode decodificd-la multiplicando por A~

—1 37 29 5 21
—1 80 83 69
—4 54 67 50

Para construir a matriz codificadora A, podemos comecar com a identidade 7 e sucessi-
vamente aplicar a operagdo sobre linhas IIf com o cuidado de adicionar miltiplos inteiros
de uma linha a outra. A operagéo sobre linhas I também pode ser usada. A matriz A resul-
tante terd elementos inteiros e como

det(A) = +det(l) =

A~! também terd elementos inteiros.

Referéncia
1. Hansen, Robert, Two-Year College Mathematics Journal, 13(1), 1982.

O Produto Vetorial

Dados dois vetores x e y em R?, pode-se definir um terceiro vetor, chamado de produto
vetorial, denotado x X y, por

X2Y3 — Y2 X3
XXY=|Yix3—x1y3 (1)
Xiy2 — Yix2

Se C é uma matriz da forma

C=1x1 x x
Yrooy2 y3
entiao
Cit
Xxxy=Cpe +Cpey+Cpes = | Cpp
Cis

Expandindo det(C) por cofatores ao longo da primeira linha, vemos que
det(C) = wiC1y + wrCra + w3Ci3 = W (X x y)

Em particular, se escolhermos w = x ou w =y, entfio a matriz C terd duas linhas idénticas
¢, portanto, seu determinante serd 0. Entdo temos

X xxy) =y xxy) =0 2)
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Em livros de célculo, € padrfio usar vetores linha
X=(x,%2,x3) ¢ y=(y,¥2)
e definir o produto vetorial como o vetor linha
XXy = (r2y3 — y2x3)i — (61y3 — yix3)j + (xiy2 — yix2)k

no qual onde i, j e k sfo os vetores linha da matriz identidade 3 X 3. Se usarmos i, je k
em lugar de w,, w, € W,, respectivamente, na primeira linha da matriz M, entdo o produto
vetorial pode ser escrito como um determinante

i j k
XXy=|Xx X2 X3
Yoo y2 »m

Em cursos de dlgebra linear, é geralmente mais usual ver X, y e X X y como vetores coluna.
Neste caso, podemos representar o produto vetorial em funcio do determinante de uma
matriz cujos elementos na primeira linha sdo e,, e, e e,, 0s vetores coluna da matriz iden-

tidade 3 X 3:
€ € €3
XXy=|X1 X2 X3
Yo oy

A relagdo dada pela equagdo (2) tem aplica¢des na mecénica newtoniana. Em particular,
o produto vetorial pode ser utilizado para definir uma dire¢fo binormal, que Newton utili-

s zou para derivar as leis de movimento para uma particula no espago 3D.

APLICACAD 2 Mecanica Newtoniana

Se x é um vetor em R? ou R?, entdo podemos definir o comprimento de x, denotado ||x||, por

x| = x"%)?

Um vetor x é dito um vetor unitdrio se ||x|| = 1. Vetores unitérios foram usados por
Newton para derivar as leis do movimento no plano ou no espaco 3D. Se X e y sio vetores
nfo nulos em R?, entdo o ngulo 6 entre os vetores é o menor dngulo de rotacdo necessario
para girar um dos dois vetores no sentido dos ponteiros do relégio, de modo a terminar na
mesma dire¢@o do outro vetor (ver Figura 2.3.1).

Uma partfcula movendo-se em um plano traca uma curva no plano. A posicdo da parti-
cula em qualquer instante ¢ pode ser representada por um vetor (x,(#), x,(z)). Ao descrever
0 movimento da particula, Newton achou conveniente representar a posi¢do de vetores

no instante t como uma combinacdo linear dos vetores T(f)
e N(n), onde T(r) é um vetor unitirio na direcdo da tangente
fx a curva no ponto (x;(f), x,()) e N(¥) como o vetor unitario
na direcdo da normal (uma linha perpendicular 4 tangente) &
curva no ponto dado (ver Figura 2.3.2).
No Capitulo 5, mostraremos que se X e y sdo vetores nio
Y nulos e 6 € o dngulo entre os vetores, entio

o x"y = x|y}l cos 0 3

Esta equacdo pode também ser usada para definir o dngulo
entre vetores ndo nulos em R3. Segue-se de (3) que o dngulo
Figura 2.3.1 ' é reto se e somente se X’y = 0. Neste caso, dizemos que os
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05F 4

L H I i i 1

0
Figura 2.3.2 0 0.5 1 1,5 2 2,5 3 3.5

Vvetores X € y sao ortogonais. Em particular, como T(r) e N(1) sdo vetores unitdrios ortogo-

nais em R?, temos Il T()Il = I N()Il = 1 e o angulo entre os vetores é 1;—- Segue-se de (3)
que

TO'NG@) =0

No Capitulo 5, mostraremos também que se X e y sdo vetores em R3e 66 o angulo entre
0s vetores, entdo

Ix x y|l = [x]| ][yl send )

Uma particula movendo-se em trés dimensdes tracard uma curva no espaco 3D. Nesse
caso, no instante ¢ a tangente e a normal 4 curva no ponto (x,(¢), x,(#)) determinam um plano
no espago 3D. No entanto, no espaco 3D o movimento ndo estd restrito a um plano. Para
derivar as leis descrevendo o movimento, Newton preci-
sava usar um terceiro vetor, um vetor na dire¢fo normal
ao plano determinado por T(¢) e N(r). Se z é qualquer
vetor ndo nulo na direcfio da normal a esse plano, entdo
o angulo entre os vetores z e T(?) e entre z e N() devem
ser ambos retos. Se fizermos

B(1) = T(f) x N(1) (5)

B

entdo, segue-se de (2) que B(r) € ortogonal simulta-
neamente a T(z) e N(7) e, portanto, estd na direcdo da
normal. Além disso, B(7) € um vetor unitério, j4 que se
segue de (4) que

IBOI = [T@) x N = IT@HN@)| Sen% =1

O vetor B(r) definido por (5) é chamado de vetor binor-
Figura 2.3.3 mal (ver Figura 2.3.3).
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PROBLEMAS DA SECAO 2.3

1.

Para cada um dos seguintes itens, calcule (i) det(A),
(ihadjAe (i) A"

) 301
@ 4=13 —1] (b)Azlz 4]
T S

@ A=| 2 1 1]
2 2 -1
111

@A=]0 11
0 0 1

Use a regra de Cramer para resolver cada um dos
seguintes sistemas:

@ x1+2x=3 (b) 2x1 +3x =2
31— x =1 3x) +2x, =5
€ 2x1+ x —3x3=0
dx; + 5%+ x3 =28
=2x1 — X2 +4x3=12
(d) X1 +3x+x= 1
2x1+ x4+ x3= 5
—2x; + 2xy — x3 = —8
e) x1 +x =0
X+ x3 —2x4=1
X1 +2x3+ x4=0
X1+ X2 + x4=0
. Dado
[1 2 1]
A=10 4 3
1 2 2

determine o elemento (2, 3) de A~} calculando o
quociente de dois determinantes.

. Seja A a matriz do Problema 3. Calcule a terceira

- coluna de A™' usando a regra de Cramer para re-

solver AX = e,.

. Seja
1 2 3
A=1]12 3 4
3 45

(a) Calcule o determinante de A. A € ndo singular?
(b) Calcule adj A e o produto A adj A.

. Se A é ndo singular, o que vocé pode dizer do pro-

duto A adj A?

. Seja B; a matriz obtida pela substitui¢do da j-

ésima coluna da matriz identidade por um vetor

10.

11.

12.

13.

14.

15.

b = (b, ..., b)". Use a regra de Cramer para
mostrar que
by =det(B;) paraj=1,...,n

. Seja A uma matriz n X »n ndo singular comn > |.

Mostre que

det(adj A) = (det(A))*!

. Seja A uma matriz 4 X 4. Se

2 0 0 0
. 0 2 1 0
did=1g 4 3 2
0 —2 -1 2

(a) calcule o valor de det(adj A). Qual seria o
valor de det(A)? [Sugestdo: use o resultado do
Problema 8.]

(b) encontre A.

Mostre que se A € nfio singular, entdo adj A é ndo

singular e

(adj A) ! = det(A"1)A = adj A~

Mostre que se A € singular, entdo adj A também é
singular.
Mostre que se det (A) = 1, entdo

adj(adjA) = A
Suponha que O é uma matriz com a propriedade
Q7! = Q7. Mostre que
_ Qi;
det(Q)
Ao codificar uma mensagem, um espago foi represen-

tado por 0, A por 1, B por 2, C por 3 e assim por diante.
A mensagem foi transformada usando a matriz

qij

1 -1 2 0
11 -1 o0
A=1 0 o0 -1 1
10 0 -1

¢ enviada como

—19,19, 25, —21,0, 18, —18, 15,
3,10, —8,3,-2,20, 7,12
Qual era a mensagem?
Sejam x, y e z vetores em [R3. Mostre cada um dos
seguintes enunciados:

@ xxx=90 b) yxx=—-(xXXYy)

(€) xx(y+2)=xxy)+xx2)

X1 X2 X3
@ Z7xxy)y=»n » »
L T2 T3
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16. Sejam x e y vetores em R e defina a matriz antis-
simétrica A, por

0 —X3 X2

Ax = X3 0 —X)
—~X2 X1 0

(a) Mostrequex Xy = Ayy.
(b) Mostre quey X x = A’y.

Problemas do Capitulo 2

EXERCICIOS MATLAB

Os quatro primeiros exercicios que se seguem envolvem
matrizes inteiras e tlustram algumas das propriedades
dos determinantes que foram cobertas neste capitulo.
Os dois ultimos exercicios ilustram algumas diferencas
que podem surgir quando trabalhamos com determi-
nantes em aritmética de ponto flutuante.

Em teoria, o valor do determinante deveria dizer se a
matriz é ndo singular. Entretanto, se a matriz é singular e
seu determinante é calculado em aritmética de precisdo
finita, entdo, devido a erros de arredondamento, o valor
calculado do determinante pode ndo ser zero. Um valor
calculado préximo de zero néio significa que a maitriz é
singular ou mesmo perto de ser singular. Além disso,
uma matriz pode ser quase singular e ter um determi-
nante que ndo é proximo de zero (ver Exercicio 6).

1. Gere matrizes aleatérias 5 X S com elementos in-
teiros fazendo

A = round(10 x rand(5))

B = round(20 * rand(5)) — 10

Use MATLAB para calcular cada um dos pares de
ndmeros que se seguem. Em cada caso cheque se
o primeiro niimero & igual ao segundo.

(a) det(A) det(A")

(b) det(A + B) det(A) + det(B)
(c) det(AB) det(A) det(B)
(d) det(A*Bh) det(A") det(BY)
(e) det(4™Y) 1/ det(A)

(f) det(AB™") det(A)/det(B)

2. Os quadrados mdgicos n X n s3o ndo singulares?
Use o comando MATLAB det(magic(n)) para
calcular os determinantes das matrizes quadrados
mégicos nos casos n = 3, 4, ..., 10. O que parece
estar acontecendo? Verifique os casos n = 24 ¢ 25
para ver se o padréo ainda vale.

3. Faca A = round(10 * rand(6)). Em cada um
dos seguintes casos, use MATLAB para calcular
uma segunda matriz como indicado. Enuncie como
a segunda matriz se relaciona com A e calcule os
determinantes de ambas as matrizes. Como se rela-
cionam os determinantes?

(@) B=A:B(2, ) =A(,:): B(,:) =A@, )
) C=A4;C03,:) =4+A3, )
(€) D=A:D(5,:) = A5, 1) = 2 % A4, )

. Podemos gerar uma matriz 6 X 6 aleatéria, A,

cujos elementos consistem somente em zeros e
uns, fazendo

A = round(rand(6))
(a) Que porcentagem dessas matrizes aleatorias

¢ singular? Vocé pode estimar a porcentagem
em MATLAB fazendo
y = zeros(l, 100);
e entdo gerar 100 matrizes de teste e fazendo
¥(j) = 1 se aj-ésima & singular e 0 em caso con-
tréario. A maneira fécil de (azer istoem MATLAB
& usar um lago for. Gere o laco como se segue:
forj=1:100
A = round(rand(6));
() = (det(Ad) == 0);
end

(Nota: um ponto e virgula no fim de uma linha
suprime a impressio. E recomendavel que vocé
inclua um ao fim de cada linha de cdlculo que
ocorre dentro de um laco for.) Para determinar
quantas matrizes singulares foram geradas, use
o comando MATLAB sum(y). Que porcenta-
gem das matrizes geradas eram singulares?

(b) Para todo o inteiro positivo n, podemos gerar
uma matriz aleatdria 6 X 6 A cujos elementos
sdo inteiros entre 0 e n fazendo

A = round(n x rand(6))
Que porcentagem das matrizes aleat6rias inteiras
geradas dessa maneira serfio singulares se n = 37
Se n = 6?7 Se n = 10?7 Podemos estimar as res-
postas a estas perguntas usando MATLAB. Em
cada caso, gere 100 matrizes de teste e determine
quantas sfo singulares.

5. Seuma matriz é sensivel a erros de arredondamen-

to, o valor calculado de seu determinante pode di-
ferir drasticamente do valor exato. Para um exem-
plo disto, faca
U = round(100 * rand(10));
U=triull 1)=0.1xeye(10)




Em teoria,

det(U) = det(U?) = 1071

det(UUT) = det(U) det(UT) = 10720

Calcule det(U), det(U") e det(U * U') com MATLAB.

Os valores calculados se ajustam aos teéricos?

. Use MATLAB para construir uma matriz A fazendo
A = vander(l:6); A = A — diag(sum(4'))
(a) Por construcdo, os elementos em cada coluna
de A devem somar zero. Para testar isto, faca
x = ones(6, 1) e use MATLAB para calcular
o produto AX. A matriz A deve ser singular.
Por qué? Explique. Use as fun¢des MATLAB
det ¢ inv para calcular os valores de det(A)
e A~ Que fun¢io MATLAB ¢ um indicador

mais confidvel de singularidade?

(b) Use MATLAB para calcular det(A7). Os valo-
res calculados de det(A) e det(A”) sdo iguais?
Outra forma de testar se uma matriz € singular
€ calcular sua forma linha degrau reduzida.
Use MATLAB para calcular as formas linha
degrau reduzidas de A ¢ AT.

(¢) Para ver o que estd errado, ajuda saber como
MATLAB calcula determinantes. A rotina
MATLAB para determinantes primeiramente
calcula uma forma da fatoraciio LU da matriz. O
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caso contrdrio. No caso de um enunciado verdadeiro,
explique ou demonstre sua resposta. No caso de um
enunciado falso, dé um exemplo para mostrar que o
enunciado nem sempre é verdadeiro. Suponha que
todas as matrizes dadas sdo n X n.

NN AW

10.

. det(AB) = det(BA)

. det(A + B) = det(A) + det(B)
. det(cA) = c det(A)

. det((AB)T) = det(A) det(B)

. det(A) = det(B) implicaA = B
. det(A") = det(A)

. Uma matriz triangular é nfio singular se e somen-

te se todos os seus elementos diagonais sio ndo
nulos.

Se x € um vetor ndo nulo em R” e Ax = 0, entdo
det(4) = 0.

Se A'e B sdo matrizes equivalentes linha, entfo
seus determinantes sdo iguais.

Se A # O, mas A* = O (em que O denota a matriz
nula) para algum inteiro positivo &, entio A deve
ser singular.

TESTE B DO CAPITULDS

1.

Sejam A e B matrizes 3 X 3 com det(4) = 4 e
det(B) = 6, e seja E uma matriz elementar do tipo
I. Determine o valor de cada um dos seguintes:
(a) det(*2A)

determinante da matriz L é =1. dependendo se (b) det(B’:A’)

foi usado um ntimero par ou impar de trocas de 5 (C), det(EA7)

linhas nos célculos. O valor calculado do deter- 2. Seja

minante de A € o produto dos elementos diago- X 1 1

nais de U e det(L) = *1. No caso especial em A= } 3; —1
-1 — X

que a matriz original tem elementos inteiros. o
determinante exato deve ser inteiro. Nesse caso.
MATLAB arredondard sua resposta decimal ao
inteiro mais proximo. Para ver o que estd aconte-
cendo com sua matriz original, use os seguintes

(a) Calcule o valor de det(A). (Sua resposta deve
ser uma funcao de x.)

(b) Para que valores de x a matriz ser singular?
Explique.

comandos para mostrar o fator U. 3. Seja
format short e 1 1 1 1
[L, U] = lu(A); U Aot 2 3 4
Em aritmética exata, U deveria ser singu- 13 6 10
lar. A matriz calculada U € singular? Se n#o, I 4 10 20

o que estd errado? Use os seguintes comandos
para ver o restante do célculo de d = det(A):

format short
d = prod(diag(l))
d = round(d)

(a) Calcule a fatoragdo LU de A.
(b) Use o valor da fatora¢fio LU para determinar o
valor de det(A).

. Se A ¢ uma matriz nfo singular n X n, mostre que

ATA ¢ ndo singular e det(A’A) > 0.

. Seja A uma matriz n X n. Mostre que se B =

S7'AS para alguma matriz nfo singular S, entio

TESTEA DO CABITULD

det(B) = det(A).
VYerdadeiro ou Falso 6

. Sejam A e Bmatrizes n X ne seja C = AB. Use de-
terminantes para mostrar que se A ou B € singular,
entdo C deve ser singular.

Para cada um dos enunciados que se seguem, responda
verdadeiro se o enunciado é sempre verdadeiro e falso
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7. Seja A uma matriz n X n e seja A um escalar. 9.

Mostre que
det(A —AI)=0
se e somente se
AXx = Ax paraalgum x # 0

8. Sejam x e y vetores em R”, n > 1. Mostre que se
A = xy?%, entdo det(4) = 0.

10.

Sejam x e y vetores distintos em R (isto ¢, x # y),
e seja A uma matriz n X n com a propriedade
Ax = Ay. Mostre que det(4) = 0.

Seja A uma matriz com elementos inteiros. Se
I det{(A)l = 1, o que vocé pode concluir sobre a
natureza dos elementos de A~'? Explique.
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Espacos Vetoriais

As operacdes de adigdo e multiplicacdo por escalar sdo usadas em vdrios contextos em
matemdtica. Independentemente do contexto, entretanto, estas operagdes em geral obe-
decem ao mesmo conjunto de regras algébricas. Portanto, uma teoria geral de sistemas
matemadticos envolvendo adi¢gdo e multiplicagio por escalar serd aplicdvel a vérias 4reas
da matemadtica. Sistemas matemadticos desse tipo sdo chamados de espacos vetoriais ou
espagos lineares. Nesse capitulo, a definicdo de espaco vetorial e um pouco da teoria geral

. de espagos vetoriais ¢ desenvolvida.

'3.| Definicio e Exemplos

Nesta secdo, apresentamos uma defini¢do formal de espaco vetorial. Antes de fazer isto,
no entanto, ¢ instrutivo observar alguns exemplos. Comecamos com 0s espagos vetoriais
euclidianos R”.

}gﬁfEspagos Vetoriais Euclidianos
£

Talvez os mais elementares espagos vetoriais s3o 0s espacos vetoriais euclidianos R*, n =
1,2, .... Por simplicidade, consideremos inicialmente R2. Vetores ndo nulos em R? podem
ser representados geometricamente por segmentos de reta orientados. Esta representacio
geométrica nos ajudard a visualizar como as operagdes de adi¢do e multiplicaco por esca-

. ~ x , L
lar funcionam no R?. Dado um vetor ndo nulo X = xl ] podemos associa-lo ao segmento
2

de reta orientado no plano de (0, 0) a (x,, x,) (ver Figura 3.1.1). Se equacionarmos segmen-
tos de reta que tém o mesmo comprimento, diregdo e sentido! (Figura 3.1.2), x pode ser
representado por qualquer segmento de (a, b) a (@ + x,, b + x,).

Por exemplo, o vetor X = em R? pode ser representado também pelo segmento

2
1
orientado de (2, 2) a (4, 3) oude (—1, —1) a (1, 0), como mostrado na Figura 3.1.3.

'No original em inglés estd simplesmente dire¢fio. No Brasil, convenciona-sc chamar diregfio a da reta suporte de
um segmento orientado e sentido para a direita ou esquerda (ou para cima ou para baixo) na reta. (N.T.)

103
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L {a+x,b+x0)
= (a, b)
X e (nm)
l *1 (0, 0) |
Figura 3.1.1 Figura 3.1.2
{5!”“ A

e XoF A% +x% .
.Xil
Figura 3.1.3 Figura 3.1.4

. . x .
Podemos pensar no comprimento euclidiano de um vetor X = [ xl ] como 0 compri-
2

mento de qualquer segmento representando x. O comprimento do segmento de (0, 0) a (x,,

. . X1
x,) é \Jx; + x; (ver Figura 3.1.4). Para cada vetor X = [ o ] e cada escalar , o produto

ox € definido como
X oax
o (I - 1
X2 X

Por exemplo, como mostrado na Figura 3.1.5, se x = [ % ] entao

R EI S G

2%

@ ) (© @

Figura 315
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O vetor 3x tem a mesma diregdo de X mas seu comprimento é trés vezes o de x. O vetor
—X tem o0 mesmo comprimento de x, mas aponta no sentido contrdrio. O vetor —2x é duas
vezes mais longo que X e aponta no mesmo sentido de —x. A soma de dois vetores

u= | e v= [U1]
Uy 1%
¢ definida por
i+ v
wtv= (1Y)

Note-se que se v € colocado na extremidade de u, entfio u + v é representado pelo
segmento orientado do ponto inicial de u ao ponto final de v (Figura 3.1.6). Se tanto u
quanto v sdo colocados na origem e um paralelogramo € formado, como na Figura 3.1.7,
as diagonais do paralelogramo representam a soma u + v e a diferenga v — u. De forma
similar, vetores no R® podem ser representados por segmentos orientados no espaco 3D
(ver Figura 3.1.8).

Em geral, a multiplicagéo por escalar e a adi¢cdo em R” sdo definidas, respectivamente

por
oHX| X1+ vt
wxy X2+ W
X = . e X+y= .
oax, Xn =+ Y

para quaisquer X, y € R” ¢ qualquer escalar .

Uy + vy, us+ vo)

(et1. 1)
z=u+Vv

u+w=v ol w=viu

0,0

Figura 3.1.6 Figura 3.1.7

43 o (X150, X3)

1

|

|

i X1
{

!

i

-
s
XZ//_ - l/// /

(a) ‘ (b)

Figura 3.1.8
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Definicio

0 Espaco Vetorial R"*”

Podemos também ver R” como um conjunto de todas as matrizes n X 1 com elementos
reais. A adi¢do e multiplicagdo por escalar de vetores no R” é simplesmente a adi¢do e
multiplicagdo por escalar de matrizes. Mais geralmente, seja R * " o conjunto de todas as
matrizes m X n com elementos reais. Se A = (a,) e B = (b,), entdo asoma A + B ¢ definida
como a matrizm X n C = (¢y), na qual ¢; = a; + by. Dado um escalar «, podemos definir
aA como a matriz m X n cujo elemento (i, j) € aa,. Entdo, definindo operagdes no espago
R™** criamos um sistema matematico. As operagdes de adi¢do e multiplicac@o por escalar
em R™*” obedecem a certas regras algébricas. Estas regras formam os axiomas usados para
definir o conceito de espaco vetorial.

+ Axiomas do Espace Vetorial

Seja V um conjunto no qual as operacdes de adigdo e multiplicagdo por escalar sdo
definidas. Com isto queremos dizer que a cada par de elementos x e y em V podemos
associar um dnico elemento X + y que também estd em V e a cada elemento X em Ve
a cada escalar o, podemos associar um dnico elemento ax em V. O conjunto V, junta-
mente com as operagoes de adicdo e multiplicagdo por escalar, € dito formar um espaco
vetorial se os seguintes axiomas s@o satisfeitos:

Al.x + y=1y + x para quaisquerxey em V.

A2.(x+y)+z=x+(y+ z)paraquaisquerx,yezem V.

A3. Existe um elemento 0 em V tal que x + 0 = x para qualquer x em V.
A4, Para cada x em V, existe um elemento —x em Vtal que x + (—x) = 0.
AS5. a(x +y) = ax + «y para todo escalar @ e quaisquer xe y em V.

A6. (o + B)x = ax + Bx para quaisquer escalares « ¢ 8 e qualquer x em V.
A7. (aff)x = afBx) para quaisquer escalares @ e e qualquerx € V.
A8.1-x =xparaqualquerx € V.

Referir-nos-emos ao conjunto V como o conjunto universal para o espago vetorial. Seus
elementos sdo chamados de vetores e sio normalmente denotados em negrito como w, v,
X, y € z. O termo escalar serd geralmente usado para se referir a um niimero real, embora
em certos casos possa se referir a nimeros complexos. Escalares serdo geralmente repre-
sentados por mindsculas em itdlico como g, b € ¢ ou mintisculas gregas como a, 5 € 7.
Nos cinco primeiros capitulos deste livro, o termo escalares se referird sempre a niimeros
reais. Frequentemente, o termo espago vetorial real é usado para indicar que o conjunto de
escalares € o conjunto de nimeros reais. O simbolo em negrito 0 foi usado no Axioma 3
para distinguir o vetor nulo do escalar 0.

Um componente importante da defini¢io sdo as propriedades de fechamento das duas
operagGes. Estas propriedades podem ser resumidas como se segue:

Cl.Sex € Ve a é um escalar, entdo ax € V.
C2.Sex,ye V,entdiox +ye V.

Para ilustrar a necessidade das propriedades de fechamento, considere o seguinte
exemplo: Seja

W = {(a, 1) | areal}

com adigdo e multiplicaco por escalar definidas na forma usual. Os elementos (3, 1) e (5,
1) estdo em W, mas a soma

G, HD+6.)=(@8,2)
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ndo € um elemento de W. A operagio + nio é realmente uma operagio no conjunto W, pois
a propriedade C2 néo € valida. De modo similar, a multiplicagio por escalar nio é definida
em W, pois a propriedade C1 ndo & vilida. O conjunto W, com as operacdes de adicdo e
multiplicacdo por escalar, nao é um espaco vetorial.

Se, no entanto, € dado um conjunto U no qual as operagdes de adigio e multiplicaco por
escalar sdo definidas e satisfazem as propriedades C1 e C2, entdo devemos verificar se os
oito axiomas sdo vélidos para determinar se U é um espago vetorial. Deixamos ao leitor a
verificagdo de que R e R™* ", com as usuais adi¢fo e multiplicago por escalar de matrizes,
sao ambos espagos vetoriais. HA vérios outros exemplos importantes de espacos vetoriais.

O Espaco Vetorial Cla, 5]

Seja Cla, b] o conjunto de todas as funcdes reais que sio definidas e continuas no intervalo
fechado [, b]. Neste caso, nosso conjunto universo é um conjunto de functes. Entdo, nossos
vetores sao fungbes em Cla, b]. A somaf + g de duas fungdes em Cla, b] é definida por

(f+8) = fx) +gx)

para todo x em [a, b]. A nova fungdo f + g é um elemento de Cla, 5], j4 que a soma de
duas fungdes continuas ¢ continua. Se £ é uma fungio em Cla, b] e a é um ndmero real,
define-se af por

(@f)(x) = af(x)

para todo x em [a, b]. Claramente af estd em Cla, b], j4 que uma constante vezes uma fun-
¢do continua € sempre continua. Portanto, definimos as operagdes de adigio e multiplica-
¢do por escalar em Cla, b]. Para mostrar que o primeiro axioma f + g = g + f¢é satisfeito,
devemos mostrar que ’

(f+ox)=(E+ Hx para todo x em [a, b]
Isto se segue porque
(o) =fx)+¢&x) =gk + f(x) =(g+ Hx)

para todo x em [, b]. O axioma 3 & satisfeito, j4 que a funcdo

z(x) =0 paratodo x em [a, b]
age como o vetor nulo, isto é

f+z=f paratodo fem Cla, b]

Deixamos para o leitor a verificacdo de que os demais axiomas do espago vetorial sdo todos

satisfeitos.

O Espaco Vetorial P,

Seja £, o conjunto de todos os polindmios de grau menor que n. Definam-se p + g e ap,
respectivamente, por

P+ x) = pkx)+qx)

(ap)(x) = ap(x)

para todos os nimeros reais x. Nesse caso, o vetor nulo é o polindmio nulo

) =0x"T4+0x" 4+ .- +0x 40
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E facilmente verificado que todos os do espago vetorial sdo satisfeitos. Entdo, P,, com as
adi¢io e multiplicagdo por escalar padrdes para fungdes, € um espago-vetorial.
Propriedades Adicionais dos Espacos Vetoriais

Fechamos esta se¢do com um teorema que enuncia trés propriedades fundamentais adi-
cionais dos espacos vetoriais. Outras propriedades importantes sdo apresentadas nos
Problemas 7, 8 e 9 ao fim desta secio.

Teorema 3.1 Se Vé um espago vetorial e x é qualquer elemento de V, entdo

@i Ox=0.
(ii) x + y = 0 implica que y = —x (isto &, a inversa aditiva € dnica).
(iii) (—Dx = —x.

Demonstragdo Segue-se dos axiomas A6 e A8 que
x=1x = (1+0)x=1x+0x=x+0x
Portanto,
—X+x=—-x+x+0x)=(—x+x)+0x
0=0-+0x=0x

Para demonstrar (ii), suponha que x + y = 0. Entdo
—Xx=—X+0=—x+X+Yy)

+

Portanto,
—X=(—X+X)+y=0+y=y
Finalmente, para demonstrar (iii), observe-se que
0=0x=01+(-D)x=1x+(-1)x
Portanto,
x+(-Dx=0
‘e segue-se da parte (ii) que

(—Dx = —x =

PROBLEMAS DA SECAO 3.1

~1. Considere os vetores x, = (8, 6)T e x, = (4, —1)T ) r2 “Repita o Problema 1 para os vetores x, = (2, )7 e

‘em R2, x, = (6, 3)".

(a) Determine o comprimento de cada vetor. 3. Seja C o conjunto dos nimeros complexos. Defina

(b) Seja x; = x, + X,. Determine o comprimento a adicdo em C por '
de x,. Compare este comprimento com a soma (a+bi)+ (c+di)=(@+c)+ b +di

dos comprimentos de X, € X,.

(¢) Trace um gréfico ilustrando como X, pode ser
construido geometricamente usando X, € X,. a(a +bi) = aa + abi .
Use este grafico para dar uma interpretagio para todos os nimeros reais . Mostre que C € um
geométrica a sua resposta na parte (b). espaco vetorial com estas operacdes.

e defina a multiplicagdo por escalar por




(

10.

11.

12,

. Mostre que R”** com as operag¢oes usuais de adi-

cdo e multiplicagio por escalar de matrizes satis-
faz os oito axiomas de um espaco vetorial.
Mostre que Cla, b], com as adicio e multiplicacio
por escalar de funédes, satisfaz os oito axiomas de
um espaco vetorial.

. Seja P o conjunto de todos os polinémios. Mostre

que P, juntamente com as adi¢do e multiplicacio
por escalar de fun¢des, forma um espago vetorial.

. Mostre que o elemento 0 em um espago vetorial é

dnico.
Sejam x, y e z vetores em um espago vetorial V.
Demonstre que se

x+y=x+z
entdoy = Z.
Seja V um espaco vetorial e seja x € V. Mostre
que
(a) B0 = 0 para todo escalar .
(b) seax = 0,entdoouax = Ooux = 0.
Seja S o conjunto de todos os pares ordenados de
niimeros reais. Defina adi¢fo e multiplicagdo por
escalar em S por

a(xy, x2) = (@x1, 0X2)
x1, )@ Ly =06 +3,.0

Nés usamos o simbolo @ para denotar a opera-
¢do de adi¢do neste sistema para evitar confu-
sdo com a adig@o usual X + y de vetores linha.
Mostre que S, com a multiplica¢io por escalar
ordindria e a operacio de adicdo ¢, ndo € um
espago vetorial. Quais dos oito axiomas néo sio
satisfeitos?

Seja V o conjunto de todos os pares ordenados de
niimeros reais com a adi¢do definida por

(x1, X2} + (Y1, y2) = (31 + 31, X2+ 32)
e a multiplicagfio por escalar definida por
o o (X1, X2) = (001, X2)

A multiplicaco por escalar para este sistema & de-
finida em uma forma n#o usual e em consequén-
cia usamos o sfmbolo o para evitar confusfio com
a multiplicagdo por escalar ordindria de vetores
linha. V é um espaco vetorial com estas opera-
¢des? Justifique sua resposta.

Seja R* o conjunto de todos os ndmeros reais po-
sitivos. Defina-se a multiplica¢@o por escalar, de-
notada o, por

aox =x"
para todo x € R* e todo niimero real «. Defina-se
a operacdo de adicdo, denotada &, por

X@y=x-y paratodo  x,y € RY

13.

14

15.

16.
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Portanto, para esse sistema, o produto escalar de

—3 por L ¢dado por
2

1 1\~
—3o0=-=|{= =38
2 2
e asomade2e 5 édada por
25=2-5=10
R~ é um espaco vetorial com estas operacdes?
Justifique sua resposta.

Seja R o conjunto dos nimeros reais. Defina-se
multiplicacdo por escalar por

ax =a-x (amultiplicacdo usual de

ndmeros reais)

e defina-se adi¢do, denotada @, por

(o méaximo de dois
nimeros)

x @y =max(x,y)

IR € um espaco vetorial com estas operacoes? De-
monstre sua resposta.

Seja Z o conjunto de todos os inteiros com a adi¢do
definida na forma usual e defina-se a multiplicagdo
por escalar, denotada o, por

wok=[a] -k paratodo keZ

em que [«] denota o maior inteiro menor ou igual
a «. Por exemplo,

22504 =[2251-4=2-4=28

Mostre que Z, com estas operagdes, ndo € um espa-
¢o vetorial. Que axiomas no sdo vélidos?

Seja S o conjunto de todas as sequéncias infinitas
de nimeros reais com as multiplicacdo e adi¢éo
por escalar definidas por

(X{an} = {aan}
{an} + {bn} = {an + bn}

Mostre que S € um espaco vetorial.
Podemos definir uma correspondéncia biunivoca
entre os elementos de P, e R" por

px)y =ai+ax + -+ ax"!

< (@, ...,a) =a

Mostre que se p <> ae g <> b, entéio

(a) op <> aa para qualquer escalar a.

(b) p+gea+h.

[Em geral, dois espacos vetoriais séo ditos isomdr-
ficos se seus elementos podem ser postos em uma
correspondéncia biunfvoca, que é preservada sob
multiplicacfio por escalar e adi¢do como em (a) €

(b).]
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'3.2 Subespagos

Y,

Dado um espaco vetorial V, é muitas vezes possivel formar outro espago vetorial toman-
do-se um subconjunto S de V e usando as operagdes de V. Como V é um espaco vetorial,
as operagdes de adicio e multiplicagio por escalar sempre produzirdo outro vetor em V.
Para um novo sistema, usando um subconjunto S de ¥V como seu conjunto universo, ser um
espaco vetorial, o conjunto S deve ser fechado sob as operac¢des de adi¢io e multiplicacio -
por escalar. Isto €, a soma de dois elementos de S deve sempre ser um elemento de S € o
produto de um escalar por um elemento de § deve sempre ser um elemento de S.

EXEMPLO | Seja

Definicdo

s=1 (2]
=[]

€ qualquer elemento de S e a € qualquer escalar, entdo

ax=a 5] = sac ]

¢ também um elemento de S. Se
a b
2a ¢ 2b

sdo dois elementos quaisquer de S, entdo sua soma

Xy = 2X1}

S € um subconjunto de R2. Se

at+b | a+b
2a+2b )~ | 2(a + b)
¢ também um elemento de S. E f4cil verificar que o sistema matemdtico consistindo no
conjunto S (em vez de R?), com as operacdes de R?, é um espago vetorial. B

Se § € um subconjunto nédo vazio de um espago vetorial V, e § satisfaz as condigdes

(i) ox € S quando x € S para qualquer escalar «
(i) x+ye SquandoxE Sey e §

entdo S é dito um subespaco de V.

A condigido (i) diz que § € fechado em relagéo a multiplicacfo por escalar. Isto €, sempre
que um elemento de S € multiplicado por um escalar, o resultado é um elemento de S. A
condi(;éo (ii) diz que S € fechado em relagfo a adic@o. Isto é, a soma de dois elementos de S
¢é sempre um elemento de S. Um subespaco de V, entao € um subconjunto § que € fechado
em relacdo s operacdes de V.

Seja S um subespago de um espaco vetorial V. Usando as operagdes de adi¢do e mul-
tiplicagio por escafar como definidas em V, podemos formar um novo sistema matemé-
tico com S como conjunto universo. E facilmente verificado que todos os oito axiomas .
permanecem vdlidos para o novo sistema. Os axiomas A3 e A4 se seguem do Teorema
3.1.1 e a condigfo (i) da defini¢do de subespaco. Os outros seis axiomas sfo vélidos para




Espagos Vetoriais 111

qualquer elemento de V, assim, em particular, sdo validos para os elementos de §. Portanto,
o sistema matemético com o conjunto universo S e as duas operagSes herdadas do espago
vetorial V satisfaz todas as condig¢bes na defini¢do de um espaco vetorial. Todo subespaco
do um espaco vetorial £ wm espago vetorial de pleno diveito.

Observaces

1. Em um espaco vetorial V, pode ser imediatamente verificado que {0} e V sdo subes-
pacos de V. Todos os outros subespacos séo chamados de subespagos proprios. Nos
referimos a {0} como o subespaco nulo.

2. Para mostrar que um subconjunto S de um espago vetorial forma um subespago,
devemos mostrar que S € ndo vazio e que as propriedades de fechamento (1) e (ii) na
defini¢do sdo satisfeitas. Como todo subespaco deve conter o vetor nulo, podemos
verificar que S é nfo vazio mostrando que 0 € S.

EXEMPLO 2 SecjasS = {(x, x, x3)"| x; = x,}. O conjunto S é ndo vazio, jd que x = (1, 1,0)" € S.
Para mostrar que S é um subespago de R, precisamos verificar que as duas propriedades
de fechamento sdo validas:

i) Sex = (g, a, b)T é qualquer vetor de S, entdo
ax = (aa,aa,ab) € S
(i) Se (a, a, b)T e (¢, ¢, d)T sfo elementos arbitrdrios de S, entdo
(a,a,b)’ +(c.c.d) = (a+c,a+c,b+d)T es
Como S é nfo vazio e satisfaz as duas condi¢des de fechamento, segue-se que S € um subes-

paco de R?, ]

EXEMPLO 3 Seja

[

S = { [1] i_réurn nimero real}

Se qualquer das duas condi¢des na definicdo ndo € valida, entdo S ndo ¢ um subespago.
Nesse caso, a primeira condi¢io falha, ja que

» a[§]=[aax]§£5 quando o # 1

Portanto, S ndo € um subespaco. Na verdade, ambas as condicdes falham. S ndo é fechado

em relacdo & adicdo, ja que
X y| _fx+vy ,
(1)« (3] = 1757 e .

EXEMPLO 4 ScjaS = {A €R>*?|a;, = —ay}. O conjunto S é ndo vazio, jd que O (a matriz
nula) estd em S. Para mostrar que S é um subespaco, verificamos que as propriedades de
fechamento sio satisfeitas:

(i) Se A € 8, entdo A deve ser da forma

a= (7]
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€ portanto,

oxa ob

ad = [—ab ac

Como o elemento (2, 1) de a4 é o negativo do elemento (1, 2), cd € S.
(ii) Se A, B € §, entdo eles devem ser da forma

a b
ol I O S
Segue-se que
, _ a+d b+e
A+B_[—(b+e) c+ f
Portanto, A + B € S. B

EXEMPLO 5 Seja S o conjunto de todos os polindmios de grau menor que 7 com a propriedade

que p(0) = 0. O conjunto S € ndo vazio ja que contém o polindmio nulo. Afirmamos que S
€ um subespaco de P,. Isto se segue porque

(i) se p(x) € S e @ é um escalar, entio
ap0)=a-0=0

e portanto ap € §; e
(ii) se p(x) e g(x) sdo elementos de S, entdo

(P+¢)0)=p0) +¢(0)=0+0=0
eportantop + g € S. | -

EXEMPLO 6 Seja ([q, b] o conjunto de todas as funcdes f que tem a n-ésima derivada continua
em [a, b]. Deixamos para o leitor verificar que C"[a, b) é um subespaco de Cla, b]. =

EXEMPLO 7 A fungdo fix) = |x|estdem C[—1, 1], mas nfo é diferencidvel em x = 0 e, portanto,
nio estd em C'[—1, 1]. Isto mostra que C'[—1, 1] é um subespaco préprio de C[—1, 1].

A fungdo g(x) = x|x| estd em C'[—1, 1], visto que é diferencidvel em todos os pontos de

[—1,1] e g'(x) = 2|x| é continua em [—1, 1]. Entretanto, g ¢ C?[—1, 1], j4 que g” (x) ndo

€ definida em x = 0. Entfo, o espaco vetorial C?[—1, 1] é um subespago préprio tanto de

- C[—1, 1] quanto de C'[—1, 1]. =

EXEMPLO 8 Seja S o conjunto de toda fem C%a, b] tal que
')+ f(x) =0

para todo x em [a, b]. O conjunto S & ndo vazio, ja que a fungio nula estd em S. Se f ESe
o é qualquer escalar, entdo, para qualquer x em [a, b],

(af)'(x) + (@f)(x) = af"(x) + af (x)
=a(f' @O+ fx) =a-0=0
Portanto, o f € S. Se fe g estdo ambas em S, entdo
(f+8" @)+ (f+@) = ')+ ¢"(x) + fx) + gx)

=[f") + fFO1+[g"(x) + g(x)]
=0+0=0
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Logo, o conjunto de todas as solu¢des em [a, b] da equagio diferencial y” + y = 0 forma um
subespaco de C?[a, b]. Note-se que fix) = sen x e g(x) = cos x estdo ambas em S. Como § é
um subespaco, segue-se que toda a fungio da forma ¢, sen x + ¢, cos x devem também estar
em S. Podemos verificar facilmente que fungdes dessa forma sfo solucdes de y”+y=0. &

\_ O Espago Nulo de uma Matriz

Seja A uma matriz n X n. Seja N(A) o conjunto de todas as solucdes do sistema homogéneo
Ax = 0. Portanto,

N(A) = {x e R" | Ax = 0}

Afirmamos que N(A) € um subespaco de R”. Evidentemente, § € N(A), logo N(A) é ndo
vazio. Se x € N(A) e « € um escalar, entdo

Alax) =aAx =a0 =0
e portanto ax & N(A). Se x e y sdo elementos de N(A), entdo
Ax+y)=Ax+Ay=0+0=0

Portanto, x + y € N(A). Segue-se que N(A) € um subespago de R”. O conjunto de todas as
solucdes do sistema homogéneo Ax = 0 forma um subespaco de R*. O subespaco N(A4) é
chamado de espaco nulo de A.

EXEMPLO 9 Determine NA) se

Solucido
Usando a redug@o de Gauss—Jordan para resolver Ax = 0, obtemos

11 1 0| 0 11 1 0.0
2 1 0 11lo)7lo -1 =2 110

1 0 -1 1 Io 1 0 — 1 ‘0
1o -1 =2 o] 7lo 1 2 110

A forma linha degrau reduzida envolve duas varidveis livres, x; € x,:

[un—y

X| = X3 — X4
Xy = —2x3 + X4

Logo, se fizermos x; = e e x, = 3, entdo

oa—pf 1 —1

| 2a+8] _ -2 1

=1 o |74 TP o

B 0 1

€ uma solugd@o de Ax = 0. O espago vetorial N(A) consiste em todos os vetores da forma

1 -1
-2 1
0 o1

nos quais « e 3 sdo escalares. B
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A Cobertura de um Conjunto de Vetores

Definicdo | Sejamyv,, V), .., V, vetores em um espago vetorial V. Uma soma da forma o, v, + a,v, +
... T oV, naqual @, a,, ..., a, sdo escalares, é chamada de combinacio linear de v,, v,
..+ V. O conjunto de todas as combinagdes lineares de v,, v, ..., v, é chamado de cober-
turade v,, v, ..., v,. A cobertura de v, v,, ..., v, serd chamada de Cob(v,, v,, ..., V).

. No Exemplo 9, vimos que o espago nulo de A era a cobertura dos vetores (1, —2, 1,.0)”
e(—1,1,0,1)".

EXEMPLO 10 EmR® acoberturadee, ¢ ¢, é o conjunto de todos os vetores da forma
o
ae, + fey = | p
0

O leitor pode verificar que Cob(e,, e,) € um subespaco de R*. O subespago pode ser interpre-
tado geometricamente como o conjunto de todos os vetores no espago 3D que ficam no plano
XX, (ver Figura 3.2.1). A cobertura de e, €,, €, € o conjunto de todos os vetores da forma

aq
o€ + ey +oze3 = | a2
o3
Portanto, Cob(e,, e,, ;) = R>. 5
X3
€3
€1 J,Q
/ T x
€y :
*2 Cob (e, €;)
Figura 3.2.1
Teorema 3.2.1 Sev,, v, ..., v, sdo elementos de um espaco vetorial V, entdio Cob(v,, Vo ooy V,) €

um subespacgo de V.

Demonstragdo  Seja Bumescalar e sejav = a,v, + a,v, + ... + a,v, um elemento arbi-

trério de Cob(v,, v,, ..., v,). Jd que

:BV = (Bap)vi + (ﬂOQ)VZ +-+ (/Sa/z)vn
segue-se que Bv € Cob(v,, v,, ..., v,). Agora, devemos mostrar que qualquer soma de ele-
mentos de Cob(v, v,, ..., v,) estdem Cob(v,, v,, ..., v,). Seja v = oV, + v, + ... + a,,

esejaw = B,v, + B,v, + ... + B.v,. Entio
V+w= (CVI + ,Bl)vl +--+ (an + ﬁi;)vil € COb(VI, s Vn)

Portanto, Cob(v,, v,, ..., v,) é um subespaco de V. B
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Um vetor x em R? estd em Cob(e,, &,) se e somente se fica no plano
X%, no espago 3D. Portanto, podemos pensar no plano x,x, como uma
interpretacdo geométrica do subespaco Cob(e,, e,) (ver Figura 3.2.1).
Similarmente, dados dois vetores x e y, se (0, 0, 0), (x,,x,, x3) € (y,,
¥z, ¥3) hdo sdo colineares, estes pontos determinam um plano. Se z =
¢ X + ¢y, entdo z ¢ uma soma de vetores paralelos a X e y e, portanto,
deve ficar no plano determinado pelos dois vetores (ver Figura 3.2.2).
Em geral, se dois vetores x e y podem ser usados para determinar
um plano no espaco 3D, esse plano é a representagio geométrica de
Cob(x, y).

X2

. Conjunto de Cobertura para um Espaco Vetorial

Figura 3.2.2
Sejam vy, v,, ..., v, vetores em um espago vetorial V. Vamos nos referir
a Cob(v,, v,, ..., v,) como o subespaco de V coberto por v,, Vs, ..., V,.
Pode acontecer que Cob(v,, v, ..., v,) = V, caso em que dizemos que 0S vetores v, v., ...,
v, cobrem V, ou que {v,, v,, ..., v,} € um conjunto de cobertura de V. Portanto, temos a

seguinte definicdo:

Definigdo | O conjunto {v,, v,, ..., v,} 6 um conjunto de cobertura de V se e somente se todo vetor
de V & uma combinacéo linear de v;, v,, ..., v,.

EXEMPLO {1 Quais dos seguintes sio conjuntos de cobertura para R3?

(a) {eh e27 e37 (17 27 3)T}

® {1, 1L, DL (11,083,007}
(0) {(1,0, 1), (0, 1,0)"}

@ {(1,2,4%2,1,3)%L 4, -1, )7}

Solucido

Para determinar se um conjunto cobre R?, devemos determinar se um vetor arbitrdrio (a, b,
¢)" em R® pode ser escrito como uma combinaco linear dos vetores do conjunto. Na parte
(a), é claramente visivel que (a, b, ¢)” pode ser escrito como

(a,b, )l = ae; + be, + ces +0(1, 2, 3)

Para a parte (b), devemos determinar se é possivel determinar constantes «;, o, € @, tais que

a 1 1 1
b = ] 1 + oy 1 + a3 0
c 1 0 0

Isto conduz ao sistema de equagdes
o) +oxt+oz=a
o] + oy =b
o1 =C

J4 que a matriz de coeficientes do sistema é néo singular, o sistema tem uma tnica soluggo.

De fato, vemos que
(041 c
(0%} = b—c
o3 a—»b
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Portanto,

a 1 1 1
bl=cl|l]|+Gb—-0}|l}+w@-b |0
¢ 1 0 0

logo os trés vetores cobrem R>.

Para a parte (c), devemos notar que combinagdes lineares de (1, 0, 1)" e (0, 1, 0)! produ-
zem vetores da forma («, B8, o)”. Portanto, qualquer vetor (g, b, ¢)” em R, no qual a # ¢
ndo pode estar na cobertura desses dois vetores.

A parte (d) pode ser feita da mesma forma que a parte (b). Se

L

a 1 2 4
b = o 2 + ay 1 + o3 —1
c 4 3 1

entao

a1 + 2ap + 4das = a
201+ oy — az=0b
day + 300 + a3 =c¢

Nesse caso, entretanto, a matriz de coeficientes € singular. A eliminacfo gaussiana impli-
card um sistema da forma

o1 + 20 +4dazy =a
2a — b

3
0=2a—3c+5b

oy + 3&3 =

Se
2a —3¢c+5b#0
entdo o sistema ¢ inconsistente. Portanto, para a maioria das escolhas de a, b ¢ ¢, é impos-

sivel escrever (a, b, ¢)” como uma combinacfo linear de (1, 2, 4)", (2,1,3) e (4, —1, 1)
Os vetores nio cobrem R =

EXEMPLO 12 Os vetores I — 2% x + 2 e x* cobrem P;. Entio, se ax? + bx + ¢ é qualquer
polindmio em P;, ¢ possivel encontrar escalares «,, a, e a, tais que

ax2+bx+c=a1(l—x2)+a2(x+2)+oe3x2

Com efeito,

ar(l = x4 o (x +2) + a3x? = (a3 — a)x? + aax + () + 2e2)

Fazendo
s — o1 =da
(629) =b
o) + 200 = ¢
e resolvendo, vemos que a; = ¢ — 2b, @, = be a; = a + ¢ — 2b. B
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No Exemplo 11(a) vimos que os vetores e, €,, €, (1, 2, 3)7 cobrem R?. Evidentemente,
R3 poderia ser coberto somente pelos vetores €, €,, €;. O vetor (1, 2, 3)" nao ¢ realmente
necessdrio. Na proxima se¢do consideraremos o problema de encontrar conjuntos de cober-
tura minimos para um espago vetorial V (isto &, conjuntos de cobertura que contém o menor

numero possivel de vetores).

PROBLEMAS DA SECAO 3.2

1

A

2.

S
o

y

|

Determine se os seguintes conjuntos formam su-
bespacos do R>:

(@ {(x,x)" [ x1 +x, =0}

() {(x1,x2)" | x1x5 =0}

(©) {(x1,x2)" | x1 =3x3)

@ {1, x)7 | ] = jxwl)

(& {1, x)7 | xf =3}

Determine se os seguintes conjuntos formam su-

) bespagos do R*:

@ {1, x, ) [x1+x5=1}

() {(x1, x2, X3)T | X1 = x = x3}

© {Gr1, x2.%3)7 | %3 = x1 + 12}

d {(thz,xs)T | X3 = x; Or X3 = X}

Determine se os seguintes conjuntos sdo subespa-

cos do R?*2

(a) O conjunto de todas as matrizes diagonais 2 X
2

(b) O conjunto de todas as matrizes triangulares
2X2

(¢) O conjunto de todas as matrizes triangulares
inferiores 2 X 2

(d) O conjunto de todas as matrizes A, 2 X 2, tais

que a;, = 1
(e) O conjunto de todas as matrizes B, 2 X 2, tais
que b, =0

(f) O conjunto de todas as matrizes simétricas
2X2

(g) O conjunto de todas as matrizes singulares
2X72

Determine o espago nulo de cada uma das seguin-
tes matrizes:

2 1
@ |5 ,
1 2 -3 —
b 12 4 6 3]
1 3 —4
() 2 -1 -1
-1 -3 4
. 1 1 -1 2
(d) 2 2 -3 1
-1 -1 0 -5

5 Determine se os seguintes conjuntos formam su-

~3

10.

bespacos de P, (seja cuidadoso):

(a) O conjunto dos polinémios de grau par em P,

(b) O conjunto de todos os polindmios de grau 3

(c) O conjunto de todos os polindmios p(x) em P,,
tais que p(0) =0

(d) O conjunto de todos os polindmios em P, ten-
do pelo menos uma raiz real

. Determine se os seguintes conjuntos séo subespa-

cosde C[—1,1]:

(a) O conjunto de funcdes fem C[—1, 1] tais que
=D =1D

(b) O conjunto de fungdes impares em C[—1, 1]

(¢) O conjunto de fungdes continuas ndo decres-
centes em [—1, 1]

(d) O conjunto de fungdes fem C[—1, 1] tais que
f=1)=0ef1)=0

(e) O conjunto de funcdes fem C[—1, 1] tais que

=1 =00ufl)=0

. Mostre que C'[a, b] é um subespaco de Cla, b].
. Seja A um vetor fixo em R" %" ¢ seja S o conjunto

de todas as matrizes que comutam com A; isto é
S={B| AB = BA}

Mostre que S € um subespago de R?* ",

. Em cada um dos seguintes casos, determine o su-

bespago de R?* 2 consistindo em todas as matrizes
que comutam com a matriz dada

@ [ 1) o (7 o)

© [o 1] @ (7 1]

Seja A um vetor particular em R?* 2, Determine se
os seguintes sdo subespacos de R?*2,

(@ S ={BeR> | BA = 0}

(b) S, = {B e R¥2 | AB # BA)

(€) S ={BcR¥ | AB+ B = 0}

. Determine se os seguintes conjuntos sdo cobertu-

o (LB w (2)1)]
o () ()-2)]
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12,
- R*? Justifique suas respostas.

13.

14.

15.

_16.

@ { (3] (1))
o[G0

Quais dos seguintes conjuntos sdo coberturas para

(@ {(1,0,0)7, (0,1, DT, (1,0, DT}

® {(1,0,07, 0,1, D7, (1,0, DT, (1,2, 37}
© {2, 1,-27,3,2,-27,2,2,07}

@ {2, 1,-27,(=2,-1,27, 4,2, —-H7)
(® {(1,1,3)7,(0,2,1)7}

Dados

S|
[

(a) x € Cob(x,, x,)?

(b) y € Cob(x,, x,)?

Demonstre suas respostas.

Seja {x,. X.. .... X,} um conjunto de cobertura para

um espago vetorial V.

(a) Se adicionarmos um outro vetor, X, , ;, a0 con-
junto, ainda teremos um conjunto de cober-
tura? Explique.

(b) Se eliminarmos um dos vetores, por exemplo,
x,, do conjunto, ainda teremos um conjunto de
cobertura? Explique.

Em R2*2, sejam

1

o)
0
!

1 0 0
[ 0 0 ] - Ee= [ 0
0 0 0
[ 10 ] » En= [ 0
Mostre que E,, E,,, E,,, E,, cobrem R?*2,
Quais dos conjuntos que se seguem sdo coberturas
para P;? Justifique suas respostas.

Ell -

Ey =

@ {1,x% x*-2)
© x+2,x+1,x2-1} @ {x+2,x2-1}

) {2, x% x,2x+3)

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Seja S o espaco vetorial de sequéncias infinitas

definido no Probiema 15 da Secdo 1. Seja S, o

conjunto de {a,] com a propriedade que a, - 0

quando n — «. Mostre que S, € um subespago

de S.

Demonstre que se S € um subespaco de R, entdo

ou§={0}ouS=RL

Seja A uma matriz n X n. Demonstre que 0s se-

guintes enunciados sdo equivalentes:

(a) N(A) = {0}. (b) Aéndo singular.

(¢) Para cada b € R, o sistema Ax = b tem uma
tlnica solucdo.

Sejam U e V subespacos de um espago vetorial W.

Demonstre que sua intersecdo U M V é também

um subespaco de W.

Seja S o subespaco de R* coberto por e, e seja 7 o

subespago de R? coberto por e,. § U T € um subes-

paco de R?? Explique.

Sejam U e V subespagos de um espago vetorial W.

Defina-se

U+V={ziz=u+vsendou€Uev&V]

Mostre que U + V € um subespaco de W.

Sejam S, T e U subespagos de um espago vetorial
V. Podemos formar novos subespagos usando as
operacdes M e + definidas nos Problemas 20 e
22. Quando fazemos aritmética com niimeros, sa-
bemos que a operag@o de multiplicagdo & distri-
butiva em relacdo & operacdo de adi¢fio no senti-
do de

a(b+c¢)=ab+ ac
E natural perguntar se leis distributivas similares
valem para as duas operacdes com subespacos.
(a) A operacgiio de intersecdo para subespacos €
distributiva em relagdo a operacéo de adi¢fo?
Isto é
SNT+U)=ENDH+SNU)
(b) A operagdo de adicdo para subespagos € dis-
tributiva em relacfo & operacdo de intersecdo?
Isto é

S+TNU=E+TH)NES+0)

'3.3 Independéncia Linear

Nesta se¢do, examinamos mais de perto a estrutura dos espacos vetoriais. Inicialmente,
nos restringiremos a espacos vetoriais que podem ser gerados a partir de um conjunto
finito de elementos. Cada vetor no espaco vetorial pode ser construido.com os elementos
do conjunto gerador usando somente as operagdes de adi¢do e multiplicacdo por escalar.
O conjunto gerador é, em geral, chamado de conjunto de cobertura. Em particular, é dese-
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javel encontrar um conjunto de cobertura minimo. Por minimo,-queremos dizer um con-
junto de cobertura sem elementos desnecessdrios (isto ¢, todos 0s elementos no conjunto
sdo necessdrios para cobrir o espago vetorial). Para encontrar um conjunto de cobertura
minimo, é necessario considerar como os vetores na cole¢@o dependem uns dos outros. Em
consequéncia, introduzimos os conceitos de dependéncia linear e independéncia linear.
Estes conceitos simples fornecem as chaves para o entendimento da estrutura dos espagos
vetoriais.
Considere os seguintes conjuntos em R>:

1 -2 -1
X1 = —1 y Xy = 3 y X3 = 3
2 1 8

Seja S o subespaco de R* coberto por x,, x,, x;. Na verdade, S pode ser representado em
fungio dos dois vetores X, € X,, j& que 0 vetor X, estd na cobertura de X, e x,; isto &,

X3 = 3x1 +2x; (D

Qualquer combinagdo linear de X, X, e X; pode ser reduzida a uma combinac@o linear de
X| € X,!

o1X| + 0nXp + o3X3 = a1 X; + ooX + o3(3x; + 2x7)
= (o1 + 33)x1 + (o2 + 203)%2
Portanto,
S = Cob(xy, X5, x3) = Cob(x;, X2)
A equagdo (1) pode ser reescrita sob a forma
3x1 +2x) — 1x3 =0 2y

J& que trés coeficientes em (2) sfio ndo nulos, podemos resolver para qualquer vetor em
funcédo dos outros dois:

2 1 |
X = —3% + 3% X=—ox + JXn X3 = 3x; + 2x

Segue-se que
Cob(xy, X2, x3) = Cob(x2, x3) = Cob(xy, x3) = Cob(x;, X;)

Por causa da relacio de dependéncia (2), o subespago S pode ser representado como a
cobertura de dois quaisquer dos vetores dados.

Em contraste, ndo h4 tal relacdo de dependéncia entre x, e x,. Com efeito, se houvesse
escalares ¢, € ¢,, ndo ambos nulos, tais que

C1X] + Xy = 0 (3)

entdo, poderfamos resolver para um dos dois vetores em funcéo do outro:

Cy a
Xi=—7"%X (1 #0) ou X=-—x; (e #0)
C1 2

Entretanto, nenhum dos dois vetores em questdo é miiltiplo do outro. Portanto, Cob(x,) e
Cob(x,) sdo ambos subespagos préprios de Cob(x,, X,) e a inica forma em que (3) € valida
ésec,=¢,=0
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Podemos generalizar este exemplo fazendo as seguintes observacdes:

(D Se v, V, ..., v, cobrem um espaco vetorial V e um destes vetores pode ser escrito
como uma combinacdo linear dos outros n — 1 vetores, entdo esses n — 1 vetores
cobrem V.

(II) Dados n vetores v,, V,, ..., V,, € possivel escrever um dos vetores como uma com-
binacdo linear dos outros n — 1 vetores se ¢ somente se existem escalares ¢, ..., ¢,
néo todos nulos, tais que

vy + v+ -+ CyVp = 0
Demonstracdo de (I)  Suponha que v, pode ser escrito como uma combinacdo linear dos
Vetores vy, vy, ..., V, _; 18to €,
Vo= Pivi+ Bava+ o+ BasiVann
Seja v qualquer elemento de V. J4 que
V=oVi +ovy+ 1Vl T U Vs
=V + @V + o+ 01 Va—| + an(IBlVl + -+ ,anlvn—l)
= (a1 + o B)V1 + (@2 + A f)Va + -+ (@1 + i Pr—1) Va1

Logo, qualquer vetor v em V pode ser escrito como uma combinagdo linear de v,, v,, ..., v,
e, portanto, estes vetores cobrem V. =
Demonstracdo de (II)  Suponha que um dos vetores vy, V,, ..., V,, por exemplo v, pode

ser escrito como uma combinagfo linear dos outros; isto €,
V= iV + Vo4 01V
Subtraindo v, de ambos os termos desta equagio, obtemos
oV Fapvay+ s 01V — YV = 0
Se fizermos ¢, = «; parai = 1,...,n— 1, e fizermos ¢, = —1, entdo
‘ civi +eva 4o+, v, =0
Por outro lado, se
civi+ovo+ ey, =0
e a0 menos um dos ¢, por exemplo ¢, é ndo nulo, entdo

—C1 —C2 —Cn—1
Vi ——Vo e Vg
Cp Cn Cy #

CVy =

Definic3o | Os vetores v, V,, ..., v, ém um espago vetorial V sdo ditos linearmente independentes se
Vit vyt v, =0

implica que todos os escalares ¢y, ..., ¢, devem ser iguais a Zgro.

Segue-se de (I) e (II) que se {vy, V,, ..., v,} é um conjunto de cobertura minimo, entao
Y1, Vs, ..., V, sio linearmente independentes. Por outro lado, se v;, ¥y, ..., V, 580 lincarmente
independentes e cobrem V, entdo {v,, v, ..., v,} é um conjunto de cobertura minimo de V
(ver Problema 20 ao fim desta se¢io). Um conjunto de cobertura minimo € chamado base.
O conceito de base serd estudado em mais detalhes na préxima segéo.
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EXEMPLO I Os vetores [ il ] e [é ] sdo linearmente independentes, jd que

o [1)+e (2] = (o)

entdo
¢+ = 0
c1+20=0
€ a unica solucdo para este sistemaéc, = 0e ¢, = 0. B

Definigdo | Osvetores v,, v,, ..., v, em um espaco vetorial V sio ditos linearmente dependentes se
existem escalares ¢, ¢,,..., ¢,, ndo todos nulos, tais que

Vi + vyt v, =0

EXEMPLO 2 Sejax = (1, 2,3)". Os vetores e, e, e, ¢ X sio linearmente dependentes. j4 que
e +2e +3e5—x=0

(Neste casoc¢, = 1,¢,=2,¢; =3,¢,= —1.) ]

Dado um conjunto de vetores {v,, v, ..., v,} em um espago vetorial V, é trivial achar
escalares ¢y, ¢, ..., C, tais que

C1Vi + Vo + - F v, =0
Faca somente

Cl=02=~-'zcn=0

Se hd escolhas nao triviais de escalares para os quais a combinacdo linear ¢,v; + ¢,v,
+ ... + ¢,v, é igual ao vetor nulo, entdo v,, v,, ..., v, sdo linearmente dependentes. Se
a unica forma de a combinag@o linear ¢,v, + ¢,v, + ...+ ¢,v, ser igual ao vetor nulo é
que todos os escalares ¢, ..., ¢, sejam nulos, entdio v,, v,, ..., v, sdo linearmente inde-
pendentes.

. Interpretacio Geométrica
Se x e y sdo linearmente dependentes em R?, entfo
cix+eay=90
sendo que ¢, e ¢, ndo sdo ambos 0. Se, por exemplo, ¢, # 0, podemos escrever
c
X=——Yy
c1

Se dois vetores em R? sdo linearmente dependentes, um dos vetores pode ser escrito como
um miltiplo escalar do outro. Entfo, se ambos os vetores sfo colocados na origem, eles
estarfio sobre a mesma reta (ver Figura 3.3.1)
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(a) x e y sdo linearmente dependentes (b) x e y sflo linearmente independentes

Figura 3.3.1

(a) (b)
Figura 3.3.2
Se
X1 N
X=1x e ¥Y=1n
X3 y3

sdo linearmente independentes em R, entfo os dois pontos (x;, x,, x3) € (¥, ¥,, V) nf0 esta-
rdo sobre a mesma reta passando pela origem no espaco 3D. Ja que (0, 0, 0), (x;, x,, x3) €
(1, Y2, ¥5) nfio sdo colineares, eles determinam um plano. Se (z;, 2,, z,) estiver nesse plano,
0 vetor Z = (z;, 25, 23)” pode ser escrito como uma combinag@o linear de X e y e, portanto,
X, y e z sdo linearmente dependentes. Se (z;, 2,, 7;) 180 estd no plano, os vetores serfo line-
armente independentes (ver Figura 3.3.2).

¢, Teoremas e Exemplos

EXEMPLO 3 Quais das seguintes colegdes de vetores sdo linearmente independentes em R3?
(a) (1,1, DT, (1, 1,007, (1, 0, 0)F
() (1,0, D7, (0, 1, 0)7
(©) (1,2, 47, (2,1,3)7, 4, -1, DT

Solucdo
(a) Estes tés vetores sdo linearmente independentes. Para verificar isto, devemos mostrar
que a tnica forma para que

(1L, L, DT +6(1, 1,007 + ¢3(1,0,00" = (0,0,0)7 ©))
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¢ que os escalares ¢, ¢,, ¢; sejam todos nulos. A equacio (4) pode ser escrita como um
sistema linear com incégnitas ¢, ¢,, ¢5:

ci+c+e3=0

c1+ ¢ =0
C =0
A Unica solucdo para este sistemaé ¢, = 0,¢, = 0, ¢, = 0.
(b) Se
| c1(1,0, )7 + ¢2(0.1.0)" = (0.0.0)”
entdo

(cy. ca. Cl')T = (0.0. O)T
logo ¢, = ¢, = 0. Portanto, os dois vetores sdo linearmente independentes.

(c) Se
(1,2, H7 +62, 1, + 34, -1, D = (0.0.0)7

entdo
1+ 2¢; +4c3 =0
261+ Cy — 6320
dcy + 3¢+ ¢3=0

A matriz de coeficientes do sistema € singular e, portanto, o sistema tem solu¢des néo
triviais. Logo, os vetores sdo lincarmente dependentes. =

Note no Exemplo 3, partes (a) e (¢), que foi necessério resolver um sistema 3 X 3 para
determinar se os trés vetores eram linearmente independentes. Na parte (a), na qual a matriz
de coeficientes era nio singular, os vetores eram linearmente independentes, enquanto na
parte (c), na qual a matriz de coeficientes era singular, os vetores eram linearmente depen-
dentes. Isto ilustra um caso especial do seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 Sejamx,, X,, ..., X, n vetores em R" e seja X = (X, ..., X,). Os vetores X, X,, ..., X,
serdo linearmente dependentes se e somente se X for singular.

Demonsiracdo A equacdo
Xy + Xy 4 epx, =0
pode ser reescrita como uma equagio matricial
Xe=10

Esta equacdo terd uma solugéo ndo trivial se e somente se X for singular. Portanto, x,, X,,
...» X, serfo linearmente dependentes se e somente se X for singular. ®

Podemos usar o Teorema 3.3.1 para testar se n vetores sdo linearmente independentes
em R”. Simplesmente forma-se uma matriz X cujas colunas sdo os vetores sendo testa-
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dos. Para determinar se X € singular, calcula-se det(X). Se det(X) = 0, os vetores sdo
linearmente dependentes. Se det(X) # 0, os vetores sfo linearmente independentes.

EXEMPLO 4 Determine se os vetores (4, 2, 3)7, (2, 3, 1)7e (2, —5, 3)7 sdo linearmente depen-

dentes.
Solucio
Ja que
4 2 2
2 3 =5{=0
3 1 3
os vetores sdo linearmente dependentes. B

Para determinar se k vetores em R” sfo linearmente independentes, podemos reescrever
a equago

axit o+ +ax=0

como um sistema linear Xc¢ = 0, no qual X = (x,, ..., X,). Se k # n, entdo a matriz X ndo €
quadrada, portanto nfio podemos usar determinantes para decidir se os vetores sdo linearmente
independentes. O sistema ¢ homogéneo, logo tem a solucéo trivial ¢ = 0. Ele terd solugdes ndo
triviais se e somente se as formas linha degrau de X envolverem varidveis livres. Se ha solucSes
ndo triviais, entdo os vetores sdo linearmente dependentes. Se ndo hé varidveis livres, entdo ¢ =
0 é atinica solugdo e, portanto, os vetores devem ser linearmente independentes.

1 -2
—1 3
X1=‘ | X2—‘ 1l, X3 =
3 -2 ,

Para determinar se os vetores sdo linearmente independentes, reduzimos o sistema Xe¢ = 0
a forma linha degrau:

EXEMPLO 5 Seja

I e

1 =2 110 1 =2 1]0
-1 3 00 0 1 1]o0
2 1 710l 7o o oo
3 -2 710 0 0 010

J4 que a forma linha degrau envolve uma varidvel livre c,, ha solu¢des ndo triviais e, por-
tanto, os vetores devem ser linearmente dependentes. o

Em seguida, consideramos uma propriedade muito importante de vetores linearmente
independentes: Combinacdes lineares de vetores linearmente independentes sdo tnicas.
Mais precisamente, temos 0 seguinte teorema:

Teorema 3.3.2 Sejam vy, V,, ..., v, vetores em um espago vetorial V. Um vetor v € Cob(v,, v,, ...,
v,) pode ser escrito unicamente como uma combinacgdo linear de v, v,, ..., v, se € somente
Se V|, V,, ..., V, sdo linearmente independentes.

Demonsiracdo Se v € Cob(vy, v,, ..., v,), entdo v pode ser escrito como uma combina-
¢do linear
V=0V + V) + -+ oV, 5)
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Suponha que v pode também ser escrito como uma combinacio linear

V=P01vi+Bva+ -+ By (6)
Mostraremos que se v,, V,, ..., V, sio linearmente independentes, entdo 3, = a, i = 1, ...,
1, €SE V|, V,, ..., V, sd0 linearmente dependentes, entdo é possivel escolher os 3, diferentes
dos «;.
Se vy, v,, ..., v, sdo linearmente independentes, entdo subtraindo (6) de (5) resulta
(g =BV + (2 — Bo)va+ -+ (o — BV, = 0 (7
Pela independéncia linear de v,, v,, ..., v,. os coeficientes de (7) devem ser todos O.
Portanto,
0112,31. (1’32,53 ..... C{,;Zﬁ,;
Assim, a representaciio (5) é tinica quando v,. ¥.. .... v, sdo linearmente independentes.
Por outro lado, se v, v,, ..., v, sd0 linearmente dependentes. entio existem ¢, ..., ¢, ndo

todos nulos, tais que
0=civi+cva+ - 4cpvy 8
Agora se fizermos :
Bi=ar+c, fpo=ar+co, ..., =, +cy
entdo, somando (5) e (8), obtemos
v={(a+c)vi+ (@ +c)va+ -+ (o, + )V,
=pivi+ Bova+ -+ By

Ja que os ¢, ndo sdo todos nulos, B; # «; para pelo menos um valor de i. Portanto, se v;, v,,
..., v, sdo linearmente dependentes, a representacdo de um vetor como uma combinagio
linear de v|, v,, ..., v, ndo € Unica. B

Espacos Vetoriais de Funcdes

Para determinar se um conjunto de vetores é linearmente independente em R”, precisamos
resolver um sistema linear homogéneo de equagtes. Uma situacio similar € valida para o
espaco vetorial P,.

(3 Espaco Vetorial P,

Para testar se os seguintes polinémios p,, p,, ..., P s80 linearmente independentes em P
fazemos

ik

apirteapr+-F+oap=z )
no qual z representa o polindmio nulo; isto é
Z() = 0" 4+ 0" E 4+ 0x 40

Se o polindmio no primeiro membro da equacio (9) for reescrito na forma a,x* ! + ax"~> +
... Ta,_ x-+ a,entdo, ja que dois polindmios sdo iguais se ¢ somente se seus coeficientes
sdo iguais, segue-se que os coeficientes a, devem ser todos nulos. Mas cada g, é uma com-
binagdo linear dos c;. Isto leva a um sistema linear homogéneo com incégnitas ¢y, ¢,, .. , ¢,
Se o sistema tem somente a solucdo trivial, os polindmios sdo lincarmente independentes;
caso contrério, eles sdo linearmente dependentes.
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EXEMPLO 6 Para testar se os vetores

P =x*=2x+3, pp(x)=2x>4+x+8, p3(x)=x>+8x+7

sdo linearmente independentes, facamos

c1p1(x) + capa(x) + ¢3ps3(x) = 0x* +0x + 0

Agrupando os termos por poténcias de x, obtemos

(c1 +2¢c0 +e)x® 4+ (=2¢; + ¢ + 8c3)x + (3¢ 4+ 8¢y + Te3) = 0x> +0x + 0
Equacionando os coeficientes leva ao sistema
ci+2c0+ ¢3=0

—2¢c1+ ¢+ 8c3=0
3¢i + 8¢ +7¢c3 =0

A matriz de coeficientes para este sistema é singular e, portanto, hd solu¢des ndo triviais.
Entdo, p,, p, e p; sdo linearmente dependentes. B

- Espago Vetorial O V[a, b]

No Exemplo 4 um determinante foi usado para testar se trés vetores eram linearmente
independentes em R’. Determinantes também podem ser usados para ajudar a decidir se
um conjunto de n vetores € linearmente independente em C*"[a, b]. Com efeito, sejam
Sisfos -, f, clementos de C®~U[q, b]. Se estes vetores so linearmente dependentes, devem
existir escalares ¢, ¢,, ... , ¢,, ndo todos nulos, tais que

cifix) +efo(x)+- -+ fulx) =0 (10)

para cada x em [a, b]. Calculando a derivada em relagfo a x de ambos os membros de (10)
resulta

cafix)+erfyx)+ - Fe fix) =0

Se continuarmos calculando as derivadas de ambos os membros, terminamos com o sis-
tema

lel(x) + C2f2(x) + o+ cnfn(x) =0
afix)y + afitx) +--4 afix) =0

lel(n—l)(x) + szz(nfl)(x) + o cnfn("”)(x) =0

Para cada x fixo em [g, b], a equagdo matricial

Ji(x) HL&x) e fulo) oy 0
f1(x) L&) e fi0) a 10
: S i (11)
A7P@ /7w e 1Y@ ) L 0
terd a mesma solugdo ndo trivial (¢, ¢,, ... , ¢,)*. Portanto, se f;, f5, ... , f, sd0 linearmente

dependentes em C"~D[qa, b], entdo, para cada x fixo em [a, b], a matriz de coeficientes do
sistema (11) serd singular. Se a matriz ¢ singular, seu determinante é nulo.
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Defini¢do | Sejamf, f,, ... ,f, funcdes em CV[a, b] e seja definida a funcdo WIf,. £ ... . £](x) em
[a, b] por

fi(x) L) fulx)

WLf, for s ful(x) = flz(x frlx fl(x

A0 W e W)
A funcdo W [f,, f», ... . f,] é chamada de wronskiano de f,, f5, ... , f..

Teorema 3.3.3 Sejam f, /5, ... , f, elementos de C”~V[q, b]. Se existe um ponto x, em [a, b] tal que
Wi, fo - L fl(xg) # 0, entdo £y, f5, ... , f, sfo linearmente independentes.

Bemonstragio Se f,, f,, ... , f, forem linearmente independentes, entdo, pela discussdo
precedente, a matriz de coeficientes em (11) deve ser singular para cada x em [a, b] e por-
tanto WIf,, f5, ... , f.J(x) deve ser identicamente nulo em [qa, b]. -

Se fi, fr --- » f, s80 linearmente independentes em C® V[a, b], elas serdo também linear-
mente independentes em Cla, b].

EXEMPLO 7 Mostre que ef e e sdo linearmente independentes em C(—2<, =).

Solucdo
_ er e ¥
Wle*, e™™] = o et | T -2
Como W&, e ] ndo € identicamente nulo, ¢* e e™* sdo linearmente independentes. =

EXEMPLO 8 Considere as funcdes x> e xjx| em C[—1, 1]. Ambas as fungdes estdo no subespago
C'[—1, 1] (ver Exemplo 7 da Secdo 2}, entdo, podemos calcular o wronskiano

x* xlx|

2x  2|x|

1]
o

Wix%, x|x|] =

Como o wronskiano € identicamente nulo, nfo d4 qualquer informacéo sobre se as fung¢des
sdo linearmente independentes. Para responder a essa questdo, suponha que

cix?+exlx| =0

para todo x em [—1, 1]. Entdo, em particular parax = 1 e x = —1, temos
ci+ce=0
Cl — Cr = 0

€ a linica solugdo para este sistema € ¢, = ¢, = 0. Portanto, as fungdes x> e x| x| sdo linear-
mente independentes em C[—1, 1] embora W[x?, x|x|] = 0.
Esse exemplo mostra que a reciproca do Teorema 3.3.3 nfo € vdlida. =
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EXEMPLO ¢ Mostre que os vetores 1, x, x* e x° sdo linearmente independentes em C(— o0, ).

Solugdo

1 x x* x°

2 37 |01 2x 3x2 .
W, x,x*,x°] = 00 2 6x =12

0 0 0 6

Como W1, x, x%, x*] = 0, os vetores sdo linearmente independentes. ®
PROBLEMAS DA SECAO 3.3
1. Determine se os seguintes vetores sdo linearmente S.

independentes em R?.

N H NS ANE
(© _f][;][i]
) _2]’[—;]’[—421]

@ (5] |71 6

2. Determine se 0s seguintes vetores sio linearmente
independentes em R*.

Sejam X, X,, ..., X, vetores linearmente indepen-

dentes em um espaco vetorial V. :

(a) Se adicionarmos um vetor x,,, & colegio,
ajnda teremos uma colegdo linearmente inde-
pendente de vetores? Explique.

(b) Se eliminarmos um vetor, por exemplo, X,
da colecdo, ainda teremos uma coleg¢io li-
nearmente independente de vetores? Expli-
que.

Sejam x,, X, € X; vetores linearmente independen-

tes em R” e seja

Vi=x1+X%, Y2=X+X3, Yi=X3+X

Sdo y,, ¥y, e y; linearmente independentes?
Demonstre sua resposta.

. Sejam X, X, e X; vetores linearmente independen-

1 0 1
@ [of.]1].]o0
o 1] [ ;
I 0 1 |
(b) o,lll,o,[z
0 I 1 3
2 3] (2
(©) 1’, 2. |2 8.
~2 —2 o
21 (=2 4
@ | 1].]-1 2
;2] [ 2 —4] 9.

1 0
(e) 1’ ’ [2l
3 1

3. Paracadaum dos conjuntos de vetores no Problema 10
2, descreva geometricamente a cobertura dos veto-
res dados. 1
4. Determine se os seguintes vetores sio linearmente
independentes em R?*2,

@ [1 9] 5 o
® fo 1] {0 o] [V 0)

o 38118 46 )

12.

tes em R” e seja
Yi=%—X, Y2=X—-X ¥Y3=X—X

Sdo y,, ¥, e y; linearmente independentes? De-
monstre sua resposta.

Determine se 0s seguintes vetores sio linearmente
independentes em P;.

(@ 1, x%x>=2 (b) 2,x%, x,2x+3
© x+2,x+1,x2—1 @ x+2,x2-1
Para cada um dos itens seguintes, mostre que os
vetores dados sfo linearmente independentes em
Clo, 1}:

(a) cosmx,senmwx (b) x%/2, x3*

© lLet+e ™, e"—e™ (d) e, e ", &>

. Determine se 0s vetores cos x, 1, sen’(x/2) sédo li-

nearmente independentes em C[— 7, 77].

. Considere os vetores cos(x + a) e senxem C[— 1,

7. Para que valores de « ser@o os dois vetores

linearmente dependentes? D& uma interpretacio

gréfica de sua resposta.

Dadas as fungdes 2x e |.x|, mostre que

(a) estes dois vetores sdo linearmente indepen-
dentes em C[—1, 1].

(b) os vetores sfio linearmente dependentes em
Clo, 11.



13.

14.

16.

17.

Demonstre que qualquer conjunto finito de veto-
res que contém o vetor nulo deve ser linearmente
dependente.

Sejam v, e v, dois vetores em um espago vetorial
V. Mostre que v, € v, sdo linearmente dependentes
se e somente se um dos vetores € um miltiplo es-
calar do outro.

Demonstre que qualquer subconjunto ndo vazio de
um conjunto linearmente independente de vetores
{v,, ..., v,} é também linearmente independente.
Seja A uma matriz m X n. Mostre que se A tem
vetores colunas linearmente independentes, entdo
N(A) = {0}.

[Sugestdo: para todo x € R, AX = xja, + x,a, +
...+ xa.]

Sejam X4, X,, ..., X, vetores linearmente indepen-
dentes em R” ¢ seja A uma matriz nfo singular

18.

19.

20.

129

Espacos Vetoriais

n X n. Define-se y, = Ax, parai = 1, ... , k.
Mostre que ¥, ..., ¥, sao lincarmente indepen-
dentes.

Seja A uma matriz 3 X 3 e sejam X,, X,, € X, vetores
em R3. Mostre que se os vetores

y1 = AXy, Yo =AXp, Y3 = AX;

sfio linearmente independentes, entdo a matriz A
deve ser nfo singular e os vetores X, X, € X; devem
ser linearmente independentes.

Seja {v,, ..., v,} um conjunto cobertura para o es-
pago vetorial V e seja v qualquer outro vetor em V.
Mostre que v, vy, ..., v, sdo linearmente dependen-
tes. :

Sejam vy, V,, ..., v, vetores linearmente indepen-
dentes em um espaco vetorial V. Mostre que v,, ...,
v, ndo pode cobrir V.

'3.4 Base e Dimensao

X

L

Na Seciio 3, mostramos que um conjunto de cobertura para um espaco vetorial € minimo se
seus elementos sdo linearmente independentes. Os elementos de um conjunto de cobertura

minimo formam os blocos bdsicos de construcdo para o espaco todo e. em consequéncia,
dizemos que formam uma base para o espago vetorial.

Definicio | Os vetores v, v,, ..., v, formam uma base para um espago vetorial V se e somente se
(i) v,, .... v, sdo linearmente independentes.
(i) v, ..., v,cobrem V,
EXEMPLO | A base padrdo para o R é {e,, e,, e,}; entretanto, hd vérias bases que poderfamos
15 €, €3 p

escolher para R?. Por exemplo,

Rt HAHAT

sido ambas bases para R. Veremos daqui a pouco que qualquer base de R* deve ter exata-

mente trés elementos.

EMEMPLO 2 Em R?? considere o conjunto {E,,, Ep,, Eyy, Ey}, no qual

1 0
E =

0 0
Ez1=[1 0

Se

0 0}~

0 1
Ep = 0 O]’
0 0
], E22=[0 1]

1B+ B+ ek + by =0
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entdo

c1 O _ 00

C3 C4 - 0 0
logoc, = ¢, = ¢; = ¢, = 0. Portanto, E,,, E,,, E,, e E,, sdo linearmente independentes.
Se A estd em R?*?, entfo

A=apEn+apnEn+arEn+anks

Portanto, E,, E,», E»;, E,, cobrem R>?Ze, portanto, formam uma base para R?*2, =

Em muitas aplicagdes, € necessdrio encontrar um subespacgo particular de um espaco
vetorial V. Isto pode ser feito encontrando um conjunto de elementos de base do subespago.
Por exemplo, para achar todas as solucdes do sistema

X1+ x4+ x3 =0
2x1 + x3 +x4=0

devemos encontrar o espaco nulo da matriz

1110
A:[ZIOIJ

No Exemplo 9 da Sec¢do 2, vimos que N(A) é um subespaco de R* coberto pelos vetores

1 —1
-2 . 1
1 0
0 1
Ja que estes dois vetores sdo linearmente independentes, eles formam uma base para
N(A).
Teorema 3.4.1 Se {v,, v,, ..., v,} é um conjunto de cobertura para um espaco vetorial V, entio

qualquer colec@o de m vetores em V nos quais m > n, € linearmente dependente.

Demonsiracde Sejamu,, u,, ..., n, m vetores em V nos quais m > n. Entdo, uma vez que
v, V,, ..., V, cobrem V, temos

w =a;1vi+apvo+ -+ apv, para i =1,2,...,m

Uma combinacio linear ¢, + c,u, + ... + ¢,u,, pode ser escrita sob a forma

Hom

n n n
Cy _S_ avit+c E AQjVi+ -+ Cn E AV
j=1 j=1 j=t

Rearrumando os termos, vemos que

m n m

n
Clu1+02u2+~--+cmum=2 Ci E aijv; =§ E aijci ) vy
=1

i=1 j=! =1
Agora, considere o sistema de equagdes

ia,-jc,-=0 _]=1,2,

i=1

=




T . . T
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Este € um sistema homogéneo com mais incégnitas que equagdes. Portanto, pelo Teorema
3 ~ ~ . ~ ~ ~ T ~
1.2.1, o sistema deve ter uma solucio nfo trivial (c], Cysttos cm) . Mas, entio,

n
élul + 62‘-12 +- 4+ 6mum = E Ovj =90
j=1

Portanto, sdo u,, w,, ..., u,, lincarmente dependentes. &

Coroldrio 3.4.2 Se (v, v, ..., v,} e {u,, u,, ..., u,} sfo ambas bases para um espago vetorial V,
entdon = m.

Demonstracde Sejam {v,,v,, ..., v,} e {u;, u,, ..., u,,} ambas bases para V. Como v,, v.,
..., v,cobre Veu, u,, ..., u, sfo linearmente independentes, segue-se do Teorema 3.4.1
que m = n. Pelo mesmo raciocinio, u,, u,, ..., u, cobre Ve v, v,, ..., v, so linearmente
independentes, logo n < m. B

Tendo em vista o Coroldrio 3.4.2, podemos nos referir ao ntimero de elementos em
qualquer base para um espaco vetorial dado. Isto leva 2 seguinte definicéo:

Defini¢do | Seja V um espago vetorial. Se V tem uma base consistindo em n vetores, dizemos que
Vtem dimensao n. O subespago {0} de V € dito ter dimensdo 0. V € dito de dimenséio
finita se hd um ndmero finito de vetores que cobre V; caso contrario, dizemos que V
tem dimens3o infinita.

Se x é um vetor ndo nulo em R?, entdo x cobre um subespaco unidimensional
Cob(x) = {ox | o é um escalar}

Um vetor (a, b, ¢)T estard na cobertura de x se e somente se 0 ponto (4, b, ¢) estd na reta
determinada por (0, 0, 0) e (x, x,, x3). Portanto, um subespago unidimensional em R? pode
ser representado geometricamente por uma reta passando pela origem.

Se x e y sflo linearmente independentes em R?, entdo

Cob(x,y) = {ax + By | ¢ e § sido escalares}

€ um subespago bidimensional de R3, Um vetor (¢, b, ¢) estard em Cob(x, y) se e
somente se (a, b, ¢) esta no plano determinado por (0, 0, 0), (x, x5, x3) € (V5 Yz, V3)-
Portanto, podemos pensar em um subespaco bidimensional de R* como um plano atra-
vés da origem. Se X, y e z sdo linearmente independentes em R?, eles formam uma base

Cob (x, y) z

Cob (x,y,2)=R®

(a) ®) (©)
Figura 3.4.1
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para R®e Cob(x, y, z) = R3. Portanto, qualquer quarto ponto (g, b, ¢)” deve estar em
Cob(x, vy, z) (ver Figura 3.4.1).

EXEMPLO 3 Scja P o espaco vetorial de todos os polindmios. Afirmamos que P tem dimensio
infinita. Se P fosse de dimensdo finita, digamos, de dimensdo n, qualquer conjunto de
n + 1 vetores seria linearmente dependente. Entretanto, 1, x, X%, ... , x" sfo linearmente
independentes, jd que W[1, x, x%, ... , x*] > 0. Portanto, P nio pode ser de dimensio #.
Como n € arbitrario, P deve ter dimensdo infinita. O mesmo argumento mostra que Cla, b]
deve ter dimensdo infinita. B

Teorema 3.4.3  Se V € um espago vetorial de dimensio n > 0, entdo

(I) qualquer conjunto de 7 vetores linearmente independentes cobre V.
(II) quaisquer n vetores que cobrem V séo linearmente independentes.

Demonstragdo  Para demonstrar (1), suponha que v, v,, ..., v, sdo linearmente indepen-
dentes e v é qualquer outro vetor em V. Como V tem dimenséo n, ele tem uma base consis-
tindo em 7 vetores e esses vetores cobrem V. Segue-se do Teorema 3.4.1 que v, v,, ..., V,,
v devem ser linearmente dependentes. Portanto, existem escalares ¢, ¢,, ... , €y €y DO
todos nulos, tais que

n

civi+ Vot eV v =0 ‘ (b

O escalar ¢, ; ndo pode ser zero, pois entdo (1) implicaria que v, v,, ..., v, s80 linearmente
dependentes. Logo, (1) pode ser resolvida para v:

V=0oV] + oV + -+ 0V

Aqui, o; = —c¢/c,.;parai = 1,2, ..., n. Como v era um vetor arbitrario em V, segue-se que
Vi, Vs ..., V, cObrem V.

" Para demonstrar (II), suponha que v,, V,, ..., v, cobrem V. Se v, V,, ..., v, sdo linear-
mente dependentes, entdo um dos v,, por exemplo v,, pode ser escrito como uma combi-
na¢do linear dos outros. Segue-se que v,, v,, ..., v,_; ainda cobrirdio V. Se v,, v,, ..., v,_,
sdo linearmente dependentes, podemos eliminar outro vetor e ainda ter um conjunto de
cobertura. Podemos continuar eliminando vetores desta maneira até chegar a um conjunto
de cobertura linearmente independente com k < n elementos. Mas isto contradiz dim V =

n. Portanto, v, v,, ..., v, devem ser linearmente independentes. B
1 -2 1
EXEMPLO 4 Mostreque{| 2 |,| 1 |,|0|; éumabase para o R,
3 0 1

Solucio
Como dim R* = 3, precisamos somente mostrar que estes irés vetores sdo linearmente
independentes. Isto se segue, jd que

1 -2 1
2 1 0l=2 4
3 I

Teorema 3.4.4 Se V¢ um espaco vetorial de dimenséo n > 0, entdo

(i) nenhum conjunto'de menos de n vetores pode cobrir V.
(ii) qualquer subconjunto de menos de n vetores linearmente independentes pode ser
estendido para formar uma base para V. :
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(iif) qualquer conjunto de cobertura contendo mais de n vetores pode ser podado para
formar uma base para V.

Demonstracdo O enunciado (i) se segue pelo mesmo raciocinio usado para demonstrar
a parte (I) do Teorema 3.4.3. Para demonstrar (ii), suponha que v,, ..., v, sdo linearmente
independentes e k < n. Segue-se de (i) que Cob(v,, ..., v,) é um subespago préprio de Ve,
portanto, existe um vetor v,; que estd em V, mas ndo em Cob(v,, ..., v,). Segue-se que v,,
...y Vi, V., devem ser linearmente independentes. Se k + 1 < n, entfo, da mesma forma,
{V,, ..., V. Vs ) pode ser estendido a um conjunto com £ + 2 vetores linearmente inde-
pendentes. Este processo de extensio pode ser continuado até que um conjunto {v,, ..., v,
Viips ---» ¥, } de n vetores linearmente independentes seja obtido.

Para demonstrar (iii), suponha que v,, .... v,, cubra-V e m > n. Entdo, pelo Teorema
34.1, v, ..., v, devem ser linearmente dependentes. Segue-se que um dos vetores, por
exemplo, v,,, pode ser escrito como uma combinacao linear dos outros. Portanto, se v,, € eli-
minado do conjunto, os m — 1 vetores restantes ainda cobrirdo V. Se m — 1 > n, podemos
continuar a eliminar vetores desta maneira até chegar a um conjunto de cobertura contendo
n elementos. ) =

. Bases Padrio

No Exemplo 1, nos refcrimos ao conjunto {e;, €,, €;} como a base padrdo para o R*. Nos
referimos a esta base como padrio porque € a mais natural para representar vetores no R°.
Mais geralmente, a base padréo para o R” é o conjunto {e,, e,,..., e,}.

A forma mais natural de representar matrizes em R?*? é em fun¢do da base {£,,. E 5, E,
E,,} dada 1io Exemplo 2. Esta &, entdo, a base padrao para R

A forma padrio para representar um polindmio em P, é em termos das funcgdes 1. x, x%,

., X""' e, consequentemente, a base padrdo para P, é {1, x, x%, ..., x""'}.

Embora essas bases padriio pare¢am as mais simples ¢ mais naturais para se usar, elas
ndo sdo as mais apropriadas para muitos problemas aplicados. (Ver, por exemplo, 0s pro-
blemas de minimos quadrados no Capitulo 5 ou as aplicagdes de autovalores no Capitulo
6.) Com efeito, a chave para resolver muitos problemas aplicados ¢ mudar de uma das
bases padrfio para uma base que €, em algum sentido natural, para a aplica¢do particular.
Uma vez que a aplicagio tenha sido resolvida para a nova base, é simples retroceder ¢
representar a solucéo em fungdo da base padrio. Na proxima seclio, aprenderemos como
mudar de uma base para outra.

PROBLEMAS DA SECAO 3.4

1. No Problema 1 da Segfo 3, indique se os vetores V 3 -3 —6
dados formam uma base para R°. x=1-2], x= 21, x3= 4
2. No Problema 2 da Sec¢@o 3, indique se os vetores : 4 —4 ) —8

dados formam uma base para R*.

. ual é a dimensao de Cob(x,, X,, X;)?
3. Considere os vetores q (X1, X3, Xq

5. Sejam

_[? _f#4 _[ 7 2 3 21

X [1]’ X2 [3] XS_[_S] xi=11], xx=]-11, x3=16
3 4 4

(a) Mostre que x, ¢ X, formam uma base para R2.
(b) Por que x,, X, ¢ X, devem Ser linearmente (a) Mostre que X, X, € X, 840 linearmente depen-

dependentes? dentes. : '
(c) Qual é a dimensdo de Cob(x,, X, X;)? (b) Mostre que X, e X, sdo linearmente indepen-

4. Dados os vetores dentes.
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10.

11.

(¢) Qual é a dimensdo de Cob(x,, X,, X;)?
(d) Dé uma interpretacio geométrica de Cob(x,,
X), X3)-

. No Problema 2 da Secfo 2, alguns dos conjuntos

formavam subespagos de R®. Em cada um desses
casos, encontre uma base para o subespaco e de-
termine sua dimens#o.

. Encontre uma base para o subespago S de R* con-

sistindo em todos os vetores da forma (a + b, a —

b+ 2¢, b, ¢)", nos quais a, b e ¢ sdo todos nimeros

reais. Qual € a dimensZo de S?

Dadosx, = (1,1, )Tex, = (3, —1,H:

(a) x, e x, cobrem R*? Explique.

(b) Seja x, um terceiro vetor em R* e seja X = (x;,
X,, X;). Que condi¢des deve satisfazer X para
que X, X, & X, formem uma base para R*?

(¢) Encontre um terceiro vetor X, que estenderd o
conjunto{x;, X,} para uma base para o R’
Sejam a, e a, vetores linearmente independentes

em R’ e seja x um vetor em R,

(a) Descreva geometricamente Cob(a,, a,).

(b) SeA = (a,, a,) eb = Ax, entfo qual é a dimen-
sdo de Cob(a,; a,, b)? Explique.

Os vetores

1 2
x=12], xx=1]5{,

) ~-[d
1 2 1
3 ) X4 = 7 s X5 = 1
o)L

cobrem R, Pode o conjunto {X;, X,, Xs, X,, X5} para
formar uma base para R*.

Seja S o subespaco de P, consistindo em todos
os polindmios da forma ax? + bx + 2a + 3b.
Encontre uma base para S.

X3 =

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

No Problema 3 da Secdo 2, alguns dos conjuntos
formavam subespacos de R**%. Em cada um desses
casos, encontre uma base para o subespaco e de-
termine sua dimensao.

Em C[—r, 7], encontre a dimensdo do subespago
coberto por 1, cos 2x € cos? x.

Em cada um dos seguintes itens, ache a dimensio
do subespago de P, coberta pelos vetores dados:
(@ xx— 1,22+ 1

M x,x—1,x2+1,x—1

© ¥ x—x—Lx+1

) 2x, x — 2

Seja S um subespago de P; consistindo em todos
os polindmios p(x) tais que p(0) = O e seja T o
subespago de todos os polindmios g(x) tais que
g(1) = 0. Encontre bases para

(@ S M T ©sNT

Em R*, seja U o subespaco de todos os vetores da
forma (u,, u,, 0, 0)T e seja V o subespago de todos
os vetores da forma (0, v,, v, 0)%. Quais sfo as di-
mensdes de U, V, U NV, U + V7 Enconire uma
base para cada um desses quatro subespacos. (Ver
Problemas 20 e 22 da Segdo 2.).

E possivel encontrar um par de subespacos bidi-
mensionais U e V de R? tais que U N V = {0}?
Demonstre sua resposta. D& uma interpretagio
geométrica de sua conclusdo. [Sugestdo: sejam
{u, u,} e {v,, v,} bases para U e V, respectiva-
mente. Mostre que u,, u,, v,, v, sfo linearmente
dependentes.]

Mostre que se U e V sdo subespagos de R*e U N
V = {0}, entdo

dim (U 4+ V) =dim U +dim V

'3.5 Mudanca de Bases

Muitos problemas aplicados podem ser simplificados mudando-se de um sistema de
coordenadas para outro. A mudanga de sistemas de coordenadas em um espago vetorial &
essencialmente o mesmo que mudar de uma base para outra. Por exemplo, ao descrever o
movimento de uma particula no plano em um instante particular, é frequentemente con-
veniente usar uma base em R? consistindo em um vetor unitdrio T tangente e um vetor
unitdrio N normal 2 trajetéria em vez da base padréo {e,, e,}. (Ver Aplicacdo 2 na Se¢ao

3 do Capitulo 2.)

Nesta secdio, discutimos o problema de mudanga de um sistema de coordenadas para
outro. Mostraremos que isto pode ser feito pela multiplicacdo de um vetor coordenado
X por uma matriz ndo singular S. O produto y = Sx serd o vetor coordenado para 0 novo

sistema de coordenadas.
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Mudanca de Coordenadas em R?

A bas.e padrﬁg para o R* é {e,, e,}. Qualquer vetor x em R?* pode ser expresso como uma
combinag&o linear

X = x1€] + x2€)

Os escalares x, e x, podem ser considerados como as coordenadas de X em refagdo a base
padrdo. Na verdade, para qualquer base {y, z} para R?, segue-se do Teorema 3.3.2 que um
vetor dado x pode ser representado univocamente como uma combinagio linear

X=qay+ fz

Os escalares « e B sdo as coordenadas de x em relacfio & base {y, z}. Vamos ordenar os
elementos da base de modo que y é considerado o primeiro vetor da base e z ¢ considerado
o segundo e denotar a base ordenada por [y. z]. Podemos entfio nos referir ao vetor (c, 8)°
como o vetor de coordenadas de x em relacdo a [y¥. z]. Note-se que, se revertermos a
ordem dos vetores da base e usarmos [z, ¥], entdo também precisamos reordenar o vetor
de coordenadas. O vetor de coordenadas de x em relacéio a [z. ¥] serd (B. «)T. Quando nos
referimos a uma base usando subscritos, como [u,, U,], 0s subscritos impdem uma ordem
aos vetores da base.

EXEMPLO | Sejay = (2, )ez = (1, 47 Os vetores y € Z sdo linearmente independentes
e, portanto, formam uma base para R% O vetor x = (7, 7)” pode ser escrito como uma
combinacdo linear

x=3y+z

Portanto, o vetor de coordenadas de x com relacdo a [y, z] € (3, 1)7. Geometricamente, 0
vetor de coordenadas especifica como ir da origem ao ponto (7, 7) movendo-se primeiro na
direcdo de y e depois na direcdo de z. Se, em vez disso, nés tratarmos z como o primeiro
vetor da base e y como o segundo vetor da base, entdo

X =12+ 3y

O vetor de coordenadas de x em relac@o a base ordenada [z, y] € (1, 3)”. Geometricamente,
este vetor nos diz como ir da origem a (7, 7) movendo-se primeiro na dire¢do de z € depois
na direcdo de y (ver Figura 3.5.1). - =

Figura 3.5.1
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Como um exemplo de um problema para o qual é ttil a mudanga de coordenadas, con-
sidere-se a seguinte aplicacdo:

APLICACAD | Migracio Populacional

Suponha-se que a populacdo total de uma grande drea metropolitana permanece relati-
vamente constante; no entanto, a cada ano 6% das pessoas vivendo na cidade se mudam
para os subtrbios e 2% das pessoas morando nos subtirbios se mudam para a cidade. Se
inicialmente 30% da populacdo vive na cidade e 70% vive nos subirbios, quais serdo estas
porcentagens em 10 anos? 30 anos? 50 anos? Quais sfo as implicacdes a longo termo?

As mudancas de populag@o podem ser determinadas por multiplicagdo de matrizes. Se
fizermos

A [0.94 002 (030
= 10,06 0,98 ¢ %= 1070

entdo, a porcentagem de pessoas vivendo na cidade e nos subtirbios apés 1 ano pode ser
calculada fazendo x, = Ax,. A porcentagem apés 2 anos pode ser calculada fazendo x, =
Ax, = A%,. Em geral, as porcentagens apds n anos serdo dadas por x, = A"x,. Se calcular-
mos essas porcentagens para n = 10, 30 e 50 e arredondando ao percentil mais proximo,
obtemos

0.27 0,25 0,25
o= 1073) T lo7s) 0T (o075

De fato, quando n aumenta, a sequéncia de vetores x, = A"x, converge para um limite X =
(0,25, 0,75)". O vetor limite x é chamado de vetor de estado estaciondrio para o processo.

Para entender por que o processo se aproxima de um estado estaciondrio, € interessante
mudar para um sistema de coordenadas diferente. Para o novo sistema de coordenadas,
escolheremos vetores u, e u,, para os quais é ficil ver o efeito da multiplica¢io pela matriz
A. Em particular, se escothermos u, como um multiplo qualquer do vetor de estado estacio-
nério x, entdo Au, serd igual a u,. Vamos escolher u; = (1, 3) e u, = (—1, 1)”. O segundo
vetor foi escolhido porque o efeito de multiplicd-lo por A é simplesmente escalond-lo por
0,92. Entdo, nossos novos vetores de base satisfazem

aa — (004 002) (1) _ (1) _
M=14006 098) 3]~ |3]) ™™

0,94 0,02 - _[-0927
Aup = [0,06 0,98 ] [ 1 ] = 0,92] = 0.92u;
O vetor inicial X, pode ser escrito como uma combinacdo linear dos novos vetores da

base:

0,30 1 1
Xy = [0,70 = 0,25 [3] ~0,05 [ 1] = 0,25u; — 0,05u,

Segue-se que
x, = A"xg = 0,25u; — 0,05(0,92)"u,

Os elementos do segundo componente tendem a 0 quando n cresce. De fato, para n = 27,
os elementos serdo suficientemente pequenos para que os valores arredondados de x,, sejam
iguais a

0,25

0,25u; = [O 75
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Essa aplicagéo ¢ um exemplo de um tipo de modelo mateméatico chamado de processo
markoviano. A sequéncia de vetores X,, X,, ... é chamada de cadeia de Markov. A matriz A
tem uma estrutura especial em que os elementos s3o ndo negativos e a soma dos elementos
das colunas ¢ 1. Tais matrizes sfo chamadas de matrizes estocdsticas. DefinicSes mais
precisas serdo dadas mais tarde quando estudarmos esses tipos de aplicacdes no Capitulo
6. O que queremos salientar aqui € que a chave do entendimento de tais processos é mudar
para uma base em que o efeito da matriz ¢ muito simples. Em particular, se A é n X n, entdo
queremos escolher vetores da base tais que o efeito da matriz A em cada vetor de base u, é
simplesmente escalona-lo por um fator Aj;isto €,

Awj =) j=1,2....n (1)

Em muitos problemas aplicados envolvendo uma matriz A, n X n, a chave para a resolugéo
do problema ¢ muitas vezes encontrar vetores de base u,,..., u, € escalares A,,..., A, tais
que (1) seja satisfeita. Os novos vetores de base podem ser encarados como um sistema de
coordenadas natural para usar com a matriz A e os escalares podem ser encarados como
frequéncias naturais para os vetores de base. Estudaremos estes tipos de aplicagio em mais
detalhes no Capitulo 6.

. Mudanga de Coordenadas

Uma vez que tenhamos decidido trabalhar com uma nova base, temos o problema de encon-
trar as coordenadas com respeito a essa base. Suponha, por exemplo, que em vez de usar a
base padréo {e,, e,} para R? desejemos usar uma base diferente, digamos

we 2] e ]

Com efeito, podemos querer comutar entre os dois sistemas de coordenadas. Consideremos
os dois problemas seguintes:

I. Dado um vetor x = (x,, x.)’. encontre suas coordenadas em relacdo a u, € u,.
II. Dado um vetor ¢\, + c¢,u.. encontre suas coordenadas em relacdo a e, € e,.

Resolveremos IT primeiro; ja que € o problema mais fdcil. Para mudar de bases entre {u,,
u,} ¢ {e, e,}, devemos expressar os dois elementos da base antiga u; e u, em funcio dos
elementos da nova base e, e e,. Portanto, temos

u; = 3e; + 2e
w= e + €

Segue-se entdo que

auy + ooy = (3erer + 2ci1ep) + (cre) + ¢2€3)
= (Ber +o)er + ey +cp)e;

Logo, o vetor de coordenadas cu, + c,u, em relacéio a {e,, e,} é
X — 3¢c; + ¢ _ 3 1 Ci
Tl 2c04+c) T2 1 Cco

Se fizermos

U= =[5 ]
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entdo, dado qualquer vetor de coordenadas ¢ com relagdo a {u;, u,} para encontrar o
vetor de coordenadas correspondente x em relacéio a {e,, e,}, simplesmente multiplica-
mos U por c¢:

x=Ue @

A matriz U é chamada de matriz de transicdo da base ordenada {u,, u,} para a base {e,, e,}.

Para resolver o problema I, devemos encontrar a matriz de transicdo de {e,, e,} para {u,, u,).
A matriz U em (2) é ndo singular, j4 que seus vetores coluna u, € w,, sdo linearmente inde-
pendentes. Segue-se de (2) que

c=U"'x
Portanto, dado um vetor
_ T _
X = (X1, X2)" =x1€; + X205

precisamos apenas multiplicd-lo por U™! para encontrar seu vetor de coordenadas em rela-
¢doa {u,, w,}. U ! é a matriz de transi¢do de {e,, e,} para {u,, u,}.

EXEMPLO 2 Sejamu, = (3,27% u, = (I, Y e x = (7, 4)". Encontre as coordenadas de x em
relacdo au e u,.

Solucio
Pela discussdo precedente, a matriz de transicio de {e,, e,} para {u,, u,} é a inversa de

U=(u.m) = [g ”

c=UTx= [_é _3] [Z] - (—g]

X = 3u; — 2u, B

Portanto,

¢ o vetor desejado e

EXEMPLO 2 Sejamb, = (I, —1)"e b, = (2, 3)". Encontre a matriz de transi¢do de {e,, e,} para
{b;, b} e as coordenadas de x = (1, 2)7 em relacdo a {b,, b,}.

Solucdo
A matriz de transicéio de {b,, b,} para {e, e,} é

B = (b, by) = [_{ H

e, portanto, a matriz de transi¢do de {e,, e,} para {b,, b,} é
3 2
—1 _
=[]

O vetor de coordenadas x em relacio a {b,, b,} €

c=Bx= ? %] [;]Z[;]
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€ portanto

x = 7by + 3by -]

Agora consideremos o problema geral de mudanca de uma base {v,, v,} de R? para
outra base {u,, u,}. Nesse caso, supomos que, para um vetor X dado, suas coordenadas em
relacdo a {v,, v,} sdo conhecidas

X = €1V} + ¢V

Agora queremos representar X como uma soma d,u, + d,u,. Portanto, precisamos encon-
trar escalares d, e d, tais que

c1vi + v = dyug + douy 3)
Se fizermos V = (v, v,) e U = (u,, w,), entdio a equacdo (3) pode ser escrita na forma
matricial:
Ve=Ud
Segue-se que
d=U""Ve

Portanto, dado um vetor x em R? ¢ seu vetor de coordenadas ¢ em relagfio a base ordenada
{v., v»} para encontrar o vetor de coordenadas de x em relag@o & nova base {u,, u,}, sim-
plesmente multiplicamos ¢ pela matriz de transicdo S = U~'V.

EXEMPLO 4  Encontre a matriz de transicio correspondente & mudanca de base de {v,, v,} para
{u,, w,}, na qual

5 7 3 1
Solucico

A matriz de transi¢io de {v.. v.} para {u.. u-} é dada por

s=vtv= | )R] S .

A mudanga de base de {v,, v,} para {u, u,} também pode ser vista como um processo
de duas etapas. Primeiramente, mudamos de {v,, v,} para a base padrio {e,, €,} e entio
mudamos da base padrfio para {u,, u,}. Dado um vetor x em R?, se ¢ é o vetor de coorde-
nadas de x em relacdo a {v,, v,} e d & o vetor de coordenadas de x em relaciio a {u,, u,},
entdo

1V + vy = x1e1 + xpe0 = diuy + douy

Como V¢ amatriz de transicdo de {v;, v,} para {e;, e,} e U™' € amatriz de transicdo de {e,,
€,} para {u,, u,}, segue-se que

e, portanto,
Ullve=U"'x=4d

Como antes, vemos que a matriz de transicio de {v,, v,} para {u,, u,} € U~V (ver Figura
3.5.2).
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[vi. ¥a [es. €]
Uty
“ g, w)
Figura 3.5.2

Mudanca de Base para um Espaco Vetorial Genérico

Tudo o que fizemos até agora pode ser facilmente generalizado para aplicacdo a qualquer
espaco vetorial de dimensdo finita. Comegcamos por definir vetores de coordenadas para
um espaco vetorial n-dimensional.

Definicdo | Seja Vum espaco vetorial e seja E = {V,. V,, ..., v,} uma base ordenada para V. Se v é
qualquer elemento de V, entdo v pode ser escrito sob a forma

V=C1Vi T Va4 -+ ¢V,

no qual ¢, ¢,,..., ¢, sdo escalares. Portanto, podemos associar a cada vetor v um Unico
vetor ¢ = (¢,, C,,..., ¢,)T em R". O vetor ¢ definido desta maneira é chamado de vetor de
coordenadas de v em relacdo & base ordenada E e € denotado [v],. Os ¢; sdo chamados
de coordenadas de v em relacdo a .

Os exemplos considerados até aqui trataram de mudanca de coordenadas em R% Técnicas
semelhantes poderiam ser usadas em R”. Neste caso, as matrizes de transicdo serdo n X n.

EXEMPLO 5 Sejam
E=[v,vo,w3]=[(1,1, D)7, (2,3, 2)7,(1,5,4)7]
CF =(u,wp,us] =[(1, 1,007, (1,2,007, (1,2, D]
Encontre a matriz de transicdo de E para F. Se
X =3v]+2v; — V3 e Y=V —3v,+2v;

encontre as coordenadas de x ¢ y em relacdo a base ordenada F.

Solucio
Como no Exemplo 4, a matriz de transi¢do é dada por
2 -1 0 1 2 1 1 1 -3
vl'v=]-1 1 -1|[|1 3 5{=|-1 -1 0
0 0 1 1 2 4 1 2 4
Os vetores de coordenadas de x e y em relagéo & base ordenada £ sdo dados por
I I =3 3 8
xlrp=]—-1 -1 0 21 =1-5
1 2 4 —1 3
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e
1 1 -3 1 -8
[y]F = -1 -1 0 -3 = 2
1 2 4 2 3

O leitor pode verificar que

8u; — Su; 4+ 3u3 =3v; +2vy — w3
—8].11 + 2“2 + 3[13 = VvV — 3V2 + 2V3 =

Se V € qualquer espaco vetorial n-dimensional, é possivel mudar de uma base para
outra por meio de uma matriz de transi¢do # X n. Mostraremos que tal matriz de transicio
€ necessariamente nio singular. Para ver como isto € feito, sejam E = {w,,..., w,} ¢ F =
{Vis..., v,} duas bases ordenadas para V. O passo chave & expressar cada vetor da base W,
como uma combinacdo linear dos v;:

Wi =511V1 +821V2 + -+ -+ a1V,
Wo = S12V] + 50V + -+ + 50V,
@
Wn = $1,V1 +$2,Vo + -+ - + SnnVn
Sejav € V. Se x = [v],, segue-se de (4) que

V=X1W+XoWr + ..+ x,W,

n n n
= E S1jX; ) v+ E §2;X; ) Vo + -0+ E SnjXj | Vn
j=1 j=l1 =1

Portanto, se y = [v], entdo

n
yi:E SijXj i=1,...,l’l
=1

e, portanto,
y = Sx

A matriz S definida por (4) é referida como a matriz de transicdo. Uma vez que S tenha sido
determinada, é simples mudar os sistemas de coordenadas. Para encontrar as coordenadas
dev =xw, + ... +x,w,emrelacio a {v,,..., v,}, precisamos somente calcular y = Sx.

A matriz de transi¢do S correspondente & mudanca de base de {w,,..., w,} para {v,,...,
v,} pode ser caracterizada pela condicéo

SX =1y seesomentese X;W|—+ -+ X, W, = y1Vj +---+ y,V, (5)
Fazendo y = 0 em (5), vemos que Sx = 0 implica que
Xiwi+ -+ x,w, =0

Como os w; sdo linearmente independentes, segue-se que x = 0. Portanto, a equacio Sx = 0
tem somente a solugdo trivial e, portanto, a matriz S ¢ nfo singular. A matriz inversa é
caracterizada pela condicéo

S7ly =x seesomentese ViVi+---+ VuVy = X{Wi + - - - + X, Wy



142 Capitulo Trés

Da mesma forma, $™! é a matriz de transicio para mudanga de base de {v,,..., v,} para
{wy,..., W, }.

EXEMPLO & Suponha-se que em P, queremos mudar da base ordenada [1, x, x}] para a base
ordenada [1, 2x, 4x> — 2]. Como [1, x, x?] é a base padrio para P, ¢ mais ficil encontrar a
matriz de transicfio de [1, 2x, 4x* — 2] para [1, x, x*]. Jd que

1= 1-1+0x -+ 0x?
2x = 0-1+2x+ 0x*
4x2 -2 = —2-1+ Ox + 4x?

a matriz de transi¢fo é

1 0 -2
S=10 2 0
0 0 4

A inversa de S serd a matriz de transicdo de [1, x, x?] para [1, 2x, 4x* — 2].

o
o M-

s =

S O =
[ RS
I

Dado qualquer p(x) = a + bx + cx* em P;, para encontrar as coordenadas de p(x) em rela-
cio a[l, 2x, 4x*> — 2], simplesmente multiplicamos

1o 5] ¢, ¢
1 — 1
1 C
0 Y zi‘C
Portanto,
pe)=(a+1c) 1+ () - 2x + 4c- (4x* —2) =

Vimos que cada matriz de transiciio € nfo singular. Na verdade, qualquer matriz ndo
singular pode ser considerada uma matriz de transi¢dio. Se S € uma matriz nfo singular
n X ne{v,...,v,} é uma base ordenada para V, entdo define-se {w,..., w,} por (4). Para
ver que os w; séo linearmente independentes, suponha-se que

n
E )Cjo =0
J=1

Segue-se de (4) que
n n
i=1 \j=1

Pela independéncia linear dos v, segue-se que

n
E S,‘ijZO i=1,...,n
=1
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ou, de forma equivalente,

Sx=0
Como S € ndo singular, x deve ser igual a 0. Portanto, w,,..., w, sdo linearmente indepen-
dentes e, portanto, formam uma base para V. A matriz S é a matriz de transi¢do correspon-
dente 2 mudanca da base ordenada {w,,..., w,} para {v,,..., v,}.

Em muitos problemas aplicados, é importante usar o tipo correto de base para a aplica-
¢ao particular. No Capitulo 5, veremos que a chave para resolver problemas de minimos
quadrados € mudar para um tipo especial de base chamado de base ortonormal. No Capitulo
6, consideraremos algumas aplicacdes envolvendo autovalores e autovetores associados a
uma matriz n X n, A. A chave para resolver estes tipos de problemas é mudar para uma base
de R” consistindo em autovetores de A.

PROBLEMAS DA SECAO 3.5

1.

I~

71}

Para cada um dos seguintes itens, encontre a ma-

~

triz de transi¢do correspondente 2 mudanga de
base de {u,, u,} para {e,, e,}.

. Dados

=2 () s )

@ w=,1D" wm=(-1017 . : o d
_ . _ T enconfre vetores w, € w,, tais que S seja a matriz de

®) w=(1.2)". w=(@25) transicdo de {w,, w,} para {v,, v,}.

© w=00" uw=0107 8. Dados

. Para cada uma das bases ordenadas {u,, u,} no

Problema 1, encontre a matriz de transi¢do cor-
respondente & mudanca de base de {e,, e,} para

{u;, u,}.

. Sejav, = (3,2)"e v, = (4, 3)". Para cada base or-

denada {u,, u,} dada no Problema 1, ache a mairiz
de transi¢do de {v,, v,} para {u,, u,}.

. Seja E = [(5,3), (3,2 esejamx = (1, 1),y =

(1, =T ez = (10, 7)!. Determine os valores de
Xl [ylp e [Z]e

. Sejaw; = (1,1, D) w, =(1,2,2), 0, = (2,3,4).

(a) Encontre a matriz de transicdo correspon-
dente a mudanca de base de {e,, e,, e} para
{w), wy, uy}.

(b) Encontre as coordenadas dos seguintes veto-
res em relacdo a {u,, u,, u;}.

(i) (3,2,57 (i) (1,1,2)7
(iii) (2,3,2)"

- Sejamy; = (4,6, 7)Y, v, = (0, 1, 1)7, v; = (0, 1, 2)"

€ sejam u,, u, € U, os vetores dados no Problema 5.

(a) Encontre a matriz de transi¢fo de {v,, v,, v,}
para {u,, u,, u,}.

(b) Sex = 2v, + 3v, — 4v,, determine as coorde-
nadas de x em relacdo a {u,, u,, u,}.

10.

11.

w2 (s ()

encontre vetores u, e u, tais que S seja a matriz de
transicdo de {v;, v,} para {u,, u,}.

. Sejam [x, 1] e [2x — 1, 2x + 1] bases ordenadas

para P,.

(a) Encontre a matriz de transicfo representando a
mudanca de coordenadas de [2x — 1, 2x + 1]
para [x, 1].

(b) Encontre a matriz de transi¢do representando a
mudanca de coordenadas de [x, 1] para [2x —
1,2x + 11

Encontre a matriz de transi¢do representando a

mudanca de coordenadas em P, da base ordenada

[1, x, x*] para a base ordenada

(L1 +x, 14 x+x%
Sejam E = {u,,...,u,} e F = {v,,..., v,} duas ba-
ses ordenadas para R”, e seja
U=(y,...,ua,), V=_(>,...,v,)

Mostre que a matriz de transicdo de E para F pode
ser determinada calculando a forma linha degrau
reduzida de (VIU).
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'3 6 Espago Linha e Espaco Coluna

Se A é uma matriz m X n, cada linha de A é uma r-upla de nimeros reais e, portanto, pode
ser considerada um vetor em R'*". Os m vetores correspondentes as linhas de A serdo cha-
mados de vetores linha de A. De maneira similar, cada coluna de A pode ser considerada
um vetor em R™, ¢ podemos associar n vetores coluna a matriz A.

Definicdo | Se A é uma matriz m X n, o subespaco de R coberto pelos vetores linha de A ¢ cha-
| mado de espaco linha de A. O subespaco de R™ coberto pelos vetores coluna de A €
chamado de espaco coluna de A.

EXEMPLO | Seja

gt

O espaco linha de A é o conjunto de todos os ternos da forma
«(1,0,0)+ 8(0,1,0) = (o, 8, 0)

O espaco coluna de A € o conjunto de todos os vetores da forma

“o) e2 (V) e (5) = [5)

Portanto, o espaco linha de A é um subespago bidimensional de R e o espago coluna de
AR =

Teorema 3.6.1 Duas matrizes equivalentes linha tém o mesmo espago linha.

Demaonsiracdo Se B € equivalente linha de A, ent8o B pode ser formada a partir de A por
uma sequéncia finita de operac¢des sobre linhas. Portanto, os vetores linha de B devem ser
combinacgtes lineares dos vetores linha de A. Em consequéncia, o espago linha de B deve
ser um subespago do espaco linha de A. Como A é equivalente linha de B, pelo mesmo
raciocinio, o espago linha de A é um subespaco do espago linha de B. ]

Definicdo | O posto de uma matriz A, denotado posto(4), é a dimensio do espaco linha de A.

Para determinar o posto de uma matriz, podemos reduzir a matriz 4 forma linha degrau.
As linhas nfio nulas da matriz linha degrau formam a base para o espaco linha.

EXEMPLO 2 Seja

1 -2 3
A=]2 =5 1
1 -4 —7

Reduzindo A 4 forma linha degrau, obtemos a matriz

1 -2 3
U=1]0 1 5
0 0 0
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Claramente, (1, —2, 3) e (0, 1, 5) formam uma base para o espaco linha de U. Como Ue A
sdo equivalentes linha, elas t&m o mesmo espago linha e, portanto, o posto de A € 2. B

 Sistemas Lineares

Os conceitos de espaco linha e espaco coluna s#o tteis no estudo de sistemas lineares. Um
sistema Ax = b pode ser escrito sob a forma

an arz A by

asi an oy by

X1 . + xy . + -+, . = . (1
am1 Aam2 Amn bm

No Capitulo 1, usamos esta representacdo para caracterizar quando um sistema linear é
consistente. O resultado, Teorema 1.3.1, pode agora ser reenunciado em fun¢o do espago
coluna da matriz.

Teorema 3.6.2 Teorema da Consisténcia para Sistemas Lineares

Um sistema linear Ax = b € consistente se e somente se b estd no espago coluna de A.
Se b é substituido pelo vetor nulo, entdo (1) se torna

x1a; + x2ay - - - 4+ x,a, =0 2)

Segue-se de (2) que o sistema Ax = 0 terd apenas a solucfo trivial x = 0 se e somente se
os vetores coluna de A forem linearmente independentes.

Teorema 3.6.3  Seja A uma matriz m X n. O sistema linear Ax = b é consistente para todo b € R”
se e somente se o8 vetores coluna de A cobrirem R™. O sistema Ax = b tem no maximo
uma solucédo para todo b € R” se e somente se os vetores coluna de A forem linearmente
independentes.

Demonstracdoe Vimos que o sistema AX = b é consistente se e somente se b estd no
espaco coluna de A. Segue-se que Ax = b serd consistente para todo b € R” se e somente
se os vetores coluna de A cobrirem R”. Para demonstrar o segundo enunciado, note-se que
se AX = b tem no mdximo uma solu¢fo para todo b, entdo, em particular, o sistema Ax = (
pode ter somente a solucdo trivial e, portanto, os vetores coluna de A devem ser linearmente
independentes. Por outro lado, se os vetores coluna de A forem linearmente independentes,
Ax = 0 tem somente a solucdo trivial. Agora, se X, e X, sdo ambas solugdes de Ax = b,
entdo X, — X, serd uma solucdo de Ax = 0.

A(X]—Xz)ZAxl—AXZZb—bZO

Segue-se que X; — X, = 0, logo x, deve ser igual a x,. _ =

Seja A uma matriz m X n. Se os vetores coluna de A cobrem R™, entfo n deve ser maior
ou igual a m, ja que nenhum conjunto de menos de m vetores pode cobrir R™, Se as colunas
de A sdo linearmente independentes, entio n deve ser menor ou igual a m, ja que qualquer
conjunto de mais de m vetores em R™ é lincarmente dependente. Portanto, se os vetores
coluna de A formam uma base para R™, ento n deve ser igual a m.

Coroléario 3.6.4 Umamatriz n X n, A, é ndo singular se e somente se os vetores coluna de A formam
uma base para R,

Em geral, a soma do posto e da dimens&o do espago nulo é o nimero de colunas da
matriz. A dimensfo do espaco nulo de uma matriz é chamada de nulidade da matriz.
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Teorema 3.6.5 O Teorema Posto~Nulidade
Se A é uma matriz m X 7, entdo o posto de A mais a nulidade de A é igual a n.

Demonstracde  Seja U a forma linha degrau reduzida de A. O sistema Ax = 0 € equiva-
lente ao sistema Ux = 0. Se A tem posto r, entdo U terd r linhas ndo nulas e consequente-
mente o sistema Ux = 0 envolverd r varidveis principais e n — r varidveis livres. A dimen-
sdo de N(A) serd igual ao niimero de varidveis livres. o

EXEMPLO 3 Seja

1 2 -1 1
A=12 4 -3 0
1 2 1 5

Encontre uma base para o espaco linha de A e uma base para N(A). Verifique que dim

NA)=n—-r
Solucio
A forma linha degrau reduzida de A é dada por
1 2 0 3
uU=10 0 1 2
0000

Portanto, {(1, 2, 0, 3), (0, 0, 1, 2)} € uma base para o espaco linha de A e A tem posto 2.
Como os sistemas Ax = 0 e Ux = 0 sdo equivalentes, segue-se que X estd em N(A) se €

somente se
x1 + 2xp + 3x4 =0
x3+2x4=0
As varidveis principais, x, e x;, podem ser resolvidas em funcfio das varidveis livres x, € x:
X1 = —2x — 3x4
X3 = —2X4

Sejam x, = o e x, = B. Segue-se que N(A) consiste em todos os vetores da forma

X1 —2a — 38 -2 -3
x| a _ 1 0
x3] = l 28 | T o TP
X4 ,3 0 1

Os vetores (—2, 1, 0, 0)T e (—3, 0, —2, 1)" formam uma base para N(A). Note-se que

n—r=4-—2=2=dimNA) ]

(O Espaco Coluna

As matrizes A e U no Exemplo 3 t&m diferentes espacos coluna; no entanto, seus vetores
coluna satisfazem &s mesmas relagdes de dependéncia. Para a matriz U os vetores coluna
u, € u; sfo linearmente independentes, enquanto

U = 2111
uy = 3u; + 2u;
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As mesmas relagdes valem para as colunas de A: Os vetores a, ¢ a, sfo linearmente inde-
pendentes, enquanto

a, = 2a;
a = 331 + 233

Em geral, se A é uma matriz m X n e U é a forma linha degrau de A, entdo, jd que Ax = 0
se e somente se Ux = 0, seus vetores coluna satisfazem as mesmas relagdes de dependén-
cia. Usaremos esta propriedade para demonstrar que a dimensfo do espago coluna de A é
igual a dimensdo de seu espaco linha.

Teorema 3.6.6 Se A é uma matriz m X n, a dimensdo de seu espaco linha é igual & do espaco
coluna.

Demonsiragdo  Se A é uma matriz m X n de posto r, a forma linha degrau U de A terd
7 uns principais. As colunas de U correspondentes aos uns principais serfio linearmente
independentes. No entanto, elas ndo formam uma base para o espaco coluna de A, ja
que, em geral, A e U terfio diferentes espacos coluna. Seja U; a matriz obtida de U
pela eliminacdo de todas as colunas correspondentes as varidveis livres. Eliminem-se as
mesmas colunas de A e chame-se a nova matriz A,. As matrizes A, e U, sfo equivalente
linha. Portanto, se x é uma solugdo de A;x = 0, entfio x deve também ser uma solucdo
de U, x = 0. J4 que as colunas de U, sfo linearmente independentes, x deve ser igual a
0. Segue-se das observacdes que antecedem o Teorema 3.6.3 que as colunas de A, sdo
linearmente independentes. Como A, tem 7 colunas, a dimens&o do espaco coluna de A
€ pelo menos r.

Demonstramos que, para qualquer matriz, a dimensdo do espago coluna é maior ou
igual & do espago linha. Aplicando este resultado & matriz A7, vemos que

dim(espaco linha de A) = dim(espaco coluna de A7)
= dim(espago linha de A7)
= dim(espaco coluna de A)

Portanto, para qualquer matriz A, a dimens&o do espago linha deve ser igual & do espaco
coluna. >

Podemos usar a forma linha degrau U de A para encontrar uma base para o espago
coluna de A. Precisamos somente determinar as colunas de U que correspondem aos uns
principais. Estas mesmas colunas de A serfio linearmente independentes e formardo uma
base para o espaco coluna de A.

MNota

A forma linha degrau U diz somente que colunas de A usar para formar uma base. Nio
podemos usar os vetores coluna de U, ja que, em geral, U e A tém espacos coluna dife-
rentes.

EXEMPLO 4 Scja

2 1 1 2
1 3 0 2 -2

A=l 9o 1 1 3 4

‘ 1 2 5 13 5
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A forma linha degrau de A é dada por

1 -2 1 1 2
0O 1 1 3 0
U=lo o o o 1
0 0 0 0 0

Os uns principais ocorrem na primeira, segunda e quinta colunas. Portanto,

1 -2 2

—1 3 -2

al i [ O] | a2 ) l 1 ] | as ) [ 4
1 2 5

formam uma base para o espaco coluna de A. ]

EXEMPLO 5 Ache a dimensio do subespaco de R* coberto por

1 2 2 3
2 5 4 8
Xl—l_lla X; = -3 s X3=[2]3 Xy = -5

0 2 0

Solucédo
O subespago Cob(x,, X, X;, X,) é igual ao espago coluna da matriz

1 2 2 3
> 5 4 8
X=1_1 3 2 _5
0 2 0 4

A forma linha degrau de X é

1 2 2 3
01 0 2
0 00O
0 00O

As duas primeiras colunas x, e X, de X formam uma base para o espaco coluna de X.
Portanto, dim Cob(x,, X,, X;, X,) = 2. =

PROBLEMAS DA SECAO 3.6

1. Para cada uma das seguintes matrizes, encontre - 1 3 -2 1
uma base para o espaco linha, uma base para o es- © |2 1 3 2
pago coluna e uma para o espaco nulo. 3 4 5 6

132 2. Em cada um dos seguintes itens, determine a di-
@ [2 1 4 mensdo do subespago de R* coberto pelos vetores
478 dados

=3 1 3 4 1 2 -3
(b [ 1 2 -1 —2] (a) —2] 121, 3
-3 8 4 2 2 4 6




[
SMEIETE

. Seja

12 2 3 1 4
2 4 5 5 4 9 ]
36 7 8 5 9

(a) Calcule a forma linha degrau reduzida U de A.
Que colunas de U correspondem as varigveis
livres? Escreva cada um desses vetores como
uma combinagdo linear das varidveis princi-
pais.

(b) Que vetores coluna de A correspondem 3s
varidveis principais de U? Estes vetores coluna
formam uma base para o espago coluna de A.
Escreva cada um dos outros vetores coluna de
A como uma combinagéo linear desses vetores
de base.

4. Para cada uma das seguintes escolhas de A e b, de-

termine se b estd no espago coluna de A e enuncie
se o sistema Ax = b é consistente.

(a)A:ézl b_[4
3

(b)A:[1 2] b_[l

© A= g 4]* b_[6
112 1

@a=|11 2|, p=]2
112 3
01 2

© A=]1 o], b:ls
0 1 2
12 5

® a=12 4|, b=110
12 5

. Para cada sistema consistente no Problema 4, de-
termine se haverd uma ou um nidmero infinito de
solugdes examinando os vetores coluna da matriz
de coeficientes A.

. Quantas solugdes tem o sistema linear Ax = b se b
estd no espago coluna de A e os vetores coluna de
A s¥o linearmente dependentes? Explique.

. Seja A uma matriz 6 X n de posto r e seja b um
vetor em RC. Para cada par de valores de 7 e n que
se seguem, indique as possibilidades relativas ao

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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nimero de solugBes que se pode ter para o sistema
Ax = b. Expligue suas respostas.

@n="7r=5
byn=7,r=6
(c) n=5r=5
dn=5r=4

. Seja A uma matriz m X ncomm > n. Sejab € R

e suponha-se que N(A) = {0}.

(a) O que vocé pode concluir a respeito dos veto-
res coluna de A? Eles sdo linearmente inde-
pendentes? Eles cobrem R*? Explique.

(b) Quantas solucdes terd o sistema Ax = bse b
ndo estiver no espaco coluna de A? Quantas
solugdes haverd se b estiver no espago coluna
de A? Explique.

. Sejam A e B matrizes 6 X 5. Se dim N(A) = 2,

qual € o posto de A? Se o posto de B € 4, qual serd

a dimensdo de N(B)?

Seja A uma matriz m X 1 cujo posto é n. Se Ac =

Ad, isto implica que ¢ deve ser igual a d? E se o

posto de A for menor que 1?7 Explique suas respos-

tas.

Seja A uma matriz m X n. Demonstre que

posto(A) = min(m, n)

Sejam A e B matrizes equivalentes linha.

(a) Mostre que a dimensdo do espaco coluna de A
¢ igual a dimensdo do espago coluna de B.

(b) Os espagos coluna das duas matrizes sdo ne-
cessariamente os mesmos? Justifique sua res-
posta.

Seja A uma matriz 4 X 3 e suponha que os veto-

[+ [

formam uma base para N(A). Se b = a, + 2a, + a,,
encontre todas as solu¢des do sistema Ax = b.
Seja A uma matriz 4 X 4, com a forma linha de-
grau reduzida dada por

1 0 2 1

01 1 4

U=1lo 0 0 o

0 0 0 0

Se

-3 4
5 -3
a; = 2 c a = 7
1 -1

encontre a, ¢ a,.
Seja A uma matriz 4 X 5 e seja U a forma linha
degrau reduzida de A. Se
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16.

17.

18.

19

20

21

22

23
24

-1
-2

R4

|
P

||
N W o= N
N——

o

)

I
oo -
|
—_ L N =

0

(a) encontre uma base para N(A).
(b) dado que x, ¢ uma solugdo de Ax
qual

= b, na

PNV )
¢
W
<
il
OO N W

(i) encontre todas as solugdes do sistema.
(ii) determine o8 vetores coluna restantes de
A.

Seja A uma matriz 5 X 8 com posto igual a 5 e
seja b qualquer vetor em R°. Explique por que o
sistema Ax = b deve ter um ntimero infinito de
solucoes.
Seja A uma matriz 4 X 5. Se a,, a, ¢ a, sfo linear-
mente independentes e

as = a; +232, as ———231 —32+334

determine a forma linha degrau reduzida de A.
Seja A uma matriz 5 X 3 com posto igual a 3 e seja
[X1, X, X;] uma base para R>.

(a) Mostre que N(A) = {0}.

(b) Mostre que se y;, = AX,, ¥, = AX,, y; = AX,,
entao y;, ¥, € ¥; sdo linearmente independen-
tes.

{c) Os vetores y,, ¥, e y; formam uma base para
R3? Explique.

Seja A uma matriz m X n com posto igual a n.

Mostre que sex # O ey = Ax,entdoy # 0.

Demonstre que o sistema linear Ax = b € consis-

tente se e somente se o posto de (Alb) € igual ao

posto de A.

Sejam A e B matrizes m X n. Mostre que

posto(A + B) =< posto(A) + posto(B)

Seja A uma matriz m X n.

(a) Mostre que se B é uma matriz m X m nfo sin-
gular, entdo BA e A tém o mesmo espaco nulo
¢, portanto, 0 mesmo posto.

(b) Mostre que se C é uma matriz. # X n nfo sin-
gular, entdo AC e A t&€m o mesmo posto.

Demonstre o Corolério 3.6.4.

Mostre que se A e B sfo matrizes n X n e

N(A — B) =Ry entdo A = B.

25.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

SejamAe B matrizes n X n

(a) Mostre que AB = O se e somente se 0 espago
coluna de B é um subespaco do espago nulo de
A.

(b) Mostre que se AB = O, entdo a soma dos pos-
tos de A ¢ B ndo pode exceder n.

. SejaA € R™"e b € R™ e seja X, uma solugio par-

ticular do sistema Ax = b. Demonstre o seguinte:

(a) Um vetor y em R” serd uma solugdo de Ax = b
se e somente se y = X, + Z, na qual z € N(A).

(b) Se N(A) = {0}, entfo a solugfo x, é tnica.

Sejam x e y vetores ndo nulos em R” e R”, respec-

tivamente, e seja A = xy’.

(a) Mostre que [x] é uma base para o espago
coluna de A e que [y'] é uma base para o
espaco linha de A.

(b) Qual € a dimensdo de N(A)?

Sejam A € R™", B & R™"e C = AB. Mostre que

(a) o espago coluna de C € um subespaco do
espago coluna de A.

(b) o espaco linha de C € um subespaco do espago
linha de B. .

(©) posto(C) = min{posto(A), posto(B)}.

Sejam A € R™", B € R e C = AB. Mostre que

(a) seA e Btém ambas vetores coluna linearmente
independentes, entdo os vetores coluna de C
também serdo linearmente independentes.

(b) se A e B tém ambas vetores linha linearmente
independentes, entdo os vetores linha de C
também serdo linearmente independentes.

[Sugestdo: aplique a parte (a) a C".]

Sejam A € R, B &€ R™" e C = AB. Mostre que

(a) se os vetores coluna de B sio linearmente de-
pendentes, entdo os vetores coluna de C de-
vem ser linearmente dependentes.

(b) se os vetores linha de A sdo lincarmente de-
pendentes, entfdo os vetores linha de C serfio
linearmente dependentes.

[Sugestdo: aplique a parte (a) a C7]

Uma matriz m X n, A, é dita ter uma inversa a

direita se existe uma matriz n X m, C, tal que

AC = I . A é dita ter uma inversa a esquerda se

existe uma matriz n X m, D, tal que DA = I,

(a) Mostre que se A tem uma inversa a direita.
entdo os vetores coluna de A cobrem R™

(b) E possivel para uma matriz m X n ter uma
inversa & direita se n < m? n = m? Explique.

Demonstre: Se A é uma matriz m X n e os vetores

coluna de A cobrem R™, entdo A tem uma inversa

a direita.

[Sugestdo: seja e; a j-€sima coluna de I, e resolva

Ax=eparaj=1,....,m]

Mostre que uma matriz B tem uma inversa & direi-

ta se e somente se B tem uma inversa a direita.

——4-4



34.

35.

Seja B uma matriz n X m cujas colunas sfo line-
armente independentes. Mostre que B tem uma
inversa a esquerda.

Demonstre que se uma matriz B tem uma inversa
a esquerda, entfio as colunas de B sfio linearmente
independentes.

Problemas do Capitulo Trés

EXERCICIOS MATLAB

1.

Mudanca de Base Faca

U = round(20 * rand(4)) — 10,
V = round(10 * rand(4))

efacab = ones(4, 1).

(a) Podemos usar a funcdo rank? do MATLAB
para determinar se os vetores coluna de uma
matriz sdo linearmente independentes. Qual
deve ser o posto se os vetores coluna sfo line-
armente independentes? Calcule o posto de U
e verifique que seus vetores coluna séo linear-
mente independentes e, portanto, formam uma
base para R*. Calcule o posto de V e verifique
que seus vetores coluna também formam uma
base para R*,

Use MATLAB para calcular a matriz de transi-
¢do da base padriio de R* para a base ordenada
[u;, w,, u;, u,]. [Note-se que em MATLAB a
notag@o para o j-€simo vetor coluna u; € U(.,
7)1 Use essa matriz de transicdo para calcular
0 vetor de coordenadas ¢ de b em relacio a E.
Verifique que

®

~

b = ciu; + couy + 303 + cqiy = Uce

(c

~

Use MATLAB para calcular a matriz de tran-
si¢dio da base padrfio para a base F =[v,, V,, V,,
v,] e use esta matriz de transi¢do para calcular
o vetor de coordenadas d de b em relagfio a F.
Verifique que

b= d1V1 + szz + d3V3 + d4V4 =Vd

(d) Use MATLAB para calcular a matriz de tran-
sicdo § de E para F e a matriz de transicio
T de F para E. Como se relacionam S e 77
Verifique que Sc = de 7d = ¢.

Matrizes Deficientes em Posto Neste exercicio

consideramos como usar MATLAB para gerar

matrizes com postos especificados.

(a) Em geral, se A é uma matriz m X n com posto
r, entdo r = min(m, n). Por qué? Explique.

“rank € o termo em inglés para posto. (N.T.)
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36. Mostre que se uma matriz U estd na forma linha

degrau entfio os vetores linha nfo nulos de U for-
mam uma base para o espago linha de U.

Se os elementos de A sdo nimeros aleatd-
rios, esperarfamos que » = min(m, n). Por
qué? Explique. Teste isto gerando matrizes
aleatdrias 6 X 6,8 X 6 e 5 X 8 ¢ usando
o comando MATLAB rank para calcular
seus postos. Sempre que o posto de uma
matriz m X n for igual a min(m, n), dizemos
que a matriz tem posto completo. Em caso
contrdrio, dizemos que a matriz é deficiente
em posto.

(b) Os comandos MATLAB rand e round po-
dem ser usados para gerar matrizes m X n ale-
atérias com elementos inteiros em um dominio
dado [g, b]. Isto pode ser feito com um coman-
do da forma

A = round((h — a) * rand(m, n)) + a
Por exemplo, o comando
A = round(4 * rand(6, 8)) + 3

gerard uma matriz 6 X 8 cujos elementos sdo
niimeros inteiros no dominio de 3 a 7. Usando
o dominio [1, 10], crie matrizes aleat6rias
inteiras 10 X 7,8 X 12 ¢ 10 X 15 e em cada
caso teste 0 posto da matriz. Estas matrizes
inteiras tém posto completo?

(c¢) Suponha-se que queremos usar MATLAB pa-
ra gerar matrizes sem posto completo. E facil
gerar matrizes de posto 1. Se X e y sdo vetores
ndo nulos em R™ e R", respectivamente, entdo
A = xy’ serd uma matriz m X n com posto 1.
Por qué? Explique. Verifique isto em MATLAB
fazendo

x = round(9 * rand(§, 1)) + 1
y = round(9 * rand(6, 1)) + 1

e usando estes vetores para construir uma
matriz 8 X 6, A. Teste o posto de A com o
comando rank de MATLAB.

(d) Em geral,

posto(AB) = min(posto(4), posto(B)) (1)

(Ver Problema 28 na Secéo 6.) Se A e B sao
matrizes aleatérias nfo inteiras, a relacao (1)
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(e)

deve ser uma igualdade. Gere uma matriz 8 X
6 fazendo

X = rand(8, 2),
A=X*Y

Y = rand(6, 2)

Qual o posto esperado de A? Explique. Teste o
posto de A com MATLAB.
Use MATLAB para gerar matrizes A, B ¢ C
tais que

(i) A¢8 X 8com posto3.

(ii) Bé6 X 9com posto 4.
(iii) C €10 X 7 com posto 5.

3. Espaco Coluna e Forma Linha Degrau Reduzida

Faca
B = round(10 * rand(8, 4)),
X = round(10 * rand(4, 3)),
C=B*X
e
A=[BC]
(a) Como se relacionam os espagos coluna de B ¢

C? (Ver Problema 28 na Sec#o 6.) Qual o posto
esperado de A? Explique. Use MATLARB para
testar sua resposta.

(b) Que vetores coluna de A devem formar uma

(¢)

base para seu espaco coluna? Explique. Se U
¢ a forma linha degrau reduzida de A, o que
vocé espera que sejam suas quatro primeiras
colunas? Explique. O que vocé espera que
sejam suas quatro dltimas colunas? Explique.
Use MATLAB para verificar suas respostas
calculando U.

Use MATLAB para construir outra matriz
D = (E EY), na qual E ¢ uma matriz aleatéria
6 X 4 e Y é uma matriz aleatéria 4 X 2. O
que vocé espera que seja a forma linha degrau
reduzida de D? Calcule-a com MATLAB.
Mostre que, em geral, se B € uma matriz m X
#n de posto n e X é uma matriz n X k, a forma
linha degrau reduzida de (B BX) terd estrutura
em blocos

I X
(I X)sem=n ou [O O]sem>n

4. Atualizagoes Posto-1 de Sistemas Lineares
(a) Faca

A = round(10 * rand(8)),
b = round(10 * rand(8§, 1)),

e M = inv(A). Use a matriz M para resolver o
sistema Ay = bemy.

(b) Considere agora um novo sistema Cx = b, no

qual C é construido como se segue:

(©)

(@)

u = round(10 * rand(8§, 1)),

v = round(10 * rand(§, 1)),

E=u*v

C=A+E
As matrizes C e A diferem pela matriz £ de
posto 1. Use MATLAB para verificar que o
posto de E € 1. Use a operagdo “\” de MATLAB
para resolver o sistema Cx = b e entdo calcule
o vetor residuor = b — Ax.
Agora resolvemos Cx = b por um novo
método que aproveita o fato de que A ¢ C
diferem por uma matriz de posto 1. Este novo
procedimento ¢ chamado de método de arua-
lizagdo posto-1. Faca

z=M%n,

d=v' *z,

c=vV' *y,
e=c/(A1+d
e entdo calcule a solugdo x por
X=y—e*z
Calcule o vetor residuo b — Cx e compare-0
com o vetor residuo na parte (b). Este novo mé-
todo pode parecer mais complicado, mas real-
mente é computacionalmente mais eficiente.
Para ver como o método- de atualizacdo pos-
to-1 funciona, use MATLAB para calcular e
comparar

b + cu

Demonstre que se todos os cdlculos tivessem
sido feitos em aritmética exata, estes dois ve-
tores seriam iguais. Calcule também

1+ dyu

Demonstre que se todos os calculos tivessem sido
feitos em aritmética exata, estes dois vetores se-
riam iguais. Use essas identidades para demons-
trar que Cx = b. Supondo que A é ndo singular,
o método de atualizagio posto-1 funcionard
sempre? Em que condi¢des falharia? Explique.

Cy e

Cz e

TESTEA DO CAPITULO
Verdadeiro ou Falso

Responda cada um dos enunciados seguintes com ver-
dadeiro ou falso. Em cada caso explique ou demonstre
sua resposta.

1.

2.
3.

Se S & um subespaco de um espaco vetorial V,
entdo S & um espago vetorial.

R? & um subespago de R®.

E possivel encontrar um par de subespacos bidi-
mensionais S e T de R? tais que S N U = {0}.

. Se S e T siio subespacos de um espago vetorial V,

entdo S U T é um subespaco de V.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Se S e T sdo subespagos de um espaco vetorial V,
entdo § N 7 & um subespago de V.
Se X, X...., x, cobrem R”, entdo eles sao linear-

mente independentes.

. Se X, X,,..., X, cobrem um espaco vetorial V, entdo

eles s#o linearmente independentes.
Se X, Xo,..., X, 530 vetores em um espaco vetorial
Ve

Cob(x,, X,,..., X)) = Cob(X,, X,..., X,_,) entdo x,,
X,,..., X, $80 linearmente dependentes.

. Se A é uma matriz m X n, entio A e AY tém o

mesmo posto.

Se A é uma matriz m X n, entiio A e A” tém a
mesma nulidade.

Se U € a forma linha degrau reduzida de A, entdo
Ae Utém o mesmo espaco linha.

Se U € a forma linha degrau reduzida de A, entfo
A e Utém o mesmo espago coluna.

Sejam X, X,,..., X, vetores linearmente indepen-
dentes em R". Se k < x e x,,, é um vetor que nfio
estd em Cob(x,, X,..., X,), entdo os vetores X,,
Xy,---> X, Xp+ 580 linearmente independentes.
Sejam [u,, w1, [v,, v,] e [w,, w,] bases para R Se
X é a matriz de transi¢fo correspondente & mudan-
ca de base de [u,, u,] para [v,, v,] e Y é a matriz
de transicdo correspondente 2 mudanca de base de
[v,, v,] para [w,, w,], entdo Z = XY é a matriz de
transi¢do correspondente & mudanga de base de
[u,, u,] para [w,, w,].

Se A e B sdo matrizes n X n que tém o mesmo posto,
entdo o posto de A? deve ser igual ao posto de B2

TESTE B DO CAPITULD

1.

2.

3.

Em IR%, sejam x, e X, vetores linearmente indepen-
dentes € seja x; = 0 (o vetor nulo). x;, X, € X, sio li-
nearmente independentes? Demonstre sua resposta.
Para cada conjunto que se segue, determine se ele
€ um subespago de R% Demonstre suas respostas

(a) Slz{x: [XI] x1+xz:0}
X2

(b) Szz{XZ[XI] x1xy = 0
X2

Seja
1 3 1 3 4
0 0 1 1 1

Az‘o 02 2 2

0O 0 3 3 3

(a) Encontre uma base para N(A) (o espaco nulo
de A). Qual a dimensio de N(A)?

(b) Encontre uma base para o espago coluna de A.
Qual € o posto de A?

4.

5.

6.

7.

10.
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Como as dimensdes do espago nulo e do espaco

coluna se relacionam com o ndmero de varidveis

principais e livres na forma linha degrau reduzida
da matriz? Explique.

Responda as seguintes questdes e, em cada caso,

de interpretacdes geométricas a suas respostas:

(a) E possivel ter um par de subespagos unidi-
mensionais U, e U, de R? tais que U, N U, =
{0}?

(b) E possivel ter um par de subespacos bidimen-
sionais V; e V, de R* tais que V, NV, = {0}?

Seja S o conjunto de todas as matrizes simétricas

2 X 2 com elementos reais.

(a) Mostre que S é um subespago de R>2,

(b) Encontre uma base para S.

Seja A uma matriz 6 X 4 de posto 4.

(a) Qual € a dimensdo de N(A)? Qual é a dimen-
sdo do espaco coluna de A?

(b) Os vetores coluna de A cobrem R? Os vetores
coluna de A sfo linearmente independentes?
Explique suas respostas.

(c) Quantas solugdes tem o sistema linear Ax = b
se b estd no espaco coluna de A? Explique.

. Dados os vetores

[ 1)
) - f

(a) x;, Xy, X; € X, s30 linearmente independentes
em R3? Explique.

(b) x, e x, cobrem R3? Explique.

(¢) X, X, € x; cobrem R*? Eles sdo linearmente
independentes? Formam uma base para R*?
Explique.

(d) x,, X, e X, cobrem R*? Eles sio linearmente
independentes? Formam uma base para R*?
Explique ou demonstre suas respostas.

Sejam x;, X, € X, vetores linearmente independen-

tes em R* e seja A uma matriz nfo singular 4 X 4,

demonstre que se

Y1 = AXI, Yo = AXz, Yz = AX3

entdo y;, y, e y; sdo linearmente independentes.

Seja A uma matriz 6 X 5 com vetores coluna li-

nearmente independentes a,, a, ¢ a; ¢ cujos outros

vetores coluna satisfazem
a,=a; +3a, +a;, as=2a —a;

(a) Qual é a dimensgo de N(A)? Explique.

(b) Determine a forma linha degrau reduzida
de A.
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11.

Sejam [u,, u,] e [v,, v,] bases ordenadas de R?, onde

o= (1] o= )
NEEST

(a) Determine a matriz de transi¢8o correspondente
a uma mudanca de base da base padrio [e,, e,]

b

para a base ordenada [u,, u,]. Use esta matriz
para encontrar as coordenadas de x = (1, 1)T em
relacdo a [a,, u,].

Determine a matriz de transi¢do corresponden-
te a uma mudanca de base da base [v,, v,] para
a base ordenada [u;, u,]. Use esta matriz para
encontrar as coordenadas de z = 2v, + 3v,
em relacdo a [u,, u,].



(~sen 6, cos

;)\ tl%((),l)

: » (cos @, sen9)//

(1, 0)

Transformacoes Lineares

Representagdes lineares de um espaco vetorial para outro tm um importante papel em
matemética. Este capitulo fornece uma introducfo a teoria de tais representacdes. Na Secio
1 ¢ dada a defini¢do de uma transformacio linear e séo apresentados varios exemplos. Na
Segdo 2 € mostrado que cada transformacfo linear L representando um espago vetorial
n-dimensional, V, em um espago vetorial m-dimensional, W, pode ser representada pela
matriz m X n, A. Portanto, podemos trabalhar com a matriz A no lugar da representacéo L.
No caso em que a transformagcdo linear L representa V nele mesmo, a matriz representando
L dependerd da base ordenada escolhida para V. Portanto, L pode ser representada por
uma matriz A em relago a uma base ordenada e por uma matriz B em relac@o a outra base
ordenada. Na Secdo 3, consideramos a rela¢do entre diferentes matrizes que representam
a mesma transformacdo linear. Em muitas aplicagdes, € desejavel escolher uma base para
V tal que a matriz representando a transformagcfo linear seja diagonal ou em alguma outra
forma simples.

'4.! Defini¢do e Exemplos

Definicio

No estudo de espacos vetoriais, os tipos mais importantes de representacdes sdo as trans-
formacoes lincares.

Uma representag@o L de um espago vetorial V em um espaco vetorial W é dita uma
transformacao linear se¢

L(avy + fvy) = aL(vy) + BL(v2) 0]

para todos 0s v, v, € Ve para todos os escalares « e 3.

Se¢ L € uma transformacio linear representando um espago vetorial V em um espaco
vetorial W, entdo segue-se de (1) que

L(vi +v2) = L{vi) + L(vy) (a=g=1) 2)

L{av) = aL(v) v=v,p5 =0 3)
155
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Por outro lado, se L satisfaz (2) e (3), entdo
L(avy + Bv2) = L(avi) + L(Bv2)
=aL(vi)+ BL(V2)

Portanto, L € uma transformac@o linear se e somente se L satisfaz (2) e (3).

Notacdo
Uma representagdo L de um espaco vetorial V em um espaco vetorial W serd escrita
L:V->W

Quando a seta for usada, serd presumido que V e W representam espagos vetoriais.

No caso em que os espacgos vetoriais V e W sdo os mesmos, referir-nos-emos a trans-
formac#o linear L : V — V como um operador linear em V. Portanto, um operador linear €
uma transformacio linear que representa um espago vetorial nele mesmo.

Consideremos agora alguns exemplos de transformacdes lineares. Comegamos com ope-
radores lineares em R?. Neste caso, é mais facil observar o efeito geométrico do operador.

Operadores Lineares em R?

EXEMPLO | SejaL o operador definido por

L(x) = 3x
para todo x &€ R J4 que
L(ax) = 3(ax) = a¢(3x) = ¢ L(X)

Lix+y) =3x+y) =(3x)+ (3y) = LX) + L(y)

segue-se que L é um operador linear. Podemos pensar em L como um estiramento por um
fator de 3 (ver Figura 4.1.1). Em geral, se « ¢ um escalar positivo, o operador linear F(X) =
ax pode ser encarado como um estiramento ou encolhimento por um fator de c. B

L(x) =3x

Figura 4.1.1

EXEMPLO 2 Considere a representagio L definida por

L(x) = x1€
para todo x € R2 Portanto, se X = (x;, x,)7, entdo L(x) = (x;, 0)". Se y = (,, »,)7, entdo

axi + By ]

N PP
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€iX0 Xo

e €iXo x|
X L{x) = x1;

Figura 4.1.2

€ segue-se que
L(ax+ By) = (ax; + Bype; = a(xie) + B(yie) = aL(x) + SL(y)

Entdo, L ¢ um operador linear. Podemos pensar em L como uma projecio sobre o eixo x,
(ver Figura 4.1.2). -

EXEMPLO 3 Seja L um operador definido por
L(x) = (x;, —x2)"
para todo X = (x;, x,)T em R, J4 que

_ ax) + By
Liox+By) = [ —(ax2 + By)

() er )
= aL(x) + BL(y)

segue-se que L é um operador linear. O operador L tem o efeito de refletir vetores em rela-

¢do ao eixo x, (ver Figura 4.1.3). B
X ={x )7
eixo x;
LX) = . )
Figura 4.1.3

EXEMPLO 4 O operador L definido por

LX) = (—x2, x)"
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L(x) = (g, x)T

Figura 4.1.4

¢ linear, ja que

Lt py = [ TR TR

=[] [7)]
= aL(x)+ BL(y)

O operador L tem o efeito de girar cada vetor em R? de 90° no sentido trigonométrico (ver
Figura 4.1.4). B

Transformacdes Lineares de R" para R”

EXEMPLO 5 A representacdo L : R? — R! definida por
L(X) = x; +x

€ uma transformacao linear, ja que

Lax + By) = (ax; + By1) + (axy + By2)
=a(x +x2) + B + y2)
=al(x)+ BL(y) B

EXEMPLO 6 Considere a representacao M definida por
M(x) = (xi +x3)'/2
Jaque
M(ax) = (o:z)c]2 + ozz)czz)l/2 = |a|M(x)
segue-se que
aM(x) £ M(ax)
desde que o < 0 e x # 0. Portanto, M néo é um operador linear. B

EXEMPLO 7 A representacio L : R* — R® definida por

L(X) = (x2, x1, X1 +x2)7
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¢ linear, ja que

L{ax) = (axy, axy, ax; + ax)t = aL(x)

LX+y) = (o + y2, %1 + y1, %1+ y1 +x2+ 3m)

= (x2, x1, ¥ + 2207 4+ 2, v, y1 + )
= L(x) + L(y)

. Note-se que se definirmos a matriz A por

0 1
A=1]1 0
11
entdo
X2
L(x) = X1 = AXx
X1+ x2
para todo x € R?. . -]

Em geral, se A é qualquer matriz m X n, podemos definir uma transformaggo linear L,
de R" para R™ por

Li(x) = Ax
para todo x € R”. A transformagcdo L ¢ linear, jd que
L(ax + By) = Alax + By)
= aAx + BAy
=als(x)+ BLa(y)

Portanto, podemos pensar em cada matriz m X n, A, como definindo uma transformagao
linear de R” para R™. '

No Exemplo 7, vimos que a transformagdo linear L poderia ter sido definida em fungfo
de uma matriz A. Na préxima se¢do, veremos que isto é verdadeiro para todas as transfor-
macdes de R” para R™

Transformactes Lineares de V para W

Se L é uma transformacdo linear representando um espago vetorial V em um espago veto-
rial W, entdo

i L(0,) = 0, (onde 0, e 0y, sdo os vetores nulos em V e W, respectivamente).
(ii) Sev,,..., v, sfo elementos de Ve a;,..., «, s80 escalares, entao

L(oyvi + ooV + - 4o, v,) = a1 L(vi) + oo L(v2) + -+ - + o, L(Vy)
(iii) L(—v) = —L(v)paratodov E V.

O enunciado (i) segue da condigdo L(av) = al(v) com « = 0. O enunciado (i) pode
ser facilmente demonstrado por indugdo matemdtica. Deixamos isto para o leitor. Para
demonstrar (iii), observe-se que

Oy = L(Oy) = L(v+(=V) = L)+ L(=V)
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Portanto, L(—vV) € a inversa aditiva de L(v); isto é,

L(=v)=—-L(v)

EXEMPLO 8 Se V¢ qualquer espago vetorial, entdo o operador identidade Z é definido por
I(vy=v
para todo v € V. Evidentemente, 7 é uma transformagfo linear que representa V nele mesmo:

I(avy + Bvz) = avi + Bvy = oZ(vy) + BLZ(v2) =
EXEMPLO 9 Seja L arepresentacio de Cla, b] em R’ definida por

b
L(f)=/ fx)dx

Se fe g sdo quaisquer vetores em Cla, b], entdo
b
Liaf + pg) = / (af + Bg)(x)dx
a

b b
=oc/ fx)dx —l—ﬂ/ g(x)dx
a a

=aL(f)+ pL(g)

Portanto, L € uma transformacfo linear. B
EXEMPLO 10 Seja D uma transformagio linear representando C'[a, b] em Cla, b] e definida por
D(fYy=7f (a derivada de f)

D € uma transformacio linear, ja que

D(af + pg) = af’ + pg' =aD(f)+ BD(g) =

A Imagem e o Nicleo

Seja L : V — W uma transformacdo linear. Concluimos esta se¢fio considerando o efeito
que L tem em subespagos de V. De particular interesse € o conjunto de vetores de V que sdo
representados no vetor nulo de W.

Definiclo | Sejar: v — Wuma transformacio linear. O miicleo de L, escrito nucl(Z), é definido

por
nucl(L) = {ve V | L(v) = 0y}

Definicdo Seja L : V— Wuma transformac#o linear e seja S um subespago de V. A imagem de S,

escrita 1(S), é definida por

L(S)={we W|w=L(v) paraalgum v e S}

A imagem do espago vetorial completo, L(V), é chamada de codominio de L.
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Seja L : V— W uma transformagdo linear. E f4cil de ver que nucl(L) é um subespaco de
Ve se S é qualquer subespaco de V. entdo L(S) ¢ um subespago de W. Com efeito, temos o
seguinte teorema:

Teorema 4.1.1  Se L : V — W éuma transformacfo linear e S € um subespago de V., entdo

(1) nucl(L) é um subespaco de V.
(i) L(S) é um subespago de W.

Demonstracio E 6bvio que nuck(L) é ndo vazio jé que 0, o vetor nulo de V, estd em
nucl(L). Para demonstrar (i), devemos mostrar que nucl(L) € fechado em relagdo & multi-
plicacdo por escalar e 2 adicdo de vetores. Para o fechamento em relacdo & multiplicacéo
por escalar seja v € nucl(L) e seja « um escalar. Entdo

L{av) = aL(v) = aly =0y

Portanto av & nucl(L).
Para o fechamento em relagfo & adi¢do, sejam v, e v, € nucl(L). Entdo

L(vi +v3) = L(v)) + L(v2) = Oy + Oy = Oy

Portanto, v, + v, € nucl(L) e, entdo, nucl(L) € um subespaco de V.
A demonstracio de (ii) é similar. L(S) € ndo vazio, jd que 0y = L(0y) € L(S). Se w €
L(S), entdo w = L(v) para algum v € S. Para qualquer escalar a,

aw = aL(v) = L(av)

Como av € S, segue-se que aw € L(S), e portanto L(S) ¢ fechado em relagdo a multi-
plicagdo por escalar. Se w;, w, € L(S), entdo existem v,, v, € § tais que L(v,) = W, ¢
L{v,) = w,. Logo,

Wi+ wy = L(v}) + L(v2) = L(vy + v2)

e, portanto, L(S) é fechado em relagdo a adig@o. Segue-se que L(S) é um subespaco de W.
|

EXEMPLO Il ScjaL ooperador linear em R* definido por

o= 3]
Um vetor X estd em nucl(L) se e somente se x, = 0. Entdo, nucl(L) é o subespaco unidi-

mensional de R? coberto por ;. Um vetor y estd no codominio de L se e somente se'y éum
muliiplo de e,. Logo, L(R?) é o subespago unidimensional de R? coberto por e,. =

EXEMPLO 12 SejaL:R®— R atransformacdo linear definida por

L(x) = (x; + x2, x2 +x3)7

e seja S o subespaco de R coberto por g, ¢ ;.
Se x € nucl(L), entdo

xi+x2=0 e x+x3=0
Fazendo a varidvel livre x; = a, obtemos
Xy = —a, X =a

e, portanto, nucl(L) é o subespaco unidimensional de R} consistindo em todos os vetores
da forma a(1, —1, D7
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Se x € S, entdo x deve ser da forma (g, 0, b) e, portanto, L(X) = (e, b)". Evidentemente,
L(S) = R% Como a imagem do subespaco S € todo R?, segue-se que o codominio inteiro de

L deve ser R? [isto é, L(R?) = R?].

EXEMPLO I3 SejaD: P, — P, o operador diferenciaciio definido por

D(p(x)) = p'(x)

O niicleo de D consiste em todos os polindmios de grau 0. Portanto, nucl(D) = P,. A deri-
vada de qualquer polindmio em P, serd um polindmio de grau 1 ou menos. Por outro lado,
qualquer polindmio em P, terd antiderivadas em P,, entfo cada polindmio em P, serd a
imagem de polindmios em P; sob o operador D. Segue-se que D(P,) = P.. -

PROBLEMAS DA SECAO 4.1

1.

Mostre que cada um dos seguintes operadores € li-
near em R?. Descreva geometricamente o que cada
transformac@o linear executa.

(@ L) = (—x,x)" (b)) L(x)=—x
(© L(x) = (x, x)7 @ L = ix
(&) L(x) =xse;

. Seja L o operador linear em R? definido por

L(x) = (x; cosa — xpsene, x;sene + x;coser)’

Exprima x,, x, € L(X) em termos de coordenadas po-
lares. Descreva geometricamente o efeito da trans-
formac@o linear.

. Seja a um vetor nio nulo fixo em R Uma repre-

sentacdo da forma
L(x)=x-+a
é chamada de translacdo. Mostre que uma transla-

¢do ndo € um operador linear. Ilustre geometrica-
mente o efeito de uma translac@o.

. Seja L : R* - R? um operador linear. Se

L((1,2)") = (=2,3)"

L1, - =6.2"
encontre o valor de L((7, 5)7).

. Determine se as seguintes sfio transformacdes li-

neares de R? em R%

(@) L{x) = (x2,x3)7

(© Lx)=(14x.x)"
(d) L(x) = (x3,x1 +x)7

(b) Lx) = (0,0

. Determine se as seguintes sfo transformacdes li-

neares de R? em R*:

@ L&) = (. x. D7

() L(x) = (x1, xp, x1 + 2x2)7
(© LX) =(x1,0,0)

(@) L(x) = (x1, x2, x7 +x3)7

10.

11.

12.

13.

. Determine se os seguintes sdo operadores lineares

sobre R =
(a) L(A) =24

© LLA)=A+1T

(b) L(4) = AT
) L(A)=A— AT

. Seja C uma matriz n X n fixa. Determine se os

seguintes sfo operadores lineares sobre R"*
(a) L(A)=CA+AC (b) L(A) =C*A

(©) L(A) = A%C

. Determine se as seguintes sdo transformacoes li-

neares de P, em Py

(@ L(p(x)) =xpx)

(b) L(p(x)) = x>+ p(x)

(© L(p(x) = px) +xp(x) +x°p'(x)

Para cada f € C[0, 1], define-se L(f) = F, onde

F(x):/xf(t)dt 0<x=<1
0

Mostre que L € um operador linear em C[0, 1], e
entio encontre L(e¥) e L(x?).

Determine se as seguintes sdo transformacSes li-
neares de C[0, 1] em R

(@ L(H =710 (b) L{H =170

© L(H=[FO+rhHl2
TP 12
@ L) =[P ax]
Use indug@o matemadtica para demonstrar que se L
é uma transformaco linear de V para W, entdo
L(alvl + (052 ) + - + anvn)
= DllL(V]) + O[ZL(VZ) + o+ anL(Vn)

Seja [v,..., v,] uma base para um espaco vetorial Ve
sejam L, e L, duas transformacdes lineares represen-
tando V em um espaco vetorial W. Mostre que se

Li(vi) = La(vy)

paratodoi = 1,..., n, entdo L, = L, [isto &, mostre
que L(v) = L.(v) paratodov & V].



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Seja L um operador linear em R! e seja a = L(1).
Mostre que L{x) = ax para todo x € R,

Seja L um operador linear em um espaco vetorial
V. Define-se L", n = |, recursivamente por

L'=1L
LNy) = L(L¥(vy)

Mostre que L' € um operador linear em V para
todon = 1.

Sejam L: U~ Ve L,: V— W transformacdes line-
ares e seja L = L, o L, a representa¢io definida por

L) = Ly(L(u))

paratodov € V

para todo u € U. Mostre que L é uma transforma-
¢do linear representando U em W.

Determine o nicleo e o codominio de cada um dos
seguintes operadores lineares em R*:

(@) L) = (x5, %2, x)7

() L(x) = (x1, x2, 0T

(©) L(x) = (xy, x5, x)7

Seja S o subespaco de R* coberto por €, ¢ e,. Para cada
operador linear L no Problema 17, encontre L(S).
Encontre o niicleo e o codominio de cada um dos
seguintes operadores lineares em P,:

(@) L(p(x)) =xp'(x)

(b) L(p(x)) = p(x) — p'(x)

(© L(p(x)=pOx+ p)

. Seja L:V — Wuma transformacio linear e seja T

um subespago de W. A imagem inversa de T, escri-
ta L "/(T), € definida por

LY ={veV|Lv) eT)

21.

22.

23.

24,

25.
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Mostre que L~'(T) € um subespaco de V.

Uma transformag@o linear L : V — W € dita biuni-
voca se L(v,) = L(v,) implica que v, = v, (isto
¢, dois vetores distintos v, v, em V ndo sdo re-
presentados no mesmo vetor w € W). Mostre
que L é biunifvoca se ¢ somente se nucl(L) =
{0,}.

Uma transformac@o linear L : V — W ¢ dita re-
presentar V sobre W se L(V) = W. Mostre que a
transformaco linear L definida por

LX) = (x1, %1 +x2, % + %2+ x3)7

representa R* sobre R?.

Quais dos operadores definidos no Problema 17
sdo biunfvocos? Quais representam R? sobre
R*?

Seja A uma matriz 2 X 2 e seja L, um operador
linear definido por

L,(x) = Ax

Mostre que

(a) L, representa R” no espaco coluna de A.

(b) se A é nfo singular, entdo L, representa R?
sobre R

Seja D o operador diferenciacdo em P; e seja

S={pe P p(0) =0}

Mostre que

(a) D representa P, no subespaco P,, mas D: P, —
P, ndo € biunivoca.

(b) D: S — P, é biunfvoca, mas nio sobre.

' 4.2 Representacido Matricial de Transformagdes Lineares

Teorema 4.2.1

Na Segdo 1, foi mostrado que cada matriz m X n, A, define uma transformacio linear L,

de R” em R™, onde

Li(x) = Ax

para cada x € R". Nesta se¢@o, veremos que, para cada transformacdo linear L represen-
tando R” em R™, existe uma matriz m X n, A, tal que

L(x) = Ax

Veremos também como qualquer transformacdo linear entre espacos de dimensio finita

pode ser representada por uma matriz.

n, A, tal que

Se L € uma transformago linear representando R” em R”, entfo existe matriz m X

L(x) = Ax
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para cada x € R™. De fato, o j-ésimo vetor coluna de A é dado por
aj:L(ej) j:l,2,...,n
Demonstragdoe Paraj = 1,..., n, defina-se
a; = L(e;)

e seja
A=(a;)=(a;, a,....a,)

Se
X = X1€] +x08) + -+ x,€,

é um elemento arbitrario de R, entdo

L(X) = le(el) + XZL(eZ) -+ an(en)
=xja; +xa; + - + x,8,

X1
X2
- (31, 329 AR a)l)
Xn
= AX =2

Estabelecemos que toda transformag#o linear de R” em R™ pode ser representada em ter-
mos de uma matriz m X n. O Teorema 4.2.1 diz como construir a matriz A correspondente a
uma transformacdo linear particular, L. Para obter a primeira coluna de A, verifique o que L
faz com o primeiro elemento da base e, de R”". Fazer a, = L(e,). Para obter a segunda coluna
de A, determine o efeito de L em e, e faca a, = L(e,) e assim por diante. Como os elementos
da base padrdo e, e,, ..., e, (0s vetores coluna da matriz identidade n X ) sfo usados para
R", e os vetores coluna da matriz identidade m X m s3o usados como uma base para R™, nos
referimos a A como a representagdo matricial padrdo de L. Posteriormente (Teorema 4.2.3)
veremos como representar transformacoes lineares em relagfo a outras bases.

EXEMPLO | Defina-se a transformacfo linear L : R?* — R?por

L(x) = (x; + x2, x2 + x3)"

para cada X = (x,, x,, x;)7 em R E facilmente verificado que L € um operador linear.
Queremos encontrar uma matriz A tal que L(x) = Ax para cada x € R’. Para isto, devemos
calcular L(e,), L(e,) e L(e;):

Le)) = L((1,0,0)7) =

L(ey) = L((0,1,0)") =

—_ O Pt — (O

L(es) = L((0,0, )] =

Escolhemos estes vetores como as colunas da matriz

110
A:l011]
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Para testar o resultado, calculamos Ax:

Xy
(110 _ [xi+x
AX"[O 1 1] 2 _[X2+X3]
X3 B

EXEMPLO 2 Scja L um operador linear em R? que gira cada vetor por um 4ngulo 6 no sentido
trigonométrico. Podemos ver da Figura 4.2.1(a) que e, é representado em (cos 8, sen 6)" e a
imagem de e, € (—sen 6, cos 6)’. A matriz A representando a transformaco terd (cos 8, sen 6)7
como sua primeira coluna e (—sen 6, cos 6)7 como sua segunda coluna:

A= cosf —sen@
~ | sen® cosf

Se x € qualquer vetor em R?, entdo, para girar X no sentido trigonométrico por um angulo
0, simplesmente multiplicamos por A [ver Figura 4.2.1(b)]. &2

\ ’ ©. 1

(—sen 6, cos §) i

{cos 8, sen 9)/

Figura 4.2.1

Agora que vimos como mafrizes sao usadas para representar transformacdes lineares de
R" em R”, podemos perguntar se é possivel encontrar uma representagdo similar para trans-
formagdes lineares de V em W, onde Ve W sdo espacos vetoriais de dimensdes n e m, respec-
tivamente. Para mostrar como isto ¢ feito, seja E ={v,, v,,..., v,} uma base ordenada para Ve
F ={w,, W,,..., w,} umabase ordenada para W. Seja L uma transformagfo linear representando
Vem W. Se v € qualquer vetor em V, entfio podemos representar v em funcfo da base E.

V=x1Vi +xV2+ -+ x,V,

Mostraremos que existe uma matriz m X n, A, representando a transformagiio linear L, no
sentido de

Ax =y seesomentese L(V)=y,w|+ yaWo+ - -+ y, W,

A matriz A caracteriza o efeito da transformacio linear L. Se x é o vetor de coordenadas de
v em relagio a E, entdo, o vetor de coordenadas de L(v) em relagfo a F € dado por

[L(V)]F = AX

O procedimento para determinar a representacfio matricial A & essencialmente o mesmo de
antes. Paraj = 1,..., nsejaa; =(a,; ..., a,,)" 0 vetor de coordenadas de L(v;) em relacdo
af{w, w,...,w,};isto é,

L(V;) =a Wi +as W+« + apjWpy l<j=<n
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Seja A = (ay) = (a,,...,a,). Se

V=x1Vi + Vo4 -+ XV,

entdo
n
L(V) =L E X;V;
Jj=1
n
= E x;L(v;)
j=1
n m
= E X; E Cll'le'
j=1 i=1
m n
= E E aijXj ) W;
i=1 \j=1
Parai =1, ..., m, seja
n
Yi = E aijXxj
Jj=1
Logo,

y=()’17)’27---,ym)T=AX

€ o vetor de coordenadas de L(v) em relacdo a {w,, w,,..., w,}. Estabelecemos o seguinte
teorema:

Teorema 4.2.2 Teorema da Representagio Matricial

Se E ={v,V,,...,v,} e F ={w, W,,..., W,} sdo bases ordenadas para os espacos vetoriais
Ve W, respectivamente, entdo, correspondendo a cada transformacio linear L : V— W, hd
uma matriz. m X n, A, tal que

[L(W)]r = A[vlg  paracadaveV
A € a matriz representando L em relaco as bases ordenadas E e F. Com efeito,
a; =[L(v))], i=12...,n

O Teorema 4.2.2 € ilustrado na Figura 4.2.2. Se A é a matriz representando L em relagdo
as bases Fe Fese

x = [v]g (o vetor de coordenadas de v em relagdo a E)
Yy =Iwlr (o vetor de coordenadas de w em relacéio a F)

entdo L representa v em w se e somente se A representa X em y.

- L,: LA

veV w=L(Vv)e W

Figura 4.2.2 x=[vlpeR" - -~ - : Ax=[wlp e R"
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EXEMPLO 3  Scja L uma transformagéo linear represeniando R em R? definida por
L(x) = xib1 + (x2 + x3)by

SIS

Encontre a matriz A representando L em relacdo as bases ordenadas {e,, e,, e;} ¢ {b,, b,}.

para todo x € R?, onde

Solucio

L(e) = 1by + 0b,
L(ez) =0b; + 1by
L(e3) =0b; + 1by

A i-ésima coluna de A € determinada pelas coordenadas de L(e;) em relagfio a {b,, b,} para

i=1,2,3. Logo,
1 00
Az[o 1 1]

EXEMPLO 4 Seja L uma transformagiio linear representando R? nele mesmo e definida por
L(aby + by) = (« + B)b; + 28b,

em que {b;, b,} € a base ordenada definida no Exemplo 3. Encontre a matriz A represen-
tando L em relacio a {b,, b,}.

Solucio

L) = 1b; + Ob,
L(by) = 1b; 4+ 2b,

= (o 2] .

EXEMPLO 5 A transformagio linear D definida por D(p) = p’ representa P, em P,. Dadas as
bases ordenadas [x%, x, 1] e [x, 1] para P; ¢ P, respectivamente, queremos determinar

a representacfo matricial para D. Para isto, aplicamos D a cada um dos elementos da
base de P,.

Logo,

D(Ex*) =2x+0-1
D(x)=0x+1-1
D(1)=0x+0-1
Em P,, os vetores de coordenadas para D(x?), D(x) e D(1) sdo (2, 0), (0, 1) e (0, 0)7, res-
pectivamente. A matriz A é formada com esses vetores como suas colunas.

2 0 0
A=10 1 o
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Se p(x) = ax® + bx + ¢, entdo, o vetor de coordenadas de p em relacdo 4 base ordenada de
P, é (a, b, ¢)". Para encontrar o vetor de coordenadas de D(p) em rela¢do 2 base ordenada
de P,, simplesmente multiplicamos

B2 p] - 1)

D(ax* +bx +c¢) =2ax + b =

Logo,

Para encontrar a representacio matricial A para uma transformagio linear L : R* — R™

cm relagdo as bases ordenadas £ = {u,,..., w,} ¢ F = {b,,..., b, }, devemos representar
cada vetor L(u;) como uma combinagdo linear de b,,..., b,.. O teorema seguinie mostra
que a determinag@o desta representagdo de L(w,) € equivalente a resolver o sistema linear
Bx = L(u).

Teorema 4.2.3 Sejam E = {u,,...,u,} ¢ F = {b,,..., b, } bases ordenadas para R" e R", respecti-
vamente. Se L : R" — R™ & uma transformacéo linear ¢ A ¢é a matriz representando L em
relacdo a E e F, entdo

aj=B"'L(u;) paraj=1,...,n
sendo B = (b,,..., b,).

Demonstracfio  Se A representa L em relag@o a E e F, entdo, paraj = I, ..., n,
L(u;) = a;;by +axiby + - +ayjby,
= Baj

A matriz B € ndo singular, j4 que seus vetores coluna formam uma base para R”. Logo,
asz L(uj) ]:1,...,1/1 =

Uma consequéncia deste teorema é que podemos determinar a representacio matricial
da transformacgéo calculando a forma linha degrau reduzida de uma matriz aumentada. O
coroldrio seguinte mostra como isto € feito:

Coroléric 42,4 Se A é a matriz representando a transformagdo linear L : R” — R” em relacdo s
bases

E={u,...,w,} ¢ F={b,....b,}
entdo, a forma linha degrau reduzida de (b,,..., b, | L(u)),..., L(u,)) é (I | A).
Demonstracdo  Seja B = (by,..., b,). A matriz (B] L(u,)),..., L(u,)) é equivalente linha de
B7YB | L)...., L)) = (| B L(w)..... B"'L(w,))

=(I|a1a"~>all)
= 1A =

EXEMPLO 6  SejaL:R?— R®uma transformacdo linear definida por

L(x) = (x2. x1 + X2, x1 — x2)7
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Encontre a representacéio matricial de L em relacfio as bases ordenadas {u,, u,} e {b,, b,,

b}, onde
u = (1,2)7, w=031"
4
by = (1,0,0)", by = (1,1,0)7, bs = (1,1, )7
Solucdoc

Devemos calcular L(u,) e L(u,) e entdo transformar a matriz (b,, by, byl L(u,), L(u,)) para a
forma linha degrau reduzida:

Lu) =23 -D" e L) =(1,4727

11 1] 2 1 1 0 0|-1 -3
0 1t 1| 3 4fl=>1]0o 1 o0 4 2
0 0 1l-1 2 0 0 1|-1 2

A matriz representando L em relacéo as bases ordenadas dadas é

-1 -3
A= 4 2
-1 2

O leitor pode verificar facilmente que

L(ul) = —b1 -+ 4b2 — b3
L{ap) = —3b; + 2by + 2bs -]

APLICACACG | Graficos Computadorizados e Animagio

Um desenho no plano pode ser armazenado no computador como um conjunto de vértices.
Os vértices podem entéo ser mostrados ¢ conectados por retas para produzir o desenho. Se
hé n vértices, eles s3o armazenados em uma matriz 2 X n. As coordenadas x dos vértices
sdo armazenadas na primeira linha e as coordenadas y na segunda. Cada par sucessivo de
pontos é conectado por um segmento de reta.

Por exemplo, para gerar um tridngulo com vértices (0, 0), (1, 1) e (1, —1), armazenamos
os pares como colunas de uma matriz:

0 1 1 0
T=[01—1o

Uma c6pia adicional do vértice (0, 0) é armazenada na Gltima coluna de 7' de modo que o
ponto anterior (1, —1) seja conectado a (0, 0) [ver Figura 4.2.3(a)].

Podemos transformar uma figura mudando a posicéo dos vértices e entdo redesenhando
a figura. Se a transformacao € linear, pode ser executada como uma multiplicacdo matri-
cial. Vendo uma sucessdo de tais desenhos produzird o efeito de uma animacéo.

As quatro transformacgdes geométricas primdrias usadas em graficos computadorizados
sdo as seguintes:

1. Dilatacdes e contragdes. Um operador linear da forma
L(x) =cx

é uma dilatacdo se ¢ > 1 e uma contracdo se 0 < ¢ < 1. O operador L ¢ representado
pela matriz ¢/, onde I é a matriz identidade 2 X 2. Uma dilatacdo aumenta o tamanho da
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1,5F 7 ‘ ’ . L5F ‘ ' b
1k ] 1| |
05+ ) . 05| .
oF - o 1
oS+ . . 0.5 - -
ALt . Al |
ALsE , , e ‘ C
il 0 1 2 al 0 1 2
(a) Triangulo definido por T (b) Dilata¢fo por um fator de 1,5
L,5F 7 ‘ ‘ R L5k ’ ' e
1} : 1| |
051 E 05} -
or . 0r .
0,5+ - a0.5 - -
Al E il E
aLsE . , L il5F | . | N
il 0 1 2 fil 0 1 2
{¢) Reflexdo em relagio ao cixo y (d) Rotac#o de 60°
Figura 4.2.3

figura por um fator ¢ > 1 e uma contragfio diminui a figura por um fator ¢ < 1. A Figura
4.2.3(b) mostra uma dilatac@o por um fator de 1,5 do tridngulo armazenado na matriz 7.

2. Reflexoes em relacd@o a um eixo. Se L, é uma transformacao que reflete um vetor x
em relacio ao eixo x, entdo L, ¢ wum operador linear e, portanto, pode ser representado
por uma matriz 2 X 2, A. J4 que

L.(e;)=¢; e Li(e)) =—e

1 0
=lo 1)
Similarmente, se L, é o operador linear que reflete um vetor em relagfo ao eixo y,
entdo L, € representado pela matriz
-1 0
0 1

A Figura 4.2.3(c) mostra a imagem do tridngulo T apds uma reflexfo em relagdo ao eixo
v. No Capitulo 7, aprenderemos um método simples para construir matrizes de reflexéo
que t&€m o efeito de refletir um vetor em relagdo a qualquer reta passando pela origem.

3. Rotagdes. Seja L a transformacdo que gira um vetor de um angulo 6 em relacéo a
origem no sentido trigonométrico. Vimos no Exemplo 2 que L € um operador linear
e que L(x) = Ax, em que

segue-se que

A= cost —send
~ |senf cosé
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A Figura 4.2.3(d) mostra o resultado da rotac@o do tridingulo T por 60° no sentido
trigonométrico.
4. Translagdes. Uma translagdo por um vetor a é uma transformagio da forma

Lx)y=x+a

Se a # 0, entdo L ndo ¢ uma transformagao linear e, portanto, L ndo pode ser repre-
sentada por uma matriz 2 X 2. Entretanto, em computacgfio grafica, é desejdvel efetuar
todas as transformagdes através de multiplicacdes matriciais. A forma de contornar
0 problema € introduzir um novo sistema de coordenadas, chamado de coordenadas
homogéneas. Este novo sistema nos permitird efetuar translagées através de trans-
formacdes lineares.

Coordenadas Homogéneas

O sistema de coordenadas homogéneas é formado correspondendo cada vetor em R? a um
vetor em R? tendo as mesmas duas primeiras coordenadas e tendo 1 como terceira coor-

denada:
X1
<> X2
1

Quando queremos mostrar um ponto representado pelo vetor de coordenadas homo-
géneas (x;, x,, 1)7, simplesmente ignoramos a terceira coordenada e mostramos o par
(-xl’ xl)'

A transformagdo linear discutida anteriormente deve agora ser representada por uma
matriz 3 X 3. Para fazer isto, pegamos a matriz de representagio 2 X 2 e a aumentamos
acrescentando a terceira linha e a terceira coluna da matriz identidade 3 X 3. Por exemplo,
em lugar da matriz de dilatacdo 2 X 2

30 ]
[ 0 3

temos a matriz 3 X 3

300
03 0
0 01
Note-se que
300 3x;
0 3 0 XQ 3XQ
0 0 1

Se L ¢ uma translagdo por um vetor a em R?, podemos encontrar uma representacio matri-
cial para L em relagdo ao sistema de coordenadas homogéneas. Simplesmente pegamos
a matriz identidade 3 X 3 e substituimos os dois primeiros elementos da terceira coluna
pelos elementos de a. Para ver como isto funciona, considere, por exemplo, uma translagéo
correspondente ao vetor a = (6, 2)". Em coordenadas homogéneas, isto & efetuado pela
multiplicacdo matricial

1 X+ 6
AX = XZ+2
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8 t 1 1 f 8 T T T
6 . 6F 1
4t . 41 .
2 . 2} .
o . ot .
! A ) l | H H !
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Figura 4.2.4 (a) Gréfico damatriz3 X 81.§ (b) Grifico da figura transladada AS

A Figura 4.2.4(a) mostra uma figura de tracos gerada de uma matriz 3 X 81, S. Se multi-
plicarmos S pela matriz de translacfio, A, o grifico de AS é a imagem transladada mostrada
na Figura 4.2.4(b).

APLICACAO 1 Guinada, Arfagem e Rolamento de um Avido

Os termos guinada, arfagem e rolamento sdo usados comumente na industria aeroespacial
para descrever as manobras de uma aeronave. A Figura 4.2.5(a) mostra a posicdo inicial de
um modelo de avido. Ao descrever guinada, arfagem e rolamento o sistema de coordenadas
corrente é dado em fungdo da posi¢do do veiculo. E sempre suposto que a aeronave estd
situada no plano xy com o nariz apontado na direcdo do eixo x positivo e a asa esquerda
apontando na direco do eixo y positivo. Posteriormente, quando o avifio se move, os trés
eixos coordenados se movem com o veiculo (ver Figura 4.2.5).

Uma guinada € uma rotag@o no plano xy. A Figura 4.2.5(b) mostra uma guinada de 45°.
Neste caso, a acronave girou de um angulo de 45° para a direita (sentido horario). Visto
como uma transformacfo linear no espago 3D, uma guinada ¢ simplesmente uma rotacio
em relagdo ao eixo z. Note-se que se as coordenadas iniciais do modelo de avifio sfo repre-
sentadas pelo vetor (1, 0, 0), entdo suas coordenadas xyz apds a guinada ainda serdo (1, 0.
0), ja que os eixos coordenados giraram com a aeronave. Na posicio inicial do avido, os
eixos x, y e z tém as direcdes dos eixos frente-ré, esquerda-direita e alto-baixo, mostrados
na figura. Referir-nos-emos a este sistema inicial de eixos frente, esquerda, alto, como o
sistema de eixos FEA. Ap6s a guinada de 45°, a posicao do nariz da aeronave em relacio

ao sistema de eixos FEA é (L, - L, Oj.
V202

Se virmos uma transformacdo de guinada em funcéo do sistema de eixos FEA, ¢é facil
encontrar uma representacdo matricial. Se o subespaco L corresponde 4 guinada por um
angulo u, entdo L girard os pontos (1, 0, 0) e (0, 1, O) para as posi¢des (cos u, —sen u, 0) ¢
(sen u, cos u, 0), respectivamente. O ponto (0, 0, 1) permanecerd inalterado pela guinada.
ja que é o eixo de rotacdo. Em funco de vetores coluna, se y,, y,¢¥; sdo as imagens dos
vetores da base padrio para R? sob L, entfo

cosu sen u 0
yi=Le) =] —senu|, y=L(ex)=J]cosul|l, y3=L(es)y=10
0 0 1

Portanto, a representacdo matricial da transformaco de guinada é

cosu senuy O
Y= —senu cosu O (D
0 0 1
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Esquerda
—~

Direita Direita

(a) Posicfio Original do Avido (b) Guinada de 45°

Frente Frente

Y
@;erda Esquerda

Py

. Direita
Direita

(c) Arfagem de —30° (d) Rolamento de 30°

Figura 4.2.5

Uma arfagem € uma rotagdo da aeronave no plano xz. A Figura 4.2.5(c) ilustra uma arfa-
gem de —30°. Como o angulo € negativo, o nariz da aeronave é girado de 30° para baixo
em direcdo ao eixo inferior da figura. Vista como uma transformacio linear no espago
3D, uma arfagem € simplesmente uma rotacdo em torno do eixo y. Como com a guinada,
podemos encontrar uma matriz para a transformagfo de arfagem em relaco ao sistema de
eixos FEA. Se L é uma transformacao de arfagem com dngulo de rotag@o v, a representacao
matricial de L é dada por

cosv 0 —senv
P=| 0 1 0 2)
senv O COS v

Um rolamento € uma rotaco da aeronave no plano yz. A Figura 4.2.4(d) ilustra um rola-
mento de 30°. Neste caso, a asa esquerda ¢ girada de 30° para cima, em direcfio ao eixo supe-
rior da figura, e a asa direita € girada de 30° para baixo, em direco ao eixo inferior. Vista como
uma transformac@o linear no espago 3D, um rolamento € simplesmente um giro em torno do
eixo x. Como com a guinada e a arfagem, podemos encontrar uma representacio matricial
para a transformacéo de rolamento em relacdo ao sistema de eixos FEA. Se L & uma transfor-
magao de rolamento com angulo de rotagdo w, a representacdo matricial de L é dada por

1 0 0
R=10 cosw —senw 3)
0 senw cosw

Se realizarmos uma guinada de um angulo u e depois uma arfagem de um angulo v, a
transformac@o composta ¢ linear; no entanto, sua representacdo matricial ndo é igual ao
produto PY. O efeito da guinada nos vetores da base padrio e, e, e e, é gira-los para as
novas direcdes y;, ¥, e ¥;. Logo, os vetores y,, ¥, e ¥, definem as direcdes dos eixos x, y e z
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quando realizamos a guinada. A transformag#o arfagem desejada é entfo uma rotagfio em
torno do novo eixo y (isto é, o eixo na dire¢do do vetor y,). Os vetores y, e y, formam um
plano e quando a arfagem ¢ aplicada, eles sdo ambos girados por um &ngulo » nesse plano.
O vetor y, permanecerd sem ser afetado pela arfagem, ja que estd sobre o eixo de rotagfo.
Entdo, a transformacdo composta L tem o seguinte efeito nos vetores da base padréio:

guinada arfagem
€ — Yy — COsSvYy;+senvys

guinada arfagem
=¥y >N
guinada arfagem
€3 — y3 — —Senvy; +cosvys
As imagens dos vetores da base padrio formam as colunas de uma matriz representando a
transformacdo composta:

cosv O —senv

(cosvyr +senvys, y2, —senvy; +cosvys) = (¥V1, V2, ¥3) 0 1 0
senv 0 cosv

=YP

Segue-se (ue a representa¢do matricial da composta € o produto das duas matrizes indivi-
duais representando a guinada e a arfagem, mas o produto deve ser feito na ordem inversa,
com a matriz de guinada Y a esquerda e a matriz de arfagem P a direita. Similarmente, para a
transformacdo composta de uma guinada com angulo u, seguida por uma arfagem com 4ngu-
lo v € entdio um rolamento com angulo w, a representacdo matricial seria o produto YPR.

PROBLEMAS DA SECAO 4.2

1. Veja o Problema 1 da Seg¢do 1. Para cada transfor- (@ x=(1,1,D7 b) x=02,1, )T
macdo linear L, encontre a representagdo matricial
padgrao de L. b ¢ (© x=(=5,327"

2. Para cada uma das seguintes transformacdes li- 5. Encontrea repre.:sentagéo matricia'l padrdo para ca-
neares L representando R® em R?, encontre uma da um dos seguintes 9peradores l'meares:
matriz A tal que L(x) = Ax para todo X em R*: (@) L ¢ o operador linear que gira todo x em R’
(@) L((x1,x2,x3)7) = (x; + x2, O)T por 45° no sentido horario.
(b) L((x1, X2, x3)7) = (x1, x2)7 (b) L ¢ o operador linear que reflete cada vetor X

em R? em relagio ao eixo x, e entfo gira-o 90°
no sentido trigonométrico.

(c) L dobra o comprimento de x e entfo gira-o 30°
no sentido trigonométrico.

(€) L((x1, 22, x3)") = (xp — x1, 13 — x2)”
3. Para cada um dos seguintes operadores lineares L
em IR? encontre uma matriz A tal que L(X) = Ax

para todo x em R’ :T T (d) L reflete cada vetor x em relagdo 4 linha x, =
(@) L((x1,x2,%)") = (x3, X3, X1) X, € entdo o projeta sobre 0 €ixo x,.
() L((x1, %2, 23)7) = (1, 0+ %0, 1+ 2+ 23)7 6. Seja

(© L((xr, %2, x3)7) = (2x3, x5 + 3x1, 2200 — x3)" 1 1 0
4. Seja L um operador linear em R? definido por b, = [ 1 l , bo=1|0, by= [ 1 ]
0 1 1

2X1 — Xy — X3

Lx)=|2x —x1 —x3 e seja L a transformacgdo linear de R? em R® defini-
2X3 — X{ — Xa da por
Determine a representagfio matricial padrio A de LX) = xi1by + x2bs + (01 + x2)bs
L e use A para encontrar L(x) para cada um dos Encontre a matriz A representando L em relagfio as
seguintes vetores X: bases {e;, e,} e {b;, b,, b;}.
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10.

Seja

Y1 =

i 1
I'l, 2=11]. w»=
1 0

1
)
0
¢ seja Z o operador identidade em R>.
(a) Encontre as coordenadas de Z(e,), Z(e,) e Z(e;)
em relacdo a {y,, ¥» ¥;}-
(b) Encontre uma matriz A tal que Ax é o vetor de
coordenadas de x em relagdo a {y,, y,. ¥;}.

. Sejam y,, y, € y; definidos como no Problema 7 e

seja L o operador linear definido por

L{ciy1 + c2y2 + c3y3)
= (c1 + 2 +3)y1 + Qe +c3)y, — 2oy + a3)ys

(a) Encontre uma matriz representando L em rela-
¢do a base ordenada {y,, ¥, ¥;}.

(b) Para cada um dos seguintes, escreva o vetor
X como uma combinacio linear de y,, y, e ¥,
e use a matriz da parte (a) para determinar

@ x=(7.527 Gi) x=@3.2 17
Gii) x=(, 2, 3)T
Seja
0O 0 1 1 0
R=10 1 1 0 0
T 1 1 1 1

Os vetores coluna de R representam as coordena-

das homogéneas de pontos no plano.

(a) Desenhe a figura cujos vértices correspondem
aos vetores coluna de R. Que tipo de figura
é?

(b) Para cada uma das escolhas seguintes de A,
esboce o gréfico da figura representada por
AR e descreva geometricamente o efeito da
transformac&o linear.

1 oo
a=]o L o
0 0 1
1 1
s =0
3 — 1 1
i A=[-L 1 0
0 0 1
1 0 2
(Gii) A=1]0 1 -3
0 0 1

Para cada um dos seguintes operadores lineares em

R?, encontre a representacdo matricial da transfor-

mac¢do em relacdo ao sistema homogéneo de coor-

denadas:

(a) A transformacdo L que gira cada vetor por
120° no sentido trigonométrico.

11.

12.

13.

14.
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(b) A transformacdo L que translada cada ponto
de 3 unidades para a esquerda ¢ 5 unidades
para cima.

(¢) A transformacio L que contrai cada vetor por
um fator de um tergo.

(d) A transformac@o que reflete um vetor em rela-
¢do ao eixo y e entdo o translada 2 unidades
para cima.

Determine a representacdo matricial de cada uma

das seguintes transformacdes compostas:

(a) Uma guinada de 90°, seguida por uma arfa-
gem de 90°.

(b) Uma arfagem de 90°, seguida por uma gui-
nada de 90°.

(¢) Uma arfagem de 45°, seguida por um rola-
mento de —90°.

(d) Um rolamento de —90°, seguido por uma
arfagem de 90°.

(¢) Uma guinada de 45°, seguida por uma arfa-
gem de —90° e entfio um rolamento de —45°,

(f) Um rolamento de —45°, seguido por uma arfa-
gem de —90° e entdio uma guinada de 45°.

Sejam ¥, P e R as matrizes de guinada, arfagem e

rolamento dadas nas equagdes (1), (2) e (3) e scja

Q =YPR.

(a) Mostre que ¥, P e R tém determinantes iguais
al.

(b) A matriz Y representa uma guinada com angu-
lo u. A transformac@o inversa deveria ser uma
guinada com angulo —u. Mostre que a repre-
sentacdo matricial da transformacio inversa é
Yeque YT =YL

(¢) Mostre que Q & ndo singular ¢ expresse Q!
em funcdo das transpostas de ¥, P e R.

Seja L a transformacéo linear representando P, em

R? definida por
1
/ px)dx ]
0
p0)

Encontre uma matriz A tal que

Lp(x)) =

Lo+ Bx) = A ["‘]
B
A transformacio linear L definida por

L(p(x)) = p'(x) + p(0)

representa P; em P,. Encontre a representagio ma-
tricial de L em relacdo as bases ordenadas [x2, x, 1]
e [2, 1 — x]. Para cada um dos seguintes vetores
p(x) em P, encontre as coordenadas de L(p(x)) em
relagdo a base ordenada [2, 1 — x]:

(a8 x24+2x-3 (b) x*+1

(¢) 3x @) 4x> +2x
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15. Seja S o subespaco de Cla, b] coberto por &', xe*
e x’¢". Seja D o operador diferenciagio em S.
Encontre a representacio matricial de D em rela-
cdo a [e*, xe*, x’e'].

16. Seja L um operador linear em R". Suponha que
L(x) = 0 para algum x # 0. Seja A uma matriz
representando L em relagdo 4 base padrio {e,,
e,,..., e,}. Mostre que A é singular.

17. Seja L um operador linear em um espaco ve-
torial V. Seja A uma matriz representando L em
relagdo a base ordenada {v,, ..., v,} de V, isto é,
L(v;)= Ejzlaijv,.,j =1,...,n. Mostre que A" é a
matriz representando L em relagdo a {v,, ..., v,}.

18. Seja E = {u,, u,, u;} e F ={b,, b,}, onde

1 1 -1
2 s 3 = 1
1 1

0

—1
Para cadauma das seguintes transformagdes line-
ares L de R? em R?, encontre a matriz represen-

u = , W=

19.

20.

tando L em relacdo as bases ordenadas de E e

F:

(@) L(x) = (x5, x1)7

(b) L(x) = (x1 + X2, x1 — x3)7

© LX) = (2%, —x1)"

Suponhaque L;: V— We L,: W — Z sdo transforma-

¢Oes lineares e que E, I e G sio bases ordenadas para

V, We Z, respectivamente. Mostre que se A represen-

ta L, emrelagfio a E'e F, e B representa L, em relagdo

a F'e G, entdo a matriz C = BA representa I, o L, :

V — Z em relagio a E e G. [Sugestdo: mostre que

BA[v]; = [(L,° L)) (v)]; paratodo v € V]

Sejam V e W espagos vetoriais com bases ordena-

das E e F, respectivamente. Se L : V — W é uma

transformagio linear e A é a matriz representando

L emrelacdo a E e F, mostre que

(a) v € nucl(L) se e somente se [v]; € nucl(A).

(b) w € L(V) se e somente se [w], estd no espaco
coluna de A.

'4.3 Similaridade

Se L € um operador linear em um espaco vetorial n-dimensional V, a representacio mairi-
cial de L dependerd da base ordenada escolhida para V. Usando diferentes bases, é pos-
sivel representar L por diferentes matrizes n X n. Nesta secio, consideramos diferentes
representacOes matriciais de operadores lineares e caracterizamos a relagfio entre matrizes

representando o mesmo operador linear.

Comecemos considerando um exemplo em R2. Seja L o operador linear representando o
operador linear representando R? nele mesmo definido por

L(x) = (2x1, x; + x)"

J4 que

Len= 7] e L<e2>=[?]

segue-se que a matriz representando L em relacdo a {e, e,} é

=[]

Se usarmos uma base diferente para R? a representacdo matricial de L mudar4. Se, por

we1) < el

como base, entdo, para determinar a representacfio matricial de L em relacdo a {u,, u,}
devemos determinar L(u,) e L(u,) e expressar estes vetores como combinagdes lineares de
u, e u,. Podemos usar a matriz A para determinar L(u;) e L(i,):

ta=au= {1 7] (1] = 3]

exemplo, usarmos
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2 0 -1 -2 s
== (28] ()= [
Para expressar estes vetores em fungéo de u, e u,, usamos a matriz de transi¢do para

mudar da base ordenada {e,, e,} para {u,, u,}. Primeiramente calculamos a matriz de tran-
sicdo de {u,, u,} para {e e,}. Esta é simplesmente

U= (u,u) = H ~}]

A matriz de transi¢o de {e,, €,} para {u,, u,} serd entdo

N

I
M= =
W= =

Para determinar as coordenadas de L(u,) e L(u,) em relacdo a {u,, u,}, multiplicamos os
vetores por U™

1 1
LI tl2) - ]2
U'lL(w) =U""Au, = f f ] = [ ]
-7 7)) 2 0
1 1
= —1
U'lL(wy) = U Awy, = 22 ] = [ ]
1 1 0 1
2 2

Portanto,
L(uay) = 2u; + Ouy
L) = —1ug + Iwp

e a matriz representando L em relacdo a {u,, u,} é
2 -1
=16 )
Como A e B estdo relacionadas? Note que as colunas de B sfo

[é] =U"'Au; e [_}] =U"lAw,
Logo,

B= U 'Au, U 'Aw) = U'A(uy, w) = UAU
Portanto, se

(i) B é a matriz representando L em relagdo a {u,, u,}
(ii) A € a matriz representando L em relagio a {e,, €,}
(iii) U é a matriz de transi¢do correspondente 2 mudanca de base de {u,, u,} para {e,,
€}

entdo
B =UTAU (N

Os resultados estabelecidos para este operador linear particular em R? sdo tipicos do
que acontece em umm contexto mais geral. Mostraremos em seguida que um tipo de relagdo
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como o dado em (1) valerd para quaisquer duas representacdes matriciais de um operador
linear que representa um espago vetorial n-dimensional nele mesmo.

Teorema 4.3.1 Sejam E = {v,, ..., v,} e F = {w,, ..., w,} duas bases ordenadas para um espaco
vetorial V e seja L um operador linear em V. Seja S a matriz de transi¢do representando
a mudanc¢a de F para £. Se A ¢é a matriz representando L em relacio a E, e B é a matriz
representando L em relacfio a F, entdo B = S 'AS.

Demonstracdio  Seja x qualquer vetor em R” ¢ seja
V=x1W; +xo0wWy + -4+ x,W,
Seja
y=3S5x, t=Ay, z=Bx @)
Segue-se da defini¢do de S que y = [v]; e, portanto,
V=YiVi+ o YaVp
Como A representa L em relagio a E e B representa L em relacfo a F, temos
t=[L(V)]e e z=[LMW)]F

A matriz de transi¢do de E, para F é S7!. Logo,

St=1z 3
A
Y e t Segue-se de (2) e (3) que
5 s STIASx = S~lAy = $~'t =z = Bx
1 (ver Figura 4.3.1). Logo,
A
S71ASx = Bx

Figura 4.3.1 Para todo x € IR, e portanto S~'AS = B. ' B

Outra maneira de ver o Teorema 4.3.1 é considerar S como a matriz representando a
transformagdo identidade 7 em relacdo as bases ordenadas

F={w,...,w,} e E=/{v,...,V,}

Se
) I Srepresenta 7 em relacio a Fe E
Base E: V oenne . v A representa L em relacac a E
S~ representa 7 em relagioa Ee F
! § S I entdo L pode ser expressa como um operador composto Z ¢ Lo Z ¢
B a representagio matricial dos componentes. Portanto, a representa-
Base F; V = g V' ¢lo mafricial de 7 o L o Z em relacfo a F é ST'AS. Se B é a matriz
representando L em relacfo a F, entfio B deve ser igual a ST'AS (ver
Figura 4.3.2 Figura 4.3.2).

Defini¢do | Scjam A e B matrizes n X n. B é dita similar a A se existe uma matriz nio singular §
tal que B = S'AS. )
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Note-se que se B & similar A, entdo A = (§7')'BS~! € similar a B. Logo, podemos sim-
plesmente dizer que A e B sf0 matrizes similares.

Segue-se do Teorema 4.3.1 que, se A ¢ B sdo matrizes n X n representando o mesmo
operador L, entdo A e B sdo similares. Por outro lado, suponha-se que A representa L em
relacdo a base ordenada {v,, ..., v,} ¢ B = S 'AS para alguma matriz ndo singular S. Se
Wy, ..., W, sdo definidos por

Wi =S1V1+8va+ -+ 85,0V
Wi = S12V) + 8§20V + - - -+ 85,0V,

Wy = S15 V1 +82,V2 + -0 + Sy Vs

entdo {w,, ..., w,} € uma base ordenada para V, e B é a matriz representando L em relagio
af{w, .., w,}.

EXEMPLO |  Seja D o operador diferenciacio em P,. Encontre a matriz B representando D em

relacdo a [1, x, x*] e a matriz A representando D em relagfo a [1, 2x, 4x? — 2].
Solucdo
DH=0-140-x+0-x>

Dx)=1-140-x+0-x2
Dx*)=0-142-x40-x2

=

o

A matriz B é entfio dada por

010
B=10 0 2
0 06 0

Aplicando D a 1, 2x e 4x* — 2, obtemos
D=0-140-2x+0-(4x*—2)
DQ2x)=2-1+0-2x+0- (4x> —2)
DMAx>—2)=0-144-2x+0-(4x*>=2)

Logo,
g 2 0
A=1}0 0 4
0 0 0

A matriz de transi¢do S correépondente a mudanca de bases de [1, 2x, 4x*> ~ 2} para [1, x,
x*] e sua inversa sfio dadas por

1 0 -2 10 3
S= 0 2 O e S_lz O % O

(Ver Exemplo 6 do Capitulo 6, Secdo 5.) O leitor pode verificar que A = S'BS. =
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EXEMPLO 2 Seja L um operador linear representando R* em R? definido por L(x) = Ax, onde

2 20
A=1)1 1 2
11 2

Logo, a matriz A representa L em relacdo a {e,, e,, ,}. Encontre a matriz representando L
em relac@o a {y,, y,, y5}, onde

SERSHRS

L(y)) = Ay; = 0 = 0y; + Oy, + Oys
L(y;) = Ay, = y2 = Oyy + 1y, + Oy
L(ys3) = Ays = 4y3 = Oy; + Oy> + 4y3

Solucio

Logo, a matriz representando L em relacdo a {y,, ¥,, ¥:} é

0 0 0
D=]0 1 0
0 0 4

Poderfamos ter encontrado D usando a matriz de transicdo Y = (y,, y,, ¥;) € calculando

D =Y 1AY

Isto foi desnecessdrio devido a simplicidade da acfio de L sobre a base {y,, y,, ¥1}. L]

No Exemplo 2, o operador linear L € representado por uma matriz diagonal D em relagdo
abase {y,, ¥», ¥5}. E muito mais simples trabalhar com D do que com A. Por exemplo, é mais
facil calcular Dx e D"x do que Ax e A"x. Geralmente ¢ desejdvel encontrar a representacio
mais simples possivel para um operador linear. Em particular, se o operador pode ser repre-
sentado por uma matriz diagonal, esta € usualmente a representago preferida. O problema de
encontrar uma representacio diagonal para um operador linear serd estudado no Capftulo 6.

PROBLEMAS DA SECAO 4.3

1. Para cada um dos seguintes operadores lineares L e
em R? determine a matriz A representando L em
relaco a {e,, e,} (ver Problema 1 da Secio 2) e a
matriz B representando L emrelagdoa {u, = (1, 1)7,
w = (=1, D}
(@) L(x) = (—x1, x)7
(© LX) = (x, x)"
(&) L(x) =x2€y

=[] =13

Seja L a transformagc@o linear definida por

®) L) = —x :
(d Lx) = %X L(x) = (—x1, x2)

¢ seja B a matriz representando L em relacdo a {u,, u,}

. Sejam {u,, w,} e {v,, v,} bases ordenadas para R?,

onde
{1 _ {1
u = 11 w = 1

[do Problema 1(a)].

(a) Encontre a matriz de transigo § correspondente
a mudanca de base de {u,, u,} para {v, v,}.

(b) Encontre a matriz A representando L em rela-
cio a {v,, v,} calculando SBS™".



(¢) Verifique que
L(vi) = anvi +anvy
L(vy) = apvi +anv;
. Seja L a transformac@o linear em R* definida por

2x1 — X2 — X3
L(x)=]2x—x; —x3
2X3 — X1 — X2

e seja A a representacgiio matricial padrdo de L (ver
Problema 4 da Secdo 2). Seu, = (1, 1,07, u, =
(1,0, D e u; = (0, 1, 1), entdo {u;, u,, u,} é
uma base ordenada paraR*e U = {u,, u,, u;} éa
mairiz de transi¢fio correspondente 2 mudanca de
base de {u,, u,, u;} para a base padrio {e,, e,, €,}.
Determine a matriz B representando L em relacdo
a base {u,, u,, u,} calculando U™ 'AU.

. Seja L o operador linear representando R* em R?
definido por L(x) = Ax, onde

3 -1 =2
A=1]2 0 -2
2 -1 -1

e seja

(1))

Encontre a matriz de transi¢@o V correspondente &
mudancga de base de {v,, v,, v;} para {e;, e,, €;} ¢
use-a para determinar a matriz B representando L
emrelacdo a {v,, v, v;}.

. Seja L o operador em P, definido por

L(px)) = xp'(x) + p"(x)

(a) Encontre a matriz A representando L em rela-
cdoall,x, x?.

(b) Encontre a matriz B representando L em rela-
c¢doal[l,x, 1+ x%.

(¢) Encontre a matriz S tal que B = S™'AS.

(d) Se p(x) = a, + ax + a,(1 + x?), calcule
L (p ().

. Seja Vo subespacgo de Cla, b] coberto por 1, €', e™*

e seja D o operador diferenciacfio em V.

(a) Encontre a matriz de transi¢fio S representando
amudancade coordenadas dabase ordenada[1,

Problemas do Capitulo 4

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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', e”*] para abase ordenada [1, cosh x, senh x].
Leosh x = 5 (¢" + ¢ ")y sonh 5 = Fe" —e )

(b) Encontre a matriz A representando D em rela-
¢do a base ordenada [1, cosh x, senh x].

(c) Encontre a matriz A representando D em rela-
cdoall, e, e ™.

(d) Verifique que B = S7'AS.

. Demonstre que se A & similara B e B é similara C,

entdo A € similar a C.

. Suponha que A = SAS™', onde A é uma matriz

diagonal com elementos na diagonal A,, A,, ...,

A,

(a) Mostre que As, = A;8,i =1, ..., n

(b) Mostre que se X = a8, + a8, + ...
entdo

+ a8

ns

AkX = O[l)\.II(S] -+ 0[2)\.552 + -+ ankﬁsn

() Suponha que [A] < 1,i=1, ..., n. O que
acontece com A*X quando k — ? Explique.

. Suponha que A = ST, onde S é nfo singular. Seja

B = triangular superior. Mostre que B é similar a A.
Sejam A e B matrizes n X n. Mostre que se A é
similar a B, entdo existem matrizes n X n, Se 7,
com S ndo singular, tais que

A=ST e B=TS

Mostre que se A e B sdo matrizes similares, entdo
det(4) = det(B).

Sejam A e B matrizes similares. Mostre que

(a) AT e B7 sdo similares.

(b) A*e B*sdo similares para todo inteiro positivo k.
Mostre que se A € similar a B ¢ A € nfo singular,
entdo B deve ser também néo singulare A™' e B™!
s@o similares.

Sejam A e B matrizes similares e seja A qualquer
escalar. Mostre que

(@) A — Me B — A sdo similares.

(b) det(A — A = det(B — AD).

O traco de uma matriz n X n, A, escrito tr(4), é a
soma de seus elementos diagonais; isto €,

tr(A) =an+tan+--+da
Mostre que

(a) tr(AB) = tr(BA).
(b) se A € similar a B, entdo tr(4) = tr(B).

EXERCICIOS MATLAB
1. Use MATLAB para gerar uma matriz W e um

vetor x fazendo

W= triu(ones(5)) ¢ x=[1:5]

As colunas de W podem ser usadas para formar
uma base ordenada

F={w;, w,, w;, w,, ws}
Seja L : R* — R’ um operador linear tal que
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Liw) =w,, Lw,)) =w,, Lw)=w,
e
L(ws) = 4wy 4 3w, +2w; + wy
L(Ws) = Wi + Wy + w3 + 3w, + ws

(a) Determine a matriz A representando L em rela-
cdo a F e entre com os dados em MATLAB.

(b) Use MATLAB para calcular o vetor de coor-
denadas y = W 'x de x em relagdo a F.

(¢) Use A para calcular o vetor z de L(x) em rela-
caoa K

(d) W € a matriz de transi¢io de F para a base
padrdo de R’. Use W para calcular o vetor de
coordenadas de L(x) em relac#o & base padrgo.

. Faca A = triu(ones(5)) * tril(ones(5)). Se

L denota o operador linear definido por L(x) = Ax
para todo x em R", entdo A € a matriz represen-
tando L em relacdio a base padrdo de R. Construa
uma matriz 5 X 5, U, fazendo

U = hankel(ones(5, 1), 1:5)

Use a funcdo rank de MATLAB para verificar

que os vetores coluna de U sdo linearmente inde-

pendentes. Portanto, £ = {u,, W,, U,, U,, U;} € uma
base ordenada para R’. A matriz U € a matriz de
transic¢éio de E para a base padrio.

(a) Use MATLAB para calcular a matriz B repre-
sentando L em relacdo a E. (A matriz B deve
ser calculada em fungiio de A, Ue U™'))

(b) Gere outra matriz fazendo

V =toeplitz([1,0,1, 1, 1])

Use MATLAB para testar se V € nfio singular.
Segue-se que os vetores coluna de V sdo line-
armente independentes e, portanto, formam
uma base ordenada F de R°. Use MATLAB
para calcular uma matriz C, que representa L
emrelagfo a F. (A matriz C deve ser calculada
em funcdio de A, Ve V1)

(c) Asmatrizes B e Cdas partes (a) e (b) devem ser
similares. Por qué? Explique. Use MATLAB
para calcular a matriz de transi¢io S de F para
E. Calcule a matriz C em funcgo de B, Se S~
Compare seu resultado com o resultado da
parte (b).

. Seja

A = toeplitz(l:7),
S = compan(ones(8, 1))

efaca B = §7! *A *S. As matrizes A € B s30 simi-
lares. Use MATL.AB para verificar que as seguintes
propriedades sdo vilidas para estas duas matrizes:
(a) det(B) = det(A)

(b) BT = STAT(ST)™!

(©) Bl1=§1A"1§

@ B =5"TA"S

() B-3I=5YA—-3I)S

@) det(B — 3D = det(A — 3D

(g) w(B) = tr(A) (Note-se que o tragco de uma
matriz pode ser calculado com o comando
MATLAB trace.)

Estas propriedades serfio vilidas em geral para

qualquer par de matrizes similares (ver Problemas

11-15 da Sego 3).

TESTEA DO CAPITULO
Verdadeiro ou Falso

Para cada um dos enunciados que se seguem, responda
verdadeiro se o enunciado é sempre verdadeiro e res-
ponda falso, caso contrdrio. No caso de um enunciado
verdadeiro, explique ou demonstre sua resposta. No
caso de um enunciado falso, dé um exemplo para mos-

_trar que o enunciado nem sempre € verdadeiro.

1. Seja L : R* — R” um operador linear. Se L(x,) =
L(x,), entdio os vetores X, € X, devem ser iguais.

2. Se L, e L, sdo ambos operadores lineares em um
espaco vetorial V, entdo L, + L, é também um
operador linear em V, onde L, + L, é a transfor-
magéo definida por

(Ly + Ly)(v) = L1(V) + La(v) paratodo v € V

3. Se L:V — Véum operador linear e x € nucl(L),
entdo L(v + x) = L(v) paratodov € V.

4. SeL, gira cada vetor x em R? de 60° e entdo reflete
o vetor resultante em relagfio ao eixo x, e se L, é
uma transformac@o que efetua as mesmas opera-
¢des, mas na ordem inversa, entdo L, = L,.

S. O conjunto de todos os vetores X usados no siste-
ma homogéneo de coordenadas (ver aplicacio em
computacdo gréfica e animaco na Secdo 2) forma
um subespago de R>.

6. SejaL:R?* — R? um operador linear, e seja A a repre-
sentaco matricial padrdo de L. Se I? € definido por

L*(x) = L(L(x)) para todo x € R?

entdo L? é um operador linear e sua representagio
matricial padréo & dada por A2.

7. Seja E = {x,,X,,..., X,} uma base ordenada para R”.
SeL :R"—R'eL,: R"— R" #8m a mesma repre-
sentacdo matricial em relagdio a F, entdo L, = L,.

8. Seja L : R* - R" um operador linear. Se A € a
representacdo matricial padrdo de L, entdo uma
matriz B, n X n, serd também uma representacdo
matricial de L se e somente se B é similar a A.

9. Sejam A, B e C matrizes n X n. Se A é similar a B
e B & similar a C, entdo A é similar a C.

10. Duas matrizes quaisquer que tm o mesmo trago
sdo similares. [Este enunciado é o inverso da parte
(b) do Problema 15 na Secéo 3.]
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1. Determine se os operadores seguintes sdo lineares
em R%
(a) L ¢ o operador definido por

L(x) = (x; + x2, 1)
(b) L é o operador definido por
L) = (ux, 1)’

2. Seja L um operador linear em R? e seja

(1) == 12) 2= (5

Loy =[3] ¢ Low= 73]

A
Se

encontre o valor de L(v,).
3. Seja L o operador linear em R® definido por

X2 — X1
Lx)=|x3—x
X3 — Xy

eseja S = Cob((1, 0, 1))).
(a) Determine o nicleo de L.
(b) Determine L(S).
4. Seja L o operador linear em R? definido por

A2
X1
X1 =+ X2

L(x) =

Determine o codominio de L.
5. Seja L : R? — R3 definido por

X1+ X2
Xy — X2
3x1 + 2%

Lx) =

Encontre uma matriz A tal que L(x) = Ax para
todo x em R?,

10.
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. Seja L o operador linear em R? que gira um vetor

de 30° no sentido trigonométrico e entdo reflete o
vetor resultante em relagdo ao eixo y. Encontre a
representacdo matricial padrio de L.

. Seja L o operador de translagio em R? definido

por
2
L(x)=x+a, ondea= [5]

Encontre a representacio matricial de L em rela-
¢do ao sistema homogéneo de coordenadas.

w- (] w3

e seja L o operador linear que gira vetores em R?
de 45° no sentido trigonométrico. Encontre a re-
presentagdo matricial de L em relac@o a base orde-
nada {u,, u,}.

o [1] e 2]
S E )

e seja L um operador linear em R? cuja representagéo
matricial em relagdo 2 base ordenada {u,, u.} é

A:ZI]

. Seja

. Sejam

3 2

(a) Determine amatriz detransiciodabase {v,,v,}
para a base {wu, u,}.

(b) Encontre a representagfio matricial de L em
relaco a {v,, v,}.

Sejam A e B matrizes similares.

(a) Mostre que det(A) = det(B).

(b) Mostre que se A é qualquer escalar, entdo
det(A — Al = det(B — Al).
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Podemos ampliar a estrutura de um espaco vetorial definindo um produto escalar ou interno.
Tal produto nfo € uma verdadeira multiplicacio vetorial, jd que a cada par de vetores asso-
cia um escalar em vez de um terceiro vetor. Por exemplo, em R?, podemos definir o produto
escalar de dois vetores x e y como x7 y. Podemos pensar em vetores em R? como segmentos
de reta orientados a partir da origem. Néo ¢é dificil mostrar que o dngulo entre dois segmen-
tos de reta serd reto se e somente se o produto escalar dos vetores correspondentes € nulo.
Em geral, se V € um espago vetorial com um produto escalar, entdo dois vetores em V sdo
ditos ortogonais se seu produto escalar é nulo.

Podemos pensar em ortogonalidade como uma generalizagdo do conceito de perpen-
dicularidade a qualquer espago vetorial com um produto interno. Para ver o significado
disto, considere o seguinte problema: Seja / uma reta passando pela origem e seja Q um
ponto fora de /. Encontre o ponto P de [ que estd mais préximo de Q. A solugfio P deste
problema € caracterizada pela condicio que QP € perpendicular a OP (ver Figura 5.0.1).
Se pensarmos na linha / como correspondendo a um subespaco de R? e v = OQ como um
vetor em R?, entdo o problema é encontrar um vetor no subespago que estd “mais préximo”
de v. A solucéio p serd entdo caracterizada pela propriedade que p € ortogonal a v — p (ver
Figura 5.0.1). No estabelecimento de um espago vetorial com um produto interno, pode-
mos considerar problemas de minimos quadrados generalizados. Nestes problemas, é dado
um vetor v.em Ve um subespaco W. Queremos encontrar um vetor em W que estd “mais
préximo” de v. Uma solugdo p deve ser ortogonal a v — p. Esta condicfo de ortogonalidade
fornece a chave para resolugio do problema de minimos quadrados. Problemas de minimos
quadrados aparecem em muitas aplica¢Ges estatisticas envolvendo tratamento de dados.

P
Figura 5.0.1
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'5.! O Produto Escalar em R”

Dois vetores x e y em R” podem ser vistos como matrizes n X 1. Podemos entio formar o
produto matricial X” y. Este produto é uma matriz 1 X 1 que pode ser encarada como um
vetor em R' ou, mais simplesmente, um ntimero real. O produto x” y é chamado de produto
escalar de x e y. Em particular, se x = (x,, ..., x)" ey = (y;, ..., y,)7, entéo

XTy =xyi1+x2y:+ -+ Xy ¥

EXEMPLO | Se

3 4
x=1{-2 e y=1]3
1 2
entio
4
xTy:[3 ) 1] 3| =3.4-2.3+1.2=38 -
2

O Produto Escalar em R?e R’

Para ver o significado geométrico do produto escalar, comecemos por restringir nossa aten-
¢do a R? e R*. Vetores em R? ¢ R? podem ser representados por segmentos de reta orien-
tados. Dado um vetor x em R? ou R?, seu comprimento euclidiano pode ser definido em
fungdo do produto escalar:

L/x?;l—x?L Sex € R?

Ixl = ") = 1"

xI+x3 +x; Sex eR?
Dados dois vetores ndo nulos x e y, podemos pensar neles como segmentos de reta orien-
tados iniciando no mesmo ponto. O angulo entre os dois vetores é entfo definido como
o angulo 6 entre os segmentos. Podemos medir a distincia entre os vetores medindo o
comprimento entre o ponto terminal de X e 0 ponto terminal de y (ver Figura 5.5.1). Logo,
temos a seguinte definigfo.

Definigdo | Sejam x e y vetores em R? ou R®. A distancia entre x e y é definida como o nimero
Ix =yl

EXEMPLO 2 Sex= (3,4 ey = (—1,7), entdo, a distincia entre X e y ¢ dada por

ly —xll = V(-1 =32+ (7 - 42 =5 =

O angulo entre os dois vetores pode ser calculado usando o seguinte teorema:

Teorema 5.1.1 Se x ey s@o dois vetores ndo nulos em R? ou R? e 6 é o Angulo entre eles, entdo

x"y = IIx|lllyll cos @ (D)
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J(X1~x2)

e (V15 ¥2)

Figura 5.1.1

Demonstracdo  Os vetores X,y e y — x podem ser usados para formar um tridngulo como
na Figura 5.1.1. Pela lei dos cossenos, temos

ly — xII* = IxI? + IlylI* = 2lx]| |yl cos @

¢, portanto, segue-se que

IxIl iyl cos & = L(IxI* + liyll> — Ily — x||*)
= LxI* + Iyl* = v — %7 (y — %)
= SUXIP+IyIP — 0Ty -y x - x"y +xx))
=x'y =

Se x e y sfo vetores nfio nulos, entfo podemos especificar suas dire¢des formando veto-
res unitarios

1 1
u=-— e VvV=-—y
Il Il
Se 0 ¢é o dngulo entre x e y, entdo
T
X
cosf y r

= =uyVv
iyl

O cosseno do dngulo entre os vetores X e y € simplesmente o produto escalar dos vetores
dire¢fo correspondentes u e v.

EXEMPLO 3 Sejam x e y os vetores do Exemplo 2. As diregdes destes vetores sdo dadas pelos
vetores unitarios

3 1
1 5 1 ~ 5/
U= —X= e V=—y= W2
Il 4 1M 7
5 52
O cosseno do angulo 9 entre estes dois vetores é
1
cosf =u'v=—
V2
e, portanto, 8 = %. B
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Corolario 5.1.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Definicdo | Os vetores x e y em R? (ou R?) séo ditos ortogonais se x” y=0.

Se x e y sdo vetores em R? ou R?, entdo

X"yl < Ix/lyl @

com a igualdade valendo se e somente se um dos vetores é 0 ou um vetor é miltiplo do
outro.

Demonstracde A desigualdade se segue de (1). Se um dos vetores é 0, entdo ambos 0s
membros de (2) sdo nulos. Se ambos os vetores sdo ndo nulos, segue-se de (1) que a igual-
dade € vdlida em (2) se e somente se cos # = *1. Mas isto implicaria que os vetores estio
no mesmo sentido ou no oposto e logo um dos vetores deve ser miiltiplo do outro. B

Se x"y = 0, segue-se do Teorema 5.1.1 que ou um dos vetores é nulo ou que cos 6 = 0,
o angulo entre os vetores é reto.

EXEMPLO 4 (a) O vetor 0 é ortogonal a todos os vetores em R2.

3 —4
(b) Os vetores [ 5 ] e [ 6 ] sd0 ortogonais em R?,

2 1
(¢) Os vetores [ -3 ] e [ 1 ] sdo ortogonais em IR3, ]
1 1

Projecoes Escalares e Vetoriais

O produto escalar pode ser usado para encontrar a componente de um vetor na direco de
outro. Sejam X ¢ y vetores ndo nulos em R? ou R3. Gostariamos de escrever X como uma
soma da forma p + z, onde p estd na direclio de y e z & ortogonal a p (ver Figura 5.1.2).
Para isto, seja u = (1/]|y |)y. Logo, u € um vetor unitdrio (comprimento 1) na direcio de y.
Queremos encontrar « tal que p = cu é ortogonal az = X — au. Parap

Figura 5.1.2

e Z serem ortogonais, o escalar « deve satisfazer
o = ||x]| cos @
_ Ixll iy}l cos 0
iyl
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_x'y
Iyl

O escalar « € chamado de projecdo escalar de x em y e o vetor p é chamado de projecdo
vetorial de x em y.

Projecdo escalar de x em y:
x'y
o = —
Iyl
Projegdo vetorial de x em y:
1 x'y
Iyl y'y

EXEMPLOS5 Oponto QnaFigura5.1.3 ¢ o ponto dalinha y = 1 x que estd mais proximo do ponto

(1, 4). Determine as coordenadas de Q.

(4,4

=1
i % y= 3
W
g»" 'WMTJM 1Q I
3
Figura 5.1.3

Solucdo
O vetor w = (3, 1) é um vetor na direcio da reta y = %x. Sejav = (1, 4)". Se Q é o ponto
desejado, entdo Q7 € a projecao vetorial de v em w.

T
r (VW _ 7 (3 (21
Q= (WTW)W_E [1] B [0’7
Logo, Q0 = (2,1; 0,7) € o ponto mais préximo. B

Notacdo

Se P, e P, sdo pontos 1o espago 3D, escreveremos o vetor de P, a P,como ﬁ

Se N é um vetor ndo nulo e P, € um ponto fixo, o conjunto de pontos P tais que ﬁ é
ortogonal a N forma um plano 7 no espago 3D que passa por Py. O vetor N e o plano 77530
ditos normais um ao outro. Um ponto P = (x, y, 7) estard em 7 se e somente se

e
(PyPYIN=0
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Se N = (a, b, c)T e P, = (x,, ¥o» 20)» €Sta equagio pode ser escrita sob a forma

a(x —xg) +b(y —yo) +c(z—20) =0

EXEMPLO 6 Encontre a equaciio do plano passando pelo ponto (2, —1, 3) e normal ao vetor N =
(2,3,4)".

Solucéo
ﬁ =(x—2,y+1L,z—-3". A equacdo € (P(TP)TN =0, ou

2x—=2)+3(y+1)+4z—-3)=0 B

A cobertura de dois vetores linearmente independentes x e y em R? corresponde a um
plano no espaco 3D. Para desenvolver a equacio do plano, precisamos encontrar um vetor
perpendicular ao plano. Na Secgo 3 do Capitulo 2, foi mostrado que o produto vetorial de
dois vetores ¢ ortogonal a cada vetor. Se tomarmos N = x X y como nosso vetor normal,
entdo a equagdo do plano € dada por

mx+ny+nyz=0

EXEMPLO 7 Encontre a equacio do plano que passa através dos pontos
P1:(17172)9 P2:(27393)1 P3:(3s_373)

Solucéo
Sejam
N 1 N 2
X=PP=]2 e y=PP=]|—-4
1 1

O vetor normal N deve ser ortogonal a x e y. Se fizermos

6
N=xxy= 1
—8

entdo N serd um vetor normal ao plano que passa pelos pontos dados. Podemos entdo usar
qualquer dos pontos para determinar a equagdo do plano. Usando o ponto P, vemos que a
equagdo do plano é

6x—D+(—1)—8z—-2)=0 =

AR "kincontre a‘@istancia‘'ao ponto’T2,°U0) ao prano x '+ 2y +7zz =",

Solucio

O vetor N = (1, 2, 2)T é normal ao plano e o plano passa pela origem. Seja v = (2, 0, 0)".
A distancia d de (2, 0, 0) ao plano é simplesmente o valor absoluto da projecfo escalar de
vem N. Logo,

VN2 i,
SN 3
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Se x e y sdo vetores ndo nulos em R? ¢ 6 é o 4ngulo entre os vetores, entio

x'y

0= —"—
Ixiiyl
Segue-se entdo que

_ Ty VIxIPIYI? - Ty)?
Iy 12 Ixliyll

send =+/1 — cos?6 =

¢, portanto,

Ixlilyll sen6 = ViIx[2 [yl = x7y)>

=67+ 3+ D02+ 32+ 3D — vt + xav 19

=V (xays — x32)2 + (x3y1 — x1y3)% + (x1y2 — x231)>
= x>yl
Logo, temos, para quaisquer vetores ndo nulos x e y em R°.
lix >yl = {ixfiiiyli sen 6

Se x ou 'y € o vetor nulo, entdio x X y = { e, portanto, a norma de x X y serd 0.

Ortogonalidade em R”

As definigBes dadas para R? ¢ R® podem ser generalizadas para R”. Com efeito, se x € R,
entao o comprimento euclidiano de x é definido como

Ixl = ") = (&} + 52+ -+ 2D

Se x e y sdo dois vetores em R”, entdo a distincia entre os vetores é ||y — x|.
A desigualdade de Cauchy—Schwarz € vdlida em R”. (Demonstraremos isto na Segio
4.) Em consequéncia,

x'y
-l < —— <1 (3)
Iyl

para quaisquer vetores ndo nulos x e y em R Tendo em vista (3), a defini¢do do angulo
entre dois vetores usada para R*pode ser generalizada para R*. Logo, o Angulo 6 entre dois
vetores néo nulos x e y em R” é dado por

x'y

T

Falando sobre 4ngulos entre vetores, é em geral mais conveniente escalonar os vetores
de modo a fazé-los vetores unitdrios. Se fizermos

1 1
U=—X ¢ V=-—Yy
I Iyl

=<

entdo o angulo 0 entre u e v € evidentemente o mesmo que entre X € y € seu cosseno pode
ser calculado simplesmente tomando o produto escalar entre os dois vetores unitarios:

T
X'y T

—— =u'v
IxIly
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Os vetores X e y s#o ditos orfogonais se X'y = (. Seguidamente o simbolo L & usado para

indicar ortogonalidade. Logo, se x e y sfo ortogonais, escrevemos X L y. Projecoes esca-

lares e vetoriais s@o definidas em R” da mesma forma em que foram definidas para R? entdo
Se x e y sdo vetores em R”, entdo

Ix+y1* = x+y x+y = IxI*+2x"y + ||y )

No caso em que X e y s20 ortogonais, a equacio (4) se torna a lei de Pitdgoras:

Ix +yl? = IxII* + lly)l?

A lei de Pitdgoras € uma generalizagdo do teorema de Pitdgoras. Quando x ¢ y sdo
vetores ortogonais em R?, podemos usar estes vetores e sua soma X + y para formar um
tridngulo retdngulo como na Figura 5.1.4. A lei de Pitdgoras relaciona os comprimentos
dos lados do tridngulo. Com efeito, se fizermos

a=|xl, b=Ilyl, c=Ilx+yl
entdo

2 =a’>+b* (o famoso teorema de Pitdgoras)

Em muitas aplicagdes, o cosseno do dngulo entre dois vetores ndo nulos é usado como
uma medida de quio préximas as dire¢Ses dos dois vetores estfo. Se cos 6 é préximo de
1, entdo o 4ngulo entre os dois vetores é pequeno € os vetores estiio aproximadamente na
mesma dire¢do e sentido. Um valor do cosseno préximo de zero indicaria que o angulo
entre os vetores € quase reto.

c=lx+yll}

Figura 5.1.4

APLICACAO | Obtencdo de Informagdes Revista

S as

Na Secéo 4 do Capitulo 1, consideramos o problema de pesquisar uma base de dados para
encontrar documentos que contenham certas palavras-chave. Se hd m palavras-chave de
busca possiveis e um total de n documentos na colegfo, entdo a base de dados pode ser
representada por uma matriz m X n, A. Cada coluna de A representa um documento na
base de dados. Os elementos da j-ésima coluna correspondem as relativas frequéncias das
palavras-chave no j-ésimo documento.

Técnicas de busca refinadas devem lidar com disparidades de vocabuldrio e com as
complexidades da linguagem. Dois dos principais problemas sdo polissemia (palavras com
multiplos significados) e sinonfmia (miltiplas palavras com o mesmo significado). Por um
lado, algumas das palavras que vocé estd pesquisando podem ter multiplos significados e
podem aparecer em contextos completamente irrelevantes para sua busca particular. Por
exemplo, a palavra cdlculo ocorreria frequentemente tanto em artigos matematicos quanto
em odontolégicos. Por outro lado, a maior parte das palavras tém sindnimos e é possivel
que muitos documentos usem os sinénimos em vez das palavras de busca especificadas.
Por exemplo, vocé poderia buscar um artigo sobre raiva usando as palavras-chave cdes;
entretanto, o autor do artigo pode ter preferido usar a palavra caninos em todo o documento.
Para manipular estes problemas, precisamos de uma técnica para encontrar os documentos

que melhor s¢ ajustém a lista de palavras de busca sem necéessariamenté 1gualar toda
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Tabela | Frequéncia das Palavras-Chave
’ Médulos ; k

Palavras-chave M1 M2 M3 M4 M5 Mé6 M7 M8
determinantes 0 6 3 0 1 0 1 1
autovalores 0 0 0 0 0 5 3 2
linear 5 4 4 5 4 0 3 3
matrizes 6 5 3 3 4 4 3 2
numérico 0 0 0 0 3 0 4 3
ortogonalidade 0 0 0 0 4 6 0 2
espacos 0 0 5 2 3 3 0 1
sistemas 5 3 3 2 4 2 1 1
transformagcoes 0 0 0 5 1 3 1 0
vetor 0 4 4 3 4 1 0 3

palavras da lista. Queremos pegar os vetores coluna da matriz base de dados que mais apro-
ximadamente se ajustam a um dado vetor de busca. Para isto, usamos o cosseno do dngulo
entre dois vetores como uma medida de quéio préximo os vetores se ajustan.

Na pritica, tanto m quanto n sdo muito grandes, j4 que hd muitas palavras-chave pos-
siveis e muitos documentos para pesquisar. Por simplicidade, consideremos um exemplo
onde m = 10 e n = 8. Suponha que um endereco na rede tem oito médulos para o aprendi-
zado de dlgebra linear e cada médulo esta localizado em uma pégina separada. Nossa lista
de possiveis palavras de busca consiste em

determinantes, autovalores, linear, matrizes, numérico,
ortogonalidade, espacos, sistemas, transformagdes, vetor

(Hsta lista de palavras-chave foi compilada dos titulos de capitulos deste livro.) A Tabela 1
mostra as frequéncias das palavras-chave em cada um dos médulos. O elemento (2, 6) na tabela
€5, 0 que indica que a palavra-chave autovalores aparece cinco vezes no sexto médulo.

A matriz base de dados é formada escalonando cada coluna da tabela de modo que todos
0s vetores coluna sejam vetores unitarios. Entdo, se A é a matriz correspondente a Tabela
1, entd@o as colunas da matriz base de dados Q sio determinadas fazendo

]

= —a;

J

lla; i

Para fazer uma busca pelas palavras-chave ortogonalidade, espacos ¢ vetor, formamos
um vetor de busca x cujos elementos sdo todos 0, exceto nas trés linhas correspondentes
N s 1
as palavras de busca. Para obter um vetor de busca unitdrio, pomos 3 em cada uma das

linhas correspondentes as palavras de busca. Para este exemplo, a matriz base de dados Q e
o vetor de busca x (com elementos arredondados a trés casas decimais) sio dados por

q; ]:1,,8

0,000 0,594 0,327 0,000 0,100 0,000 0,147 0,154 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,500 0,442 0,309 0,000
0,539 0,396 0,436 0,574 0,400 0,000 0,442 0,463 0,000
0,647 0,495 0,327 0,344 0,400 0,400 0,442 0,309 0,000

_ 10,000 0,000 0,000 0,000 0,300 0,000 0,590 0,463 _ 10,000
©= 0,000 0,000 0,000 0,000 0,400 0,600 0,000 0,309 | *~ 0,577
0,000 0,000 0,546 0,229 0,300 0,300 0,000 0,154 0,577
0,539 0,297 0,327 0,229 0,400 0,200 0,147 0,154 0,000

0,000 0,000 0,000 0,574 0,100 0,300 0,147 0,000 0,000
0,000 0,396 0,436 0,344 0,400 0,100 0,000 0,463 0.577
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Se fizermos y = Q7x, entdo
Yi =q]x = cosb;
no qual 6, € o dngulo entre os vetores unitdrios X e ;. Para nosso exemplo,
y = (0,000, 0,229, 0,567, 0,331, 0,635, 0,577, 0,000, 0,535)7

Como y; = 0,635 ¢ o elemento de y mais préximo de 1, a direcio do vetor de busca x estd
mais préxima da diregdo de g e, portanto, 0 médulo 5 € o que melhor se ajusta a nosso
critério de busca. Os proximos melhores ajustes vém dos médulos 6 (v, = 0,577) e 3 (v, =
0,567). Se um documento nfio contém nenhuma das palavras de busca, entdo o vetor coluna
correspondente da matriz base de dados seréd ortogonal ao vetor de busca. Note-se que 0s
modulos 1 e 7 ndo contém nenhuma das trés palavras de busca e em consequéncia

N=qix=0 e y=qx=0

Este exemplo ilustra algumas das ideias basicas por trds de buscas em base de dados.
Usando técnicas matriciais modernas, podemos melhorar significativamente o processo de
busca. Podemos agilizar as buscas e a0 mesmo tempo corrigir erros devidos a polissemia
e sinonimia. Estas técnicas avancadas sfo chamadas de indexamento semdntico latente
(ISL) e dependem de um fatoramento matricial, a decomposi¢do por valores singulares,
que discutiremos na Secdo 5 do Capitulo 6.

H4 muitas outras aplicagdes importantes envolvendo &ngulos entre vetores. Em parti-
cular, estatisticos usam o cosseno do angulo entre dois vetores como uma medida de qudo
préximo os dois vetores estdo correlacionados.

APLICACAQ 2 Estatistica — Matrizes de Correlacio e de Covaridndia

Suponha que queremos comparar quio préximo os graus de prova de uma turma se correla-
cionam com os trabalhos de casa. Como um exemplo. consideramos os graus totais em tra-
balhos e testes de uma turma de matemdtica na Universidade de Massachusetts Dartmouth.
Os graus totais para trabathos de casa durante o semestre sio dados na segunda coluna da
Tabela 2. A terceira coluna representa os graus totais para as duas provas dadas durante o
semestre e a Gltima coluna contém os graus da prova final. Em cada caso, um grau perfeito
seria 200 pontos. A dltima linha resume as médias da turma.

Gostarfamos de medir como o desempenho dos estudantes se compara entre cada con-
Jjunto de graus de provas e de trabalhos. Para verificar quio préximo os dois conjuntos de

Tabela 2  Graus de Prova Outono 1996

Graus
Aluno Trabalhos Provas Parciais Prova Final
S1 198 200 196
S2 160 165 165
S3 158 158 133
S4 150 165 91
S5 175 182 151
S6 134 135 101
S7 152 136 80

Média 161 163 131
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graus est@o correlacionados e levar em conta quaisquer diferencas em dificuldade, preci-
samos ajustar os graus de modo que cada teste tenha uma média de 0. Se, em cada coluna,
subtrairmos o grau médio de cada um dos graus de teste, entfo os graus corrigidos terdo
cada um média 0. Vamos guardar estes graus corrigidos em uma matriz:

37 37 65

-1 2 34

-3 =5 2
X=1]-11 2 —-40
14 9 20

—27 =28 =30

-9 =27 =51

Os vetores coluna de X representam os desvios da média para cada um dos trés conjuntos
de graus. Os trés conjuntos de dados corrigidos especificados pelos vetores coluna de X
tém todos média 0 e todos somam 0. Para comparar dois conjuntos de graus, calculamos
o cosseno do angulo entre os vetores coluna correspondentes de X. Um valor de cosseno
préximo de 1 indica que os dois conjuntos de graus s&o fortemente correlacionados. Por
exemplo, a correlagdo entre os graus de trabalhos e os graus de provas parciais é dado por

X{Xz

cosf = —2_ ~

X 1%z

Uma correlacdo perfeita de 1 corresponderia ao caso em que os dois conjuntos de graus
corrigidos sdo proporcionais. Logo, para uma correlagdo perfeita, os graus corrigidos deve-
riam satisfazer a

>

X = Xy (a > 0)

e as coordenadas correspondentes de X, e X, seriam postas em correspondéncia e entdo
cada par ordenado estaria nareta’y = ax. Embora os vetores X, € X, em nosso exemplo néo
estejam perfeitamente correlacionados, o valor de 0,92 do coeficiente indica que estéo for-
temente correlacionados. A Figura 5.1.5 mostra quo préximo os pares reais estio de ficar
sobre a reta y = ax. A inclinaco da reta na figura foi determinada fazendo

X{Xxy 2625
o = = — =
xx; 2506

1,05

Essa escolha de inclinacdo fornece uma ajustagem Stima por minimos quadrados para os
pontos de dados. (Ver Problema 7 da Secéo 3.)
Se escalonarmos X, € X, para tornd-los vetores unitarios
1 1
U = —X c U = ——X
lIx1l X2l
entdo o cosseno do dngulo entre os vetores permanece constante ¢ pode ser calculado sim-
plesmente fazendo o produto escalar uju,. Vamos escalonar os trés conjuntos de graus
corrigidos desta maneira e guardar os resultados em uma matriz

0,74 0,65 0,62
—-0,02 0,03 0,33
—0,06 —0,09 0,02
U=1]1-022 0,03 -0,38

0,28 0,33 0,19
-0,54 —-0.49 -0,29
—-0,18 —0,47 0,49
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Figura 5.1.5

Se fizermos C = UTU, entio

1 092 0,83
cC=1092 1 083
0,83 083 1

e o elemento (i, j) em C representa a correlacdo entre o i-ésimo ¢ o j-ésimo conjuntos de
graus. A matriz C é chamada de matriz de correlacdo.

Os trés conjuntos de graus em nosso exemplo sfo todos correlacionados positivamente,
14 que os coeficientes de correlagdo sdo todos positivos. Um coeficiente negativo indicaria
que dois conjuntos de dados seriam correlacionados negativamente e um coeficiente nulo
indicaria que eles seriam ndo correlacionados. Entdo, dois conjuntos de graus de testes
seriam nfo correlacionados se seus desvios em relacdo a média fossem ortogonais.

Outra quantidade estatistica importante relacionada estreitamente com a matriz de cor-
relacdo € a marriz de covaridncia. Dada uma colecfo de n dados representando valores de
alguma varidvel x, calculamos a média x dos dados e formamos um vetor x de desvios da
média. A varidncia s* é definida como

n T
, 1 ;XX
§T = X; =
n—1%5 n—1
e o desvio-padrio s ¢ araiz quadrada da varidncia. Se tivermos dois conjuntos de dados X, e

X, cada um contendo n valores de uma varidvel, podemos formar vetores x, e X, de desvios
da média em ambos os conjuntos. A covaridncia é definida como

xI'x,
cov(Xy, Xo) =
n—1

Se tivermos mais de dois conjuntos de dados, podemos formar uma matriz X cujas colunas
representam os desvios da média de cada conjunto de dados e entdo formar uma matriz de
covaridncia S fazendo

1

n—1

S = xTx
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A matriz de covaridncia para os trés conjuntos de graus de matemética é

37 37 65

1 2 34

A R e R T A T I D B
s=-137 2 =5 2 19 —28 —27||-11 2 -40
6les 34 2 —40 20 —30 —51 14 19 20
—27 —28 —30

—9 —27 —51

417,77 4375 7257
= | 4375 546,0 8300
725,77 830,0 18143

Os elementos diagonais de S s@o as varidncias dos trés conjuntos de graus e os elementos
fora da diagonal sdo as covaridncias.

Para ilustrar a importdncia das matrizes de correlagdo e de covaridncia, consideremos
uma aplicacdo no campo da psicologia.

APLICACAO 3 Psicologia ~ Analise Fatorial e Anélise de Componentes Principais

A andlise fatorial teve seu inicio no principio do século XX com os esforcos de psicélo-
gos para identificar o fator ou fatores que formam a inteligéncia. A pessoa mais respon-
sdvel pelo pioneirismo nesse campo foi o psicélogo Charles Spearman. Em um artigo de
1904, Spearman analisou uma série de graus de provas em uma escola preparatdria. As
provas foram feitas por uma turma de 23 alunos em algumas areas padrdes e também na
habilidade de diferenciar tons. A matriz de correlacdo informada por Spearman é resu-
mida na Tabela 3.

Usando este e outros conjuntos de dados, Spearman observou uma hierarquia de corre-
lagSes entre os graus de testes para as vérias disciplinas. Isto o levou a concluir que “Todos
os ramos da atividade intelectual t€m em comum uma funcdo fundamental (ou grupo de
funcdes fundamentais), ...” Embora Spearman néo tenha dado nomes a essas fungdes, ou-
tros usaram termos como compreensdo verbal, espacial, perceptiva, memdoria associativa.
e assim por diante, para descrever os fatores hipotéticos.

Os fatores hipotéticos podem ser isolados matematicamente usando-se um método
conhecido como andlise de componentes principais. A ideia basica é formar uma matriz
X de desvios em relacdo a média e entdo fatord-la em um produto UW, onde as colunas de
U correspondem aos fatores hipotéticos. Enquanto, na pratica, as colunas de X séo correla-
cionadas positivamente, os fatores hipotéticos deveriam ser néo correlacionados. Logo, os
vetores coluna de U deveriam ser mutuamente ortogonais (isto €, u/u, = 0 sempre que i #
7). Os elementos em cada coluna de U medem quéo bem os estudantes individuais exibem

Tabela 3 Matriz de Correlacio de Spearman
Classicos Francés Inglés Matematica Discrim. Miisica

Cléssicos 1 0,83 0,78 0,70 0,66 0,63
Francés 0,83 1 0,67 0.67 0,65 0,57
Inglés 0,78 0,67 1 0.64 0.54 0,51
Matemética 0,70 0,67 0,64 1 045 0,51
Discrim. 0,66 0,65 0,54 0,45 1 0,40
Musica 0,63 0,57 0,51 0,51 0,40 1
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a habilidade intelectual particular representada por essa coluna. A matriz W mede em que
extensdo cada teste depende dos fatores hipotéticos.
A construcio dos vetores componentes principais se baseia na matriz de covariincia

§=_1

n~—1

X" X. Uma vez que depende dos autovalores e autovetores de S, adiaremos os

detalhes do método até o Capitulo 6. Na Se¢do 5 do Capitulo 6, reveremos esta aplicagdo e
aprenderemos uma fatoracdo importante chamada de decomposicdo em valores singulares,
que € a ferramenta mais importante da andlise de componentes principais.
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PROBLEMAS DA SECAO 5.1

1.

Encontre o angulo entre os vetores v e w em cada
um dos seguintes:

@ v=02,1,3)7, w=(6,3,97

b)) v=02,-37, w=(3,27

© v= DT w=3.27

(@) v=(=-2.3, DT, w=(1,2, 47

. Para cada par de vetores no Problema 1, encontre

a projecdo escalar de v em w. Encontre também a
projecdo vetorial de v em w.

. Para cada um dos seguintes pares de vetores x e y,

encontre o vetor projecdo p de X em y e verifique
que p e X — p slo ortogonais.

(@ x=03G.H"y= (.07

) x=0G9"y=(,1D"

© x=02,43",y=(,1 D7

@ x=2,-547,y=(1,2,-DT

. Sejam x e y vetores linearmente independentes em

R? Se ||x|| = 2 e |ly| = 3, o que, se for o caso,
podemos concluir sobre os valores possiveis de
|x"y[?

. Encontre o ponto da retay = 2x que estd mais pré-

ximo do ponto (5, 2).

. Encontre o ponto daretay = 2x + 1 que estd mais

préximo do ponto (5, 2).

. Encontre a distdncia do ponto (1, 2) & reta 4x —

3y =0.

. Em cada um dos seguintes, encontre a equagdo

do plano normal ao vetor N dado e passando pelo

ponto P,.
(@ N=(2,4,3)", Pp=(0,0,0)

(b) N=(-3,6,2)7, P, =(4,2,-53)
© N=(@,0 D7, P,=(3,2,4)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Encontre a equacdo do plano que passa pelos pon-

tos

=231, P=(543),

Encontre a distincia do ponto (1, 1, 1) ao plano
2x + 2y +z=0.
Encontre a distincia do ponto (2, 1, —2) ao plano

6(x —D+2(y - +3Ec+4H=0

Demonstre que se X = (x;, x,), y = (y, y) ez =
(2., 2,)" sfo vetores arbitrdrios em R?, entiio

(@ x"x>0 ) xX"y=y"x

© xX'y+=x"y+x'z

Mostre que se u e v sfo quaisquer vetores em R?,
entdo |u + v|* = (Ju|| + || v])? e, portanto, |u +
v]| = |ju|j + || v|. Quando a igualdade € valida? D&
uma interpretacio geométrica da desigualdade.
Sejam X, X, e X; vetores em R’ Se x; L x,e
X, L X;, é necessdrio que x, L x,? Demonstre sua
resposta.

Seja A uma matriz 2 X 2 com vetores coluna line-
armente independentes a, e a,. Se a, ¢ a, s30 usa-
dos para formar um paralelogramo P com altura /
(ver a figura anexa), mostre que

@ 7a,|f = jla &) — (aja,)’

(b) Areade P = |det(A)|

Py =(3,4,4)
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16. Se x e y sdo vetores linearmente independentes
em R’ entdo eles podem ser usados para formar
um paralelogramo P no plano através da origem

correspondente a Cob(x, y). Mostre que 20.

Areade P = |x x y|
17. Seja

i B NP N

4
4

x=|_4 e y=
4

(a) Determine o angulo entre x e y.
(b) Determine a distincia entre x e y.
18. Sejam x e y vetores em R" e defina-se
xTy
P=—-yYy ¢ zZ=X-—p
y'y
{a) Mostre que p L z. Logo, p é a projecio veto-
rial de x em y;isto §, x = p + z, onde p e
z sfio componentes ortogonais de x e p € um

multiplo escalar de y. 21.

(b) Se |p| = 6 ¢ |z|| = 8, determine o valor de
1x{i
19. Use a matriz base de dados U da Aplicagio 1 e
busque pelas palavras-chave ortogonalidade, es-
pagos, vetor, somente desta vez atribuindo a pala-
vra-chave ortogonalidade o dobro do peso das ou-
tras duas palavras-chave. Qual dos oito mddulos
melhor se ajusta ao critério de busca? [Sugestdo:

forme o vetor de busca usando os pesos 2, 1, 1
nas linhas correspondentes as palavras de busca e
entdo escalone o vetor para torn4-lo unitério.
Cinco alunos do Ensino Fundamental fazem testes
de aptiddo em inglés, matematica e ciéncias. Seus
graus sdo dados na tabela que se segue. Determine
a matriz de correlacdo e descreva como os trés
conjuntos de notas se correlacionam.

Graus

Aluno . Inglées Matemdtica  Ciéncias

S1 61 53 53
S2 63 73 78
S3 78 61 82
S4 65 84 96
S5 63 59 71
Média 66 66 76

Seja r um ntimero real fixo e seja
c=cCost, §=sent,
x={c, es,cs?, ..., cs" 0, T

Mostre que x € um vetor unitdrio em R**.

Sugestdo:

2n

1—
1+S2+S4+.,,_|_S2n—2: N
1—5?

'5.2 Subespagos Ortogonais

Seja A uma matriz m X n e seja x € N(A) o espago nulo de A. Como Ax = 0, temos

a1 X1 + (2752 %) + M + AinXn = O (1)

parai =1, ..., m. A equagio (1) diz que x ¢ ortogonal ao i-ésimo vetor coluna de A” parai = 1,
..., m. Como x € ortogonal a todos os vetores coluna de A7, € ortogonal a qualquer combinacio
linear dos vetores coluna de A”. Assim, se y é qualquer vetor no espago coluna de A7, entdo
x"y = 0. Logo, qualquer vetor em N(A) é ortogonal a qualquer vetor no espaco coluna de A”.
Quando dois subespagos de R" tém esta propriedade, dizemos que eles sio ortogonais.

Definicdo

Dois subespagos X e Y de R" sdo ditos ortogonais se x” y = 0 para todo x € X e todo y
€ Y. Se X e Y sdo ortogonais, escrevemos X 1 Y.

EXEMPLO | Seja X um subespago de R? coberto por e; ¢ seja Y o subespaco coberto por e,. Se
X € Xey € Y, estes vetores devem ser da forma

SRl
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Logo,
xTy=x1 -0+0-»%+0-0=0
Portanto, X 1 Y. =
O conceito de subespacos ortogonais nem sempre concorda com nossa ideia intuitiva de
perpendicularidade. Por exemplo, o piso e a parede da sala de aula “parecem” ortogonais,
mas o plano xy e o plano yz néo sfio subespagos ortogonais. Com efeito, podemos pensar

nos vetores x; = (1, 1, 0)" e x, = (0, 1, 1)” como estando nos planos xy e yz, respectiva-
mente. Como

XIxg=1-0+1-14+0-1=1

os subespagos nfo sdo ortogonais. O préximo exemplo mostra que o subespago correspon-
dente ao eixo z € ortogonal ao plano xy.

EXEMPLO 2 Seja X o subespaco de R? coberto por e, € e, e seja ¥ o subespaco coberto por e,. Se

Definicdo

x EXey €Y, entdo

X'y=x-04+x-0+0-y3=0
Logo, X L Y. Além disso, se z é qualquer vetor de R® que é ortogonal a todos os vetores
em Y, entdo z L e,, e, portanto,

73 =zTe3 =0

Mas, se z; = 0, entdo z € X. Logo, X € o conjunto de todos os vetores em R* que sdo orto-
gonais a todos os vetores de Y (ver Figura 5.2.1). H

Figura 5.2.1

Seja Y um subespago de R”. O conjunto de todos os vetores em R” que sio ortogonais a
todos os vetores em Y serd representado por Y. Logo,

Yt ={xeR"|x"y=0paratodoy € ¥}

O conjunto Y+ é chamado de complemento ortogonal de Y.

Nota

Os subespacos X = Cob(e;) e Y = Cob(e,) de R* dados no Exemplo 1 sfo ortogonais, mas
eles ndo sfo complementos ortogonais, Com efeito

X1 =Cob(ey,e;) e Y+ =Cob(e;,es)
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Observacdes

1. Se X e Y sdo subespacos ortogonais de R”, entdo X N ¥ = {0}.
2. Se Y é um subespaco de R*, entdo ¥* também & um subespaco de R”.

Demonstracdode (I) Sex€XNYeX 1Y, entdo |x|? = x'x = 0 ¢, portanto, x = 0.

=
Demonsiracdo de (2)  Se x € Y* e a € um escalar, entdo, para qualquer y € Y,
(ax)Ty = oz(xTy) =a-0=0
Portanto, ax € Y*. Se x, e X, sfo elementos de Y*, entdo
x1+x)y=x]y+x]y=0+0=0
paratodoy € Y. Logo, X, + X, € ¥*. Portanto, ¥* é um subespago de R”. ]

Subespacos Fundamentais

Seja A uma matriz m X n. Vimos no Capitulo 3 que um vetor b € R” estd no espago coluna
de A se e somente se b = Ax para algum x € R*. Se pensarmos em A como uma transfor-
magio linear representando R” em R™, entéo o espaco coluna de A é igual ao codominio de
A. Chamemos o codominio de A de R(A). Logo

R(A)={beR" | b= Ax paraalgum x e R"}
= 0 espaco coluna de A
O espaco coluna de A7, R(A”), € um subespaco de R*
R(AT)y={[yeR"|y=A"x paraalgum x¢€ R}

O espago coluna de R(A”) € essencialmente igual ao espaco linha de A, exceto que consiste
em vetores em R” (matrizes n X 1) em vez de n-uplas. Logo, y € R(A”) se e somente se y*
estd no espaco linha de A. Vimos que R(A") L N(A). O seguinte teorema mostra que N(A)
¢ realmente o complemento ortogonal de R(AT):

Teorema 5.2.1 Teorema Fundamental dos Subespacos

Se A é uma matriz m X n, entdo N(A) = R(AT) e N(AT) = R(AD*.

Demeonstracdo  Por um lado, jd vimos que N(A) L R(AT) e isto implica N(A) C R(AT)*.
Por outro lado, se x € qualquer vetor em R(A”)*, entdo x € ortogonal a cada um dos vetores
coluna de A” e, em consequéncia, AX = 0. Logo, x deve ser um elemento de N(4) e, por-
tanto, N(A) = R(A")*. Esta demonstrag¢do ndo depende das dimensdes de A. Em particular,
o resultado serd vdlido para a matriz B = A”. Em consequéncia,

N(A")y = N(B) = R(BT)* = R(4)* B

EXEMPLO 3 Scja
10
=2 o]

O espago coluna de A consiste em todos os vetores da forma

[23] - [é]
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Note-se que se x é qualquer vetor em R?e b = Ax entdo

_f1r 0 x) _ flx ) I
b= [2 0] [Xz] B [2x1] =M [2]
O espaco nulo de A7 consiste em todos os vetores da forma 8 (—2, 1)7. Como (1,2)Te (-2, 1)7
sdo ortogonais, segue-se que todo o vetor em R(A) serd ortogonal a todo vetor em N(AT). A
mesma relacfio € valida entre R(AT) e N(A). R(AT) consiste em vetores da forma ae,, e N(A)

consiste em todos os vetores da forma Se,. Como e, ¢ e, sdo ortogonais, segue-se que cada
vetor em R(A") é ortogonal a todo vetor em N(A). L

O Teorema 5.2.1 ¢ um dos mais importantes deste capitulo. Na Secfio 3, veremos que o
resultado N(AT) = R(A)* fornece uma chave para a solugiio de problemas de minimos qua-
drados. Por enquanto, usaremos o Teorema 5.2.1 para demonstrar o teorema seguinte, que,
por sua vez, serd usado para estabelecer mais dois resultados importantes sobre subespacos
ortogonais.

Teorema 5.2.2  Se S é um subespago de R”, entdo, dim § + dim S- = n. Além disso, se {x,,..., X,}
¢ uma base para S e {X,,,..., X,} ¢ uma base para S-. entdo {X,...., X,, X,.,,..., X, } é uma
base para R".

Demonstracdo Se S = {0}, entdo S- = R"e
dimS +dimS* =0+4+n=n
Se S # {0}, entdo seja {x,,..., X,} uma base para S e defina-se X como uma matriz r X n

cuja i-ésima linha é x| para todo i. Por construcio, a matriz X tem posto r e R(X") = §.
Pelo Teorema 5.2.1,

St =RXY =NX)
Segue-se do Teorema 3.6.5 que
dim S+ = dimN(X) =n —r

Para mostrar que {X, ..., X,, X, |, ... X,} € uma base para R", basta mostrar que os n vetores
sdo linearmente independentes. Suponha que

X+ teX X+ 0%, =0
Sejay =cx, + ... tcX,ez=c, X, + ...+ X, Temos entido
yv+z=0
y=-z
Logo, y e z sdo ambos elementos de S N §*. Mas § N S+ = {0}, Portanto,

ciXi+---+c¢x =0
Cro1Xr41 +--+ CnXpy = 0

Como x,, ..., X, 880 linearmente independentes,
ci=cy=---=c¢ =0
Similarmente, X, |, ..., X, sd0 linearmente independentes e, portanto,

cr+1:Cr+2="'=Cn:O
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Entfo, X, X,,..., X, s30 linearmente independentes ¢ formam uma base para R". &

Dado um subespaco S de R”, usaremos o Teorema 5.2.2 para demonstrar que todo X €
R pode ser expresso unicamente como uma somay + z,ondey € Sez € §*.

Definicdo | Se Ue V sao subespacos de um espaco vetorial We todo w € W pode ser escrito unica-
mente como uma soma u + vonde u € Ue v € V, entdo dizemos que W € uma soma
direta de Ue Ve escrevemos W= UD V.

Teorema 5.2.3  Se S é um subespago de R”, entfio
R'=S& s

Demonstragdo O resultado € trivial se § = {0} ou S = R No caso em que a dimensio
de Sér, 0 <r<n,segue-se do Teorema 5.2.2 que todo vetor x € R" pode ser representado
sob a forma

X=0CX]+ -+ X+ i Xep 1 oo T GpXy
no qual {X,,..., X,} é uma base para Se { X,,,,..., X, } € uma base para S*. Se fizermos
u=cx3+---+¢X € V=0C041Xe4) T+ OiXy

entiou € S, v € §* e x = u + v. Para mostrar a unicidade, suponha que x possa também
ser escrito como asomay + z, ondey € Se z € S*. Logo,

U+vVv=x=Yy—+1z
u—y=z—vV
Masu—y &€ Sez — v € §*, entdo cada um estd em S N §-. Como
SNst={0)

segue-se que

Teorema 5.2.4  Se S é um subespago de R, entdo (S4)= S.

Demonstracdo  Por um lado, se x € §, entdo x é ortogonal a todos os y em S*. Logo,
X € (S1)* e, portanto, S C (S*)*. Por outro lado, suponha que z é um elemento arbitrario
de (S*+)*. Pelo Teorema 5.2.3, podemos escrever z como uma soma ut + v,ondeu € Se
v € §*+. Como v € §%, ele € ortogonal tanto a u quanto a z. Segue-se entfio que

O=viz=viu+viv=vly

e, em consequéncia, v = 0. Portanto, z = u € §, logo § = (5)*. 2

Segue-se do Teorema 5.2.4 que se T € o complemento ortogonal de um subespaco S,
entdo S é o complemento ortogonal de T e podemos dizer simplesmente que S e T sdo
complementos ortogonais. Em particular, segue-se do Teorema 5.2.1 que N(A) e R(A") sdo
complementos ortogonais um do outro e que N(A”) e R(A) sdo complementos ortogonais.
Logo, podemos escrever

NA* =RATY e NADr=RMW)
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Lembre-se de que o sistema Ax = b € consistente se e somente se b € R(A). Como
R(AY = N(A)', temos o seguinte resultado, que pode ser considerado um corolario do
Teorema 5.2.1:

Corolario 5.2.5 Se A é uma matrizm X ne b € R”, entdio ou hd um vetor x € R” tal que Ax = b
ouhdumvetory € R"tal que ATy = 0e y' b # 0.

O Coroldrio 5.2.5 ¢ ilustrado na Figura 5.2.2 para o caso em que R(A) é um espaco bidi-
mensional de R*. O angulo 8 na figura ser4 reto se e somente se b € R(A).

Figura 5.2.2

EXEMPLO 4 Seja

1 1 2
A=101 1
1 3 4

Encontre as bases para N(A), R(A7), N(AT) e R(A).

Solucdo
Podemos encontrar bases para N(A) e R(A”) transformando A para a forma linha degrau:

11 2 11 2 1 01
01 1]—-17]0 1 1]—=1{0 1 1
0 00

1 3 4 0o 2 2
Como (1, 0, 1) e (0, 1, 1) formam um base para o espaco linha de A, segue-se que (1, 0,
D)7 e (0, 1, 1)" formam um base para R(A”). Se x € N(A), segue-se da forma linha degrau
reduzida de A que

Xi1+x3=0
X2+ x3=0
Logo,
X1 = X3 = —X3

Fazendo x; = «, vemos que N(A) consiste em todos os vetores da forma a(—1, —1, 1)".
Note-se que (—1, —1, 1)Té ortogonal a (1,0, 1) e (0, 1, 1)".
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Para encontrar bases para R(A) e N(A”), transforma-se A” para a forma linha degrau:

1 01 1 0 1 1 0 1
1 1 3] —-101 2]—->101 2
2 1 4 o1 2 0 0 0

Logo, (1, 0, 1)T e (0, 1, 2)" formam uma base para R(A). Se x € N(AT), x;, = —x;. x, =
—2x;. Logo, N(AT) € o subespaco de R? coberto por (—1, —2, 1). Note que (—1, =2, 1)7é
ortogonal a (1, 0, 1)7e (0, 1, 2)".

Vimos no Capitulo 3 que o espago linha e 0 espaco coluna t€m a mesma dimensao. Se
A tem posto r, entdo

dimR(A) = dim R(AT) =~

Realmente, A pode ser usada para estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre R(AT)
e R(A).

Podemos pensar em uma matriz m X n, A, como uma transformac#o linear de R” para
Rm.

xeR' - Ax c R”
Como R(AT) e N(A) sdo complementos ortogonais em R”,
R" = R(ATY ® N(A)
Cada vetor x € R” pode ser escrito como uma soma
X=y+7, ye R(AT), z e N(A)
Segue-se que
Ax = Ay 4 Az = Ay para todo x € R”"

e, portanto,
R(A) = {Ax |x e R"} = {Ay |y € R(AT)}

Logo, se restringirmos o domfnio de A a R(A7), entfo A representa R(AT) em R(A). Além
disso, a representacdo € biunivoca. Com efeito, se x,, X, € R(A7) e

Ax) = AXp
entdo
A —x) =0
e, portanto,
X, — X, € R(ATY N N(A)

Como R(AT) N N(A) = {0}, segue-se que X; = X,. Portanto, podemos pensar em A como
determinando uma correspondéncia biunivoca entre R(AT) e R(A). Como todo b em R(A)
corresponde a exatamente um y em R(A”), podemos definir uma transformacio inversa de
R(A) para R(AT). Com efeito, toda matriz m X n, A, € inversivel quando vista como uma
transformaciio linear de R(AT) para R(A).

EXEMPLO S Seja A = (2) (3) 8 ] . R(AT) é coberto por e, ¢ e,, ¢ N(A) é coberto por e,.




Ortogonalidade 205

Qualquer vetor x € R? pode ser escrito como uma soma

onde

Y= (x1,x,0)" € R(AT)

X=y+z

e z=(0,0,x3)" e N4)

Se nos restringirmos aos vetores y € R(AT), entdo

X1
y=1{x| = Ay =

2X1
3)62

Nesse caso, R(A) = R* e a transformagéo inversa de R(A) para R(A”) ¢ definida por

_ [t
b= [bz] —

lbl
b ]

Wil N

PROBLEMAS DA SECAO 5.2

1.

[

Para cada uma das seguintes matrizes, determine
a base para cada um dos subespagos R(AT), N(A),
R(A) e N(AD).

34 131
(a)A:[6 8 (b)A—[z 4 0]
4 -2 100 0
13 01 1 1
@ A=, | WA=], 45 | 4
3 4 1102 2

. Seja S o subespago de R® coberto por x = (1, —1,

nr.
(a) Encontre uma base para S-.
(b) D& uma interpretacdo geométrica para S e S*.

. (a) Seja S o subespaco de R? coberte pelos veto-

res X = (x), X, X3)" € y = (1, ¥, ¥2)'- Seja
A= [ X1 X2 X3 ]
o y2 ¥
Mostre que S+ = N(A).
(b) Encontre o complemento ortogonal do subes-

paco de R? coberto pelos vetores (1, 2, 1)T e
1, ~1,2)"

. Seja o subespago de R* coberto por x, = (1,0, =2,

DTex, = (0, 1, 3, —2). Encontre uma base para
St

. SejaA umamatriz 3 X 2 com posto 2. Dé descrigdes

geométricas de R(A) e N(AT) e descreva geometrica-
mente como os subespacos estdo relacionados.

. E possivel que uma matriz tenha o vetor (3, 1, 2)

em seu espaco linha e (2, 1, 1)* em seu espaco
nulo? Explique.

10.
11.

12.

13.

14.

. Seja a; um vetor coluna ndo nulo de uma matriz A,

m X n. B possivel que a; esteja em N(AT)? Explique.

. Seja S o subespaco de R” coberto pelos vetores x,

X, ..., X;. Mostre que y € S* se e somente sey L
X, parai =1, ...,k

. Se A é uma matriz m X n com posto r, quais sfo as

dimensdes de N(A) e N(AT)? Explique.

Demonstre o Corolério 5.2.5.

Demonstre: se A é uma matriz m X ne x € R"

entdo ou AX = 0 ou existe y € R(A”), tal que x”y #

0. Faca um desenho semelhante & Figura 5.2.2 para

ilustrar este resultado geometricamente no caso em

que N(A) é um subespaco bidimensional de R3.

Seja A uma matriz m X n. Explique por que os

seguintes enunciados sdo verdadeiros:

(a) Todo vetor x em R”" pode ser escrito unica-
mente como uma somay + z onde y € N(A)
ez & NAY).

(b) Todo vetor b € R” pode ser escrito unica-
mente como uma soma u + v onde u € N(AT)
ev E R(A).

Seja A uma matriz m X n. Mostre que

(a) Se x € N(ATA), entfo Ax estd tanto em R(A)
quanto em N(AT).

(b) N(ATA) = N(A).

(c) AeATt€m o mesmo posto.

(d) se A tem colunas linearmente independentes,
entdo A"A € ndo singular.

Seja A uma matriz m X n, B uma matriz n X r e

C = AB. Mostre que

(a) N(B) é um subespaco de N(C).
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15.

16.

(b) N(C)* € um subespaco de N(B)* e, em conse-
quéncia, R(C)* é um subespaco de R(B").
Sejam U e V subespacos de um espago vetorial
W. Mostre que se W= U @ Ventdlo UN V =

{0}.

Seja A uma matriz m X # de posto r e seja {Xy,...,
x,} uma base para R(AT). Mostre que {Ax,,..., AX,}
¢ uma base para R(A).

17. Sejamx e y vetores linearmente independentes em

R” e seja S = Cob(x, y). Podemos usar x e y para
definir uma matriz A fazendo
A=xyl +yx’

(a) Mostre que A € simétrica.
(b) Mostre que N(A) = S*.
(¢) Mostre que o posto de A deve ser 2.

'5.3 Problemas de Minimos Quadrados

Uma técnica-padrio em modelagem matematica e estatfstica € encontrar um ajuste por
minimos quadrados para um conjunto de pontos de medida no plano. A curva de minimos
quadrados é, em geral, o gréfico de um tipo-padrio de fun¢éo, como uma fungéo linear, um
polinémio ou um polindmio trigonométrico. Como os dados podem incluir erros de medida
ou imprecisdes relacionadas ao experimento, ndo queremos que a curva passe por todos os
pontos de medida. Em vez disso, queremos que a curva forneca uma aproximacdo otima,
no sentido de que a soma dos quadrados dos etros entre os valores y dos pontos de medida
¢ os pontos y correspondentes da curva de aproximagdo sejam minimizados.

A técnica dos minimos quadrados foi desenvolvida independentemente por Adrien-
Marie-Legendre e Carl Friedrich Gauss. O primeiro artigo sobre 0 assunto foi publicado
por Legendre em 1806, embora haja evidéncia clara que Gauss o havia descoberto como
estudante nove anos antes do artigo de Legendre e havia utilizado o método para fazer
célculos astrondmicos. A Figura 5.3.1 é um retrato de Gauss

Figura 5.3.1
Carl Friedrich Gauss

APLICACAC | Astronomia — A Orbita de Ceres de Gauss

Em 1° de janeiro de 1801, o astronomo italiano Giuseppe Piazzi descobriu o asteroide
Ceres. Ele foi capaz de acompanhar o asteroide por seis semanas, mas ele foi perdido por
causa da interferéncia causada pelo Sol. Vérios astronomos de renome publicaram artigos
prevendo a 6rbita do asteroide. Gauss também publicou uma previsdo, mas sua 6rbita pre-
dita diferia consideravelmente das outras. Ceres foi relocalizado por um observador em 7
de dezembro e por outro em 12 de janeiro de 1802. Em ambos os casos, a posicio era muito
préxima da predita por Gauss. Gauss ganhou fama instantinea nos circulos astrondmicos e.
por algum tempo, foi mais conhecido como astrdnomo do que como matemético. A chave
de seu sucesso foi o uso do método dos minimos quadrados.
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Solu¢des por Minimos Quadrados de Sistemas Sobredeterminados

Um problema de minimos quadrados pode, geralmente, ser formulado como um sistema
linear sobredeterminado de equagOes. Lembre-se de que um sistema sobredeterminado é
um envolvendo mais equagdes que incognitas. Tais sistemas sdo, em geral, inconsistentes.
Entdo, dado um sistema m X n AX = b com m > n, ndo podemos esperar encontrar um
vetor X € R para o qual Ax = b. Em vez disso, podemos procurar por um vetor X para o
qual Ax € “mais préximo” de b. Como era de se esperar, a ortogonalidade exerce um papel
importante na busca de um tal x.

Se é dado um sistema Ax = b onde A € uma matriz m X ncomm > n, ¢ b € R” entio,
para cada x € R” podemos formar um residuo

r(x) =b— Ax
A distincia entre b e Ax € dada por
b — Ax[| = |[r (x|

Queremos encontrar um vetor x € R” para o qual || /(x) || serd um minimo. Minimizar || (x) ||
é equivalente a minimizar || (x) |%. Um vetor X que executa isto & dito solugdo por minimos
quadrados do sistema AX = b.

Se X ¢ uma solugio por minimos quadrados do sistema Ax = b e p = AX,entdiop é o
vetor no espago coluna de A que estd mais préximo de b. O préximo teorema garante que
tal vetor p ndo s¢ existe, mas ¢ tinico. Adicionalmente, fornece uma importante caracteri-
zagdo do vetor mais préximo.

Teorema 5.3.1 Seja S um subespago de R”. Para todo b € R™, h4 um tnico elemento p de S que
estd mais préximo de b; isto &,

b —yll > Ib—pl

para todo y # p em S. Além disso, um dado vetor p em S serd mais pr6ximo a um dado
vetorb € R” se e somente seb — p € S*.

Demonstracfio  Como R™ = § © §*, cada elemento b em R™ pode ser expresso como
uma soma

b= Ptz
ondep € Sez € §*. Sey é qualquer outro elemento de §, entdo
Ib —yI* = 1i(b —p) + (= VI’
Comop—y&ESeb — p =1z €& 5+, segue-se da lei de Pitdgoras que
b —yI” = Ib—pl* + [lp — yII°
Entio,
b —yl > [b—pll

Logo,se p € Seb — p € §*, entdo p € o elemento de S que estd mais préximo de b.
Inversamente, se q € Se b — q & S+, entdo q # p e segue do anterior (comy = q) que

b —qll > {[b—pl L
No caso especial em que b estd no subespaco S para comecgar, temos

b=p+z, pes, zeSt
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b=b+0
Pela unicidade da representacio em soma direta,
p=b e z=90

Um vetor X serd uma solug¢do do problema de minimos quadrados Ax = b se ¢ somente
se p = AX & 0 vetor em R(A) que estd mais préximo de b. O vetor p é dito a projecdo de b
em R(A). Segue-se do Teorema 5.3.1 que

b—p=b— AR =r®

deve ser um elemento de R(A)*. Logo, X ¢ a solugdo do problema de minimos quadrados
se e somente se

r(X) € R(A)* 0))
(ver Figura 5.3.2).

(a)b e R2e A é uma matriz 2 X 1 de posto 1. b e R¥Pe A é uma matriz 3 X 2 de posto 2.

Figura 5.3.2

Como encontrar um vetor X satisfazendo (1)? A chave para a resolugfio do problema de
minimos quadrados € fornecida pelo Teorema 5.2.1, que diz que

R(A)* = N(AT)
Um vetor X serd uma solugo de minimos quadrados do sistema Ax = b se ¢ somente se
r(X) € N(AT)
ou, de forma equivalente,
0=ATr%) = AT(b — AX)
Logo, para resolver o problema de minimos quadrados Ax = b, precisamos resolver
ATAx = ATb @)

A equacio (2) representa um sistema n X n de equagdes lineares. Essas equagdes sdo cha-
madas de equagdes normais. Em geral, & possivel ter mais de uma solugdo para as equagdes
normais; entretanto, se X e y sfo ambas solugdes, entfio, uma vez que a proje¢io p de b
em R(A) é unica,

Af{:AS’:p

O teorema seguinte caracteriza as condi¢des sob as quais o problema de minimos quadra-
dos Ax = b terd uma tnica solugio:
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Teorema 5.3.2  Se A é uma matriz m X n de posto 1, as equacdes normais
ATAx = ATp
t&€m uma dnica solucio
x = (ATA)"1ATDp
e X 6 a tnica solugdo de minimos quadrados para o sistema AX = b.

Demonstragde  Mostraremos que A” A € ndo singular. Para demonstrar isto, seja z uma
solugio de

ATAx =0 3)
Entdo Az € N(A”). Evidentemente, Az € R(A) = N(AD*. Como N(AT)* N N(ADL = {0},
segue-se que Az = 0. Se A tem posto 1, os vetores coluna de A s3o linearmente indepen-
dentes e, em consequéncia, Ax = 0 tem somente a solugfo trivial. Logo, z = 0 ¢ (3) tem
somente a solucdo trivial. Portanto, pelo Teorema 1.5.2, AT A é ndo singular. Segue se que

X = (ATA)" IATh é a tinica solucéo das equagdes normais e, em consequéncia, a Unica solu-
¢do de minimos quadrados do sistema Ax = b. =

O vetor projecéo
p=Akx=A(ATA)"1ATD

€ 0 elemento de R(A) que estd mais préximo de b no sentido dos minimos quadrados. A
matriz P = (A" A)™'AT é chamada de matriz de projecéio.

APLICACAO 2 Constantes de Mola

A lei de Hooke afirma que a for¢a aplicada a uma mola € proporcional 4 distdncia a que a
mola € esticada. Entdo, se F ¢ a forca aplicada e x € a distincia a que a mola foi esticada,
entdio ' = kx. A constante de proporcionalidade k é chamada de constante de mola.
Alguns alunos de fisica querem determinar a constante de mola para uma determinada mola.
Eles aplicam forgas de 3, 5 e 8 libras, que tem o efeito de esticar a molaem 4, 7 e 11 polegadas,
respectivamente. Usando a lei de Hooke, eles derivam o seguinte sistema de equagées:

4k =3
Tk =5
11k =8

O sistema € claramente inconsistente, jd que cada equagfo fornece um valor diferente para
k. Em vez de usar qualquer um desses valores, os alunos decidem calcular a solugio de
minimos quadrados do sistema:

4 3
@711 71l =@ 7,10 |5
11 8

186k = 135
k ~ 0,726

EXEMPLO | Encontre a solugio de minimos quadrados do sistema
X) + Xy = 3
—2x1 +3x, =1
2x1 — X2 = 2
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Solucio
As equacOes normais para este sistema séo

1 -2 2 ! ! X 1 =2 2 3
o3 1|72 el =l 3 <1) ]!
2 -1 2 2
Isto ¢ simplificado para o sistema 2 X 2
9 -7 X1 . 5
- 11 xp ) 7 |4
A solugio para o sistema 2 X 2 & (%, %)T ]

Os cientistas seguidamente colhem dados e tentam resolver uma relacéo funcional
entre as varidveis. Por exemplo, os dados podem envolver temperaturas 1o, T, ..., T, de
um liquido medidas nos instantes #,, 1, ..., £,, respectivamente. Se a temperatura 7 pode
ser representada como uma fungdo do tempo ¢, esta funcio pode ser usada para prever
as temperaturas em tempos futuros. Se os dados consistem em 1 + 1 pontos no plano,
¢ possivel encontrar um polindmio de grau n ou menos passando por todos os pontos.
Tal polinémio é chamado de polindémio de interpolacdo. Na verdade, uma vez que 0s
dados normalmente envolvem erros experimentais, ndo hé razéio para querer que a fun-
¢do passe por todos os pontos. Com efeito, polindmios de menor grau que nfo passam
exatamente pelos pontos, normalmente fornecem uma descri¢do mais precisa da relagao
entre as varidveis. Se, por exemplo, a relacio entre as varidveis € realmente linear e os

dados envolvem ligeiros erros, seria desastroso usar um polindmio de interpolagdo (ver
Figura 5.3.3).

x -100 000 2,10 2,30 2.40 530 6,00 650 8.00
y -102 052 055 070 070 2,13 252 2,82 3,54

Figura 5.3.3
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Dada a tabela de dados

xxi x| | xm
y|yl|y2|"',ym

queremos encontrar uma funcfo linear
y=co+cx
que melhor se ajuste aos dados no sentido dos minimos quadrados. Queremos que
Vi =co+cix; para i=1,....m

Obtemos um sistema de m equagdes a duas incAgnitas:

1 x 1
1 X2 Co Y2
Do [q ] | @
1 x, Vi

A fungdo linear cujos coeficientes s&o a solugdo de minimos quadrados de (4) é dita ser a
melhor ajustagem de minimos quadrados aos dados por uma fungio linear.

EXEMPLO 2 Dadas as medidas

X 316
415

Encontre a melhor ajustagem de minimos quadrados por uma funcéo linear.

Solucdo
Para este exemplo, o sistema (4) se torna
Ac=y
onde
10 ‘ 1
A=|1 3], c=[CO] e y=|4
16 ! 5
As equagdes normais
ATAc = ATy
s@o simplificadas para
3 9)(co) _ (10
[9 45] [01]_[42] )
A solugdo deste sistema é (%, %) Logo, a melhor ajustagem de minimos quadrados é
dada por "
y=3+3x =

O Exemplo 2 poderia também ter sido resolvido usando célculo. O residuo r(c) é dado por

r(c) =y — Ac
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(@] = ly — Ac|?
=[1 = (co+0c)T* + [4 — (co+ 3c)P +[5 — (co + 6¢1)]
- f(CO, Cl)

Logo, {| r(¢) | pode ser considerado como uma fungo de duas varidveis, f (¢, ¢;). O minimo
desta funcdo ocorrerd quando suas derivadas parciais forem zero:

a

a _ —2(10 = 3¢y — 9¢1) = 0
aCo

af

— = —6(14 — 3¢y — 15¢;) =0
8(:1

Dividindo ambas as equacdes por —2 d4 o mesmo sistema que (5) (ver Figura 5.3.4).

Se os dados ndo se assemelham a uma funcfo linear, podemos usar um polindmio de
mais alto grau. Para encontrar os coeficientes ¢, ¢y, ..., c,da melhor ajustagem de minimos
quadrados aos dados

x x| x|
ylivilyl | om

por um polindmio de grau n, devemos encontrar a solucfio de minimos quadrados do sis-

tema
1 x x> - X!
b ! co Y1
1 x x22 R 7 c1 y2
: 3 B B (6
Cp Ym

I

YTt ax
-m‘,}dg
(3.4 ~ (6’5)
4,
©,1)
0 3 |
Figura 5.3.4 e gt

EXEMPLO 3 Encontre a melhor ajustagem de minimos quadrados dos dados

x|o[1]2]3
yi3[2]4]4
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Soluc¢io
Para este exemplo, o sistema (6) se torna
1 0 0 3
IR I AN N
12 4|97 |4
13 9f 4
Logo, as equagdes normais sio
1 1 1 1 } (1) (1) Co 1 11 3
01 2 3 1 2 4 ci|l =10 2 3 4
01 491, 5 4] le 01 49) 1,

Isto ¢ simplificado para

4 6 14) (¢ 13
6 14 36| || =122
14 36 98] | o 54

A solugio deste sistema & (2,75; —0,25; 0,25). O polinémio quadratico que dd a melhor
ajustagem de minimos quadrados aos dados é

p(x) =2,75 — 0,25x + 0,25x> =

APLICACAO 3 Metrologia Coordenada

Muitos bens manufaturados como hastes, discos e tubos tém forma circular. Uma compa-
nhia frequentemente empregard engenheiros de controle de qualidade para testar se os itens
produzidos na linha de fabricacdo preenchem os padrdes industriais. Mdquinas com senso-
res s80 usadas para gravar as coordenadas de pontos do perfmetro dos produtos manufatu-
rados. Para determinar quio perto estes pontos estdo de serem circulares, podemos ajustar
um circulo de minimos quadrados aos dados ¢ testar qudo préximo ao circulo os pontos
medidos estdo. (Ver Figura 5.3.5.)

08 £ |
0,6
0.4 .
02+

T T
X
",
4
o
1

-0,2
~0,4 S E
-0,6 , e .
0.8

1} .

T
X
L

T
é
s

N %

Figura 5.3.5 -1.5 =1 -0,5 0 0,5 1 15



214 Capitulo Cinco

Para se ajustar o circulo

(x—ce)+ @y —e) =r? (7)

a n amostras de coordenadas (xi, y,), (x5, 2), ..., (x,, ¥,.), precisamos determinar o centro (c;,
¢,) e o raio r. Reescrevendo a equacéo (7), obtemos

2xcy 4+ 2yer + (r2 — c% — c%) =x>4+ y2
Se fizermos ¢, = r* — ¢} — ¢;, entdo a equacfo toma a forma
2xct +2yer + ¢z = x2 + y?

Substituindo cada um dos pontos de dados nesta equacio, obtemos o sistema sobredeter-

minado
2x; 2y X+ y;
2 2, ][Cl x5+
G| = .
C3 .
2xn Zyn x,%—?—yi

Uma vez que achemos a solu¢o de minimos quadrados ¢, o centro do cfrculo de minimos
quadrados é (¢, ¢,) e o raio é determinado fazendo

=,/ +ct+c3

Para medir quéio préximos os dados amostrados estdo do circulo, podemos formar um vetor
de residuos r fazendo

r=r'—@—-c)-0i—c) i=1,...n

Podemos entdo usar || r|| como uma medida de quéo préximos os pontos estéo do circulo.

PROBLEMAS DA SECAO 5.3

1. Encontre a solu¢io de minimos quadrados de cada 1 2
um dos seguintes sistemas: (a) A= [ 2 4 ] , b= [ 2 l
(@) xi+ =3 M) —x; + x=10 -1 =2
2)61 — 3X2 =1 2x1 + X = 5 11 3
0x) 4+ 0x, =2 X — 2%, = 20 (b)A=[—1 3 1], b=[ 0]
1 2 4 8
© xntxtsn=4 4, Para cada um dos sistemas no Problema 3, determi-
—X X+ =0 ne a projecio p de b em R(A) e verifique que b — p
—xt+x=1 ¢ ortogonal a cada um dos vetores coluna de A.
x1 +x3=2 5. (a) Encontre a melhor ajustagem de minimos qua-

- o i d
2. Para cada uma das solugdes X no Problema 1. drados por uma funggo linear aos dados

(a) determine a projeciio p = AX. x|-1]0]1]2

(b) calcule o res{duo #(X). y | 0 ‘ 1 l 3 I 9

(¢) verifique que r(X) € N(AD). (b) Faga um grafico de sua fungéo linear da parte
3. Para cada um dos seguintes sistemas Ax = b, en- (a) juntamente com os dados em um sistema

contre todas as solugdes de minimos quadrados de coordenadas.

_-——;_—.—_——“__4



6. Encontre a melhor ajustagem de minimos quadra-

dos dos dados no Problema 5 por um polinémio
quadratico. Faca um grafico de sua funcéo, salien-

tando os pontos x = —1, 0, 1, 2.
. Dada a colecio de pontos (x, ¥,), (X2, ), ..., (x,,
V), sejam
X:(xlixb-”vxn)T Y:(,Y],yz,.--,)’n)T
_ 1 # _ 1 i
. X . .
T=-3 x y=- ;)71

i=1

esejay = ¢, + c,x a funcfo linear que fornece a
melhor ajustagem de minimos quadrados aos pon-
tos. Mostre que se x = 0, entdo

x"y
¢ = —

o=y ¢ Tx

. O ponto (X, ¥) é o centro de massa para a cole-

cdo de pontos no Problema 7. Mostre que a reta

de minimos quadrados deve passar pelo centro
de massa. [Sugestdo: use uma troca de varidveis

z = x — x para mudar o problema de modo que a

nova variavel independente tenha média 0.]

. Seja A uma matriz m X n com posto r € seja P =

A(ATA)TIAT.

(a) Mostre que Pb = b para todo b € R(A).
Explique esta propriedade em termos de pro-
jecoes.

(b) Seb € R(A)*, mostre que Pb = 0

10.

11.

12.

13.

14.

Lo ”"”’’’SS’SS’“““‘|SCARAORRRROGGEOGGGEENNSTS'
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(¢) Dé uma ilustragio geométrica das partes (a)
(b) se R(A) é um plano através da origem de
R3.

Seja A uma matriz 8 X 5 de posto 3 e seja b um

vetor nfo nulo em N(AT).

(a) Mostre que o sistema Ax = b deve ser incon-
sistente.

(b) Quantas solucdes de minimos quadrados terd
o sistema Ax = b. Explique.

Seja P = A(ATA)7'AT, onde A uma matriz m X n

com posto 7.

(a) Mostre que P2 = P,

(b) Demonstre que P* = Pparak = 1,2, ...

(c) Mostre que P € simétrica. [Sugestdo: se B é
nfo singular, entdo (B~")T = (B")"1]

Mostre que se

(o ) [:)-[5)

entio X € uma solugdio de minimos quadrados do
sistema AX = b e r € o vetor residuo.

SejaA € R"*" e seja X uma solucgdo do problema
de minimos quadrados Ax = b. Mostre que um
vetor y € R” serd também uma solugfo se e so-
mente se y = X + z, para algum vetor z € N(A).
[Sugestdo: N(ATA) = N(A).]

Encontre a equagdo do circulo que dd a melhor
ajustagem de minimos quadrados aos pontos (—1;
—=2),(0; 2,4), (1,1; —4) e (2,4, —1,6).

Definicio

' 5.4 Espagos de Produto Interno

Produtos escalares ndo sfo tteis somente em R”, mas em uma larga variedade de contextos.
Para generalizar o conceito a outros espagos vetoriais, introduzimos a seguinte definicgo.

Definicio e Exemplos

escalares a e B.

Um produto interno em um espaco vetorial V é uma operagfio em V que atribui a cada
par de vetores x e y em V, um niimero real (x, y) satisfazendo as seguintes condicdes:

I. (x,y) = 0 com igualdade se e somente se x = 0.
. {x,y) = (y,x)paratodos xeyem V.
ML {ax + By, z) = a(x,z) + By, z) paratodos X, y, zem x e y em V e todos 0s

Um espago vetorial V com um produto interno € chamado de espaco com produto interno.

 Espaco Vetorial R”

O produto interno padréo para R* € o produto escalar

x,y) =x"y
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Dado um vetor w com elementos positivos, também podemos definir um produto interno
em R” por

n
(X, ¥) =Y xyw M
i=1
Os elementos w, sdo chamados de pesos.

O Espaceo Vetorial R™ <7
Dados A e B em R™“”, podemos definir um produto interno por

m n

(A,B) = Zzaijbij (2)

i=1 j=1

Deixamos para o leitor verificar que (2) define, com efeito, um produto interno em R™* 7.

Espaco Vetorial Cla, b]

Podemos definir um produto interno em Cla, b} por

b
(o) = / FOg(0) dx 3

Note-se que

b
) = / (F)Pdx = 0

Se f (x,) # 0 para algum x, em [a, b], entdo, como (f (x))* é continua, existe um intervalo /
em [a, b] contendo x, tal que (f (x))* = (f (x,))%2 para todo x em I. Se fizermos p representar
o comprimento de I, entdo segue-se que

(f(xo))*p
>0

b
(f, f) = / (f(x))*dx > /I (f(x)*dx >

Entdo, se (f; /) = 0, logo f (x) deve ser identicamente nula em [a, b]. Deixamos para o leitor
a verificacio de que (3) satisfaz as duas outras condi¢Ges especificadas na definicdo de um
produto interno.

Se w(x) é uma fungfo positiva continua em [a, b], entdo

b
(g = f FOgw() d )

também define um produto interno em Cla, b]. A funcio w(x) é chamada de fungdo peso.
Logo, ¢ possivel definir vérios produtos internos em Cla, b].

O Espaco Vetorial P,

Sejam x,, x,, ..., x, nimeros reais distintos. Para cada par de polindmios em P,, defina-se

n

(p.q) =) plxg(x) 5)

i=1
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E facilmente visto que (5) satisfaz as condigdes (ii) e (iii) da defini¢do de produto interno.
Para mostrar que (i) é vélida, note-se que

(P, p) =) (p(x))* =0
i=1

Se{p,p) = 0, entdo x,, x,, ..., x, devem ser rafzes de p(x) = 0. Como p(x) ¢ de grau menor
que 7, ele deve ser o polinémio nulo.
Se w(x) é uma funcdo positiva, entdo

n
(p.q) = plx)g(x)w(x;)
i=1
também define um produto interno em 2,

Propriedades Basicas dos Espacos de Produte Interno

Os resultados apresentados na Se¢do 1 para produtos escalares em R” todos sdo generali-
zados para espagos de produto interno. Em particular, se v é um vetor em um espaco com
produto interno V, o comprimento ou norma de v é dado por

Ivll = v/ (v, v)
Dois vetores u e v so ditos ortogonais se {u, v) = 0. Como em R”, um par de vetores
ortogonais satisfaz a lei de Pitdgoras.
Teorema 5.4.1 A Lei de Pitdgoras
Se u e v sdo vetores ortogonais em um espaco de produto interno V, entdo
2 2 2
la+ vI[” = flull” + |fv]]
Demonsiracdo
lo+v[*=(u+v,u+v)
= (uw,u) +2(u, v) + (v, v)
2 2
= [luli” + v B

Interpretado no R?, isto ¢ justamente o familiar teorema de Pitdgoras como mostrado
na Figura 5.4.1.

Figura 5.4.1 v

EXEMPLO | Considere-se o espago vetorial C[—1, 1] com produto interno definido por (3). Os
vetores 1 e x sdo ortogonais, jd que

1
(Lx):/ 1-xdx=0

1
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Para determinar os comprimentos destes vetores, calculamos

1
(1,1):/ 1-1dx =2

1

Segue-se que

Il = (1, 1) =v2

Ixl = (x, x)? = ?

Como 1 e x sfo ortogonais, satisfazem a lei de Pitdgoras:
2 8
Il = 7+ ) =2+ 5 = 2

O leitor pode verificar que

1
8
l|1—l—xl|2=(1+x,1+x)=/ (1+x)2dx:§ a
-1

EXEMPLO 2 Paraoespaco vetorial C[—, 7], se usarmos uma funcfo peso constante w(x) = 1/
para definir um produto interno

1 b4
(fr8)=— ] [fx)gx)dx (6)

entdo

1 T
(cosx,senx) = — cosxsenxdx =0
T Jn

1 T
(cosx,cosx) = — cosxcosxdx =1
TJx

1 T
(senx, senx) = — senxsenxdx = 1
T Jx

Logo, cos x e sen x sdo vetores unitdrios ortogonais em relacio a este produto interno.
Segue-se da lei de Pitdgoras que

Il cosx + sen x|| =2 |

O produto interno (6) desempenha um papel chave em aplicacSes de anélise de Fourier
envolvendo aproximacdes trigonométricas de funcdes. Veremos algumas dessas aplica-
¢Oes na Secdo 5.

Para o espago vetorial R”*", a norma derivada para o produto interno (2) é chamada de
norma de Frobenius e € representada por ||| . Logo, se A € R”*”, entdo

m n 1/2
IAllF = ((A, A2 = (ZZaé)

i=1 j=I
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EXEMPLO 3 Se

1 1 -1 1
A=11 2 e B= 30
3 3 -3 4

entdo
(A,By)=1-—1+4+1-14+1-342-04+3--3+3.4=6

Portanto, A nfo € ortogonal a B. As normas destas matrizes sfo dadas por

[Alrp =1 +1+14+44+9+92 =5
IBlr=(1+14+9+0+9+16)/2 =6 =

EXEMPLO 4 Em P,, defina-se um produto interno por (5) com x, =(i — 1)/4 parai = 1,2, ..., 5.
O comprimento da funcdo p(x) = 4x € dado por

1/2 5 1/2
x| = ((4x, 4x))'/? = (me) :<Z(i—1)2> — V30 =

i=1

Definicdo | Se u e v sdo vetores em um espaco de produto interno Ve v # 0, entdo a projeciio
escalar de u em v é dada por
_{u,v)
vl
e a projeciio vetorial u em v é dada por
1 u,v
p= ( ) L ™)
vl (v.v)

Observacdes
Se v # 0 e p € aprojeciio vetorial de u em v, entdo

I. u — p e p sdo ortogonais.
II. u = p se e somente se u ¢ um miiltiplo escalar de v.

Demonstraciio do Observacdo I Como

2
L S B — 2
.2 =G (nvn) W =

2
(. p) = ({u, v)) )
(v, V)

segue-se que

(u—p,p)=(w,p)— (p.p) =0’ —a*=0

Portanto, u — p e p sdo ortogonais. &
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Demonstraciio da Observaciio II. Seu = B v, entfo a projecdo vetorial de u em v é dada por

(Bv, v)

(v, v)

p= V:ﬂv:u

Inversamente, se u = p, segue-se de (7) que

u=pBv onde ﬂ:ﬁl—' |

As observagdes I e 11 sdo lteis para estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 5.4.2 A Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Se u e v sdo dois vetores quaisquer em um espago de produto interno V, entéo
[{w, v)| < fluf v ®
A igualdade € valida se e somente se u e v s3o linearmente dependentes.
Demonsiracde Sev =0, entdo
[{u, v)| = 0 = [fu]flv]|

Se v # 0, entdo seja p a projecio vetorial de u em v. Como p é ortogonal a u — p, segue-se
da lei de Pitagoras que

Pl + la — plI* = [fulf?

Logo,
((u, v))?
——2=— = lp|* = lu]* - Jlu - p?
vl
¢, portanto,
((u, v))? = vl — [lu—plPIvi? < [af?|v)? 9)
Entao,

[{u, v)| < [[alllv]

Aigualdade € vdlida em (9) se e somente se u = p. Segue-se da observacdo II que a igualdade
serd vélida em (8) se e somente se v = 0 ou u for um miltiplo de v. Enunciado mais simples-
mente, a igualdade serd valida se e somente se u e v forem linearmente dependentes. B

Uma consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz é que se u e v forem vetores
nio nulos, entdo
u,v
< (u, v) <
fafl{lvi

e, portanto, hd um tnico angulo 6 em [0, ], tal que

v
= Tlullivi

(10)

Logo, a equagdo (10) pode ser usada para definir o 4ngulo 6 entre dois vetores ndo nulos
uev.
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Normas

A palavra norma em matemadtica tem seu proprio significado que é independente de um
produto interno e seu uso aqui deve ser justificado.

Definicdo | Um espaco vetorial V é dito um espaco linear normado se, para cada vetorv & V, €
associado um niimero real || v|), chamado de norma de v, satisfazendo

I. ||v|| = 0 com igualdade se e somente se v = (.
I |av| = |«||v| para qualquer escalar a.
IL v+ w| < v| + || para todos v, w € V.

A terceira condic¢do é chamada de desigualdade triangular (ver Figura 5.4.2).

Teorema 5.4.3  Se V é um espago de produto interno, entdo a equagio

vl =4/ (v,v) paratodoveV

define a normaem V.

v + w ,.;--3‘5‘»:4»‘

Figura 5.4.2 v

Demonstracio E facilmente observado que as condicdes I e TI da definicio séo satisfeitas.
Deixamos para o leitor a verificacdo disto e prosseguimos para mostrar que a condicao III
é satisfeita.
lu+v|*=@+v,u+v)
= (u, u) +2(u, v) + (v, V)
< flul® +2flull Ivl + [Iv|*  (Cauchy-Schwarz)
= (Jufl + IvI)?

Logo,
[u+v] <l + v ]

E possivel definir muitas normas diferentes em um espago vetorial dado. Por exemplo,
em R” poderiamos definir

n

Ixlh = |l

i=1

para todo X = (X, X»,..., x,)". E facilmente verificado que |||, define uma norma em R”".
Outra norma importante em R” € a norma uniforme ou norma infinita, que é definida por

[Xllo = max [x;
I<i<n
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Mais geralmente, podemos definir uma norma em R” por

n
Il = [ > l”
i=1

para qualquer nimero real p = 1. Em particular, se p = 2, entdo

I/p

; 172

Ixfla = { Y Ixl*)  =(xx)

i=1

A norma ||+ |, € a norma em R" derivada do produto interno. Se p # 2, |||, ndo corresponde
a qualquer produto interno. No caso de uma norma que nio é derivada de um produto
interno, a lei de Pitdgoras ndo & vélida. Por exemplo,

w3 el

(X102, + %22, = 4 + 16 = 20

sdo ortogonais; no entanto,

enquanto
2
X1 + %25, = 16
Se, no entanto, |- [, for usada, entdio

%1115 + I1%23 = 5+ 20 = 25 = |Ix; + %23

EXEMPLO 5 Sejax o vetor (4, =5, 3)” em R, Calcule ||x]|,, [|x]}, & Xl
[IX[l1 = 141+ |=5] + 3] = 12

[l = V16 4+25+9 = 5v2
IXllco = max(|4], |-5], [3]) =5 a

E também possivel definir diferentes normas matriciais para R”*". No Capitulo 7, estu-
daremos outros tipos de normas matriciais que sdo tteis na determinacio da sensibilidade
dos sistemas lineares.

Em geral, uma norma fornece um meio de medir a distancia entre vetores.

Definiclo | Sejam x e y vetores em um espago linear normado. A distincia entre X e y é definida
pelo ndmero ||y — x||.

Muitas aplicagdes envolvem encontrar um tinico vetor mais préximo em um subespaco
$ a um vetor v dado em um espago vetorial V. Se a norma usada para V é derivada de
um produto interno, entdo o vetor mais préximo pode ser calculado como uma projecio
vetorial de v no subespaco S. Este tipo de problema de aproximacio é discutido mais lon-
gamente na préxima secéo.
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PROBLEMAS DA SECAQO 5.4

1.

10.

11.

. Use a equagfio (1) com vetor de peso (zlw %, Z)T

Sejamx = (=1, =1, 1, D'ey = (1, 1, 5, =3~
Mostre que x L y. Calcule || X[, [[¥]l» X + ¥ €
verifique que a lei de Pitdgoras ¢ valida.

. Sejamx = (1,1,1, Dey =(8,2,2,0)".

(a) Determine o dngulo fentre xey.

(b) Encontre a projecio vetorial pde x em y.

(¢) Verifique que x — p € ortogonal a p.

(d) Calcule |x = p|, [|P]l» ||X|), e verifique que a
lei de Pitdgoras € vélida.

1
para definir um produto interno para R? e sejam
x=(1, L, Dey=(-51,3).

(a) Mostre que x e y s@o ortogonais em relacéo a
este produto interno.

(b) Calcule os valores de ||x| e ||y| em relagfo a
este produto interno.

. Dados
1 2 2 —4 1 1
A=11 0 2 e B=]|-3 3 2
3 11 1 -2 -2
determine o valor de cada um dos seguintes:
(@ (A.B) ) lAlF
(© |IBltr @ A+ Blir

. Mostre que a equacio (2) define um produto inter-

no em R xn

. Mostre que o produto interno definido pela equa-

¢lo (3) satisfaz as duas dltimas condicdes da defi-
ni¢do de um produto interno.

. Em C[0, 1], com produto interno definido por (3),

calcule

(a) (e*,e™™) (b) {(x,senmx) (e) (x2,x3)

. Em C[0, 1], com produto interno definido por (3),

considere os vetores 1 e x.

(a) Ache o dngulo fentre 1 e x.

(b) Determine a projecdo vetorial pde 1 em x e
verifique que 1 — p é ortogonal a p.

(¢) Calcule |1 — p|.[|p]l.]l1] e verifique que a lei
de Pitdgoras & valida.

. Em C[—, @] com produto interno definido por

(6), mostre que cos mx e sen nx sdo ortogonais e
que ambos sao vetores unitdrios. Determine a dis-
tancia entre os dois vetores.

Mostre que as fungdes x e x? sdo ortogonais em P
com produto interno definido por (5), onde x; =
(i—3)2parai=1,...,5.

Em P, com o produto interno como no Problema
10 e norma definida por

5 12
Ipl =Vip. p) = {Z [p(x,-n?}
i=1

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22,

calcule

@ ||

®) )

(c¢) a disténcia entre x e x°

Se V € um espaco com produto interno, mostre que

(vl = {v.v)

satisfaz as duas primeiras condi¢des na definico
de uma norma.
Mostre que

n
Xl =) Ixl
i=1

define uma norma em =",
Mostre que

X« = mAax jx;

II<e

define uma norma em =~.
Calcule || x|, | x|l e | x |.. para cada um dos seguin-
tes vetores em R3.
(@) x = (—3,4,0)
(b) x=(-1,-1,2)7
© x=(,1, 1)
Sejam x = (5, 2, )T e y = (3, 3, 2).. Calcule
Ix = ¥l |x — ¥ e ]| x — ¥ Sob que norma os
dois vetores estdo mais préximos? Sob que norma
estdo mais distantes?
Sejam x e y vetores em um espago com produto
interno. Mostre que se X | y, entdo a distincia
entrexey é

(=l + Iy 1?)"

Mostre que se u e v sdo vetores em um espago com
produto interno que satisfaz a lei de Pitidgoras

a4+ v)? = fluf® + Ivii?

entdo u e v devem ser ortogonais.
Em R" com produto interno

T
x.y)=xy

derive uma férmula para a distancia entre dois ve-

tores X = (Xp,..., x,) €y = (v, ¥,)"

Seja A uma matriz ndo singular n X n e para cada

vetor X € R”, defina-se

xlla = 1Ax|l2

an
Mostre que (11) define uma norma em R".

Seja x € R*. Mostre que || X|.. = ||X|},-

Seja x € R% Mostre que ||x||, = ||x|;. [Sugestdo:
escreva x sob a forma x,e, + x,e, e use a desigual-
dade triangular.}
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

D& um exemplo de um vetor nfo nulo x € R? para
o qual
Xl = IIxll2 = lIxllx
Mostre que, em qualquer espaco vetorial com uma
norma,
I=vli = 1ivl
Mostre que, para quaisquer U e v em um espago
vetorial normado
fla+vi = al = v

Demonstre que, para quaisquer u ¢ v em um espa-
¢o com produto interno V,

w4+ V17 + e —vi* = 2]a)* + 2||v))?

D€ uma interpretaciio geométrica deste resultado
para o espago vetorial R2

O resultado do Problema 26 ndo é vilido para
normas ndo derivadas do produto interno. D& um
exemplo para isto em R? usando | - ;.

Determine se os seguintes definem normas em
Cla, b]:

@ 11l =1f@l+1f0)
M) 111 = ["1f()ldx
© I1f1 = mix | f(2)]

Seja x € R” e mostre que
(@) {xl = nlixllx

(b) 1Ixll2 = V7 [Ixlo

30.

31.

32.

33.

Dé exemplos de vetores em R para os quais a
igualdade é vdlida nas partes (a) e (b).
Desenhe o conjunto de pontos (x, x,) = X" em R?

tais que
@ Ixl=1 M) [xli=1 (0 [xlle=1

Seja K uma matriz n X n da forma
1 —¢c —c —C —c
0 s —sc —sc —sc
0 0 52 R —s2c

K =
0 0 0 R T e
0 0 0 0 gl

onde ¢* + 5* = 1. Mostre que || K ||, = Jn.
O trago de uma matriz n X n, C, escrito tr(C), é a
soma dos seus elementos diagonais; isto €,

w(C) =cyu+cn+- 4 Cum
Se A e B sdio matrizes m X n, mostre que
(@ AL = u(ATA)
(b) A+ B[l = [Allz + 2 (AT B) + || B{3..
Considere o espaco vetorial R” com produto inter-
no {x,y) = x” y. Mostre que para qualquer matriz
nXn, A,
(@ (Ax.y) = (x,A"y)
(b) (ATAx,x) = || Ax|?

'5.5 Conjuntos Ortonormais

Definicio

EXEMPLO |

Em R? ¢ geralmente mais conveniente usar a base padrio {e,, €,} do que usar algumas
outras bases, como {(2, 1)7, (3, 5)*}. Por exemplo, seria mais ficil encontrar as coordena-
das de (x;, x,)" em relagdo a base padrdo. Os elementos da base padrio s3o vetores unitarios
ortogonais. Trabalhando com um espaco com produto interno V, é geralmente desejével
ter uma base com vetores unitirios mutuamente ortogonais. Tal base & conveniente ndo s6
para encontrar coordenadas de vetores, mas também para resolver problemas de minimos

quadrados.

0 quando i # j, entdo {v,, v, ..

Sejam vy, v, ..., v, vetores ndo nulos em um espaco com produto interno V. Se (v, y) =
., V,} € dito um conjunto ortonormal de vetores.

pois

O conjunio {(1, 1, 1)%, (2, 1, =3)7, (4, —5, 1)" } é um conjunto ortonormal em IR?,

1,1, D2, 1, -3»"T =0
(17 19 1)(47 _57 I)T =0
2,1,-3)4, -5, D =0 =
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Teorema 5.5.1 Se {v,, v, ..., v,} é um conjunto ortonormal de vetores nio nulos em um espaco
com produto interno V, entéo v, v,, ..., v, s0 linearmente independentes.

Demonstracdo Suponha que v,, v,, ..., v, sdo vetores ndo nulos mutuamente ortogonais €
avit+oave+ - F vy =0 o)
Se 1 = j = n, entdo, fazendo o produto interno de v; com ambos os lados da equagdo (1),
vemos que
ci{vj, Vi) +calvy, Vo) + - (v, v =0
cjllvil? =0
e, portanto, todos os escalares ¢, ¢,,..., ¢, devem ser nulos. =

Defini¢do | Um conjunto ortonormal de vetores é um conjunto ortogonal de vetores unitérios.

O conjunto {u,, u,, ..., u,} serd ortonormal se e somente se

(wj,u;) =&

em que
1 i=j
8ij = o,
0 i#]

Dado um conjunto ortogonal de vetores ndao nulos {v,, v,, ..., v,} é possivel formar um

conjunto ortonormal definindo

1
ui=<—)vi para i=1,2,...,n
[Iv: I

O leitor pode verificar que {u;, U,, ..., U,} serd um conjunto ortonormal.

EXEMPLO Z VimosnoExemplolquesev, = (1,1, 1), v, = (2,1, =3) e v, = (4, =5, 1), ento

{v,, ¥5, v;} é um conjunto ortogonal em R3. Para formar um conjunto ortonormal

1 1
= =—(1, 1,0
! (nw)“ A#LLD
w, = <L>v —L(z 1, -3)7"
2T\l T Via T

1 1
uw=(—|vs=—4-51" =
(llwll) NZY)

EXEMPLO 3 Em C[—m, 7] com produto interno

1 T
(fLey=—= 1 [fxgldx 2)
JT —7T
o conjunto {1, cos x, cos 2x, ..., cos nx} € um conjunto ortogonal de vetores, jd que, para

quaisquer inteiros positivos j e k,
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1 T
(1, coskx) = —/ coskxdx =0
T )

g

Fis

1
(cos jx, coskx) = —/ cos jxcoskxdx =0 (j #k)
T

—7JT
As fungdes cos x, cos 2x, ..., COs nx ja sd0 vetores unitdrios, jaque

T

1
(coskx,coskx):;/ cos’kxdx =1 parrak=1,2,...,n

-7

Para formar um conjunto ortonormal s6 precisamos encontrar um vetor unitrio na dire-
¢aode 1.

||1||2=<1,1>=i/ﬂ1dx=2
T Jox

Portanto, 1/\/5 € um vetor unitario e, portanto, {1/\/5 , €OS X, COS 2x, ..., cos nx} € um
conjunto ortonormal de vetores. &

Segue-se do Teorema 5.5.1 que, se B = {u,, u,, ..., w,} é um conjunto ortonormal
em um espago de produto interno V, entdo B € uma base para o subespago S = Cob(u,,
w,, ..., W). Dizemos que B € uma base ortonormal para S. E, em geral, muito mais facil
trabalhar com base ortonormal que com uma base ordindria. Em particular, € muito mais
f4cil calcular as coordenadas de um vetor v dado em relagio a uma base ortonormal.
Uma vez que essas coordenadas tenham sido determinadas, elas podem ser usadas para
calcular ||v].
Teorema 5.5.2  Seja {u,, u,, ..., u,} uma base ortonormal para um espaco com produto interno V.

It
Se v= ch.ui, entdo ¢; = (v, u,).

i=t1

Demonstracdo
n n n
(V,lli)=(chllj,lli>=ch(llj,ui>=ZCj5ji=Ci a
j=1 j=1 Jj=1

Como consequéncia do Teorema 5.5.2, podemos enunciar mais dois resultados impor-
tantes:

Corolaric 5.5.3  Seja {u,, u,, ..., u,} uma base ortonormal para um espago com produto interno V.
n n
Se u= Eaiui, ev= zbiui, entdo

i=1 i=1
n
(n,v) = Zaibi

i=1
Demonsiracdo Pelo Teorema 5.5.2,

(v,u;) = by i=1,...,n
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Portanto,

i ) n n
:(Zaiuisv>:Zai<uiav>:Zai<V,ui>=Zaibi =
i=1 =1 i=1 i=1

Corolario 5.5.4 Fdrmula de Parseval
Se {ul, u,, ..., u,} € uma base ortonormal para um espago com produto interno V e

V= ZCU entio

vii? Z c;
Demonstraciio Se v = ch u;, entdo, pelo Corolério 5.5.3,
=1
Iv)® Z c; =
EXEMPLO 4  Os vetores

()« m-(ad)

formam uma base ortonormal para R?, Se x € R?, entdo

T X+ x; T Xy — X2
X'u = e Xu =
V2 V2
Segue-se do Teorema 5.5.2 que
X1+ X2 x| — X3
X — u 115

V2 V2

e segue-se do Coroldrio 5.5.4 que

e = (22) (o) e e
- «/5 «/E =X 2

EXEMPLOS Dadoque {%, cos 2 x} ¢ um conjunto ortonormal em C[ — 77, 7] (com produto interno

como no Exemplo 3), determine o valor de f_”ﬂ sen* x dx sem calcular antiderivadas.

Solugdo
Como

) 1 —cos2x 11 ( 1)
sen“ X = ——— = — — 4 cos2x

2 Vi

segue-se da férmula de Parseval que

4 11 3
/ sen4xdx=7r||sen2x|12=n(—+—>:_ .

w
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Matrizes Ortogonais

Matrizes n X n cujos vetores coluna formam um conjunto ortonormal em R” sdo de parti-
cular importincia.

Definicdo | Uma matriz n X n, Q, é dita uma matriz ortogonal sc os vetores coluna de Q formam
um conjunto ortonormal em R”,

Teorema 5.5.5 Uma matriz n X n, 0, é dita ortogonal se e somente se 07Q = I.

Demonstragdo  Segue-se da defini¢do que uma matriz n X n, Q, é dita ortogonal se e
somente se seus vetores coluna satisfazem

T
q;q; = J;;
Entretanto, ql.qu é o elemento (i, j) da matriz Q'Q. Logo, Q é ortogonal se e somente se
0'0=1 |
Segue-se do teorema que se Q € uma matriz ortogonal, entfio Q € inversivele Q7! = Q7.

EXEMPLO 6 Para qualquer 0 fixo, a matriz

cosf —senf
sen & cos

o- |
é ortogonal e

1 _ AT _ cosf send
=0 = [—sen@ cos 6 B

A matriz Q no Exemplo 6 pode ser considerada como uma transformacao linear de R?
em R? que tem o efeito de girar cada vetor de um angulo 6, sem alterar o comprimento do
vetor (ver Exemplo 2 na Se¢io 2 do Capitulo 4). De forma similar, Q™! pode ser pensada
como a rotacio por um angulo — @ (ver Figura 5.5.1).

(@) (b
Figura 5.5.1
Em geral, produtos internos sfo preservados sob a multiplicacdo por uma matriz orto-

gonal [isto é, {x, y) = (Qx, Qy)]. Com efeito,
(0%, Qy) = (OV)0x =y'Q"T0x =y'x = (x.y)

Em particular, se x =y, entdo | Ox|* = ||x|]* e, portanto, | OX|| = ||x|. Multiplicacdo por
uma matriz ortogonal preserva os comprimentos dos vetores.
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Propriedades das Matrizes Ortogonais
Se Q € uma matriz ortogonal n X n, entdo

(a) os vetores coluna de @ formam uma base ortonormal para R”

(b) Q"0 =1

() O"=0"
(d) (0x,0y) ={x,y)
() [Ox[, = |Ix|

Matrizes Permutacio

Uma matriz permutacdo é uma matriz formada a partir da matriz identidade pela reorde-
nagdo de suas colunas. Evidentemente, entdo, as matrizes permutagio sdo matrizes ortogo-
nais. Se P € a matriz permutagdo formada pela reordenagéio das colunas de 7 na ordem (k,,

..,k,), entdo P = (ekl, s € ). Se A é uma matriz n X n, entfo
AP = (Aer,, ..., Aey) = (a,, ..., a,)
Pés-multiplicago de A por P reordena as colunas de A na ordem (k,, &, ..., k,). Por exemplo, se
01 0
2
A:“;g] e P=10 0 1
- 1 00O
entio
31 2
AP = [ 31 2 ]
Como P = (e, ..., €, )¢ ortogonal. segue-se que

T

ekl

pl=pi=1|
€,

A coluna k, de P” serd e, a coluna k, de P serd e, e assim por diante. Logo, P” é uma
matriz permutacdo. A matriz P” pode ser formada diretamente de I reordenando as linhas
na ordem (k,, k,,...,k,). Em geral, uma matriz permutacdo pode ser formada de I reorde-
nando as suas linhas ou suas colunas.

Se Q € a matriz permutacdo formada reordenando as linhas de I na ordem (k,, k......k,)
¢ B é uma matriz n X r, entdo

e/, e/ B by

T T T
€, €, B by,

1

Logo, OB ¢ a matriz formada pela reordenagdo das linhas de B na ordem (k,,..., k,). por
exemplo, se

00 1 11
o=1]100 e B=|2 2
010 3 3
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entao
3 3
oB=|1 1
2 2

Em geral, se P é uma matriz permutacfio n X n, a pré-multiplicagio de uma matriz B, n X r
por P reordena as linhas de B e a p6s-multiplicagéo de uma matriz m X n A por P reordena
as colunas de A.

Conjuntos Ortonormais e Minimos Quadrados

A ortogonalidade desempenha um papel importante na resolugio de problemas de minimos
quadrados. Lembre-se de que se A é uma matriz m X n de posto n, entdo, o problema de
minimos quadrados Ax = b tem uma unica solu¢io X que é determinada resolvendo as
equacdes normais A’Ax = A’b. A projecio p = AX é o vetor em R(A) que estd mais pré-
ximo de b. O problema de minimos quadrados € especialmente ficil de resolver no caso em
que as colunas de A formam um conjunto ortonormal em R”,

Teorema 5.5.6 Se os vetores coluna de A formam um conjunto ortonormal de vetores em R”, entdo
ATA = I ¢ a solugdo do problema de minimos quadrados é

x=A"b
Demonstragdo O elemento (i, j) de A’A é formado da i-ésima linha de A7 e da j-ésima

coluna de A. Entlo, o elemento (i, j) é realmente o produto das i-ésima e j-ésima colunas
de A. Como os vetores coluna de A sfo ortonormais, segue-se que

ATA=(8;) =1
Em consequéncia, a equacdo normal € simplificada para
x=A"b |

E se as colunas de A no sfo ortonormais? Na proxima secfo, aprenderemos um método
para encontrar uma base ortonormal para R(A). Desse método, obteremos uma fatoragfio de
A em um produto QR, onde Q tem um conjunto ortonormal de vetores coluna e R é trian-
gular superior. Com esta fatoragfo, o problema de minimos quadrados pode ser resolvido
rdpida e precisamente.

Se tivermos uma base ortonormal para R(A), a proje¢do p = AX pode ser determinada
em fungdo dos elementos da base. Com efeito, este é um caso especial do problema de
minimos quadrados mais geral de encontrar o elemento p em um subespaco S de um espago
com produto interno V que é mais préximo de um dado elemento x em V. Este problema
¢ facilmente resolvido se S tem uma base ortonormal. Primeiramente, demonstraremos o
seguinte teorema:

Teorema 5.5.7 Seja S um subespago de um espago com produto interno Ve seja x € V. Seja {u,,
u,, ..., 1} uma base ortonormal para S. Se

1
p=> cu 3)
i=1

na qual
¢ = (X, u;) para todo i 4)
entdo p — X € §* (ver Figura 5.5.2).
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Figura 5.5.2

Demonstracdo Primeiramente, mostraremos que (p — x) | u, para todo i:

(u;, p—x) = (w;, p) — (u;, x)

Xl,

= E lll,llj 5Ly

=0

Assim p — x € ortogonal a todos os u,. Se 'y € S, entdo

n
Y= E ol
i=1

c]uj — ¢

.|M§ ]

e, portanto,

p—x,y5) = (p—x, Za,ul Za, —-x,u)=0

231

Se x € §, entdo o resultado precedente € trivial, jd que pelo Teorema 5.5.2, p — x = 0.

Se x & S, entdo p € o elemento de S mais préximo de x.

Teorema 5.5.8  Sob a hipétese do Teorema 5.5.7, p é o elemento de S que estd mais préximo de x;

isto é

ly — x|l > llp — x|
paratodoy # pem S.
Demonstracdo Sey € Sey # p, entdo
Iy —xI”> = Iy —p) + (0 =0
Comoy — p € S, segue-se do Teorema 5.5.7 e da lei de Pitdgoras que

ly —xII> = lly —pl*+ p — xI*> > p — x|
Portanto, |y — x| > ||p — x|.

O vetor p definido por (3) e (4) € dito a projecdo de x em S.

Corolario 5.5.9 Seja S um subespaco ndo nulo de R” e sejab € R”. Se {u,, u,, ..., u,} é uma base

ortonormal para Se U =(u;, w,, ..., u,), entdo a projecdo p de b em S é dada por

p=UU"D
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Demonstracdo  Segue-se do Teorema 5.5.7 que a projegdo p de b em S € dada por

p=cu+cuy+---+cu =Uc

no qual
1 uib
c= C:z = uz.b =U"b
Cr uk%b
Portanto,
p=UU"D =

A matriz UU” no Coroldrio 5.5.9 € a matriz de proje¢fo correspondente ao subespaco S
de R™. Para projetar qualquer vetor b € R” em S, precisamos somente encontrar uma base
ortonormal {u,, u,, ..., u,} para S, formar a matriz UU” e entdo multiplicar UU” por b.

Se P € a matriz de projecao correspondente ao subespaco S de R™, entdo, para qualquer
b € R™ a proje¢do p de b em S € tnica. Se Q é também a matriz de projecdo correspon-
dente a S, entdo

Ob=p=PFb
Segue-se também que
q; = Qe; = Pe; =p, paraj=1,...,m
e, portanto, Q = P. Logo, a matriz de projecdo correspondente a um subespago S de R™ €

dnica.

EXEMPLO 7 Seja S o conjunto de todos os vetores em R* da forma (x, y, 0)”. Encontre o vetor p
em S que estd mais préximo de w = (5, 3, 4)T (ver Figura 5.5.3).

(5,3. 4

/ 6.5,0
S

Figura 5.5.3

Solucio
Sejamu, = (1,0,0) e uw, = (0, 1, 0)". Evidentemente, u, e u, formam uma base ortonormal
para S. Agora,

cp=wlu =5
C = wTuz =3
O vetor p € justamente o que esperdvamos

p =5u; + 3w = (5.3,0)7
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Alternativamente, p poderia ter sido calculado usando a matriz de projecdo UU™:

Lo 0 {5 5
p=UU'w=1]0 1 0] |3]| =]3 =
00 0] |4 0

Aproximacio de Funcoes

Em muitas aplicagdes, € necessério aproximar uma funco continua em termos de funcdes
de um tipo especial de conjunto de aproximagéo. Mais comumente, aproximamos por um
polinémio de grau 7 ou menor. Podemos usar o Teorema 5.5.8 para obter a melhor aproxi-
macdo por minimos quadrados.

EXEMPLO 8 Encontre a melhor aproximacio por minimos quadrados para ¢' no intervalo [0, 1]
por uma funcédo linear.

Solucdo
Seja § o subespaco de todas as fungdes lineares em C[0, 1]. Embora as fungdes 1 e x
cubram S, elas ndo sdo ortogonais. Procuramos uma funcdo da forma x — a que seja orto-
gonal a 1.

1
(l,x—a)z/ (x—a)dx:%—a
0

5 =1 —Lly=_L B
Entéo, a = 5. Como || x — 5| 715 Segue-se que

ui(x)=1 e MQ(X)Z‘/E(X_%)

x

; y=é
Ly =px) formam uma base ortonormal para S.
Sejam
1
) = / u(x)e*dx =e—1
0
1
= / u(x)e*dx = «/5(3 —e)
0
A projecdo

p(x) = ciu(x) + couy(x)
051 = (=1 1+V36-e)[VI2(x - })]
= (4e —10) +6(3 —e)x

€ a melhor aproximag&o linear por minimos quadrados de e* em [0, 1]
Figura 5.5.4 (ver Figura 5.5.4). B
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Aproximacio por Polindmios Trigonométricos

Polindmios trigonométricos sfo usados para aproximar fungdes periédicas. Por um polind-
mio trigonométrico de grau n, queremos dizer uma fungdo da forma

ap

> + Z(ak coskx + by senkx)

k=1

th(x) =
J4 vimos que a colegéo de fungdes

1
——,COS X, COS2X,...,COSnX

V2

forma um conjunto ortonormal em relagéio ao produto interno (2). Deixamos para o leitor
verificar que se as funcdes

senx,sen2x, ..., sennx

sdo adicionadas & colecfo, cla ainda serd um conjunto ortonormal. Entdo, podemos usar o
Teorema 5.5.8 para encontrar a melhor aproximagio por minimos quadrados a uma fun-
¢fo continua com perfodo 27 f(x) por um polindmio trigonométrico de grau n ou menor.
Observe-se que

(. =)= = (A1)
) 2 2 )
de modo que se
T
a=(f1)=—[ flx)dx
e
1 T
ay = {f,coskx) = — f(x)coskx dx
2 -7
1 i
by = (f, senkx)= — f(x)senkxdx
T -
parak = 1, 2, ..., n, entfo estes coeficientes determinam a melhor aproximacéo por mini-

mos quadrados para f. Os g, e os b, sdo os conhecidos coeficientes de Fourier que ocorrem
em diversas aplicacdes envolvendo aproximacdo de funcdes por séries geométricas.

Consideremos f (x) como representando a posi¢do no tempo x de um objeto se movendo
a0 longo de uma reta e seja t, a aproximacio de Fourier de grau n para f. Se fizermos

b
rp = ,/a,f+b,% e O =tan”! (—k>
1453

entdo

a b
ap COSkx + by senkx = ry <—k coskx + X sen kx)
a3 s

= rrcos(kx — 6;)

Logo, o movimento f (x) € representado por uma soma de fun¢des harmonicas simples.
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Em aplicagdes de processamento de sinais, é usual representar a aproximacio trigono-
métrica na forma complexa. Para isto, definimos os coeficientes complexos de Foutier ¢,
em fun¢do dos coeficientes reais de Fourier g, e b,

g

1 1
cr = —(ar —iby) = — f(x)(coskx —isenkx)dx
2 21

-7
T

1 .
=— | f®e™dx (k>0
2m S,
A dltima igualdade segue da identidade
e’ =cosf +isenb

Definimos também o coeficiente ¢_, como o complexo conjugado de c,. Logo,
_ 1 :
Cop =€ = E(ak +iby) (k=0)
Alternativamente, se resolvermos para a, e b, entdo
A = Cy + C_ c bk = i(Ck - C_k)
Destas identidades, segue-se que
cre’™ 4 c_pe ™ = (¢ + Cc_p)coskx +i(cy —c_y)senkx
= qarcoskx + by senkx
e, portanto, o polindmio trigonométrico
ao n
t(x)=—+ Z(ak coskx + by senkx)
2 =
pode ser reescrito na forma complexa como

n
t(x) = Z cpe'®*

k=—n

APLICACAO | Processamento de Sinais

A Transformada Discreta de Fourler

A fungfo f (x) representada na Figura 5.5.5(a) corresponde a um sinal ruidoso. Aqui, a varia-
vel independente x representa o tempo e os valores do sinal sdo mostrados como funcéio do
tempo. Neste contexto, € conveniente iniciar no tempo 0. Entdo, escotheremos [0, 27] em
vez de [—, 7] como o intervalo para o nosso produto interno.

Vamos aproximar f (x) por um polindmio trigonométrico

3
f(x) = Z cre™

k=—n

Como mencionado na discussdo prévia, a aproximacdo trigonométrica nos permite
representar a fungio como uma soma de harmonicos simples. O k-ésimo harménico pode
ser escrito como 7, cos(kx — 6,). Diz-se que tem uma frequéncia angular k. Um sina] é
suave se os coeficientes ¢, se aproximam de 0 rapidamente quando & cresce. Se alguns dos
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
(a) Sinal Ruidoso

T T T T T T T T T

) | 1 ! i

8 10 12 14 16 18 20
(b) Sinal Filtrado

Figura 5.5.5

coeficientes correspondentes as maiores frequéncias nfo sdo pequenos, o grafico parecerd
ruidoso como na Figura 5.5.5(a). Podemos filtrar o sinal fazendo esses coeficientes iguais
a zero. A Figura 5.5.5(b) mostra a fungdo suave obtida suprimindo algumas das frequén-
cias mais altas do sinal original.

Nas aplicacdes reais de processamento de sinais, ndo temos uma férmula matemadtica
para a funcdo de sinal f (%c); em vez disso, o sinal € mostrado em uma sequéncia de instantes
Xos Xi5--5 Xy, ONAE X; = % A funcfo f é representada pelos N valores amostrados

Yo = f(X()), ¥ = f(xl)a s JN—-1 = f(-xN—l)

[Nota: yy = f 2m) = f(0) = y,.] Neste caso, ndo é possivel calcular os coeficientes de
Fourier como integrais. Em vez de usar

1 2w

a=5—[ [fl)e " dx
2w 0

usamos um método numérico de integracio, a regra trapezoidal, para aproximar a integral.
A aproximacdo é dada por

1 N-1
—ikx;
di =~ ; Flae™ (5)

Os coeficientes d, sdo aproximacdes dos coeficientes de Fourier. Quanto maior o tamanho
N da amostra, tanto mais préximo d, seré de c,.
Se fizermos

_2ai 2r . 2m
wy =e N =cos— —isen
N N
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entdo a equagdo (5) pode ser reescrita sob a forma

J
= — yjw
N &

A sequéncia finita {d, d,,..., dy_,} é dita a transformada discreta de Fourier de {y,, yi,...,
Yv_1}. A transformada discreta de Fourier pode ser determinada por uma simples muitipli-
cacdo matricial. Por exemplo, se N = 4, os coeficientes sdo dados por

1
dp = Z(yo+}’1 + y2+y3)

1
dy = Z()’o + w4y + @lyr + wlys)

1
dy = Z(yo + @iy + wiys + @Sy3)

1
dy = Z(yo + wiyy + wlyy 4+ 0)y3)

Se fizermos

1

( s ’ )

entdo o vetor d = (d,, d,, d,, d,)T é determinado multiplicando Z pela matriz

11 1 1 1
Py = 1 oy o a)i] [1 —i —1 [
1 o o of 1 -1 1 -1
1 o of o L i =1 =i
A matriz F, € chamada de matriz de Fourier.
No caso de N amostras, v, ¥,..., Yy, 08 coeficientes séo calculados fazendo
1

zZ=— e d=Fyz
Ny N

no qual y = ¥y, ¥15e--» Yy-)” € Fyy € a matriz N X N cujo elemento (j, k) é dado por
fox =% Y. 0 método de cdleulo da transformada discreta de Fourier d pela multi-

plicagfio de F, por z serd chamado de algoritmo DFT.* O célculo DFT requer um multiplo
de N? operages aritméticas (aproximadamente 8 N?, j4 que é usada aritmética complexa).

Em aplica¢Ges de processamento de sinais, N € geralmente muito grande e em consequéncia
o célculo da DFT pode ser proibitivamente lento e custoso mesmo em potentes computadores
modernos. Uma revolugfo em processamento de sinais ocorreu em 1965 com a introdugio por
James W. Cooley e John W. Tukey de um método drasticamente mais eficiente para calcular a
transformada discreta de Fourier. Na verdade, acontece que o artigo de 1965 de Cooley-Tukey
¢ uma redescoberta de um método que era conhecido por Gauss em 1805.

A Transformada Rapida de Fourier

O método de Cooley e Tukey, conhecido como a transformada rdpida de Fourier ou
simplesmente FFT**, é um eficiente algoritmo para calcular a transformada discreta de
Fourier. Ela aproveita a estrutura especial das matrizes de Fourier. Tlustramos este método

*A sigla DFT & normalmente usada no Brasil, daf nfo ter sido traduzida. (N.T.)
**A sigla FFT é consagrada no Brasil. (N.T.)
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no caso N = 4. Para ver a estrutura especial, rearranjamos as colunas de F, de modo que as
colunas de ordem fmpar venham todas antes das de ordem par. O rearranjo é equivalente a
pés-multiplicar F, pela matriz de permuta¢io

Py =

O = OO
SO = O
—_0 OO

1
0
0
0
Se fizermos w = Pz, entdo

Fiz = FyPyPl'z = Fy Pyw

Particionando F, P, em blocos 2 X 2, obtemos

11‘1 1
A B
EPy= [0

l—lli—i

Os blocos (1,1) e (2,1) sdo ambos iguais a matriz de Fourier F, e se fizermos

1 0
b2 = [ 0 —i ]
entdo os blocos (1,2) e (2,2) sdo D,F, e —D,F,, respectivamente. O célculo da transfor-
mada de Fourier pode agora ser efetuado como uma multiplicagéo de blocos

d, = F2 Dze Wi _ F2W1 + DzeWz
4= F2 —D2F2 Wy - F2W1 — D2F2W2

O célculo reduz-se a computar duas transformadas de Fourier de comprimento 2. Se fizer-
mos q, = F,w, e q, = D,F,w,), entdo

d, = [Q1+(I2]
q —q2

O processo que descrevemos funcionard sempre que o nimero de amostras for par.
Se, por exemplo, N = 2m e permutarmos as colunas de F,, de modo que as colunas
impares venham primeiro, entdo a matriz de Fourier F,,P,, pode ser particionada em
blocos m X m

_[Fn  DunFn
F2mP2m_‘[Fm —DmFm]

na qual D,, é uma matriz diagonal cujo elemento (j, j) é ] '. A transformada discreta de
Fourier pode entdo ser calculada como duas transformadas de comprimento m. Além disso,
se m € par, entdo cada transformada de comprimento m pode ser calculada como duas
transformadas de comprimento % e assim por diante.

Se, inicialmente, N é uma poténcia de 2, por exemplo, N = 2%, entdo podemos aplicar o
processo recursivamente por meio de k niveis. O total de aritmética requerido para calcular
a FFT ¢ proporcional a Nk = N log, N. De fato, a quantidade real de operages aritméticas
necessérias para a FFT €, aproximadamente, 5N log, N. Qufo dramético é o aumento de
velocidade? Se considerarmos, por exemplo, o caso em que N = 2% = 1.048.576, entio
o algoritmo DFT necessita 8N? = 8§ - 2% operagdes, isto €, aproximadamente 8,8 trilhdes
de operacdes. Por outro lado, o algoritmo FFT necessita apenas de 100N = 100 - 2%, ou
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aproximadamente 100 milhdes de operagdes. A relacdo entre as duas quantidades de ope-

racoes é

. 8N?
~ 5Nlog, N

= 0,08 -1.048.576 = 83.886

Nesse caso, o algoritmo FFT € aproximadamente 84.000 vezes mais rapido que o algoritmo

DFT.

PROBLEMAS DA SECAO 5.5

1. Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam

uma base ortonormal para R??

@ {107, © D7}

® (3 4>T 5 12)T
5'5 (EE

© {1, =17, (1,17

a1\ (1 Ve
@ (75) ’<‘5’7>

. Sejam
1 2 Be
342 3 V2
u = ﬁ U = % U3 = —%
_g% % 0

(a) Mostre que {u,, u,, u;} € uma base ortonormal
para R3.

(b) Sejax = (1, 1, 1)". Escreva X como uma com-
binagéo linear de u,, u, e u; usando o Teorema
5.5.2 e use a férmula de Parseval para calcular
X

. Seja S o subespaco de R® coberto pelos vetores u,

e u;do Problema 2. Seja x = (1, 2, 2)T. Encontre a

projecdo pde x em S. Mostreque p — X .L w, e

p—xl1lu,

. Seja 6 um ndmero real fixo e sejam

S cos @ e x— —sen¢
L= | send 2= cos @

(a) Mostre que {x,, x,} é uma base ortonormal
para R?.

(b) Dado um vetor y em R?, escreva-o como uma
combinagio linear ¢,x; + ¢,X,.

(¢) Verifique que

cd+ed=1ylP =y +»

. Sejam u, e u, uma base ortonormal para R? ¢ seja
u um vetor unitdrio em R Se u"w, = L, determi-
ne o valor de u™u,.

6.

~J

f(x)y=3cosx+2senx ¢

10.

Seja {u,, u,, u;} uma base ortonormal para um es-
paco com produto interno V e sejam

u=u +2u,+2u3 e v=u +7u

Determine o valor de cada um dos seguintes
(@ (u,v)

(®) [lufiefv]

(c) O angulo fentreuev

. Seja {u,, u,, u;} uma base ortonormal para um espa-

¢o com produto interno V. Se x = cju, + ¢, + ¢c;u,
¢ um vetor com as propriedades ||x|| = 5, (u,, x) =
4 ex 1 u,, entfio quais sdo os possiveis valores de
cp, Cy € C37

. As fungdes cos x e sen x formam uma base orto-

normal em C{—, m]. Se
g(x) = cosx—senx
use o Coroldrio 5.5.3 para determinar o valor de

l T
{(f.g)= p Sx)gx)dx

-7

. O conjunto

1
S = {ﬁ cos x, CO8 2x, cos 3x, cos4x
¢ um conjunto ortonormal de vetores em C[—r,
7] com produto interno definido por (2).
(a) Use identidades trigonométricas para escrever
a funcdo sen* x como uma combinagio linear
dos elementos de S.
(b) Use a parte (a) e o Teorema 5.5.2 para encon-
trar os valores das seguintes integrais:
@ [ sen*xcosxdx
(ii) f7, sen®xcos2xdx
(i) /7 sen’xcos3xdx
(iv) [” sen®xcosdxdx
Escreva a matriz de Fourier Fy. Mostre que Fg Py
pode ser particionada em forma de blocos:

F.  DF,
F, —D4F,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Demonstre que a transposta de uma matriz ortogo-

nal € uma matriz ortogonal.

Se O € uma matriz ortogonal n X ne X ey séo ve-

tores nfo nulos em R”, entdo como o angulo entre

Ox e Qy se compara com o 4ngulo entre X ¢ y?

Demonstre sua resposta.

Seja Q uma matriz ortogonal n X n. Use a inducéo

matemdtica para demonstrar cada um dos seguintes:

(@) (@M = (QH" = (O™ para qualquer inteiro
positivo m.

(b) I O xIl = lIxll para todo x € R".,

Seja v um vetor unitdrio em R” e seja H = I —

2uu’. Mostre que H € tanto ortogonal quanto si-

métrica e, portanto, é sua prépria inversa.

Seja O uma matriz ortogonal e seja d = det(Q).

Mostre que |d| = 1.

Mostre que o produto de duas matrizes ortogo-

nais é também uma matriz ortogonal. O produto

de duas matrizes de permutagio é uma matriz de

permutacdo? Explique.

Quantas matrizes de permutacio n X n existem?

Mostre que se P € uma matriz de permutagio si-

métrica, entdo P* = [ e P*' = P,

Mostre que se U é uma matriz ortogonal n X n,

entao

wu] +wul +-- 4wl =71

Use indugfio matemadtica para mostrar que se uma
matriz n X n, Q € tanto triangular superior quanto

ortogonal, entdo q; = *e,j=1,...,n
Seja
11
2 2
1
2
A= ]2 2
1 1
2 2
1 i
2 2

(a) Mostre que os vetores coluna de A formam um
conjunto ortonormal em R*.

(b) Resolva o problema de minimos quadrados
Ax = b para cada uma das seguintes escolhas
deb.

@ b=(4,0,00"
(i) b=(1,23,4"
i) b=(1,1,2,2)7

Seja A a matriz dada no Problema 21.

(a) Encontre a matriz de projecdo P que projeta
vetores de R* em R(A).

(b) Paracadauma das suas soluges x do Problema
21(b), calcule Ax e compare com Pb.

Seja A a matriz dada no Problema 21.

(a) Encontre uma base ortonormal para N(AT).

(b) Determine a matriz de projecdo O que projeta
vetores de R* em N(AY).

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Seja A uma matriz m X n, seja P a matriz de pro-

jecdo que projeta vetores de R em R(A) e seja Q

a matriz de projecio que projeta vetores de R”em

R(AT). Mostre que

(a) I — P ¢ amatriz de projecdo de R"em N(AT).

(b) I — Q é a matriz de projecéo de R”em N(A).

Seja P a matriz de projecdo correspondente a um

subespaco S de R™. Mostre que

(a) P°=P

®)Pr=pP

Seja A uma matriz m X n cujos vetores coluna sio

mutuamente ortogonais e seja b € R™. Mostre que

se y ¢ a solugéio por minimos quadrados do siste-

ma Ax = b, entdo
bTa,-

Yi = i=1

ala RO
Seja v um vetor em um espaco com produto in-
terno Ve seja p a projecdo de v em um subespaco
n-dimensional S de V. Mostre que ||p|| =< |/ v]. Sob
que condigdes ocorre a igualdade?

Seja v um vetor em um espago com produto in-
terno Ve seja p a projecdo de v em um subespago
n-dimensional § de V. Mostre que |[p|* = {p, V).
Considere o espago vetorial C[—1, 1] com produto
interno

1
(frg) = / FWgdx
€ norma

WA= (f FOY?

(a) Mostre que os vetores 1 e x s30 ortogonais.

(b) Calcule||1{e]x].

(¢) Encontre a methor aproximago por minimos
quadrados de x'® em [—1, 1] por uma fungio
linear I(x) = ¢;1 + cyx.

(d) Esboce os grificos de x'? e [(x) em [—1, 1].

Considere o espaco com produto interno C[0, 1]

com produto interno definido por

1
(f.g) = /O F@g0) dx

Seja § o subespaco coberto pelos vetores 1 e

2x — 1.

(a) Mostre que 1 e 2x — 1 séo ortogonais.

(b) Determine ||1]e|2x — 1|

(c) Encontre a melhor aproximagéo por minimos
quadrados para v/x por uma funcio do subes-
pago S.

Seja

S ={1/+/2, cosx, cos 2x, ..., cosnx,
senx, sen2x,...,sennx}




32,

33.

34.

35.

36.

Mostre que S € um conjunto ortonormal em C[—r,
7] com produto interno definido por (2).
Encontre a melhor aproximagio por minimos qua-
drados para f(x) = |x| em [, 7] por um polind-
mio trigonométrico de grau menor ou igual a 2.
Seja {x, X5,...., X, X4y, ---» X,} Uma base orto-
normal para um espaco com produto interno V.
Seja S, o subespaco de V coberto por X, X....., X,
e seja §, 0 subespago coberto porx; . ;, X, 1 5, ..., X
Mostre que S, L S,.

Seja x um elemento do espago com produto inter-
no V no Problema 33 e sejam p, e p, as projecdes
de xem S, e S,, respectivamente. Mostre que

(@) x=p, +p,

(b) se x €S}, entdo p, = 0 e, portanto, S+ = S..
Scja § um subespago de um espago com produto
interno V. Seja {x, ...., X,} uma base ortogonal
para S e seja x € V. Mostre que a melhor aproxi-
magao por minimos quadrados de x por elementos
de S € dada por

"

{x, %)

P= Z<xl,x,

Um escalar (real ou complexo) u € dito ser uma

raiz n da unidade se u* =

(a) Mostre que se # é uma raiz n da unidade e u #
1, entdo

I+u+u+-+

un—l =0

37.

38.
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[Sugestdo: 1 —uw=(1 —w)y(l +u +u®>+ ...
+ 9]

(b) Seja w, = e * . Use a férmula de Euler (¢ =
cos 0 + i sen ) para mostrar que @, é uma
raiz n da unidade.

(¢) Mostre que seje k sdo inteiros positivos e
u= ,{ ez=w, U entdo u, 7 e uz sdo
todos rafzes n da umdade.

Sejam w,, u e z definidos como no Problema 36.

Se F, é a matriz de Fourier n X n, entdo seu ele-

mento (j, s) é

Fis = @O0 = =
n

Seja G, a matriz definida por
1

—=D-1 _ s-1 1 =<s =m,
8sk = fsk =w =z , l<k<n
Mostre que o elemento (f, k) de F,G, é

+uz+ @z)® + -+ (uz)"™!
Use os resultados dos Problemas 36 ¢ 37 para
mostrar que F, é ndo singular e
1 1—
F= —G = —F

n

em que F, é a matriz cujo elemento (i, j) é o com-
plexo conjugado de ;.

'5.6 O Processo de Ortogonalizagio de Gram—Schmidt

Nesta se¢do, aprenderemos um processo para construir uma base ortonormal para um
espago com produto interno n-dimensional V. O método envolve o uso de projecdes

para transformar uma base ordindria {x,, X,,...,

u,}.
Construiremos os u; de modo que

Cob(uy, ...

parak=1,...,

, ) = Cob(xy, ...

x,} em uma base ortonormal {u;, u,,...,

. Xx)

n. Para iniciar o processo, seja

(77)
U =\ —1x
lIxy |l

D

Cob(u,) = Cob(x,), j4 que u, é um vetor unitério na dire¢do de x,. Seja p, a projecio de x,

em Cob(x,) = Cob(u,); isto &,

P = (X, up)w

Pelo Teorema 5.5.7,

(x —p1) L w
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Observe que x, — p # 0, jd que

—({Xp, u
X2 — p1 — _SZ—I)XI _|_ X2 (2)
[l

e X, € X, s@o linearmente independentes. Se fizermos

uy (x2 —p1) (3)

[x2 — pi1]

entdo u, é um vetor unitdrio ortogonal a u,. Segue-se de (1), (2) e (3) que Cob(u,, u,) C
Cob(x,, x,). Como u,e u, sio linearmente independentes, segue-se também que {u,, u,} é
uma base ortonormal para Cob(x,, X,) e, portanto,

Cob(x1, x2) = Cob(u;, up)

Para construir u,, continue da mesma maneira. Seja p, a projecdo de x; em Cob(x,, X,) =
Cob(u,, u,).

P2 = (X3, Uy + (X3, W)U

e seja
U = ————(X3 — p2)
x5 — p2l
Figura 5.6.1 e assim por diante (ver Figura 5.6.1).
Teorema 5.6.1 O Processo de Gram-Schmidt

Seja {x;, X,, ..., X,,} uma base para um espago com produto interno V. Seja

( : )
uy={—7xi
fIxal
e defina-se u,, u,,..., U, recursivamente por
U = ———Xpp1 —Pr) paak=1,...,n—1

Xe+1 — Pl
onde
Pr = (Xp1, U)W + (Kpep1, Up)Uo + -+ A+ (X1, W)Uk
¢ a projecdo de x, . , em Cob(u,, u,,..., w,). Entdo, o conjunto
{uj,u, ..., u,}
¢ uma base ortonormal para V.

Demonstracdo Discutiremos de maneira recursiva. Evidentemente, Cob(u;) = Cob(x,).
Suponha que u;, u,, ..., u, foram construidos de modo que {u,. u.. ..., u;} é um conjunto
ortonormal e

Cob(u1 I ) I u) = COb(Xl. X2,y Xk)

Como p, é uma combinac?o linear de u,, u,...., u,, segue-se que p, € Cob(x,, .... X;) €
X, .1 — P € Cob(xy, ..oy X2 1)-
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k
Xi+1 — Pk = Xg+1 — E CiXj

i=1

Como x,, ..., X; + , 30 linearmente independentes, segue-se que X, ., — p; € ndgonulo e,
pelo Teorema 5.5.7, é ortogonal a cadaw,, 1 =i = k. Logo, {u;, W,..., 0} 6 um conjunto
ortonormal de vetores em Cob(x,, ..., X, , ). Como w,,..., u,; sdo linearmente independen-
tes, formam uma base para Cob(x,, ..., X,. ;) €, em consequéncia,

Cob(ul, N ,llk+1) = COb(Xl, e Xk+1)

Segue-se por indugfio matemadtica que {u,, u,,..., u,} é uma base ortonormal para V. &

EXEMPLO | Encontre uma base ortonormal para P, se o produto interno em P; € definido por

3
(p.q) =Y pxgx)
i=1
ondex; = —1,x,=0ex; = 1.
Solucdo

Comecando pela base {1, x, x?}, podemos usar o processo de Gram~Schmidt para gerar
uma base ortonormal

1% =1, 1) =3
assim
(11)1=7
uy=—1J1=—
1Ll 3
Faca-se
(1)1 (11+01+11)10
p = x,———': — - —_— . —— . — — =
: 33 V33 V33
Portanto,
x—pi=x e |x—plf=(x.x)=2
Logo,
1
w = —X
T2
Finalmente,
1. 1 1 1 2
(XZ, '_>‘_ + <x27 X)——=X = —
b V33 ﬁ> 2 3
2 2
2 2_ 2 2 2 Ay _ =
lx* — pall (x X 3> 3
e, entao,

Polinémios ortogonais serfio estudados com mais detathes na Secdo 7.
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EXEMPLO Z Seja

1 -1 4
1 4 =2
A=11 4 2
1 -1 0

Encontre uma base ortonormal para o espago coluna de A.

Solucio

Os vetores coluna de A sdo linearmente independentes e, portanto, formam uma base para
um subespaco tridimensional de R*. O processo de Gram-Schmidt pode ser usado para
construir uma base ortonormal como se segue. Seja

= llaill =2

1

qi

ri2

Pt

a —Pp;

22

q:

F13
P2
a — P

r33

qs3

1 111 1\’
—a; = PP R
ri 2222

(a2, q1) =qja =3

rqr = 3q

555 5\
(‘55’5"5)
lag —p1ll =5
1 111 1\
a(az —-p1)= (*'2—, 53 —5)

(a3, qi) =qiay =2, 7= (a3, q)=qla;=-2

r13q1 + r23q2 = (2,0,0,2)T
2, =22, -7
llaz — poll =4

1( ) 1 11 1\*
—as — = N o~ A
33 3 P 2 22 2

Os vetores q,, ¢, q; formam uma base ortonormal para R(A).

Podemos obter uma fatoragdo ttil da matriz A se guardarmos todos os produtos internos
e normas calculados no processo de Gram—Schmidt. Para a matriz do Exemplo 2, os 7, sdo
usados para formar uma matriz

e fazemos

0 0

ri1 rip ris 2 3 2
R = 0 3| =10 5 =2
Fi3 0 0 4

O=0{, 9 q) =

B BI— N N

BOl= Db Ol b —
P A W= D=

entdo € facilmente verificado que QR = A. Este resultado € demonstrado no seguinte teorema.
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Teorema 5.6.2 A Fatoracio QR de Gram—Shmidt

Se A € uma matriz m X n de posto n, entdo A pode ser fatorada em um produto OR, onde O
€ uma matriz m X n com vetores coluna ortonormais e R € uma matriz triangular superior
m X n cujos elementos diagonais s3o todos positivos. [Nota: R deve ser ndo singular, j4
que det(R) > 0.]

Demonstragdo  Sejam p,, ..., p,_, 0s vetores de projeciio definidos no Teorema 5.6.1
e seja {q;, qu. ..., q,} uma base ortonormal para R(A) derivada pelo processo de Gram—
Schmidt. Definam-se

ri1 = llag]|
fee = lag —pe—1ll para k=2,...,n

rikzqiTak parai =1,...,k—1 e k=2,...,n
Pelo processo de Gram—Schmidt,
riiqp = a 4)
ToeQe = Q — ey — ol — -+ — g1 pQe—1 parak =2,....n
O sistema (4) pode ser reescrito sob a forma
a; = 71114
a =rpq) + Qg2

a, =7r,q+ - + "unQn
Se fizermos

0=(q1,q9,...,9,)

e definirmos R como a matriz triangular superior

Fii ri2 ot Fin

0 ryp - 1y
R = .

0O 0 - ru

entdo, a j-ésima coluna do produto OR sera
Orj =rijqi+rjq+- - +r;q; =a;
paraj =1, ..., n. Portanto,

OR=(aj,ay,...,a,)=A E

EXEMPLO 3 Calcule a fatoracfio QR de Gram—Schmidt da matriz

1 -2 -1
2 0 1
2 -4 2
4 0 0
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Solucio
Passo |. Fazer
rip=llayf =5
(1224
(ll—m 1= 5553
Passo 2. Fazer
rio=qiay =2
P1 =rnq = —2q;
8 4 16 8\’
O —p = ‘"g,g,'—g—,g
ryp = llay —pill =4
1( ) 21 4 2\T
= —(a — = T Ty s T Ty £
L=, 8n 5°5° 755
Passo 3. Fazer
rm=qlaz=1, rp=qla;=—1

P2=ri3qr+7r3 =q —q = (

8 4 4
5'5’5

33—P2=<

316 2\7
5°5°5°5
2>T

s

r33 = laz —p2fl =2

1
QG =—(@a3—p) = (
r33

422 1

35573

y

Em cada passo, determinamos uma coluna de Q € uma coluna de R. A fatoracdo € dada

por

il Lol Lal—

_z _4

5 5

1 2 5 =2 1

j ; 0 4 -1 n
-3 3 0 0 2

2 |

3 H

Vimos na Se¢do 5 que se as colunas de ura matriz m X 1, A, formam um conjunto orto-
normal entdo a solugfio por minimos quadrados de Ax = b & simplesmente X = A”b. Se 4
tem posto 7, mas seus vetores coluna ndo formam um conjunto ortogonal em R™, entdo &
fatorag@io QR pode ser usada para resolver o problema de minimos quadrados.

Teorema 5.6.3 Sc A ¢ uma matriz m X n de posto n, entdo a solugdo por minimos quadrados dz
Ax = b € dada por X= R™'Q"b, onde Q e R sio as matrizes obtidas da fatoraciio dada nc
Teorema 5.6.2. A solucdio X pode ser obtida usando-se substitui¢io reversa para resolver

Rx = Q0'b.
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Demonstracdo Scja f‘ a solucdo por minimos quadrados de AXx = b garantida pelo
Teorema 5.3.2. Logo, x € a solugdo das equagdes normais
ATAx = ATb

Se A ¢ fatorada em um produto QR, estas equagdes se tornam

(QR) QRx = (QR)'b
ou

R"(Q"Q)Rx = R Q"h
Como Q tem colunas ortonormais, segue-se que Q7Q = I e, portanto,

RTRx=RTQ"p

Como R’ € inversivel, esta equacdo ¢ simplificada para

Rx=Q"b ou x=R10"p ]

EXEMPLO 4  Ache a solugio por minimos quadrados de

1 -2 -1 ~1
2 0 (™) |
2 -4 21”17 1
4 0 o)™ -2

Solucde
A matriz de coeficientes deste sistema foi fatorada no Exemplo 3. Usando esta fatorac#io,
temos

©

P\]

=
fl
l

Wilds by ]

wajte L= na
(1] SERVI SR
Uil— o Uif

O sistema Rx = Qb ¢é facilmente resolvido por substituicio reversa

5 -2 1]-1
0 4 —1|-1
0 0 2 2

A solugao & x = (=2,0,1)". =

O Processo Modificado de Gram—Schmidt

No Capitulo 7, consideraremos métodos computacionais para a solugio de problemas de
minimos quadrados. O método QR do Exemplo 4 em geral ndo fornece resultados precisos
quando executado em aritmética de precisdo finita. Na pratica, hd uma perda de ortogona-
lidade devido a erros de arredondamento ao calcular g, s...., q,. Podemos obter melhor
precisdo numérica usando uma versdo modificada do método de Gram—Schmidt.
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1

qi = a1
llagl

Porém, os vetores restantes a,,..., a, sdo entdo modificados de modo a serem ortogonais a
q. Isto € feito subtraindo de cada vetor a, a projecdo de a, em (;:

) T
a’ =a—(qayq k=2,...,n
Como segundo passo, tomamos

1
(€8]
M %2

q =
lla,

O vetor q, jd é ortogonal a q;. Entdo, modificamos os vetores restantes para tornd-los orto-
gonais a q:

a? =al’ — (fal)qy k=3,....n

De modo similar, qs, q,...., q, $30 sucessivamente determinados. No tltimo passo precisa-
mos simplesmente fazer

1 (n—1)

n — —
fal D"

para obter um conjunto ortonormal {qy, ..., q,}. O algoritmo seguinte resume o processo:
Algoritmo 5.6.4 Processo Modificado de Gram-Schmidt

— Para k=1,2,...,n fazer
Fee = llael)
1

Gr = —a;
Tk

Para j =k+1,k+2,...,n, fazer
ry = a;a
a; =a; —Ijqx
Fim lago para
L Fim laco para n

Se o processo modificado de Gram—Schmidt é aplicado aos vetores coluna de ume
matriz m X n, A, com posto n, entdo, como antes, podemos obter a fatoracdo QR de A.
Esta fatora¢do pode ser usada computacionalmente para determinar a solugéo por minimos
quadrados de Ax = b, no entanto, neste caso néo se deve calcular Q™ diretamente. Em vez
disso, deve-se transformar b usando o processo modificado de Gram—Schmidt alterando b
como se fosse uma coluna final extra de A.

PROBLEMAS DA SECAO 5.6

1. Para cada um dos seguintes, use o processo de 4= -1 3 b) A= 2 5
Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonor- (@) A= 15 ( o [ 1 10
mal para R(A):




2.

3.

4.

10.

Fatore cada uma das matrizes no Problema 1 em
um produto QR, onde Q é uma matriz ortogonal e
R € triangular superior.

Dada abase {(1, 2, —2)", (4, 3,2)", (1, 2, 1)"} para
R3, use o processo de Gram—-Schmidt para obter
uma base ortonormal.

Considere o espaco vetorial C[—1, 1] com produto
interno definido por

1
(fLgy= ] [fxgx)dx
~1

Encontre uma base ortonormal para o espago co-
berto por 1, x e x*.

21 12
11 e b=1]6
2 1 18

(a) Use o processo de Gram—Schmidt para encon-
trar uma base ortonormal para o espago coluna
de A.

(b) Fatore A em um produto QOR, onde Q tem um
conjunto ortogonal de vetores coluna e R é
triangular superior.

(¢) Resolva o problema de minimos quadrados
Ax = b.

. Seja

A=

. Repita o Problema 5, usando

A=

3 -1 0
4 2 e b= 120
0 2 10

1 1
x1:§(1,1,1,—1)f e x2=8<1,1,3,5)T

. Os vetores

formam um conjunto ortonormal em R*. Estenda
este conjunto a uma base ortonormal para R* en-
contrando uma base ortonormal para o espago

nulo de
1 1 1 -1
1 1 3 5

[Sugestdo: primeiramente encontre uma base para
o espago nulo e entdo use o processo de Gram—
Schmidt. ]

. Use o processo de Gram-Schmidt para encontrar

uma base ortonormal para o subespago de R* co-
berto porx, = (4,2,2, DI, x, = (2,0,0,2), x, =
1,1, =1, D"

. Repita o Problema 8, usando o processo modifica-

do de Gram—Schmidt. Compare suas respostas.

Seja A uma matriz m X 2. Mostre que se tanto o
processo classico de Gram—Schmidt como o pro-
cesso modificado de Gram—Schmidt sdo aplicados

11.

12.

13.

14.

15.
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aos vetores coluna de A, entdo ambos os algorit-
mos produzirdo a mesma fatoragio QR, mesmo
que os cédlculos sejam realizados em aritmética de
precisdo finita (isto €, mostre que ambos os algo-
ritmos executardo exatamente as mesmas opera-
¢oes).
Seja A uma matriz m X 3. Seja QR a fatoracio
OR obtida quando o processo cldssico de Gram—
Schmidt € aplicado aos vetores coluna de A e seja
QINQ a fatoracdo obtida quando o processo modi-
ficado de Gram—Schmidt € usado. Mostre que se
todos os célculos fossem efetuados usando aritmé-
tica exata, teriamos
Q=0 e
e mosire que, quando os cdlculos sfo feitos em
aritmética de precisfo finita, 7,, nfio serd neces-
sariamente igual a 7,; € em consequéncia F; € q;
ndo serdo necessariamente iguais a r;; € ;.
O que acontecerd se o processo de Gram—-Schmidt
for aplicado ao conjunto de vetores {v,, V,, V;},
onde v, e v, sdo linearmente independentes, mas
vy € Cob(v,, v,). O processo falhard? Se falhar,
como? Explique.
Seja A uma matriz m X n com posto n e sejab €
R™. Mostre que se Q e R sdo as matrizes derivadas
pela aplicaciio do processo de Gram—Schmidt aos
vetores colunade A e

R=R

P=caq+ 9+ +CQy

¢ a projegdo de b em R(A), entdo:

(a) ¢c= 0

() p =00

(©) QO™ = A(A"A)T'AT

Seja U um subespaco m-dimensional de R” e seja
V um subespago k-dimensional de U, onde 0 <
k<m.

(a) Mostre que qualquer base ortonormal

{vi, va, ..., Wi}

de V pode ser expandida para formar uma base
ortonormal {v,, v, ..., V,, Vi, ..., V,.} para U.
(b) Mostre que se W = Cob(Viy 1, Visaseees Vi),
entio U= VO W.
Teorema da Dimensdo Sejam U e V subespago de
R* No casoem que U N V = {0}, temos a seguin-
te relagéo de dimensdes

dim (U 4+ V) =dim U +dimV

(Ver Problema 18 na Secfio 4 do Capitulo 3.) Use
o resultado do Problema 14 para demonstrar o teo-
rema mais geral

dim (U + V) =dim U +dimV — dim(U N V)
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'5.7 Polinbmios Ortogonais

J4 vimos como polindmios podem ser usados para ajuste de dados e como aproxima-
¢oes de fungdes continuas. Como ambos estes problemas sdo problemas de minimos
quadrados, eles podem ser simplificados pela escolha de uma base ortonormal para
a classe dos polindmios de aproximacao. Isto nos conduz ao conceito de polinémios
ortogonais.

Nesta secdo, estudamos familias de polindmios ortogonais associados com vdrios
produtos internos em Cla, b]. Veremos que os polindmios em cada uma destas classes
satisfazem uma relagfo de recursdo de trés termos. Esta relacio de recursio € particular-
mente ttil em aplicacdes computacionais. Certas familias de polindmios ortogonais tém
importantes aplicagdes em muitas areas da matemadtica. Referir-nos-emos a estes polind-
mios como polindmios cldssicos e os examinaremos em mais detalhe. Em particular, os
polindmios cldssicos sdo solucdes de certas classes de equagdes diferenciais lineares de
segunda ordem que surgem na solucéo de muitas equagdes diferenciais parciais da fisica
matemaética.

Sequéncias Ortogonais

Como a demonstracdo do Teorema 5.6.1 foi por inducéo, o processo de Gram—Schmidt é
valido para um conjunto enumeravel. Entfio, se X, X,,... ¢ uma sequéncia de vetores em um
espaco com produto interno Ve se X, X,,..., X, sfo linearmente independentes para todo n,
entdo o processo de Gram—Schmidt pode ser usado para formar uma sequéncia u,, U,,...
onde {u;, w,,...} & um conjunto ortonormal e

COb(Xl, X2, ..., Xn) = Cob(ul, u, ..., lln)
para todo n. Em particular, da sequéncia 1, x, x?,... é possivel construir uma sequéncia
ortonormal py(x), p,(x), ...

Seja P o espago vetorial de todos os polindmios e defina-se o produto interno {,) em P
por

b
{p.q) = / px)g(x)w(x)dx (D

no qual w(x) € uma fungio continua positiva. O intervalo pode ser tomado como aberto ou
fechado e pode ser finito ou infinito. Se, no entanto,

b
/ pw(x)dx

& imprépria, exigimos que convirja para todo p € P,

Definicdo Seja py(x), p,(x), ... uma sequéncia de polindmios com grau de p; (x) igual a i para todo
i. Se (p(x), p{(x)) = 0 para todo i # j, entdo {p,(x)} ¢ dita uma sequéncia de polind-
mios ortogonais. Se (p,, p,) = 8, entdo {p,(x)} é dita uma sequéncia de polindmios
ortonormais.

Teorema 5.7.1  Se p,, p,, ... ¢ uma sequéncia de polindmios ortonormais, entdo

L. p, ..., p,_, formam uma base para P,
II. p, € P’ (isto é, p, € ortogonal a todos os polindmios de grau menor que n).

e
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Demonstracdo Segue-se do Teorema 5.5.1 que pg, py. ..., p, , s80 linearmente indepen-
dentes em P,. Como dim P, = n, estes n vetores devem formar uma base para P,. Seja p(x)
qualquer polinémio de grau menor que ». Entéo,

n—1
px) = cipi(x)
i=0

e, portanto,
n—1 n—1
(Pnr D) = (P, p_cipi) = Y cilpn. pi) =0
i=0 i=0
LOgO’ pn E PnL .
Se {po, P15 ---» Pu—1 } € um conjunto ortogonal em P, e
1 :
U = Di para i=0,...,n—1
Ilpi 1
entdo {u, ..., u,_,} € uma base ortonormal para P,. Logo, se p € P,, entdo
n—1
p=> (p,uiu
i=0

n_1< ( : > >< : >

Z,-zop il b llpill
ZH (p, pi)

_ ) 4 pl

= (pi, pi)

Similarmente, se f € Cla, b}, entdo a melhor aproximacfo por minimos quadrados para f
por elementos de P, € dada por

_ Z .

ph pl

em que P, Pis ---» Doy SA0 polindmios ortogonais.
Outra caracter{stica interessante das sequéncias de polindmios ortogonais € que elas
satisfazem uma relagfo recursiva em trés termos.

Teorema 5.7.2  Seja p;, p;, ... uma sequéncia de polindmios ortogonais. Seja a; o coeficiente do
primeiro termo de p, para cada i e defina-se p_,(x) como o polinémio zero. Entdo

Qpt1 Pra1(X) = (X = Bag1) Pr(x) — 0tpVu Pn—1(x) n =0

emquea,=vy,=1le

. (pn—l’xpn—1>’ vy = {Pn, Pn) =1
an {Pn—1, Pn—1) {(Pn—t1s Pn-1)
Demonstragdo  Como py, py, ..., p,; formam uma base para P, ,, podemos escrever
ntl
xXpa(x) =) Cuicprlx) )

k=0
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em que

{(XPn, px)
opp = 2P PRI 3)
{Prs i)
Para qualquer produto interno definido por (1)

(xf. g) = (f,xg)

Em particular

(xPn, Pr) = (Pas XDr)

Segue-se do Teorema 5.7.1 que se k = n — 1, entdo

_ Axpn. px) (Dn, XDE)
Cnk = = =
(P> Pr) (P pr)
Logo, (2) é simplificada para
XPn (X) = Cun—1Pn-1 (x) + CnonPn (X) + Cnon+1Pn+1 (x)

Esta equacio pode ser reescrita sob a forma

Cn,n+1pn+l(x) = (X - Cn,n)pn(x) - Cn.n—lpn—l(x) (4)

Comparando-se os coeficientes dos primeiros termos dos polindmios em cada membro de
(4), vemos que

Cnon+10n+1 = Gy
ou

ap

Contl = = Wpt %)

an+1

Segue-se de (4) que

Cn,n+l<pn’ pn+1) = <pn, ()C - Cn,n)pn) - Cn,nfl(pna pn~—1>
0 = <pn, xpn) - cnn(pru pn)
Logo,

(Pn> XDn)
<pn7 Pn>

Segue-se de (3) que

(pn—la pn—l)cn,n—l = (xpns pn—1>
= (pn’ XPn—I)
= (Pn, pn)cn—l.n

e portanto, por (5), temos

(plh pn)

T Un = Val, a8
(Pnfl, pn—l)

Cnn—1 =

Ao gerar uma sequéncia de polindmios ortogonais pela relacdo recursiva no Teorema
5.7.2, ficamos livres para escolher qualquer coeficiente ndo nulo g, , , para o primeiro termo
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a cada passo. Isto é razodvel, ja que qualquer maltiplo ndo nulo de um p,,, particular serd
também ortogonal a p, ..., p,. Se escolhermos nossos 4; como 1, por exemplo, a relacao
recursiva seria simplificada para

pn+1(x) = (X - ,811+1)p71 ()C) — VnPn—1 (X)

Polindmios Ortogonais Cldssicos

Vejamos alguns exemplos. Devido a sua importancia, consideraremos os polindémios clds-
sicos, comecando com os mais simples: os polindmios de Legendre.

Polindmios de Legendre

Os polinémios de Legendre sdo ortogonais em relagdo ao produto interno

]
(p.q) = /1 px)q(x)dx

Seja P,(x) o polindmio de Legendre de grau n. Se escolhermos os coeficientes dos primei-
ros termos de modo que P,(1) = 1 para todo n, entdo a férmula recursiva para os polind-
mios de Legendre é

(n+DP,1(x) = 2n+ DxPy(x) —nP1(x)

Usando esta férmula, a sequéncia dos polindmios de Legendre ¢ facilmente gerada. Os
cinco primeiros polindmios da sequéncia sdo

Py(x) =1

Pi(x)=x
P(x)=13x"—1)

Py(x) = $(5x° — 3x)

Py(x) = £(35x* = 30x" +3)

Polindmios de Chebyshev

Os polindmios de Chebyshev sdo ortogonais em relagio ao produto interno

1
(p.q) = /1 PO — 22 dx

E usual normalizar os primeiros coeficientes de modo que a, = 1 e g, = 2" para k = 1,

2, ... Os polindmios de Chebyshev sdo denotados por T, (x) e tem a interessante proprie-
dade

T, (cos8) = cosnb
Esta propriedade, juntamente com a identidade trigonométrica,
cos(n + 1)0 = 2cos b cosnf — cos(n — 1)0
pode ser usada para derivar as relacdes recursivas

T\ (x) = xTo(x)
Ty (x) = 2xT,(x) = Tyo1(x)  paran > 1
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Polindmios de Jacobi

Os polindmios de Legendre e Chebyshev sdo ambos casos especiais dos polindmios de
Jacobi. Os polindmios de Jacobi P,* sdo ortogonais em relagdo ao produto interno,

1
(p.q) = /1 p)g(x)(1 —x)* (1 + x)* dx

nos quais A, u > —1,

Polindmios de Hermite

Os polindémios de Hermite sdo definidos no intervalo (—2, ). Eles sio ortogonais em
relagdo ao produto interno

(p.q) = / fra(x)q(ac)esz dx

[e¢]

A relago recursiva para os polindmios de Hermite é dada por

Hy (x) = 2xH,(x) —2nH,_{(x)

Pgolindmios de Laguerre

Os polindmios de Laguerre sdo definidos no intervalo (0, %) ¢ sfo ortogonais em relagdo
ao produto interno

o0
(p.q) = / p(xX)g(x)x*e™ dx
0
no qual A > —1. A relagfo recursiva para os polinémios de Laguerre é dada por
4+ DLY () = Cr4+r+1-0LP ) =+ LD (x)

Os polindmios de Chebyshev, Hermite e Laguerre sdo comparados na Tabela 1.

Tabela |
Chebyshev Hermite Laguerre (A = 0)
Ty =2xT, = Top,n> 1 Hyy =2xH, —2nH,., (n+DLY, = @n+1-x)L® = nL?,
To=1 Hy=1 LY =1
Ty =x Hi = 2x L9 =1-x
T =2x%~1 Hy = 4x> -2 LY =1x2—x+42
Ty = 4x° — 3x Hy = 8x> — 12x LY = 1x 4+ 9x2 — 18x + 6

APLICACAO | Integracio Numérica

Uma aplicacdo importante dos polindmios ortogonais ocorre na integracio numérica. Para
aproximar

b
[ S xyw(x)dx (6)
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primeiramente aproximamos f (x) por um polindmio de interpolagio. Usando a férmula de
interpolacdo de Lagrange,

P(x) =Y fx)Li(x)
i=1

na qual as funcBes de Lagrange L, sdo definidas por

H(x —Xj)
j=1

JH
Li(x) =~
H(xi —Xj)
j=1
J#
podemos determinar um polindmio P(x) que concorda com f (x) em n pontos x, ..., X, em

[a, b]. A integral (6) € entdo aproximada por

b n
/ P(x)w(x)dx = ZAif(x,-) (7
a =1

em que
b
A,-:f L;(x)w(x)dx i=1,...,n

Pode ser mostrado que (7) fornecerd o valor exato da integral quando f (x) for um polind-
mio de grau menor que n. Se os pontos X, ..., x, forem escolhidos adequadamente, a for-
mula (7) serd exata para polindmios de maior grau. Com efeito, pode ser mostrado que se
Po» D1> Pas --- € uma sequéncia de polindmios ortogonais em relagfio ao produto interno (1)
ex, ..., X, 830 0s zeros de p,(x), entdo a féormula (7) serd exata para todos os polindmios de
grau menor que 2z. O teorema seguinte garante que as raizes de p, sdo todas reais e ficam
no intervalo aberto (a, b):

Teorema 5.7.3  Se py, p1» Py .. € uma sequéncia de polindémios ortogonais em relagio ao produto
interno (1), entdo os zeros de p,(x) sdo todos reais e distintos e ficam no intervalo (a, b).

Demonstracde Sejam x,, ..., x,, 05 zeros de p,(x) que ficam em (a, b) € para os quais p,(x)
muda de sinal. Entdo, p,(x) deve ter um fator (x — x,)%, no qual k, é impar, parai =1, ...,
m. Podemos escrever

Pa(x) = (x — x)M(x —x)f2 - (x — X)) g (x)

em que g(x) ndo muda de sinal em (g, b) e g(x;) # O parai = 1, ..., m. Evidentemente m =
n. Mostraremos que m = n. Seja

rx) =& —x)x —x2)--- (x — x)
O produto

P (x) = (x — x)N (0 — )2 (= k) g (x)

envolverd somente poténcias pares de (x — x,) para todo i e, portanto, ndo muda de sinal
em (a, b). Logo,

b
(Pns 1) =f Pn(X)r(x)w(x)dx # 0
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Como p, € ortogonal a todos os polindmios de grau menor que n, segue-se que grau(r(x)) =

m = n.

As férmulas de integracfo numérica da forma (7), onde os x; sio rafzes de polindmios
ortogonais, sdo chamadas de formulas de quadratura de Gauss. A demonstracio da exati-
ddo para polindmios de grau menor que 2n pode ser encontrada na maioria dos livros texto

basicos de andlise numérica.

Na verdade, ndo € necessario efetuar n integracdes para calcular os coeficientes de qua-

dratura A, ..

., A,. Eles podem ser determinados pela solucio de um sistema linear n X .

O Problema 16 ilustra como isto € feito quando as raizes dos polindmios de Legendre P,
s#o usadas na regra de quadratura para aproximar f _1 . f(x) dx.

PROBLEMAS DA SECAQ 5.7

1.

2.

Use as férmulas de recursdo para calcular (a) T,
Tse (b) Hy, Hs.

Sejam py(x), p,(x) e p,(x) ortogonais em relagdo ao
produto interno
1
px)g(x)
(weoraen = [ 20D

Use o Teorema 5.7.2 para calcular p,(x) e p,(x) se
todos os polindmios tiverem o primeiro coeficien-
te 1.

. Mostre que os polindmios de Chebyshev tém as

seguintes propriedades:
(@ 2T, T, () =T, (0 + T,

menlX), para m > n
(b) T(T(x)) = T,,(x)

. Encontre a melhor aproximagdo por minimos qua-

drados para e* em [—1, 1] com relagdo ao produto
interno

I
(f. 8) =/ Sx)gx)dx
-1

Seja pg, pp.-.. uma sequéncia de polindmios or-
togonais e seja a, o primeiro coeficiente de p,.
Demonstre que

”pn”2 = dy <xn’ pn)

Seja T,(x) o polindmio de Chebyshev de grau n e
defina-se

l ’
Upi(x) = =T, (x)
n

paran=1,2, ...
(a) Calcule Uy(x), U (x) e Us(x).
(b) Mostre que se x = cos 6, entdo

sennéd
Un—[ ()C) -

senf

. Seja U,_,(x) definida como no Problema 6 para

n = 1 e defina-se U_ (x) = 0. Mostre que

10.

11.

12.

13.

14.

(a) T(0) = U, — x U, (x), paran =0,
(b) U, x)=2xU,_(x) — U_,(x) paran = 1.

. Mostre que os U, definidos no Problema 6 sio or-

togonais em relacdo ao produto interno

1
(p.q) =/ p(x)gx)(1 — xHdx
—1

Os U, sdo chamados de polinémios de Chebyshev
de segunda espécie.

. Verifique que o polindmio de Legendre P, (x) satis-

faz a equagdo de segunda ordem

(1—xy" =2xy +n(n+1)y=0
quandon = 0, 1, 2.
Demonstre cada um dos seguintes enunciados:
(a) Hi(xy=2nH,_(x),n=0,1,...
(b) H'(x)—2xH](x)+2nH (x)=0,

n=0,1,...
Dada uma funcdo f (x) que passa através dos pon-
tos (1, 2), 2, —1) e (3, 4), use a férmula de inter-
polacdo de Lagrange para construir um polindmio
do segundo grau que interpola f nos pontos dados.
Mostre que se f(x) € um polindmio de grau menor
que 7, entdo f (x) deve ser igual ao polindmio in-
terpolante P(x) em (7) e, portanto, a soma em (7}
d4 o valor exato de [ ,b f(x) w(x) dx.
Use os zeros do polindmio de Legendre P,(x) para
obter uma férmula de quadratura de dois pontos

1

F@ydx = A f(xa) + As f(x)
—1

(a) Para polindmios de que grau a férmula de
quadratura do Problema 13 serd exata?

(b) Use a férmula do Problema 13 para aproxi-
mar

1 1
, 1
/ 437+ Ddx e / > dx
9 —] 1 + x-




Como as aproximagdes se comparam com 08
valores reais?
15. Sejam x,, Xo...., x, pontos distintos no intervalo
[—1,1] eseja

1
Ai=/ Liwds, i=1,....n
-1

no qual os L, s&0 as funcdes de Lagrange para os
PONLOS X{, Xp,e. 0y Xy
(a) Explique por que a férmula de quadratura

1
/ fydx = A fx) + -+ A f ()
—1

fornecerd o valor exato da integral quando
f (x) for um polinémio de grau menor que
n.

(b) Aplique a férmula de quadratura a um polind-
mio de grau 0 e mostre que

A1+A2+"'+An =2
16. Sejam x,, X,...., x, as rafzes do polindmio de
Legendre P,. Se os A, sdo definidos como no

Problema 15, entdo a férmula de quadratura

1
fxydx = A fx)+Ay flxa)+--

ser4 exata para todos os polindmios de grau menor
que 2n.

'+Anf(xn)
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{a) Mostre que se 1 = j << 2n, entdo
Pj(xl)Al + - + Pj(xn)An = <15 Pj} - 0

(b) Use os resultados da parte (a) ¢ do Problema
15 para formar um sistema linear ndo homo-
géneo n X n para determinar os coeficientes
de quadratura A, A,,..., A

17. Seja Qy, Q... uma sequéncia ortonormal de poli-
némios; isto &, é uma sequéncia ortogonal de poli-

ndmios e || Q,|| = 1 para todo k.

(a) Como pode a relacdo recursiva no Teorema
5.7.2 ser simplificada no caso de uma sequén-
cia ortonormal de polindmios?

(b) Seja A uma raiz de Q,. Mostre que A deve
satisfazer a equagdo matricial

B/ o Qo)
ar B 25 Q 1(A)
2 ﬁn 1 Cp—| Qll 2 ()V)

Q1 ﬁu Qn 1()\)

Qo(A)
Q1 (1)

an2 ()\)

Qn—l ()")
onde os a; e f3; sdo os coeficientes da equagio
recursiva.

Problemas do Capitulo5

EXERCICIOS MATLAB
1. Sejam

x=[0:4,4,—4,1,1"ey = ones(9, 1)

(a) Use a fungdo MATLAB norm para calcular
os valores de ||x|, ||¥|| e |x + y| e para verifi-
car que a desigualdade triangular € vélida. Use
MATLAB para verificar também que a lei do
paralelogramo

Ix + ¥ + ix — ylII* = 20IxI* + Iy lI*)
¢ satisfeita.
(b) Se
x’y
" Iyl

entdo, como sabemos que |7] deve ser menor
ou igual a 1? Use MATLAB para calcular o
valor de ¢ e use a fungio MATLAB acos

para calcular o 4ngulo entre x e y. Converta o
4ngulo para graus, multiplicando-o por 180/
(Observe que o ndmero 7 é dado por pi em
MATLAB.)

(¢) Use MATLAB para calcular a projecao veto-
rial p de x em y. Faca z = x — p e verifique
que 2z é ortogonal a p calculando o produto
escalar dos dois vetores. Calcule |x|F e ||z|f +
|p|f e verifique que a lei de Pitdgoras ¢ satis-
feita.

2. Ajuste por minimos quadrados a um conjunio de
dados por uma funcdo linear A seguinte tabela de
valores de x e y foi dada na Segdo 3 deste capitulo
(ver Figura 5.3.3):

x—1.0 | 0021 23 24 (53 160 |65 180
y ~1,02/-0,52/0,550,7010,70/2,13/2.52/2,8213,54

Os nove pontos dados sio aproximadamente linea-
res e, portanto, os dados podem ser aproximados
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por uma fungfo linear z = ¢ x + ¢, Entre com
as coordenadas x e y dos pontos dados como ve-
tores coluna X e y, respectivamente. Faga V = {x,
ones(size(x))] e use a operagio “\” do MATLAB
para calcular os coeficientes ¢, € ¢, como uma solu-
¢&o por minimos quadrados do sistema 9 X 2 Ve =
y. Para observar os resultados graficamente, faga

w=-1:01:8

z=c(l)*w + c(2) * ones(size(w))
¢ desenhe os pontos dados originais e o ajus-

te por minimos quadrados, usando o comando
MATLAB

plot(x,y, x’, w, z)

. Construgdo de Perfis de Temperatura por Polind-
mios de Minimos Quadrados Entre as importantes
informagdes em modelos de previsdo do tempo estdo
conjuntos de dados consistindo em valores de tem-
peratura em vdrias partes da atmosfera. Estes valores
sdo medidos diretamente com o uso de baldes meteo-
rolégicos ou inferidos a partir de sondagens remo-
tas feitas por satélites meteorolégicos. Um conjunto
tipico de dados RAOB (balGes meteorolégicos) é
dado a seguir. A temperatura 7 em kelvin pode ser
considerada uma funcfo de p, a pressdo atmosférica
medida em decibars. Pressdes no intervalo de 1 a 3
decibars correspondem ao topo da atmosfera e aque-
las no intervalo de 9 a 10 decibars correspondem &
parte inferior da atmosfera.

pl 12

i
957
i

P 3/ 4 5 6 7l
T12227277]273

: :

| 71 8 9l 10
233 244,253 12601266

270 266

|

? |

(a) Entre com os valores de pressio como um
vetor p fazendo p = [1 : 10]’ € entre com 0s
valores de temperatura como um vetor T. Para
encontrar o melhor ajuste por minimos qua-
drados para os dados por uma fungio linear
¢ x + ¢,, monte um sistema sobredeterminado
Ve = T. A matriz de coeficientes V pode ser
gerada em MATLAB fazendo

V = [p, ones(10, 1)]
ou, alternativamente, fazendo
V=A(,9:10)
Nota Para qualquer vetor X = ( x;, X, ..., X, )%

0 comando MATLAB vander(x) gera uma
matriz de Vandermonde completa da forma

A = vander(p);

n—1

Xil .Xl e X

X3 oxh e 1
X" n—1 . 1

n+l er-—l Xnt1

Para um ajuste linear, somente as duas dltimas
colunas da matriz de Vandermonde completa
880 usadas. Mais informagGes sobre a fungfio
vander podem ser obtidas digitando help
vander. Uma vez que V tenha sido construida.
a solugéo por minimos quadrados ¢ do sistema
pode ser calculada usando-se a operagdo “\”
de MATLAB.

(b) Para ver quio bem a funcfio linear se ajusta
aos dados, defina-se um intervalo de valores
de pressdo fazendo

q=1:0.1:10;
Os valores correspondentes da fungdo podem
ser determinados fazendo

z = polyval(c, q);
Podemos tragar a funcfio e os dados com o
comando

plot(q,z,p, T, %)

(c) Tentemos agora obter um ajuste melhor usando
uma aproximacdo por um polinémio cibico.
Novamente, podemos calcular os coeficientes
do polindmio ctibico

clx3 + czxz +eo3x +cy

que fornece o melhor ajuste por minimos qua-
drados aos dados encontrando a solugdo por
minimos quadrados de um sistema sobrede-
terminado Ve = T. A matriz de coeficientes
V € determinada tomando as quatro ultimas
colunas da matriz A = vandex(p). Para ver
os resultados graficamente, novamente faca

Z = polyval(c, q)
e trace a funcdo cubica e os dados, usando o
mesmo comando plot de antes. Onde vocé
obtém um melhor ajuste, no topo ou na base
da atmosfera?

(d) Para obter um bom ajuste tanto no topo quanto
na base da atmosfera, tente usar um polindmio
do sexto grau. Determine os coeficientes como
antes, usando as sete Gltimas colunas de A. Faga
z = polyval(e, q) e trace os resultados.

Circulos de Minimos Quadrados As equagBes pa-

ramétricas para um circulo com centroem (3, 1) e

raio 2 sdo

x=3+2cost y=1+2sent

Facat = 0:0.5:6 ¢ use MATLAB para gerar ve-
tores de coordenadas x € y para 0s POntos corres-
pondentes do circulo. Em seguida, adicione algum
ruido a seus pontos fazendo

x =x + 0.1 *rand(l, 13)



y =y + 0.1 * rand(1, 13)

Use MATLAB para determinar o centro ¢ e o raio
r do cfrculo que fornece o melhor ajuste por mini-
mos quadrados aos pontos. Faca

t1=0:01:63
xl=c{(l) + r*cos(tl)
vl=c(l) +r*sin(tl)

¢ use o comando
plot(xl,yl, %y, 'x’)

para desenhar o circulo e os dados.

. Subespacos Fundamentais: Bases Ortonormais Os
espacos vetoriais N(A), R(A), N(AT) e R(A") sdo os
quatro subespacos fundamentais associados a uma
matriz A. Podemos usar MATLAB para construir
bases ortonormais para cada um dos subespacos
fundamentais associados a uma matriz dada.
Podemos entfio construir matrizes de projecéo
correspondentes a cada subespago.

(a) Faca

A = rand(5, 2) * rand(2, 5)
O que vocé espera sejam o posto e a nulidade
de A? Explique. Use MATLAB para testar sua
resposta calculando rank(A) e Z = null(A).
As colunas de Z formam uma base ortonormal
para N(A).
(b) Em seguida, faga

0 = 0rth(4), W=null(A"), S=I[Q,W]
A matriz S deveria ser ortogonal. Por qué?
Explique. Calcule S * S’ e compare seu resul-
tado com eye(5). Em teoria, A”W ¢ WA
deveriam ambas se constituir inteiramente em
zeros. Por qué? Explique. Use MATLAB para
calcular AT We WA.

(¢) Demonstre que se Q e W tivessem sido calcu-
lados em aritmética exata, entdo terfamos

I-WWr=00T ¢ QQ'A=A

[Sugestdo: escreva SS” em funcio de Q e W]
Use MATLAB para verificar estas identidades.

(d) Demonstre que se Q tivesse sido calculado
em aritmética exata, entdo terfamos QQ'b =
b para todo b € R(A). Use MATLAB para
verificar esta propriedade fazendo b = A
* rand(5, 1) e calculando @ * Q' * b e
comparando-o com b.

(e) Como os vetores coluna de Q formam uma
base ortonormal para R(A), segue-se que Q07
¢ a matriz de projegéo correspondente a R(A).
Logo, para todo ¢ € R%, o vetorq = QQ'cé a
projecdo de c em R(A). Fagac = rand(5, ) e
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calcule o vetor de projecéio q. O vetorr = ¢ —
g deveria estar em N(A"). Por qué? Expligue.
Use MATLAB para calcular A" * r.

(f) A matriz WW” € a matriz de projecio corres-
pondente a N(AT). Use MATLAB para cal-
cular a projecdo w = WWc de ¢ em N(A") e
compare o resultado com r.

(g) Faca Y = orth(A') e use-a para calcular a
matriz de projecdo U correspondente a R(AT).
Seja b = rand(5, 1) calcule o vetor projegio
y = U *bdebem R(A"). Calcule também U *
y e compare-o comy. O vetors = b — y deve-
ria estar em N(A). Por qué? Use MATLAB
para calcular A * s.

(h) Use a matriz Z = null(A) para calcular a
matriz de projeciio V correspondente a N(A).
Calcule V * b e compare-o com s.

TESTEA DO CAPITULD
Verdadeiro ou Falso

Para cada um dos enunciados que se seguem, responda
verdadeiro se o enunciado é sempre verdadeiro e res-
ponda falso, caso contrdrio. No caso de um enunciado
verdadeiro, explique ou demonstre sua resposta. No
caso de um enunciado falso, dé um exemplo para mos-
trar que o enunciado nem sempre é verdadeiro.

1. Sex ey sdo vetores ndo nulos em R”, entdo o vetor
projecdo de x em y € igual ao vetor projecio de y
em X.

2. Se x ey sdo vetores unitdriosem R"e |x"y| = 1,
entdo x e y sdo linearmente independentes.

3. Se U, Ve Wsio subespacos de R°e U L Ve V
1 W,entioU L W.

4. £ possivel encontrar um vetor ndo nulo y no espa-
co coluna de A tal que ATy = 0.

5. Se A é uma matriz m X n, entdo AAT ¢ A"A tém o
mesmo posto.

6. Se uma matriz m X n, A, tem colunas linearmente
dependentes ¢ b ¢ um vetor em R™, entdo b nfo
tem uma unica projecéo no espago coluna de A.

7. Se N(A) = {0}, entdo o sistema Ax = b tem uma
dnica solugdo por minimos quadrados.

8. Se O, e O, sdo matrizes ortogonais, entdo 0,0,
também ¢ uma matriz ortogonal.

9. Se {u,, u,, ..., u;} é um conjunto ortonormal de
vetores em R" e

U=, ..., w)

entdo U'U = [, (a matriz identidade k X k).
10. Se {u,, u,, ..., u,} é um conjunto ortonormal de
vetores em R" ¢

U=,uy,...,0)

entdo U'U = [, (a matriz identidade n X n).
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TESTE B DO CAPITULD
1. Seja

1 -2

|1 _ 1

x= |, e y= )
2 0

(a) Ache o vetor projecdo pde xem y.

(b) Verifique que x — p é ortogonal a p.
(¢) Verifique que a lei de Pitdgoras € vélida para

X, pex —p.
2. Sejam v, e v, vetores em um espago com produto
interno V.

(a) E possivel para (V1. ¥,)| ser maior que ||v,]
| ¥2||? Explique
(b) Se

[(ve, Vo)l = JIvi] [fv2]l

0 que vocé pode concluir em relaco aos veto-
res v, e v,? Explique.
3. Sejam v, e v, vetores em um espago com produto
interno V. Mostre que

Ivi +vall® < lvill + [lvalD)?

4. Seja A uma matriz 8 X 5 com posto igual a 4 e
seja b um vetor em R®. Os quatro subespacos fun-
damentais associados a A sdo R(4), N(A"), R(AT) e
N(A).

(a) Qual ¢ a dimenséo de N(A") e qual dos outros
subespagos fundamentais € o complemento orto-
gonal de N(A")?

(b) Se x € um vetor em R(A) e A’x = 0, entdo o
que voce pode concluir em relagio ao valor de
|x|? Explique.

(c¢) Qual a dimensao de N(A"A)? Quantas solugdes
terd o sistema de minimos quadrados Ax = b?
Explique.

5. Sejam x e y vetores em R* ¢ seja Q uma matriz
ortogonal n X n. Mostre que se

z=0x e w=Qy
entdo o angulo entre z e w € igual ao Angulo entre

xey.
6. Seja S o subespaco bidimensional de R> coberto

por
1 0
x; =10 e X = 1
2 -2

(a) Encontre uma base para S*.

(b) D& uma descricio geométrica para Se S*.

(¢) Determine a matriz de projecéio P que projeta
R? em S*.

10.

11.

12.

. Dada a tabela de dados

enconire o melhor ajuste por minimos quadrados
por uma funcfo linear f (x) = ¢; + c,x.

. Seja {u,, u,, u;} uma base ortonormal para um su-

bespaco tridimensijonal S de um espago com pro-
duto interno Ve seja
X=2u,—2u,+u; e y=3u +u,—4u

(a) Determine o valor de (x, y).
(b) Determine o valor de ||x||.

. Seja A uma matriz 7 X 5 com posto 4. Sejam P e

0 as matrizes de projecdo que projetam vetores de
R7 em R(A) e N(A"), respectivamente.

(a) Mostre que PQ = O.

(b) Mostreque P+ Q=1

Dados
1 -3 =5 —6
1 1 =2 1
A=l =3 o ¢ P
1 1 4 6

Se o processo de Gram-Schmidt é aplicado para
determinar uma base ortonormal para R(A) e uma
fatoragdo QR de A, entfio, depois que os dois pri-
meiros vetores ortonormais q, e ¢, forem calcula-
dos, temos

=
b=

[ 2 -2 __

o=|[% 1 7| R=]0 4 _
2 T — 0 0 _
L1

(a) Termine o processo. Determine e preencha
as terceiras colunas de Q e R.

(b) Use a fatoragdo QR para encontrar a solugio
por minimos quadrados de Ax = b.

As funcdes cos x e sen x sdo ambas vetores unitd-

rios em C[—r, 7] com produto interno definido

por

1 T
(f.g) = - fx)g(x)dx

(a) Mostre que cos x 1 sen x.

(b) Determine o valor de | cos x + sen x|,
Considere o espaco vetorial C[—1, 1] com produto
interno definido por

)
fg :/ f(x)gx)dx
-1



(a) Mostre que

w(x) = L e ux(x)= ﬁx

/2 2

formam um conjunto ortonormal de vetores.
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(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar a
metlhor aproximagio por minimos quadrados
de h(x) = x* + x* por uma fungfo linear.
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Autovalores

Na Secfio 1, nos preocuparemos com a equacdo AX = Ax. Esta equacio ocorre em muitas
aplicacdes da dlgebra linear. Se a equagdo tem uma solugdo ndo nula x, enido A € dito um
autovalor de A e x é dito um aufovetor associado a A.

Autovalores sdo uma parte comum em nossa vida quer notemos isto ou ndo. Onde hou-
ver vibrages haverd autovalores, as frequéncias naturais das vibragdes. Se vocé j4 afi-
nou um violdo, vocé resolveu um problema de autovalores. Quando engenheiros projetam
estruturas, eles se preocupam com as frequéncias de vibragéo da estrutura. Esta preocupa-
cio € particularmente importante em regides sujeitas a terremotos como a Califérnia. Os
autovalores de um problema com condi¢es de fronteira podem ser usados para determinar
os estados energéticos de um dtomo ou cargas criticas que causam flexdo em uma viga.
Esta 1ltima aplicac@o é apresentada na Se¢éo 1.

Na Segiio 2, aprenderemos mais sobre como usar autovalores e autovetores para resolver
sistemas de equacdes diferenciais lineares. Consideraremos vdrias aplicagbes, incluindo
problemas de misturas, o movimento harmdnico de um sistema de molas e as vibragdes
de um prédio. O movimento de um prédio pode ser modelado por um sistema de equagdes
diferenciais de segunda ordem na forma

MY"(t) = KY(t)

em que Y(?) é um vetor cujos elementos sio todos funcdes de £ e Y'(¢) é o vetor formado
pelas segundas derivadas de cada um dos elementos de Y(z). A solucéo da equagdo € deter-
minada pelos autovalores e autovetores da matriz A = M™'K.

Em geral, podemos considerar autovalores como frequéncias naturais associadas a ope-
radores lineares. Se A é uma matriz n X n, podemos pensar em A como representando wm
operador linear em R”. Autovalores e autovetores fornecem a chave para entender como
o operador funciona. Por exemplo, se A > 0, o efeito do operador em qualquer autovetor
associado a A € simplesmente um alongamento ou uma contragfo por um fator constante.
Com efeito, o efeito do operador ¢ facilmente determinado sobre qualquer combinagio
linear de autovetores. Em particular, se é possivel encontrar uma base de autovetores para
R”, o operador pode ser representado por uma matriz diagonal D em relacdo a essa base €
a matriz A pode ser fatorada em um produto XDX™'. Na Sec#o 3, veremos como isto é feito
e conheceremos vdrias aplicacoes.

Na Secfo 4, consideraremos matrizes com elementos complexos. Nesse ambiente, nos
preocuparemos com matrizes cujos autovetores podem ser usados para formar uma base
ortonormal para € (o espaco vetorial de todas as n-uplas de nimeros complexos). Na
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Se¢do 5, introduzimos a decomposi¢io por valores singulares de uma matriz e mostramos
quatro aplicagOes. Outra importante aplicacio desta fatoragdo serd apresentada no Capitulo 7.
A Secio 6 trata de aplicacGes de autovalores a equagdes quadraticas a varias varidveis e tam-
bém com aplica¢des envolvendo maximos e minimos de fungdes de vérias varidveis. Na Secio
7, consideramos matrizes simétricas definidas positivas. Os autovalores de tais matrizes s&o reais
e positivos. Estas matrizes ocorrem em uma grande variedade de aplicagdes. Finalmente, na
Secao 8 estudaremos matrizes com elementos ndo negativos e algumas aplicacdes 2 economia.

' 6.1 Autovalores e Autovetores

Muitos problemas de aplicagdes envolvem aplicar uma transformacio linear repetidamente
aum vetor dado. A chave para resolugiio destes problemas € escolher um sistema de coor-
denadas ou base que ¢ em algum sentido natural para o operador e no qual seja mais sim-
ples fazer os célculos envolvendo o operador. Em relacio a estes novos vetores de base
(autovetores) associamos fatores de escala (autovalores) que representam as frequéncias
naturais do operador. Ilustramos com um exemplo simples.

EXEMPLO | Lembremos a Aplicagiio 1 da Secio 4 do Capitulo 1. Em uma certa cidade, 30%
das mulheres casadas se divorciam a cada ano e 20% das mulheres solteiras se casam
a cada ano. H4 8000 mulheres casadas ¢ 2000 mulheres solteiras ¢ a populaciio total
permanece constante. Vamos investigar a tendéncia de longo prazo se essas porcentagens
de casamentos e divércios continuarem indefinidamente no futuro.
Para encontrar o nimero de mulheres casadas e solteiras apés um ano, multiplicamos o
vetor w, = (8000, 2000)” por
A= [ 0,7 0,2 ]

03 0,8
O nimero de mulheres casadas e solteiras apés um ano é dado por

0,7 0,2 [ 8000 6000

wie=A4wo= 103 o] |2000] = | 4000

Para determinar o nimero de mulheres casadas e solteiras apés dois anos, calculamos
_ _ 42
wy, = Aw; = A“wy

e, em geral, para n anos, devemos calcular w, = A"w,.
Vamos calcular w,, Wy, Wy, desta maneira e arredondar os elementos para o inteiro
mais préximo:

4004 (4000 [ 4000
Wi0 = | 5996 Y20 = 16000 > Y30 = | 6000

A partir de um certo ponto, parece que obtemos sempre o mesmo resultado. De fato, w,, =
(4000, 6000)" e como

0,7 02 4000 4000

AWi =103 03| | 6000 ] = | 6000

segue-se que todos os vetores seguintes na sequéncia se mantém inalterados. O vetor (4000,
6000)7 ¢ dito um vetor de estado estaciondrio para o processo.

Suponha-se que inicialmente tivéssemos uma proporcio diferente de mulheres casadas
e solteiras. Se, por exemplo, tivéssemos comecado com 10.000 mulheres casadas e 0 sol-
teiras, entdo w, = (10.000, 0)" e podemos calcular w, como anteriormente multiplicando
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w, por A", Neste caso, acontece que w,, = (4000, 6000)” e, portanto, terminaremos com o
mesmo vetor de estado estaciondrio.

Por que este processo converge e por que parece que obtemos o mesmo vetor de estado
estaciondrio? Estas perguntas ndo séo dificeis de responder se escolhermos uma base para
R? consistindo em vetores para os quais o efeito do operador linear A € facilmente deter-

~minado. Em particular, se escolhermos um mdltiplo do vetor de estado estaciondrio, por
exemplo x; = (2, 3)7, como nosso primeiro vetor da base, entdo

Ax = 0,7 0,2 2 I —x

P lo3 o8] 13) T 13)
Logo, x, € também um vetor de estado estaciondrio. E um vetor de base natural para usar, ja
que o efeito de A em x, nfo poderia ser mais simples. Embora fosse interessante usar outro
vetor de estado estaciondrio como segundo vetor da base, isto ndo € possivel, pois todos os

vetores de estado estaciondrio sio mudltiplos de x;. Entretanto, se escothermos x, = (— 1, 1)".
entdo o efeito de A em x, é também muito simples:
1

0,7 02 —1 —
AX2 = =
0,3 0,8 1

Analisemos agora o processo, usando X, e X, como nossos vetores da base. Se expressar-
mos o vetor inicial w, = (8000, 2000)” como uma combinagdo linear de x, € X,, entio

M= I

wo = 2000 [ ; ] — 4000 [ _} ] = 2000x; — 4000x;
e segue-se que

1
w; = Awp = 2000Ax; — 4000Ax, = 2000x; — 4000 <§) X2

1\2
w, = Aw; = 2000x; — 4000 (§> X5
Em geral,
1 n
w, = A”WO = 2000X1 — 4000 <§> X>

O primeiro componente desta soma € o vetor de estado estaciondrio e o segundo compo-
nente converge para o vetor nulo.

Vamos sempre terminar com o mesmo vetor de estado estaciondrio para qualquer esco-
lha de w,? Suponha que inicialmente hd p mulheres casadas. Como hd um total de 10.000
mulheres, o niimero de solteiras deve ser 10.000 — p. Nosso vetor inicial € entdo

14
Wpo —
0 [ 10.000 — p
Se exprimirmos w, como uma combinacio linear ¢ /X, + ¢,X., entdo, como antes,
1 H
w, = A"wg = X1 + <5> CcoXo

O vetor de estado estaciondrio serd ¢,x,. Para determinar ¢, escrevemos a equagao

C1X1 + Xy = Wy
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como um sistema linear

2ey—c=p
3¢ +¢; =10.000 — p

Somando as duas equagdes, vemos que ¢; = 2000. Logo, para qualquer inteiro p no inter-
valo 0 = p = 10.000, o vetor de estado estaciondrio serd

4000

2000x, = [6000

Os vetores X, e X, eram 0s vetores naturais para usar ao analisar o processo no Exemplo
: 1 2
L, j& que o efeito da matriz A em cada um desses vetores era tdo simples:

A =x1=1x; e Axpy = %Xz

Para cada um dos dois vetores, o efeito de A era simplesmente multiplicar o vetor por um
escalar. Os dois escalares 1 ¢ % podem ser pensados como as frequéncias naturais da trans-
formacio linear.

Em geral, se uma transformago linear ¢ representada por uma matriz n X n A e pode-
mos encontrar um vetor ndo nulo x tal que AX = Ax, para algum escalar A, entdo, para esta
transformagéo, x € uma escolha natural para usar como um vetor da base para R” e o escalar
A define uma frequéncia natural correspondente a este vetor da base. Mais precisamente,
usamos a seguinte terminologia para nos referirmos a x e A.

Seja A uma matriz n X n. Um escalar A € dito um autovalor ou um valor caracteristico
de A se existe um vetor ndo nulo x tal que Ax = Ax. O vetor x é dito um autovetor ou
um vetor caracteristico associado a A.

EXEMPLO 2 Scja

S IR
e[S R) -6

segue-se que A = 3 € um autovalor de A e x = (2, 1)” é um autovetor associado a A. Na
verdade, qualquer multiplo de x serd um autovetor, pois

Como

A(ox) = aAx = adx = A(ax)

Por exemplo, (4, 2)" é também um autovetor associado a A = 3:

4 -2 41 (12 _ 3 4
1o 2)7Le) ™72 =
A equacdo AX = Ax pode ser escrita sob a forma
(A-ADx=0 (1)

Entdo, A € um autovalor de A se e somente se (1) tem uma soluc@o néo trivial. O conjunto
de solugdes de (1) € N(A — Al), que & um subespaco de R”. Logo, se A é um autovalor de A,
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entdio N(A — M) # {0} e qualquer vetor ndo nulo em N(A — Al) € um autovetor associado a
A. O subespaco N(A — Al) é chamado de autoespaco associado ao autovalor A.

A equaco (1) terd uma solucfo ndo trivial se e somente se A — Al € singular, ou de
forma equivalente

det(A —Al) =0 (2)
Se o determinante em (2) é expandido, obtemos um polindmio de grau n na varidvel A:
p(A) = det(A — AT)

Este polindmio € chamado de polindémio caracteristico e a equacao (2) € chamada de equa-
¢do caracteristica da matriz A. As raizes do polindmio caracteristico sdo os autovalores
de A. Se as raizes sdo contadas de acordo com a multiplicidade, entdo o.do polindmio
caracteristico terd exatamente 7 raizes. Logo, A tera n autovalores, alguns dos quais podem
ser repetidos e alguns podem ser nimeros complexos. Para levar em conta estes uitimos.
serd necessario expandir nosso campo de escalares para os nimeros complexos e permitir
elementos complexos em nossos vetores € matrizes.
Estabelecemos agora vérias condi¢les equivalentes para A ser um autovalor de A.

Seja A uma matriz n X n e A um escalar. Os seguintes enunciados sdo equivalentes:

(a) A é um autovalor de A.

(b) (A — ADx = 0 tem uma solucfo ndo trivial.
(c) N(A — AI) # {0}.

(d) A — Al é singular.

(e) det(A — AD = 0.

Usaremos agora o enunciado (e) para determinar os autovalores em varios exemplos.

EXEMPLO 3  Encontre os autovalores e os autovetores correspondentes da matriz

3 2
=5 3]
Solucdo
A equacfo caracteristica &
3—A 2 2 _
‘ 3 —Z—AI_O ou AT—A—12=0
Logo, os autovalores de A sdo A, = 4 e A, = —3. Para encontrar os autovetores associados

a A, = 4, devemos encontrar o espaco nulo de A — 41
-1 2
T
Resolvendo (A — 4Dx = 0, obtemos

X = (2x2, x2)7

Logo, qualquer miltiplo ndo nulo de (2, 1)7 é um autovetor associado a A, e {(2, 1)} é uma
base para o autoespago correspondente a A,. Similarmente, para encontrar os autovetores
para A,, devemos resolver

(A+3NH)x=0
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Neste caso, {(—1, 3)’} é uma base para N(A + 3]) e qualquer multiplo néio nulo de (—1, 3)7
€ um autovetor associado a A,. B

EXEMPLO 4 Seja

2 =3 1
A=11 -2 1
1 -3 2
Encontre os autovalores € os autoespacos correspondentes.
Solucio
2—-Ax -3 1
1 —2—A 1 | =—-a(a =17
1 -3 2—-A

Logo, o polindmio caracteristico tem rafzes A; = 0, A, = A; = 1. O autoespago correspon-
dente a A, = 0 € N(A), que determinamos da maneira usual:

0

0

0

2 =3 1 0 1 0 —1
1 =2 1 0l =160 1 -1
210 0 0 0

1 -3
Fazendo x, = «, vemos que x|, = x, = x; = a. Em consequéncia, o autoespago correspon-
dente a A, = 0 consiste em todos os vetores da forma «(1, 1, 1)”. Para encontrar o autoes-
paco correspondente a A = 1, devemos resolver o sistema (A — Dx = 0:

1 -3 .1 0 1 -3 1 0
1 -3 1 6y—~J0 0 0] 0O
1 0 0 0 01{(0

1 -3
Fazendo x, = ace x; = B, obtemos x; = 3a — B. Logo, o autoespago correspondente a A =
1 consiste em todos os vetores da forma

30 — 8 3 —1
o =a|l]+8 0 =
B 0 1

EXEMPLO 5 Seja

N EN

Calcule os autovalores de A e encontre bases para os autoespagos correspondentes.

Solucio

‘1‘)‘ 2 l=a-12ta

-2 1—x‘

As rafzes do polinémio caracteristico sdo A, = 1 + 2i, A, = 1 — 2i.

=21 2 i —1
A= [ 2) ol
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Segue-se que {(1, )T} é uma base para o autoespaco correspondente a A, = 1 + 2i.
Similarmente,
2i 2 i1
A=tol =[5 =2[_1 l,]
e {(1, —i)7} é uma base para N(A — A,0). )

APLICACAC | Estruturas - Flexdo de uma Viga

Como um exemplo de um problema fisico de autovalores, considere o caso de uma viga. Se
uma forca ou carga € aplicada a um extremo da viga, ela flexionard quando a carga atingir um
valor critico. Se continuarmos a aumentar a carga além do valor critico, podemos esperar que
a viga flexione novamente quando a carga atinge um segundo valor critico e assim por diante.
Suponha que a viga tem comprimento L e que estd posicionada ao longo do eixo x no plano com
0 apoio & esquerda em x = (. Seja y(x) o deslocamento vertical da viga em qualquer ponto x e
suponha que a viga é simplesmente apoiada; isto &, y(0) = y(L) = 0. (Ver Figura 6.1.1.)

O sistema fisico para a viga € modelado pelo problema de condi¢ées de fronteira

4> :
Rd—xz:——Py y(0) = y(L) =0 @i

em que R é arigidez flexora da viga e P € a carga colocada na viga. Um procedimento padrao
para calcular a soluco y(x) é usar um método de diferencas finitas para aproximar a equagao
diferencial. Especificamente, particionamos o intervalo [0, ] em » subintervalos iguais

JL .
O=xp<x1<---<x,=1L xj="—, j=0,...,n
n

e, para cada j, aproximamos y”(x;} por um quociente a diferengas. Se fizermos h = % ¢ usar-
mos a notagdo abreviada y, para y(x,), entdo a aproximacdo a diferencas padro € dada por

Viel =2y + -
” ~ - —
yixy) = 3 j=1...,n
h*
Substituindo estas aproximagdes na equagdo (3), terminamos com um sistema de n equa-
2

2 2 i
coes lineares. Se multiplicarmos cada equacdo por —% e fizermos A = %, entdo o sis-

tema pode ser escrito como uma equacdo matricial da forma Ay = Ay, onde

2 -1 o --- 0 0 0
-1 2 -1 - 0 0 0
0 —1 2 ... 0 0 0
A= . )
0 0 0 —1 2 -1
0 0 0 0 —1 2

v | e

R MR Ty P4
i
Figura 6.1.1 L |
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Os autovalores desta matriz serfio todos reais e positivos. (Ver Exercicio MATLAB 24 no
fim do capitulo.) Para n suficientemente grande, cada autovalor A de A pode ser usado para

aproximar uma carga critica P = %‘ sob a qual poderd ocorrer flexdo. A mais importante
4

destas cargas criticas € a correspondente a0 menor autovalor, jd que a viga poderd quebrar
se esta carga for excedida.

APLICACAO 2 Aeroespacial - A Orientagio do Gnibus Espacial

Na Seco 2 do Capitulo 4, vimos como determinar a representacdo matricial correspondente
a arfagem, guinada e rolamento de um avido em funcéio de matrizes de rotacdio 3 X 3 Y, P
e R. Lembre-se de que guinada é a rotacfo de uma aeronave em torno do eixo z, arfagem
¢ uma rotacdo em torno do eixo y e rolamento € uma rota¢éo em torno do eixo x. Vimos
também na aplicacdo do avido que a combinacio de uma guinada seguida de uma arfagem
e depois um rolamento poderia ser representada por um produto g = YPR. Os mesmos
termos-guinada, arfagem e rolamento — sdo usados para descrever a rotacdo de um &nibus
espacial de sua posi¢do inicial a uma nova orientacfio. A tinica diferenca é que, para um
dnibus espacial, é costume ter os eixos x e z positivos apontando nas dire¢Ges opostas. A
Figura 6.1.2 mostra o sistema de eixos para o 6nibus, comparado com o sistema usado para
um avido. Os eixos do 6nibus para guinada, arfagem e rolamento sdo chamados de Zg, Yg e
X, respectivamente. A origem do sistema de eixos € o centro de massa do dnibus espacial.
Poderfamos usar as transformagdes de guinada, arfagem e rolamento para reorientar o Oni-
bus de sua posicdo inicial; entretanto, em vez de executar trés rotacdes separadas, é mais
eficiente usar somente uma rotacfio. Dados os Angulos para guinada, arfagem e rolamento,
é desejavel que o computador do dnibus determine um novo eixo tnico de rotagdo R e um
angulo de rotagfo B em torno desse eixo.

No espaco 2D, uma rotagéo no plano de 45°, seguida de uma rotaggo de 30°, é equi-
valente a uma simples rotagdo de 75° da posicdo inicial. Da mesma forma, no espaco 3D,
uma combinacdo de duas ou mais rotagdes € equivalente a uma unica rotagdo. No caso do
Onibus espacial, gostariamos de executar as rota¢des combinadas de guinada, arfagem e

Ys Arfagem

Z
Eé
i
i
i

Centro
de massa

@:3 Guinada

Figura 6.1.2 ' Zs
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rolamento executando uma dnica rotagéo em torno de um novo eixo R. O novo eixo pode
ser determinado calculando-se os autovetores da matriz de transformacao Q. |

A matriz Q representando a transformacéo combinada de guinada, arfagem e rolamento
¢ o produto de trés matrizes ortogonais, cada uma com determinante igual a 1. Entdo.
Q também &€ ortogonal e det(Q) = 1. Segue-se que deve ter A = 1 como autovalor. (Ver
Problema 23.) Se z é um vetor unitirio na direcdo do eixo de rotacio R, entdo z deve per-
manecer constante pela transformagéo e, portanto, 0z = z. Logo, z é um autovetor unitério
de Q associado ao autovalor A = 1. O autovetor z determina o eixo de rotacio.

Para determinar o eixo de rotagdo em torno do novo eixo R, note-se que e, representa a
direcdo inicial do eixo X e q, = Qe representa a direcfio apds a transformacéo. Se proje-
tarmos e, e q, no eixo R, ambos serdo projetados no mesmo vetor

p=(z'e)z =722
Os vetores
v=e —p ¢ w=q,—Pp

tém o mesmo comprimento e estdo ambos no plano que € normal ao eixo R e passa pela ori-
gem. Quando e, gira para q, o vetor v gira para w. (Ver Figura 6.1.3.) O angulo de rotagéo
B pode ser calculado achando o angulo entre v e w:

T
B = arccos (ﬁ)

Figura 6.1.3

Autovalores Complexos

Se A € uma matriz n X n com elementos reais, entdo o polindmio caracteristico de A
terd coeficientes reais e, portanto, todas as suas raizes complexas devem ocorrer em
pares conjugados. Entdo, se A = a + bi (b # 0) é um autovalor de A, entfio A =g — bi
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deve ser também um autovalor de A. Aqui, o simbolo A (leia-se lambda barra) é
usado para denotar o complexo conjugado de A. Uma notagdo similar pode ser usada
para matrizes: Se A = (a;) € uma matriz com elementos complexos, entio A = (a;)
¢ a matriz formada de A fazendo-se os conjugados de cada um de seus elementos.
Definimos uma matriz real como uma matriz com a propriedade A = A. Em geral, se
A e B so matrizes com elementos complexos e a multiplicacdo AB é possivel, entdo
AB = A B (ver Problema 20).

Nao s6 os autovalores de uma matriz real ocorrem em pares conjugados, mas o0 mesmo
ocorre com os autovetores. Com efeito, se A € um autovalor complexo de uma matriz real
n X n A ez éum autovetor associado a A, entdo

AZ=AZ=Az=i1=17%
Logo, Z ¢ um autovetor de A associado a A. No Exemplo 5, o autovetor calculado
para o autovalor A = 1 + 2i era z = (1, i) ¢ o autovetor calculado para A =1— 2i era
zZ=0,-0".
O Produto e a Soma dos Autovalores

E fécil determinar o produto ¢ a soma dos autovalores de uma matriz n X n, A. Se p(AM)éo
polindmio caracteristico de A, entdo

ay — A ar e ain
an dzy — A A2y
pO) =det(A — A =| . )
anl [25%) Apn — A

Expandindo ao longo da primeira coluna, obtemos

det(A — A1) = (aj; — A) det(My;) + Zaﬂ(—l)"“ det(M;1)

i=2
em que os menores M,,, i = 2, ..., n, ndo contém os dois elementos diagonais (a,, — A) e
(a; — A). Expandindo det(M,,) da mesma forma, concluimos que
(@i —A)(az — A) -+ (dun — A) 4)

¢ o tnico termo na expansdo de det(A — AJ) envolvendo um produto de mais de n — 2
dos elementos diagonais. Quando (5) é expandida, o coeficiente de A* serd (—1)". Logo,
o primeiro coeficiente de p(A) é (—1)" e, portanto, se A, ..., A, sdo os autovalores de A,
entdo

pR) = (D" = AD) = 22) -+ (A — An)

— (= )02 = 2) - G — 1) ©

Segue-se de (4) e (6) que

Ap-dgesedy = p(0) = det(A)

De (5), também verificamos que o coeficiente de (—A)' é Zaﬁ. Se usarmos (6) para

i=]

it
determinar este mesmo coeficiente, obtemos Z/\i. Segue-se que

i=1
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Xn:)\i = Xn:aii

i=l1 i=1

A soma dos elementos diagonais de A € chamada de traco de A e escrita tr(A).

EXEMPLO G Se

5 18
A=[1 -1

entdo
det(A) =—-54+18=13 e tr(A)=5—-1=4

O polinémio caracteristico de A € dado por

=A% —4r+13

5—-x —18
1 —-1-x

e, portanto, os autovalores de A sdo A, = 2 + 3ie A, = 2 — 3i. Observe-se que

A+ r =4 =1tr(A)
iy = 13 = det(A) u

Nos exemplos vistos até agora, n tem sido sempre menor que 4. Para valores maiores
que n é mais dificil encontrar as raizes do polindmio caracteristico. No Capitulo 7, apren-
deremos métodos numéricos para calcular autovalores. (Esses métodos ndo envolverac
0 polindémio caracteristico.) Se os autovalores de A foram calculados por algum métodc
numérico, um modo de verificar sua precisdo é comparar sua soma com o traco de A.

Matrizes Similares

Encerramos esta se¢do com um importante resultado sobre os autovalores de matrizes simi-
lares. Lembre-se de que uma matriz B ¢é dita similar a uma matriz A se existe uma matriz
n#o singular S tal que B = S7'AS.

Teorema é.1.]  Sejam A e Bmatrizes n X n. Se B é similar a A, entfo as duas matrizes tém o mesmc
polindmio caracteristico e, consequentemente, os mesmos autovalores.

Demonstracdo  Sejam p,(x) e py(x) os polindmios caracteristicos de A e B, respective-
mente. Se B é similar a A, ent3o existe uma matriz nio singular S tal que B = S7'AS
Logo,

pr(A) = det(B — AI)
= det(STTAS — AD)
=det(S7'(A — AD)S)
= det(S™") det(A — A1) det(S)
= pa(d)

Os autovalores de uma matriz sfo as rafzes do polindmio caracterfstico. Como as duas
matrizes t€m o mesmo polindmio caracteristico, elas devem ter os mesmos autovalores. B

—




EXEMPLO 7 Dadas

21
T:[O 3] e S =

273

Autovalores

5 3
3 2

Vé-se facilmente que os autovalores de 7' sdo A, = 2 e A, = 3. Se fizermos A = S™'TS,
entdo os autovalores de A devem ser os mesmos de T:

S R N U N

Deixamos para o leitor verificar que os autovalores desta matrizso A, =2e A, =3. &

PROBLEMAS DA SECAO 6.1

1.

Encontre os autovalores e os autoespacos cotres-
pondentes para cada uma das seguintes matrizes:

3 2 6 —4
@ (3 7] o [§ 7
3 -1 3 -8
© [ 1] @ [3 3]
11 01 0
© |, ; ® |0 0 1
0 0 0
1 1 1 1 2 1
@ o 2 1] @m o 3 1]
0 0 1 0 5 ~-1
4 -5 1 -2 0 1
@) 1 0 —1] G 1 0 —1]
0 1 -1 0 1 -1
2 0 0 0 30 00
0 2 0 O 4 1 0 0
® 1o 03 0] ®loo 21
0 0 0 4 0 0 0 2

. Mostre que os autovalores de uma matriz triangu-

lar sdo os elementos diagonais da matriz.

. Seja A uma matriz n X n. Demonstre que A € sin-

gular se e somente se A = 0 € um autovalor de A.

. Seja A uma matriz nfo singular e seja A um au-

tovalor de A. Mostre que 1/A é um autovalor de
AL

. Sejam A e B matrizes n X n. Mostre que se ne-

nhum dos autovalores de A € igual a 1, entdo a
equacdo matricial

XA+B=X

terd uma Unica solucéo.

. Seja A um autovalor de A € seja X um autovetor as-

sociado a A. Use indugéo matematica para mostrar
que, param = 1, A" € um autovalor de A” e x € um
autovetor de A™ associado a A™.

. Seja A umamatrizn X nesejaB=1— 24 +

A2,
(a) Mostre que se x é um autovetor de A, asso-
ciado a um autovalor A de A, entfo x € também

11.

12.

14.

15.

16.

17.

18.

um autovetor de B, associado a um autovalor
wde B. Como A e u sdo relacionados?

(b) Mostre que se A = 1 & um autovalor de A,
entdo a matriz B serd singular.

. Uma matriz n X n, A, é dita idempotente se A2 =

A. Mostre que se A é um autovalor de uma matriz
idempotente, entdo A deve ser O ou 1.

. Uma matriz n X n é dita nilpotente se A* = O para

algum inteiro positivo k. Mostre que todos os au-
tovalores de uma matriz nilpotente séo 0.

. Seja A uma matrizn X ne sejaB = A — «f para

algum escalar . Como os autovalores de A e B se
comparam? Explique.

Seja A uma matrizn X nesejaB = A + L E pos-
sivel que A e B sejam similares? Explique.
Mostre que A e AT tém os mesmos autovalores.
Elas t¢m necessariamente os mesmos autovetores?
Explique.

. Mostre que a matriz

—senf

__ [cost
B cos @

sen

terd autovalores complexos se 0 ndo for um multi-
plo de 7. D& uma interpretacio geométrica a este
resultado.

Seja A uma matriz 2 X 2. Se tr(A) = 8 e det(4) =
12, quais sfo os autovalores de A?

Seja A = (a;) uma matriz n X n com autovalores
Ay, ..., A, Mostre que

)\j=ajj+2(aii_)‘~i) paraj:l,...,n

i#j
Seja A uma matriz 2 X 2 e seja p(A) = A? + DA +
¢ 0 polindmio caracteristico de A. Mostre que b =
—tr(4) e ¢ = det(A).
Seja A um autovalor ndo nulo de A e seja x um
autovetor associado a A. Mostre que A”x  também
um autovetor associadoa A param = 1,2, ....
Seja A uma matriz # X n ¢ seja A um autovalor de
A. Se A — M tem posto k, qual € a dimensdo do
autoespaco correspondente a A? Explique.
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19.

20.

21.

2.

23.

24.

25.

26

h

27.

28,

Capitulo Seis

Seja A uma matriz n X n. Mostre que um vetor
x em R” é um autovetor de A se e somente se um
subespaco S de R” coberto por x e AX tem dimen-
sdo 1.

Sejam o = a + bie B = ¢ + di escalares comple-
xo0s, e sejam A e B matrizes com elementos com-
plexos

(a) Mostre que

ap=ap

(b) Mostre que os elementos (i, j) de ABc AB
sdo iguais e, portanto, que

a+p=a+p ¢

AB=AB
Seja O uma matriz ortogonal.
(a) Mostre que se A é um autovalor de Q, entdo
Al =1
(b) Mostre que |det(Q)]| = 1.

. S50 L GNar SR T RO 0N COIL B BERY 93001

A, = 1 e seja x um antovetor associado a A,. Mostre

que x é também um autovetor de Q.

Seja Q uma matriz ortogonal 3 X 3 cujo determi-

nante é igual a 1.

(a) Se os autovalores de Q sfio todos reais ¢ se
eles sdo ordenados na forma A, = A, = A,,
determine os valores de todos os possiveis ter-
nos de autovalores (A, A,, A3).

(b) No caso em que os autovalores, A, e A; séo
complexos, quais sdo os valores possiveis
para A,? Explique.

(c) Explique por que A = 1 deve ser um autova-
lor de Q.

Sejam x, ..., X, autovetores de uma matriz n X n,

A, e seja S um subespaco de R” coberto por x,, X,,

..., X,. Mostre que § é invaridvel sob A (ou seja,

mostre que AX € S sempre que X € S).

Seja A uma matriz n X n e seja A um autovalor de

A. Mostre que se B € uma matriz que comuta com

A, entfio o autoespaco N(A — Al) € invariante sob

B.

Seja B = STIAS e seja x um autovetor de B as-

sociado a A. Mostre que Sx € um autovetor de A

associado a A.

Seja A uma matriz n X n com autovalor A e seja x

um autovetor associado a A. Seja § uma matriz ndo

singular n X n e seja o um escalar. Mostre que se

B=ol —SAS™!, y=35x

entdo y é um autovetor de B. Determine o autova-
lor de B correspondente a y.

Mostre que se duas matrizes n X n A e B tém um
autovetor comum X (mas ndo necessariamente um
autovalor comum), entfo x serd também um auto-
vetor de qualquer matriz da forma C = A + BB.

29.

30.

31.

32.

33

34

35.

36

Seja A uma matriz # X n e seja A um autovalor nao
nulo de A. Mostre que se x & um autovetor associa-
do a A, entdo X estd no espaco coluna de A. Logo.
0 autoespaco correspondente a A; é um subespaco
do espago coluna de A.

Seja {u;, u,, ..., u,} uma base ortonormal para R*
e seja A uma combinacgfo linear das matrizes de
posto I wu!, wul, ..., uul. Se

(2 et
T T T
A =ciuju + oww, + -+ cuu,

mostre que A é uma matriz simétrica com autova-
lores ¢y, ¢;, ..., ¢, € que u, € um autovetor associa-
do a ¢, para todo i.
Seja A uma matriz cujas colunas tém todas a
mesma soma constante 8. Mostre que 8 é um auto-
valor de A.
Sejam A, e A, autovalores distintos de A. Seja x
um autovetor de A associado a A, e seja y um au-
tovetor de A” associado a A,. Mostre que X e y sia
ortogonais.
Sejam A e B matrizes n X n. Mostre que
(a) Se A é um autovalor ndo nulo de AB, entdo ele
é também um autovalor de BA.
(b) Se A = 0 é um autovalor de AB, entdo A =0 ¢
também um autovalor de BA.
Demonstre que nfo cxistcm matrizes n X nA ¢ B
tais que
AB —-BA=1
[Sugestdo: ver Problemas 10 e 33.]
Sejap(A) = (1Y (A" —a,_, A7 — ...
a,) um polindmio de grau n = 1, e seja

_.al)\ —

an—y (£} a do

1 0 -0 0
c=|o 1 00
0 0 10

(a) Mostre que se A; € uma raiz de p(A) = 0, entdo
A; € um autovalor de C com autovetor X =
WL LA D

(b) Use a parte (a) para mostrar que se p(A) tem
n raizes distintas, entdo p(A) é o polinémio
caracteristico de C.

A matriz C é chamada de matriz companheira de

P(A).

O resultado dado no Problema 35(b) é vilide

mesmo que todos os autovalores de p(A) ndo sejam

distintos. Demonstre isto como se segue:

(a) Seja

i Am—1 a; ag
A - 0 0

D, (0) =
0 0 I —a
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e use inducfo matemadtica para demonstrar (b) Mostre que

que det(C — AD)

det(Dy (1) = (= D" (@A™ + @ A" - - = (ap_; — M{(=2)""1 — det(D,_»)
@kt ao) =)

'6.2 Sistemas de Equac¢des Diferenciais Lineares

Autovalores exercem um importante papel na solucio de sistemas de equagdes diferenciais
lineares. Nesta secdo, veremos como eles sdo usados na solugdo de sistemas de equacdes
diferenciais lineares com coeficientes constantes. Comecamos considerando sistemas de
equacdes de primeira ordem da forma

yi=auy +apy:+ -+ apy,
Yy =@y + any: + -+ amyn

Yo = amy1 + a2y + o+ Gunyn

em que y; = f(#) ¢ uma fun¢@o em C'[q, b] para todo i. Se fizermos

N yi
2 Y5
y=|" c Y=|"
Yn yrlz

entdo o sistema pode ser escrito sob a forma
Y =AY

Y e Y’ sfio ambas fun¢des vetoriais de 7. Consideremos primeiramente o caso mais simples.
Com n = 1, o sistema é simplesmente

y =ay (1)
Evidentemente, todas as fun¢des sdo da forma

y(t) = ce” (c uma constante arbitraria)

satisfazem a equacdo (1). Uma generalizaco natural desta solucdo para o cason > 1 é usar

>
S

g X1€
xpet .
| Y= . =X
x,eM
na qual X = (x, x,, ..., x,)". Para verificar que uma funcfio vetorial deste tipo funciona,

calculamos a derivada
Y = reMx =AY
Agora, se escolhermos A como um autovalor de A e X como um autovetor associado a A, entdo

AY = MAx = AeMx = 2Y =Y



276 Capitulo Seis

Logo, Y € uma solugdo do sistema. Portanto, se A € um autovalor de A e X como um autove-
tor associado a A, entfo ¢¥x é uma solugfo do sistema Y’ = AY. Isto serd verdadeiro quer
A seja real ou complexo. Observe-se que se Y, e Y, sdo ambas solugdes de Y' = AY, entdo
aY, + BY, é também uma solucio, ja que

(@Y + BY2) =Y, + BY,
= O(AY] + ﬂAYz
= A(aY, + BY>)
Segue-se por inducdo que se Y, ..., Y, sdo solugdes de Y' = AY, entfo qualquer combi-

nac¢do linear ¢, Y, + ... + ¢,Y, serd também uma solucdo.
Em geral, as solugdes de um sistema n X n da forma

Y = AY

formarad um subespaco n-dimensional do espago vetorial de todas as fungdes vetoriais con-
tinuas. Se, além disso, exigirmos que Y(?) tenha um valor especificado quando ¢ = 0, entio
o teorema padrdo das equacdes diferenciais garante que o problema tem uma tnica solu-
¢do. Um problema da forma

Y = AY, Y(0) =Yy

€ chamado de problema de valor inicial.

EXEMPLO | Resolva o sistema

yi =3yt +4»m
¥y =3y1 + 2y
Solucdo
3 4
A=13 2]

Os autovalores de A sio A, = 6e A, = —1. Resolvendo (A — ADx =0com A = A, e A =
A,, vemos que X; = (4, 3)” é um autovetor associado a A, e x, = (1, —1)” é um autovetor
associado a A,. Logo, qualquer fun¢do vetorial da forma

4c1e® + cre™!
Y= cleAItX1 + CQ@AZtXQ = [ ! 2

3c1e® — cpe!
¢ uma solucfo do sistema. |

No Exemplo 1, suponha-se que impomos y; = 6 e y, = 1 quando ¢ = 0. Entdo

Y0 = 4cl+cz] _ {6]

36‘1 — C2 1

e segue-se que ¢, = 1 e ¢, = 2. Portanto, a solucdo do problema de valor inicial é dadz
por

61 -1
Y = €6tX1 + 2€7IX2 = l4e +2e ]

30 — 2e~!
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APLICACAO | Misturas

Dois tanques séo conectados como mostra a Figura 6.2.1. Inicialmente, o tanque A contém
200 litros de dgua na qual foram dissolvidos 60 gramas de sal e o tanque B contém 200
litros de dgua pura. O liquido é bombeado para dentro e para fora dos tanques nas taxas
mostradas no diagrama. Determine a quantidade de sal em cada tanque no tempo 1.

Solucio
Sejam y,(#) e y,(#) os nimeros de gramas de sal nos tanques A e B, respectivamente, no

instante ¢. Inicialmente,
y1(0) ] [ 60 ]
Y0) = =
o= 0

A quantidade total de liquido em cada tanque permanece 200 litros, ja que a quantidade
bombeada para dentro € igual 4 bombeada para fora. A taxa de variacio na quantidade de
sal em cada tanque € igual & taxa na qual ele estd sendo adicionado menos a taxa na qual ele
estd sendo bombeado para fora. Para o tanque A, a taxa na qual o sal est4 sendo adicionado
¢ dada por

g/min

(5 L/min) - (yz(l) fL) _ 20

200 40

€ a taxa na qual o sal é bombeado para fora &

yl_@gm) _n@

g/min
200 10

(20 L/min) - (

Logo, a taxa de varia¢do no tanque A é dada por

n®  y©
40 10

Similarmente, para o tanque B, a taxa de variacdo € dada por

2031@)  20m@) @) y(0)

yi(0) =

!
) = =
nl ==, 200 10~ 10
Agua Mistura
15 L/min 5 L/min

—

il

Tanque A

<>

Tanque B

[R—

Mistura Mistura
20 L/min 15 L/min

Figura 6.2.1
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Para determinar y,(z) e y,(7), devemos resolver o problema de valor inicial

Y =AY, Y(0) =Y,

no qual,

i 1

—10 70 60
— 10 a0 _
A=l 1 1| Y“’[O]
10 10
1

Os autovalores de A sdo A, = — 20 eA =— 20’ com autovetores correspondentes

SRR

A solugdo entdo deve ser da forma

Y = cre 0% + ¢ %,

Quandor=0,Y =Y, Logo,
X1 +exp =Yg

e podemos achar c, e ¢, resolvendo

1 1 Ct _ 60
-2 2 Co - 0
A solugdo deste sistema € ¢, = ¢, = 30. Portanto, a solu¢io do problema de valor inicial ¢

Y() = [ yl(t) B 30ef3t/20 + 30e—t/20 ]

y2(1) ) T | —60e3120 4 6070 "

Autovalores Complexos

Seja A uma matriz real n X n com um autovalor complexo A = a + bi e seja X um autovetr
associado a A. O vetor X pode ser separado em suas partes real e imagindria:

Rex; +iImx; Re x; Imx;
Rex, +1i Imx2 Rexz Imx,

X = =Rex+ilmx
Rex, —l— i Im x, Re Xn Imx,

Como os elementos de A sfo todos reais, segue-se que A = a — bi é também um autovales
de A com autovetor

Rex1 — iImxl
Rexr, —iImux,
=Rex—ilmx

]
I

Rex, —ilmx,

A Ao = ~ . .
e, portanto, e“'x e ¢"'X sdo ambas solugdes do sistema de primeira ordem Y’ = AY. Qualques
combinacdo linear destas duas solugSes serd também uma solugdo. Logo, se fizermos

1 _
n=§@k+WQ=m@m
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Y, = %(e“x — M%) = Im(eMx)
entdo as fungdes vetoriais Y, e Y, sdo soluces de Y' = AY. Tomando as partes real e
imagindria de
eMx = Uty
= ¢“(cos bt + i senbt)(Rex + i Imx)
vemos que
Y, = ¥ [(cos bt) Rex — (sen bt) Im x]
Y, = ¢ [(cos bt) Imx + (sen bt) Re x|

EXEMPLO 2 Resolva o sistema

1= Y+ »
¥y =2y + 3y

Solucio
Seja

Os autovalores de A sd30 A = 2 + i e A =2 —i, com autovetores X = (1,1 +97e
X = (1,1 — i), respectivamente.

oy — e?(cost +1isent)
e?(cost +isent)(l 4+ i)

_ e* cost +ie* sent
e¥(cost —sent) +ie¥(cost + sent)
Seja
2
e~ cost
Y| = Re(e¥'x) = 2t
e’ (cost —sent)
e
e? sent

Y2 = Im(éMX) = [ eZt (COS t + sen t)

Qualquer combinacio linear

Y=Y +aY;

serd uma solugéo do sistema. B

Se a matriz de coeficientes n X n, A, do sistema Y’ = AY tem # autovetores linearmente
independentes, a solugdo geral pode ser obtida pelos métodos apresentados. O caso em que
A tem menos de n autovetores linearmente independentes é mais complicado; em conse-
quéncia, vamos adiar a discussdo deste caso até a Secdo 3.
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Sistemas de Maior Ordem

Dado um sistema de segunda ordem da forma
Y =AY + AY
podemos converté-lo em um sistema de primeira ordem fazendo
Yas1(t) = (1)
Yns2(t) = y3()

v (1) = v, (1)
Se fizermos

Yi=Y=0ny o)

=}
Yo=Y = Gutts oo yan)
entao
Y, =0Y,+1Y»
c

Y/Z =AY+ A)Y;
As equagdes podem ser combinadas para originar o sistema 2z X 2z de primeira ordem
=15 ) )
Y, (A A Y,
Se os valoresde Y, = Ye Y, = Y’ sfo especificados para ¢ = 0, entdo o problema de valor
inicial tem uma dnica solucdo.

EXEMPLO 3 Resolva o problema de valor inicial
W= 2n+ »t+ di+n
¥ = =5y1+ 2y +5y1 — ¥

y1(0) = »2(0) = y1(0) =4, ¥:(0) = —4
Solucdo
Sejam y, =y, e y, = ,. Isto d4 o sistema de primeira ordem
v = y3
V= Y4

Y= 214+ y2+ 3+
Yi= =5y + 2y +5y3 — 4

A matriz de coeficientes para este sistema

O 0 1 0
O 0 0 1
A=l 5 1 1 1
5 2 5 _]
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tem autovalores
A =1, Ao = —1, Az =3, Ay =3
Correspondendo a estes autovalores temos os autovetores
xi=(,-0L1,-D", x=(,5-1,-57
x3=(1,1,3,3)7, x4 = (1,5, =3, 15)7
Logo, a solug@o serd da forma

cixje + epxpet + C3X3e‘3t -+ C4X4€~3t

Podemos usar as condigdes iniciais para encontrar ¢y, ¢,, ¢; € ¢,. Parat = 0, temos
T
C1X1 +0oXp + 03X3 + 4% = (4,4, 4, —4)
ou, de forma equivalente,

1 1

1 1 Ct 4

-1 5 1 5| |al | 4
1 —1 3 -3 cz | 4
-1 =5 3 15 C4 —4

A solugdo para este sistema € ¢ = (2, 1, 1, 0)T e, portanto, a solucdo do problema de valor
inicial é

Y = 2xi€' + x0e ™" + x50

Portanto,
i 2e' + e+ &
vl | -2 +5e7" + e =
vil | 2¢— e 43
¥) —2¢! — 5S¢~ 4 33

Em geral, se tivermos um sistema de ordem m da forma
Y = AY+AY +-- -+ AmY(m_D

na qual cada A; € uma matriz n X n, podemos transforma-lo em um sistema de primeira
ordem fazendo :

Y =Y. Y=Y, .. Y, =Y, |

Terminamos com um sistema da forma

Y o I O 0] Y,
Y, o O 1 o Y,
Y, o o o0 --- I Y._1
Y, Ay Ay A3 - A, Y,
Se, além disso, exigirmos que Y, Y’, ..., Y~V tenham valores especificos em 7 = 0, haverd

exatamente uma solucio para o problema.
Se o sistema & simplesmente da forma Y™ = AY, nfo é normalmente necessério intro-
duzir novas variaveis. Neste caso, precisamos somente calcular as raizes de ordem m dos
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autovalores de A. Se A é um autovalor de A, X é um autovetor associado a A, o é uma raiz
de ordem m de A, e Y = e°x, entdo

Y = gme%x = AY

AY = ¢’ Ax = he“'x =AY

Portanto, Y = e°x é uma solug@o para o sistema.

APLICACAO 2 Movimento Harménico

Na Figura 6.2.2, duas massas sfo unidas por molas e as extremidades A e B s@o fixas. As
massas sio livres para mover-se horizontalmente. Suporemos que as tiés molas sdo uni-
formes e que inicialmente as massas estdo na posigéo de equilfbrio. Uma forga é exercida
no sistema para por as massas em movimento. Os deslocamentos horizontais das massas
no instante ¢ sdo escritos x,(f) e x,(f), respectivamente. Suporemos que néio hd forgas retar-
dadoras como atrito. Entfio, as tnicas forgas agindo sobre a massa m, no instante ¢ seréio
as das molas 1 e 2. A forca da mola 1 serd —kx; e a forca da mola 2 serd k(x, — x,). Pela
segunda lei de Newton,

myxy () = —kxy + k(xa — x1)

De forma similar, as Gnicas forcas agindo na segunda massa serio as das molas 2 e 3.
Usando a segunda lei de Newton novamente, obtemos

maxy (1) = —k(xy — x1) — kxz

Logo, terminamos com o sistema de segunda ordem

k
X = "J(le — X2)
1

k
Xy = ———(=x1 + 2x2)
m2
Suponha-se agora que m; = m, = 1, k = 1 e a velocidade inicial de ambas as massas

¢ +2 unidades por segundo. Para determinar os deslocamentos x, e x, como fungdes de 7.
escrevemos o sistema sob a forma

X" = AX (2
A matriz de coeficientes
—2 1
]
tem autovalores A, = —1 e A, = —3. Correspondendo a A, temos o autovetor v; = (1, 1)*

e o, = =i. Logo, €'v, e e~'v, sdo ambas solugSes de (2). Segue-se que

1 . . .
5(6” +e v = (Ree’)vy = (cos)vy

Figura 6.2.2
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T(e"’ — e My, = (Ime'")v; = (sent)v;
i

sdo também solucdes de (2). Similarmente, para A, = —3 temos o autovetor v, = (1, —1)7
eod, = =30 Segue-se que

(Re e‘@”)vz = (cosv/31)V,

(Im "3 ")v, = (senv/3t)v,
sdo solugdes de (2). Logo, a solugfo geral serd da forma
X(1) = ci(cost)vy + ca(sent)vy + C3(COS\/§I)V2 + 64(sen\/§t)v2

Cc1Ccost +cysent + c3 cos«/gt + ¢y sen\/gt
T Reicost+casent —c3 cos/3t — Ca senﬁt
No instante ¢t = 0, temos
x1(0) =x00=0 e x(0)= xé(O) =2

Segue-se que

c1+c3=0 cr 4+ 34 =2
€
c1—c3=0 C2—«/§C4=2

€, portanto,
CI=C3=C4=O [ C2=2
Logo, a solugéo do problema de valor inicial € simplesmente

X(t) = ZSent]

2sent

As massas vio oscilar com frequéncia 1 e amplitude 2.

APLICACAO 3 Vibracdes de um Edificio

Como outro exemplo de um sistema fisico, consideramos as vibragdes de um edificio.
Se o edificio tem k andares, podemos representar a deflexdo horizontal dos andares no

instante ¢ por uma funcgio vetorial Y(¢) = (y,(¥), y,(8), ..., y,(t)". O movimento de um
edificio pode ser modelado por um sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem
da forma

MY'(t) = KY(@)

A matriz de massa M é uma matriz diagonal cujos elementos correspondem aos pesos
concentrados em cada andar. Os elementos da matriz de rigidez K sio determinados pelas
constantes de mola das estruturas de suporte. As solucdes da equagio sdo da forma Y, =
€%, em que x é um autovetor de A = M 'K associado a um autovalor A e o € a raiz qua-
drada de A.
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PROBLEMAS DA SECAQ 6.2

1. Encontre a solucdo geral de cada um dos seguintes

Agua Mistura

sistemas:

12 L/min 4 L/min

@ yi= y»y+ y» B ¥y=2y+4n
vy = =2y + 4y, vy ==y — 3y

© y= »w—2y, @ y=3»—»n
¥y ==2y1 + 4y Vo =1ty

(S = 3 -2 =

© y} . . @ y} ntys Mistura Mistura
Y2 =2y1 + 3y Y2 = 2y2 + 63 16 L/min 12 L/min

5= ¥+ 3y

. Resolva cada um dos seguintes problemas de valor

. Encontre a soluc@o geral de cada um dos seguintes

L. sistemas:
inicial: , , /
@ ¥ =—y + 2 (@ »y = -2y ) y =2y +y
I =
Y= 2y — » ¥ = n+3n ¥y =2+

0 =3, n0 =1
(b) y1= n—2n
WB=2n+ »
¥1(0) =1, »0) = -2
(€) vy =2y — 6y
¥y = y1— 3y
¥y= 2 -2y
y1(0) = 32(0) = y3(0) =2
d) yi =y +2y
V== W
Vi=n+ nty
710 =»0)=1,y0)=4

. Dado .

Y = ;x4 ety £ - 4 ety
¢ a solucdo do problema de valor inicial;

Y =AY, Y0) =Y,

(a) Mostre que
Yo=caxi+ o+ +oX%,

(b) Sejam X = (x|, ..., x) e c = (¢, ..., ¢,).
Supondo que os vetores X;, ..., X, 830 linear-
mente independentes, mostre que ¢ = X 'Y,

. Dois tanques contém cada um 100 litros de uma mis-

tura. Inicialmente, a mistura no tanque A contém 40

gramas de sal, enquanto a mistura no tanque B con-

tém 20 gramas de sal. O liquido é bombeado para
dentro e para fora dos tangues como mostrado na fi-
gura a seguir. Determine a quantidade de sal em cada

tanque no instante 7.

10.

. Duas massas sdo conecta-

. Resolva o problema de valor inicial

v ==2y+ ¥+ 2y}
= 2n 42— »

10 =1, »2(0) =0, y;(0) = =3, y,(0) =2

. Na Aplicacdo 2, suponha que as solugdes sdo da

forma x, = g, sen o1, x, = a, cos ot. Substitua
estas expressdes no sistema e resolva para a fre-
quéncia o e as amplitudes g, e a,.

. Resolva o problema da Aplicacdo 2, usando as

condicdes iniciais

00 =x0) =1, 20 =4, ¢ x0)=2

das por molas como mos-
trado no diagrama. Ambas
as molas t&ém a mesma cons-
tante de mola e o extremo
da primeira mola é fixo. Se
X, € X, representam os des-
locamentos da posicao de
equilibrio, deduza um sis-
tema de equacdes diferen-
ciais de segunda ordem
que descreva o movimento
do sistema.

. i— ® iy

Trés massas sdo conectadas por uma série de
molas entre dois pontos fixos como mostrado nz
figura adiante. Suponha que as molas tém todas
a mesma constante de mola e sejam x,(7), x,(¢) ¢

—
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x1(0) = x2(0) = x3(0) = 1

mstante £. x{ (0) _ xé (O) _ x; (0) -0
W 11. Transforme a equagéo de ordem 7

(a) Deduza um sistema de equacdes diferenciais
de segunda ordem que descreva o movimento
do sistema.

(b) Resolva o sistema se m, = m, = %, m, = %
k=1le

y(n) = apy +Cl1)’/ I _,_a”Al),(nfl)

em um sistema de equacdes de primeira ordem
fazendo y, = y e y, =y, paraj =2, .., n
Determine o polindmio caracterfstico da matriz de
coeficientes deste sistema.

'6.3 Diagonalizagdo

Nesta secdo consideramos o problema de fatora¢do de uma matriz n X n, A, em um produto
da forma XDX !, no qual D é diagonal. Vamos dar a condic@o necessdria e suficiente para
a existéncia de tal fatora¢@o e ver varios exemplos. Comeg¢amos mostrando que os autove-
tores associados a diferentes autovalores sao linearmente independentes.

Teorema 6.3.1 Se A, A, ..
correspondentes X,, X,, ..

., A, sdo autovalores distintos de uma matriz n X n, A, com autovetores
., X, €ntdo X, ..., X, sdo linearmente independentes.

Demonsiragdo  Seja r adimensdo do subespaco de R” coberto por x,, ..., X, € suponha-se
que r < k. Podemos supor (reordenando os X; € A, se necessario) que X, ..., X, sfo linearmente
independentes. Como Xi, X,, ..., X,, X,,; s80 linearmente dependentes, existem escalares
Cl ... C, i1, NAO 10d0s nulos, tais que

axp+ o+ ox + Xy =0 Sy

Note-se que ¢,,; deve ser ndo nulo; senflo X, ..., X, seriam dependentes. Assim, ¢,,, X,.; ¥ 0
¢, portanto, ¢y, ..., ¢, ndo podem ser todos nulos. Multiplicando (1) por A, obtemos

ClAX] + -+ AX + ¢ 1A% =0
ou
CrAXy + o+ A X + A1 X =0 (2
Subtraindo A, vezes (1) de (2) fornece
cia =X+ -+ o — A )X =0

Isto contradiz a independéncia de x, ..., X,. Portanto, r deve ser igual a k. B

Definici¢ | Uma matriz n X n, A, é dita diagonalizavel se existe uma matriz ndo singular X e uma

matriz diagonal D tais que

X 'AX =D

Dizemos que X diagonaliza A.

Teorema 6.3.2 Uma matriz n X n, A, é diagonalizdvel se e somente se A tem n autovetores
linearmente independentes.
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Demonstracdo  Suponha-se que a matriz A tem n autovetores linearmente independentes
X, X, ..., X,.. Seja A, o autovalor de A correspondente a X, para todo i. (Alguns dos A, podem
ser iguais.) Seja X a matriz cujo j-€simo vetor coluna é x; para j = 1, ..., n. Segue-se que
AX; = AX, € a j-ésima coluna de AX. Logo,

AX = (AXl, AXz, Ceey AX,,)
= ()\IXI ) )"2X27 e )‘-nxn)

Ay
A2
= (X1, X2,...,X,)

An
= XD

Como X tem n vetores coluna linearmente independentes, segue-se que X é nfo singular
e, portanto,

D=X'XD=Xx1AX ;

Inversamente, suponha-se que A é diagonalizdvel. Ento, existe uma matriz ndo singular X
tal que AX = XD. Se x;, X,, ..., X, sd0 vetores coluna de X, entdo

AXJ'Z)\J'X]' ()\j:djj)

para todo j. Logo, para todo j, A; € um autovalor de A e x; ¢ um anfovetor associado a A.
Como os vetores coluna de X sdo linearmente independentes, segue-se que A tem n autove-
tores linearmente independentes. n

Observagﬁes

1. Se A ¢ diagonalizdvel, entdo os vetores coluna da matriz diagonalizante X sio
autovetores de A e os elementos diagonais de D sfo os autovalores corresponden-
tes de A. )

2. A matriz diagonalizante X ndo é tinica. Reordenando as colunas de uma matriz dia-
gonalizante X dada ou multiplicando-as por escalares nio nulos produzird uma nova
matriz diagonalizante.

3. Se A én X neA tem n autovalores distintos, entdo A ¢ diagonalizdvel. Se os autova-
lores ndo forem distintos, A pode ser ou nio diagonalizavel, dependendo se A tem
autovetores linearmente independentes.

4. Se A é diagonalizavel, entdo A pode ser fatorada em um produto XDX .

Segue-se da observacgio 4 que
A? = (XDX~")(XDX™") = XD*Xx~!
e, em geral,
(A)*
AR =xDFx T =X (ot _ X!
o

Uma vez que tenhamos uma fatoracdo A = XDX™!, é facil calcular poténcias de A.
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EXEMPLO | Seja

2 =3
A= [ 2 s
Os autovalores de A sdo A, = 1 e A, = —4. Correspondendo a A, e A,, temos os autovetores
x, =3, Dlex, = (1, 2)". Seja
3 1
= {1 2]

Segue-se que
1 2 - 2 -3 31
—1 _
car=g [ 5B S

o LR

3 1) (1 0
_1_
XDX™" = 12] [0 —4][_

EXEMPLO 2 Secja

=

|- 23]

Wiy —

3 -1 -2
A=12 0 -2
2 -1 -1

E facil ver que os autovalores de A sdo A, = 0, A, = 1e A; = L. Correspondendo a A =
0, temos o autovetor (1, 1, 1), e correspondendo a A = 1, temos os autovetores (1,2, 0)7

e (1,0, 1)". Seja
1
X=11
1

1 1 0 0 0 -2 1 2
2 0 0 1 o -1
01 0 01 2 -1 -1

1

t

1

3 -1 =2
=12 0 -2

2

-1 -1

(=S
— O
—

Segue-se que

XDXx' =

—
S

=A

Embora A = 1 seja um autovalor miltiplo, a matriz ainda pode ser diagonalizada jd que hd
{rés autovetores linearmente independentes. Observe-se ainda que

A¥=XD'X'=XDX ' =A
paratodo k= 1. =
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Se uma matriz n X n, A, tem menos de n autovetores linearmente independentes, dize-
mos que A € defeituosa. Segue-se do Teorema 6.3.2 que uma matriz defeituosa ndo € dia-
gonalizavel.

EXEMPLO 3 Seja

I 1
a={o 1)
Os autovalores de A sdo ambos iguais a 1. Qualquer autovetor correspondente a A = 1 deve
ser um mdltiplo de x; = (1, 0). Logo, A € defeituosa e ndo pode ser diagonalizada. |
EXEMPLO 4 Sejam

2::10: 0 2 00

A=10 4 0 e B=|-1 40

1 ¢ 2 -3 6 2

A e B tém os mesmos autovalores,
A =4, =i =2

O autoespaco de A correspondente a A; = 4 € coberto por e, e 0 autoespago correspondente
a A = 2 é coberto por ;. Como A tem somente dois autovetores linearmente independentes,
ela é defeituosa. Por outro lado, a matriz B tem o autovetor X, = (0, 1, 3)” correspondente
a A, = 4 e os autovetores X, = (2, 1, 0)” e e, correspondentes a A = 2. Entdo, B tem trés
autovetores linearmente independentes e consequentemente néo € defeituosa. Embora A =
2 seja um autovalor de multiplicidade 2, a matriz B ndo é defeituosa, jd que o autoespaco
correspondente tem dimensao 2.

Geometricamente, a matriz B tem o efeito de alongar dois vetores linearmente indepen-
dentes por um fator de 2. Podemos pensar no autovalor A = 2 como tendo multiplicidade
geométrica 2, ja que a dimensdo do autoespaco N(B — 2I) é 2. Em contraste, a matriz A
alonga somente vetores no eixo z, por um fator de 2. Neste caso, o autovalor A = 2 tem
multiplicidade algébrica 2, mas dim N(A — 27) = 1, assim sua multiplicidade geométrica é

somente 1 (ver Figura 6.3.1). E
Z Z Z Z
A t B I
TR 263 TR 263
483 1€
/\ * /\ * / XZ\.\/\.XT
2%,
y y ¥ y 2
Figura 6.3.1

APLICACAO | Cadeias de Markov

Na Secdo 1, estudamos um modelo matricial simples para predizer o nimero de mulheres
casadas e solteiras em uma certa cidade a cada ano. Dado um vetor inicial x, cujas coorde-
nadas representam o nimero corrente de mulheres casadas e solteiras, pudemos predizer o
nimero de mulheres casadas e solteiras em anos futuros calculando

X; = AXp, Xp = AXj, X3 = AXy, ...
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Se escalarmos o vetor inicial de modo que seus elementos indiquem as proporcdes da
populacio que sdo casadas e solteiras, entfio as coordenadas de X, indicar@o as proporcoes
de mulheres casadas e solteiras apds # anos. A sequéncia de vetores que geramos desta
forma ¢ um exemplo de uma cadeia de Markov. Modelos de cadeias de Markov ocorrem
em uma grande variedade de campos de aplicacdes.

Um processo estocastico € qualquer sequéncia de experimentos para os quais o resul-
tado em qualquer estdgio depende da sorte. Um processo de Markov ¢ um processo
estocdstico com as seguintes propriedades:

I. O conjunto de resultados ou estados possiveis é finito.
II. A probabilidade do préximo resultado depende somente do resultado anterior.
III. As probabilidades sdo constantes ao longo do tempo.

O seguinte € um exemplo de um processo de Markov.

EXEMPLO 5 Aluguel de Automéveis Um negociante de automéveis aluga quatro tipos de

veiculos: sedans de quatro portas, carros esporte, minivans e veiculos utilitdrios esportivos
(SUV). O prazo de aluguel é de dois anos. Ao fim do prazo, os clientes devem renegociar
o aluguel ¢ escolher um novo veiculo.

O aluguel de automdéveis pode ser visto como um processo com quatro resultados pos-
siveis. A probabilidade de cada resultado pode ser estimada examinando arquivos de alu-
guéis anteriores. Os arquivos mostram que 80% dos clientes atualmente alugando sedans
continuario com a prética no préximo aluguel. Além disto, 10% dos clientes atualmente
alugando carros esporte mudario para sedans. Ainda, 5% dos clientes dirigindo minivans
ou veiculos utilitdrios esportivos também mudarfo para sedans. Estes resultados sdo resu-
midos na primeira linha da Tabela 1. A segunda linha indica a porcentagem de clientes que
alugardo carros esportivos na proxima vez ¢ as duas tltimas linhas déo as porcentagens dos
que alugarfo minivans e veiculos utilitdrios esportivos, respectivamente.

Suponha-se que inicialmente hd 200 sedans alugados e 100 de cada um dos outros tipos
de veiculos. Se fizermos

0,80 0,10 0,05 0,05
A= 0,10 0,80 0,05 0,05 [ 100]
10,05 0,05 0,80 0,10 100
0,05 0,05 0,10 0,80 100

entdo podemos determinar quantas pessoas alugardo cada tipo de veiculo dois anos depois
fazendo

0,10 0,80 0,05 0,05 100 110
0,05 0,05 0,80 0,10 100 105
0,05 0,05 0,10 0,80 100 105

0,80 0,10 0,05 0,05 200 180

Tabela | Probabilidades de Mudancas para Aluguel de Veiculos

Aluguel Atual
Sedan Carros Esportivos u Suv Préximo Aluguel
0,80 0,10 0,05 0,05 Sedan
0,10 0,80 0,05 0,05 Carros Esportivos
0,05 0,05 0,80 0,10 Minivan

0,05 0,05 0,10 0,80 SUv
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Podemos predizer os nimeros para futuros aluguéis fazendo
X1 = AX, paran=1,2,...

Os vetores x; produzidos desta forma sdo chamados de vetores de estado e a sequéncia de
vetores de estado € chamada de cadeia de Markov. A matriz A é chamada de matriz de tran-
sicdo. Os elementos de cada coluna de A sdo nimeros nfo negativos cuja soma € 1. Cada
coluna pode ser vista como um vetor de probabilidades. Por exemplo, a primeira coluna de
A corresponde aos individuos atualmente alugando sedans. Os elementos desta coluna so
as probabilidades de escolher cada tipo de veiculo quando o aluguel for renovado.

Em geral, uma matriz € dita estocdstica se seus elementos sdo ndo negativos e a soma
de cada coluna é 1. As colunas de uma matriz estocéstica podem ser vistas como vetores
de probabilidades.

Se dividirmos os elementos do vetor inicial por 500 (o niimero total de clientes), entdo
os elementos do vetor de estado inicial

xp = (0,40, 0,20, 0,20, 0,20)

representam as propor¢des da populagdo que alugam cada tipo de veiculo. Os elementos
de x; representam as proporgdes para o proximo aluguel. Entéo, x, e X, sdo vetores de pro-
babilidades e € facilmente visto que os vetores de estado sucessivos na cadeia serdio todos

_ vetores de probabilidades.

O comportamento do processo em longo prazo € determinado pelos autovalores ¢ auto-
vetores da matriz de transicdo A. Os autovalores de Asdo A, = 1, A, =08e A, = A, =
0, 7. Mesmo A tendo autovalores miltiplos, tem guatro autovetores linearmente indepen-
dentes e, portanto, pode ser diagonalizada. Se os autovetores forem usados para formar
uma matriz diagonalizante Y, entdo

A=YDY!
1 -1 0o 1|t o o o0 o+
1 - o -1fjo & o ofl-2 -3 1 3
1 1 1 oJlo o L o o o0 1 -1
1 1 -1 o0Jlo 0 0 &% : -3 0 0
Os vetores de estado sdo calculados fazendo
x, = Y D"Y 'xg
= Y D"(0,25; —0,05; 0; 0,10)7
= Y(0,25; —0,05(0,8)"; 0; 0,10(0,7)")
1 -1 1
1 L1 =1 L =1
=025 [ | —0,050.8) L | +0.100.7) 0
1 1 0

Quando n aumenta, X, se aproxima de um vetor de estado estaciondrio
x = (0,25; 0,25; 0,25; 0,25)7

Entdo, o modelo da cadeia de Markov prediz que, em longo prazo, os aluguéis de veiculos
serdo divididos igualmente entre os quatro tipos de veiculos. a
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Em geral, supomos que o vetor inicial X, de uma cadeia de Markov é um vetor de pro-
babilidades e isto implica que todos os vetores de estado sd3o vetores de probabilidades.
Espera-se, entdo, que se a cadeia converge para um vetor de estado estaciondrio x, o vetor
de estado estaciondrio deve também ser um vetor de probabilidades. Este €, com efeito, o
caso, como mostraremos no proximo teorema.

Teorema 6.3.3 Se uma cadeia de Markov com uma matriz de transiciio n X n, A, converge para um
vetor de estado estacionario x, entdo

(i) x € um vetor de probabilidades.
(ii) A, = 1 é um autovalor de A e x é um autovetor associado a A,.

Demonstrac@io de (i) Chamemos o k-ésimo vetor de estado da cadeia de x, = (x®, x,
wes XY Os elementos de cada x, sdo ndio negativos e tém soma 1. Para cada j, o j-ésimo
elemento do vetor limite x satisfaz

xj = lim x>0

k—o00
e
: k k
Xy +xp+--+x, = hm(xl()-|—x§)+..._{_x’5k>) -1
k—>00
Portanto, o vetor de estado estaciondrio X é um vetor de probabilidades. =

Demonstragdo de (i)  Deixamos para o leitor demonstrar que A, = 1 é um autovalor de A.
(Ver Problema 25.) Segue-se que x € um autovetor associado a A,, j4 que

Ax = A(lim X)) = lim (AX;) = lim Xz, =X B
k—o00 k—o00 k—00

Em geral, se A € uma matriz estocdstica n X n, entdo A, = | é um autovalor de A e os
outros autovalores satisfazem

Al<l j=2,3,....n

(ver Problema 24 do Capitulo 7, Secao 4.) A existéncia de um estado estaciondrio para uma
cadeia de Markov € garantida sempre que A; = 1 for um aurovalor dominante da matriz de
transi¢do A. Um autovalor A, de uma matriz A € dito um autovalor dominante se os autova-
lores restantes satisfazem

Al <|Ai| paraj=2,3,....n

Teorema 6.3.4 Se A, = 1 é um autovalor dominante de uma matriz estocdstica A, entéio a cadeia de
Markov com transicdo A convergird para um vetor de estado estaciondrio.

Demonstraciv  No caso em que A é diagonalizdvel, seja y, um autovetor associado a A, =
lesejaY =(y, ¥, -.-, ¥,) amatriz que diagonaliza A. Se E é a matriz n X n cujo elemento
(1, 1) € 1 e cujos elementos restantes sfo nulos, entdo quando k — o,

Ak ) 10
A
DF = 2 ) — . =F
2k 0

Se x, € qualquer vetor de probabilidades inicial e ¢ = Y~'x,, entdo

x; = Afxg = YD*Y~Ixg = Y D*¢ — YEc = Y(cie)) = c1yi
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Entdo o vetor ¢;x, € o vetor de estado estaciondrio da cadeia de Markov.

No caso em que a matriz de transicdo A é defeituosa com autovalor dominante A, = 1.
pode-se demonstrar o resultado usando uma matriz especial J que é chamada de forma cané-
nica de Jordan de A. Este tSpico € coberto em pormenor no capitulo complementar da rede
(Capitulo 9) que acompanha este livro. Nesse capitulo, ¢ mostrado que qualquer matriz n X
n A pode ser fatorada em um produto A = YJY™', na qual J € uma matriz bidiagonal superior
com os autovalores de A na sua diagonal principal e zeros e uns na diagonal diretamente
acima da diagonal principal. Acontece que se A € estocastica com autovalor dominante A, =
1, entdo, J* convergird para E quando k — . Assim, a prova no caso em que A é defeituosa
¢ igual ao anterior, mas com a matriz diagonal D substituida pela matriz bidiagonal J. 5

Nem todas as cadeias de Markov convergem para um vetor de estado estacionario. No
entanto, pode ser mostrado que se todos os elementos da matriz de transicio A sdo positivos.
entdo, ha um unico vetor de estado estaciondrio x e A"X,, convergird para X para qualquer vetor
de probabilidades inicial x,. De fato, este resultado serd vélido se A* tem elementos estritamente
positivos, embora A possa ter alguns elementos nulos. Um processo de Markov com matriz de
transicdo A € dito regular se todos os elementos de alguma poténcia de A s@o positivos.

Na Secio 8§, estudaremos as matrizes positivas, ou seja, matrizes cujos elementos sdo todos
positivos. Um dos principais resultados nessa secdo é um teorema devido a Perron. O teo-
rema de Perron pode ser usado para mostrar que, se a matriz de transicao A de um processo de
Markov é positiva, entdo, A, = 1 € um autovalor dominante de A.

APLICACAO 2 Buscas na Rede e Hierarquizacdo de Paginas

Uma maneira comum de localizar informacdes na rede € fazer uma pesquisa por palavra-
chave usando um dos muitos mecanismos de busca disponiveis. Em geral, o mecanismo de
busca encontrara todas as pdginas que contém as palavras chave de busca e categorizard as
paginas em ordem de importancia. Normalmente, hd mais de 20 bilhdes de paginas sendoc
pesquisadas, e ndo € raro encontrar até¢ 20.000 pdginas que correspondem a todas as palavras
chave. Frequentemente em tais casos, a pagina classificada em primeiro ou segundo lugar
pelo mecanismo de pesquisa € exatamente aquela com as informagdes que vocé estd bus-
cando. Como os mecanismos de pesquisa categorizam as paginas? Nesta aplicacao, iremos
descrever a técnica utilizada pelo mecanismo de pesquisa Google™.

O algoritmo de classificacdo de paginas Google PageRank™ ¢ efetivamente um gigan-
tesco processo de Markov baseado na estrutura de lagos da rede. O algoritmo foi inicial-
mente concebido por dois estudantes de pds-graduacéo na Universidade de Stanford. Os
estudantes, Larry Page e Sergey Brin, usaram o algoritmo para desenvolver o mecanismo
de busca mais bem-sucedido e amplamente usado na Internet.

O algoritmo PageRank vé a navegag@o na rede como um processo aleatdrio. A matriz
de transi¢do A para o processo de Markov serd n X 5, no qual n é o niimero total de
enderecos pesquisados. O cédlculo de classificago de paginas foi referido como “o maior
calculo matricial do mundo” ja que os valores atuais de n sdo superiores a 20 bilhdes. (Ver
Referéncia 1.) O elemento (i, j) de A representa a probabilidade de que um navegador ale-
atério na rede passard do endereco j ao endereco i. O modelo de hierarquizaco de paginas
pressupde que o navegador sempre seguird uma conexdo da pagina atual uma certa porcen-
tagem do tempo ou entdo aleatoriamente se ligard a outra pagina.

Por exemplo, suponha que a pagina atual é numerada j e possui conexdes para cince
outras pdginas. Suponha também que o usuédrio seguird estas cinco conexdes 85% dc
tempo e vai aleatoriamente vincular a outra pagina 15% do tempo. Se ndo houver nenhumsz
conexdo da pédgina j para a pdgina 7, entdo

1
dij = 0,15;
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Sc a pagina j contém uma conexdo para a pagina i, entfio alguém poderia seguir essa cone-
xdo, ou poderia ir para a pagina fazendo uma navegacio aleatdria. Neste caso,

1 1
aij = 0,855 =+ O’ISZ

No caso em que a pdgina atual j ndo tem nenhuma conexdo para outras pdginas, conside-
ra-se ser uma pdgina suspensa. Neste caso, partimos do principio que o navegador na rede
ird conectar-se a qualquer pdgina na rede com probabilidade igual, e definimos

a,-j:; paral <i <n 3

Mais geralmente, seja k(j) o ntimero de conexdes da pdgina j para outras paginas na rede.
Se k(j) # 0 e a pessoa navegando na rede segue apenas conexoes na pdgina atual ¢ sempre
segue uma das conexdes, entdo a probabilidade de vinculacdo da pagina j para i € dada por

oy se hd uma conexdo da pigina j para a pagina i
mi; = .
0 €aso contrario

Note-se que no caso que a pagina j é uma pagina suspensa da rede supomos que o navegador
se conectard com a pagina / com probabilidade

1

miy; = —
)

Se fizermos a suposicfo adicional que o navegador seguird uma conexfo na pdgina corrente
com probabilidade p e aleatoriamente se conectard a outra pdgina com probabilidade 1 — p,
entdo, a probabilidade de se conectar da pagina j a i € dada por

1
aij = pmi; + (1 — P); )

Note-s& que no caso que a pigina j ¢ uma pdgina suspensa da rede a equacio (4) é simplifi-
cada para a equacdo (3).

Devido & navegacdo aleatdria, cada elemento na j-ésima coluna de A € estritamente posi-
tivo. Uma vez que A tem elementos estritamente positivos, a teoria de Perron (Secio 8) pode
ser usada para mostrar que o processo de Markov convergird para um tnico vetor de estado
estaciondrio X. O k-ésimo elemento de x corresponde a probabilidade de, no longo prazo, um
navegador aleatério acabar no endereco da rede k. Os elementos do vetor de estado estaciond-
rio fornecem as hierarquias de pagina. O valor de x, determina a hierarquia geral do enderego
darede k. Por exemplo, se x, € o terceiro maior elemento do vetor X, entfio o endereco da rede &
terd a terceira maior classificacio geral de pagina. Quando € efetuada uma pesquisa na rede, o
mecanismo de busca primeiramente localiza todos os enderecos que correspondam a todas as
palavras chave. Ela entdo os lista por ordem decrescente de suas hierarquias de pagina.

Seja M = (m;) e seja e um vetor em R” cujos elementos sdo todos iguais a 1. A matriz de
M ¢é esparsa; isto €, a maioria de seus elementos & igual a 0. Se fizermos E = ee’, entio E é
uma matriz n X n de posto 1 ¢ podemos escrever a Equacdo (4) na forma matricial

1-—
A=pM+—Lee = py+——Lpg )
n

Assim, A ¢ uma soma de duas matrizes com estrutura especial. Para calcular o vetor de estado
estacionario, devemos executar uma sequéncia de multiplica¢oes

Xj_H:AXj, j=0,1,2,...
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Estes calculos podem ser simplificados drasticamente se aproveitarmos a estrutura especial de
M e E. (Ver Problema 27.)
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APLICACAC 3 Genes Relacionados ac Sexe

Genes relacionados ao sexo sio genes localizados no cromossomo X. Por exemplo, o gene
para daltonismo azul-verde € um gene recessivo relacionado ao sexo. Para conceber um
modelo matemético para descrever o daltonismo numa determinada populagio, é necessario
dividir a populacdo em duas classes: homens e mulheres Seja x* a proporcio de genes para
daltonismo na populagio masculina e seja x” a propor¢io na populagao femmma [Como
daltonismo € recessivo, a proporcao real de mulheres daltonicas serd inferior a x ’.] Como
o homem recebe um cromossomo X da mée e nenhum do pai, a proporgo x' de homens
dalténicos na proxima geracdo serd a mesma que a propor¢io de genes recessivos na presente
geragdo feminina. Como a mulher recebe um cromossomo X de cada genitor, a proporgio X

de genes recessivos na préxima geragio feminina serd a média entre x” e x\”. Logo,

2O =

© (0) e
Xy

—x1 +x

Se x” = x, a proporgdo nfio ird se alterar nas geragdes futuras. Suponhamos que x” # x}"
1 1 L 1 2
€ vamos escrever o sistema como uma equacio matricial:

[0 [ ]- 1)
11 o = (1)
2 2 X X2

Seja A a matriz de coeficientes e seja x™ = (x\"’, x¥)" a propor¢do de genes de daltonismo
nas populactes masculina e feminina da (n + 1)-ésima geracio. Entio

x® — Anx(©

Para calcular A", constatamos que A tem autovalores 1 e —1 e consequentemente pode ser

2
fatorada em um produto:
- 1
=02
0 —

W [1 =2 1 0
2

m|>— o
[SSSEREPTNY

Logo,

W= W=

1=t 2l
3 1— (_%)n 24 (_%)n

[ —— ] [
—
<
=
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¢, portanto,
(0) 2 (V)]
X5
lim x" = =
nioo 1 2 ) (0)+2x(0)
3

As propor¢es dos genes para daltonismo nas populacdes masculina e feminina tendero para
o mesmo valor & medida que o ndmero de geracdes aumenta. Se a propor¢éo de homens
daltdnicos é p e, durante virias geracdes, nenhum estranho entrou na populacéo, é justo pres-
supor que a propor¢io de genes para daltonismo na populagio feminina seja também p. Uma
vez que o daltonismo € recessivo, seria de se esperar que a propor¢io de mulheres daltdnicas
fosse cerca de p?. Assim, se 1% da populagio masculina for daltdnica, seria de se esperar que
cerca de 0, 01% da populacio feminina o seja.

A Exponencial de uma Matriz

Dado um escalar a, a exponencial e* pode ser expressa em termos de uma série de poténcias
convergente

1 1
—l—l—a—}—ga +§CZ =+ -

De igual modo, para qualquer matriz n X n A, podemos definir a exponencial matricial e* em
termos da série de poténcias convergente

1 1
A=T+A A? A3 6
+ A+ AT AT ©6)

A exponencial matricial (6) ocorre em uma ampla variedade de aplicativos. No caso de uma
matriz diagonal

A
A2

a exponencial matricial € ficil de calcular:

2!

m—0o0

1
e? = lim (1—|—D+ 'Dz-}— +——,D’”)
m!

nt 1 ‘
> o et
k=1"""

m—00
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E mais dificil calcular a matriz exponencial para uma matriz genérican X n, A. Se, no entanto,
A for diagonalizadvel, entdo

AF = xDFx—! para k=12,...
1 1
eA=X(1+D+—D2+—D3+---)X“1
2! 3!
= XeP X!
EXEMPLO é Calcule ¢ para
-2 -6
a= {7 75
Solucdo
Os autovalores de A sdo A, = 1 e A, = 0, com autovetores x; = (=2, )T e x, = (=3, )™
Logo,
-2 =3 1 0 | 3
_ -1 _
A=XDX™ = [ 1 1] [o o] [—1 —2]
e

-2 =31 (e o I3
A __ Dy—1 _
¢l = Xe'X *[ 1 1][0 eo][—l —2]

_ [3—26‘ 6—6e]

e—1 3e—2 .
A exponencial matricial pode ser aplicada ao problema de valor inicial
Y = AY, Y(0) =Y, (71
estudado na Secdo 2. No caso de uma equacio a uma incégnita,
y=ay. y(0) =y
a solucdo é
y ="y (8

Podemos generalizar isto e exprimir a solucdo de (7) em fungdo da exponencial matricial
¢, Em geral, uma série de poténcias pode ser diferenciada termo a termo dentro de seu raio
de convergéncia. Como a expansdo de e” tem raio de convergéncia infinito, temos

d tA d 1 2 42 1 343
Lot = LA —PA 4 —PAY 1.
T dt( HAd AT AT
1
=<A+1A2+5r2A3+--->

122
= A1 +1A+ 024+

— AefA

Se, como em (8), fizermos

Y1) = Y,
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entdo
Y = Ae'tY, = AY

YO) =Yy
Logo, a solucdo de

Y = AY, Y0) =Yy
€ simplesmente
Y = 1Y, 9

Embora a forma desta solucfio pareca diferente das solu¢Bes na Secéo 2, ndo hd realmente
diferencga. Na Secdo 2, a solucéo foi expressa sob a forma

At Aot Ant
cie™'xy + c¢"?'xy + -+ -+ cre''x,

em que X; era um autovetor associado a A; parai = 1, ..., n. Os ¢; que satisfaziam as condi-
¢Bes iniciais foram determinados resolvendo o sistema

XC=Y0

com matriz de coeficientes X = (x,, ..., X,).
Se A é diagonalizdvel, podemos escrever (9) sob a forma

Y = XX Y,
Logo,
Y = Xe'Pe

Cle)»ll

C2e)uzl‘
= (X17X2, . '7X}’l)

c Ant

n€
=c1e"'x; + -+ cre'x,
Em resumo, a solu¢io ao problema de valor inicial (7) € dada por
Y =Y,
Se A € diagonalizdvel, a solu¢io pode ser escrita sob a forma
Y = Xe'PX 1Y,

= c1e™'x| + 26" % + -+ cuex, (€= X71Yy)

EXEMPLGO 7  Use a exponencial matricial para resolver o problema de valor inicial

Y =AY, Y0 =Y,

3 4 6
A=[3 2] Y0=[1]

(Este problema foi resolvido no Exemplo 1 da Segéo 2.)

onde
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Solucio
Os autovalores de A sfio A, == 6 e A, = —1, com autovetores X, = (4,3) ex, = (1, — )%

Logo,
4 1 6 0
— -1 _
amxi= 3 1] [8 _][

¢ a solucdo ¢é dada por

W =
BN RSN 1
\—

Y = 1Y,
= XP XY,

SHE Il

_ [4e6t 4+ 2e™! ]

)

W Q=
TR

3% —2¢7!
Compare esta solu¢do com a obtida no Exemplo 1 da Secdo 2. n
EXEMPLO B Use a exponencial matricial para resolver o problema de valor inicial

Y =AY, YO =Y,

em que

Solucio
Como a matriz A ¢ defeituosa, usaremos a defini¢cdo de exponencial matricial para calcular
e". Observe-se que A> = O, assim

1
et =T+1A+ Et"‘AZ
[1 t 122

01 ¢
0 0 1

A solug¢@o do problema de valor inicial € dada por

1t 2/2) (2
=10 1 t 1
0
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PROBLEMAS DA SECAQ 6.3

1. Em cada um dos seguintes, fatore a matriz A em 3¢ 0 O
um produto XDX !, na qual D ¢ diagonal: ) 0 o 1
0 1 56 0 0«
(a)A:[l 0] (b)A:[_2 _2] a+2 1 0
) 2 1 (2 0 a+2 0 ]
2 -8 0 0 2u
©a=[2 3] @as [0 1 2]
0 0 -1 a+2 0 0
1 0 0 (h) 0 a+2 1 ]
() A= I -2 1 3 ’ 0 0 2a
1 1 -1 9. Seja A uma matriz 4 X 4 e seja A um autovalor
1 2 -1 de multiplicidade 3. Se A — Al tem posto 1, A é
) A=]2 4 =2 ] defeituosa? Explique.
3 6 —3 10. Seja A uma matriz n X n com autovalores reais posi-

. Para cada uma das matrizes do Problema 1, use a
fatoragdio XDX ! para calcular A°.

. Para cada uma das matrizes ndo singulares do
Problema 1, use a fatoragio XDX ! para calcular
AN

. Para cada uma das seguintes matrizes, encontre
uma matriz B tal que B? = A:

9 -5 3
(a)A:[_% _”(b)A:[O 4 3]
0 0 1

11.

tivos A, > A, > ... > A,. Seja x, um autovetor asso-
ciadoa A, paratodoiesejax = X, + ... + a,X,.
(a) Mostre que A™x = Zoc,./l,.'”xi.

=1
(b) Mostre que se A, = 1, entdo imA"x = a;x,.
Seja A uma matriz 1 X n com clementos reais e
seja A, = a + bi(onde ae b sdoreaise b # 0) um
autovalor de A. Seja z;, = x + iy (onde x e y tém
ambos elementos reais) um autovetor associado a
Aesejaz, =X — iy.
(a) Explique porque z, € z, devem ser linearmente

. Seja A umamatiz n X n ndo defeituosa com matriz independentes.
diagonalizante X. Mostre que a matriz ¥ = (X~1)" (b) Mostre que y # 0 e que X e y sdo linearmente
diagonaliza A”. independentes.

. Seja A uma matriz diagonalizdvel cujos autovalo-
res todos sdo 1 ou —1. Mostre que A™! = A.
. Mostre que qualquer matriz 3 X 3 da forma

a 1 0

0 a 1

0 0 b
é defeituosa.

. Para cada uma das seguintes matrizes, encontre

12.

13.

14.

Seja A uma matriz n X n com um autovalor A de
multiplicidade n. Mostre que A ¢ diagonalizdvel se
e somente se A = AL

Mostre que uma matriz nilpotente ndo nula é de-
feituosa.

Seja A uma matriz diagonalizdvel e seja X a matriz
diagonalizante. Mostre que os vetores coluna de
X que correspondem a autovalores ndo nulos de A
formam uma base para R(A).

todos os valores possiveis do escalar a que torna  15. Segue-se do Problema 14 que, para uma matriz
a matriz defeituosa ou mostre que tais valores ndo diagonalizdvel, o niimero de autovalores ndo nulos
existem: (contados de acordo com a multiplicidade) € igual
1 1 0 1 1 1 ao posto da matriz. D& um exemplo de uma matriz
@ |1 1 OJ (b) l 1 1 1 ] defeituosa cujo posto nfo ¢ igual ao nimero de
0 0 « 0 0 « autovalores ndo nulos.
1 2 0 16. Seja A uma matriz n X n e seja A um autovalor de
© |2 1 0 A cujo autoespago tem dimensio &, na qual 1 <
2 1 " k <'n.Qualquer base {x,, ..., X,} para o autoespago
pode ser estendida para uma base {x,, ..., x,} para
4 6 -2 Re. SejaX = (x;, ..., x,) e B = X 'AX.
@ |- (1) - é 01[ (a) Mostre que B é da forma
3¢ 1 0 Al By ]
© |0 « 0 ] O By
0 0 « onde 7 é a matriz identidade k X k.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

(b) Use o Teorema 6.1.1 para mostrar que A é
um autovalor de A de multiplicidade pelo
menos k.

Sejam x, y vetores ndo nulos em R”, n = 2 ¢ seja

A = xy’. Mostre que

(a) A = 0¢éum autovalor de A com n — 1 autove-
tores linearmente independentes e consequen-
temente tem pelo menos a multiplicidade n — 1
(ver Problema 16).

(b) o autovalor restante de A é

Ay =trA= XTy

e x é um autovetor associado a A,,.
(c) se A, = x"y # 0, entfio A € diagonalizavel.
SejaA uma matriz diagonalizdvel n X n. Demonstre
que se B é qualquer matriz similar a A, entdio B é
diagonalizdvel.
Mostre que se A e B sdo duas matrizes n X ncoma
mesma matriz diagonalizante X, entdo AB = BA.
Seja T uma matriz triangular superior com ele-
mentos diagonais distintos (isto &, 1, # t, sempre
que i # j). Mostre que existe uma matriz triangular
superior R que diagonaliza 7.
Todos os anos, os funciondrios de uma empresa
recebem a opcio de fazer uma doagfo a uma ins-
tituicdo de caridade local como parte de um plano
de deduciio da folha de pagamento. Em geral, 80%
dos trabalhadores inscritos no plano em qualquer
ano optardo por se inscrever novamente no ano
seguinte € 30% dos ndo inscritos irdo escolher
registrar-se no ano seguinte. Determine a matriz
de transicdo para o processo de Markov e encontre
o vetor de estado estaciondrio. Qual a porcentagem
de funciondrios que vocé cspera encontrar inscritos
no programa em longo prazo?
A cidade do Mawtookit mantém uma populacio
constante de 300.000 pessoas de ano para ano.
Um estudo da ciéncia politica estimou que havia
150.000 Independentes, 90 mil Democratas e
60.000 Republicanos na cidade. Foi também esti-
mado que a cada ano 20% dos Independentes se tor-
nam Democratas e 10% se tornam Republicanos.
Da mesma forma, 20% dos Democratas se tornam
Independentes ¢ 10% se tornam Republicanos,
enquanto 10% dos Republicanos se voltam para
os Democratas e 10% se tornam Independentes a
cada ano. Seja

150.000
90.000
60.000

X =

e seja xV o vetor representando o nimero de pes-
soas em cada grupo apés um ano.
(a) Encontre a matriz A tal que Ax = x'1.

23.

24.

25.

26.

(b) Mostre que A, = 1,0, A, = 0,5 ¢ A; = 0,7 sdo
autovalores de A e fatore A em um produto
XDX', no qual D é diagonal.

(¢) Que grupo dominard em longo prazo?
Justifique sua resposta calculando lim A"x.

Seja "

FNTEEFN YT
P R N
IFALSERV ISR B

a matriz de transicdo para

Markov.

(a) Calcule det(A) e traco(A) e use estes valores
para determinar os autovalores de A.

(b) Explique por que o processo de Markov deve
convergir para um vetor de estado estaciondrio.

(¢) Mostre quey = (16, 15, 15)" € um autovetor
de A. De que forma o vetor de estado estacio-
nério esta relacionado a y?

Considere uma rede consistindo em apenas quatro

enderecos ligados entre si, como mostrado no dia-

grama a seguir. Se o algoritmo Google PageRank

€ usado para classificar estas paginas, determine a

matriz de transi¢io A. Suponha que o navegador

na rede siga uma conexdo da pdgina atual 85% do

tempo.

um processo de

Seja A uma matriz estocdstica n X n e seja e 0
vetor em R” cujos elementos sfo todos iguais a 1.
Mostre que e ¢ um autovetor de A”. Explique por
que uma matriz estocastica deve ter A = 1 como
autovalor.

A matriz de transi¢io no Exemplo 5 tem a pro-
priedade de que tanto suas linhas quanto suas
colunas somam 1. Em geral, uma matriz A € dita
duplamente estocdstica se tanto A quanto A’ sdc
estocasticas. Seja A uma matriz duplamente esto-
cdstica n X n cujos autovalores satisfazem

=1 e Pyl<l para j =2,3,...,n

Mostre que se e € o vetor em R” cujos elementos
sdo todos iguais a 1, entdo a cadeia de Markov con-

vergird para o vetor de estado estaciondrio x = lee




27.

para todo vetor inicial X,. Logo, para uma matriz
de transicdo duplamente estocdstica, o vetor de es-
tado estaciondrio fornecerd probabilidades iguais
a todos os eventos possiveis.

Seja A a matriz de transi¢io PageRank e seja x, um
vetor em uma cadeia de Markov com vetor de pro-
babilidade inicial x,. Como n é muito grande, a mul-
tiplicacfo direta x,,, = Ax, é computacionalmente
intensiva. No entanto, a computagfo pode ser drasti-
camente simplificada se aproveitarmos os componen-
tes estruturados de A dados na equagéo (5). Como M
€ esparsa, a multiplicacio w, = Mx, é computacional-
mente muito mais simples. Mostre que se fizermos

l—p
n

b= e

entdo
Exy=e e x4 =pw,+b

onde M, E, e e p sio definidos na equagio (5).

. Use a defini¢do de exponencial matricial para cal-

cular ¢! para cada uma das seguintes matrizes:

1o 11
@ Aa=|_ _1] (b)A:[O 1]
10 -1
(c) A=1|0 1 0
0 0 1

. Calcule ¢ para cada uma das seguintes matrizes:

2 -1 304
@Aa=1 ¢ 3] (b)A=[—2 —3]
o1
© A=|-1 -1 —1]
1o

30.

31.

32.

301
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Em cada um dos seguintes casos, resolva o proble-
ma de valor inicial Y’ = AY, Y(0) = Y, calculan-

do e*Y:
1 -2 ]
@ a=[, _1], YO:[I]
2 3 —4
) a=|_2 _2], Yoz[ 2]
o1 1
©Aa=|o o 1. v,=|1
0 0 —1 ]
o1 1
@a=| 1 o 1|, v,=] 1
1 -1 -1 1

Seja A um autovalor de uma matriz n X n, A, € seja
X um autovetor associado a A. Mostre que e* € um
autovalor de e e x é um autovetor de e* associado
ae'.

Mostre que ¢* é nflo singular para qualquer matriz
diagonalizdvel A.

33. Seja A uma matriz diagonalizdvel com polinémio

caracteristico
P =all +a) o day

(a) Mostre que se D € uma matriz diagonal cujos
elementos diagonais s&o os autovalores de A,
entio

p(D) =a;D" +a;D" '+t a, I =0

(b) Mostre que p(4) = O.

(¢) Mostre que se a,,, # 0, entdo A é néo singular
e A™' = g(A) para algum polindmio g de grau
menor que 7.

'6.4 Matrizes Hermitianas

Seja C* o espago vetorial de todas as n-uplas de nimeros complexos. O conjunto C de
todos os nimeros complexos serd considerado nosso campo de escalares. J4 vimos que
uma matriz A com elementos reais pode ter autovalores e autovetores complexos. Nesta
secdo, estudaremos matrizes com elementos complexos e veremos os andlogos complexos
de matrizes simétricas e ortogonais.

Produtos Internos Complexos

Se a = a + bi é um escalar complexo, o comprimento de « é dado por
la| = Vaa = va? + b?

.., Z,)"em C" é dado por

)1 /2

O comprimento de um vetor z = (73, 2, .
2 2 2
Izl = (lz11* + 1z21* + - - - + |za]
7 172
— (ZTZ) /
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Definicéo

Por conveniéncia de notacfo, podemos escrever z7 para a transposta de Z. Assim

=T H

2 =z" e |zl =@"2'""

Seja V um espaco vetorial sobre os nimeros complexos. Um produto interno em Véuma |
operagfo que atribui, a cada par de vetores z ¢ w em V, um ndmero complexo (z, W) que |
satisfaca as seguintes condicdes: '

L. (z, w) = 0, com igualdade se ¢ somente sc z = 0.
1. {(z,w)=<{w, z) paratodoze wem V.
L {(az + Bw, w) = oz, w) + B{w, u).

Observe-se que para um espago com produto interno complexo, (z, w) = (w, z), em vez
de (w, z). Se fizermos as modificagdes adequadas para levar em conta esta diferenca, os
teoremas nos espagos com produto interno reais no Capitulo 5, Secdo 5, serdo todos validos
para espacos com produto interno complexos. Em particular, lembremos o Teorema 5.5.2:
Se {u,, ..., u,} € uma base ortonormal de um espaco real com produto interno V e

n
X = E Cil;

i=1

entdo
n
— — 2 _ 2
c=,x)=xuw) e |[x|"=) ¢
i=1
No caso de um espago com produto interno complexo, se {w,, ..., w,} é uma base orto-
normal e
n
= E CiW;
i=1
entdo

n
— 2 —
c={z,w),e=(w.,z) e |zI’=)_ e
i=1
Podemos definir um produto interno em C" como

(z, w) = whz (1
para todos z e w em C". Deixamos para o leitor verificar que (1), na verdade, nfio define um
produto interno em C*. O espaco com produto interno complexo C" é semelhante ao espace
com produto interno real R™. A principal diferenca é que, no caso complexo, é necessaric
achar o conjugado antes da transposi¢@o quando se faz um produto interno.

R” cr
x.y)=y"x (z,w) =w'z
x'y=y'x 2w = whz !
Ix[1* = x"x zl|* = 272
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EXEMPLO I Se

5+ 2+1
= l1-3) ¢ "T 243
entdo

whz = (2 —i, —2-3i) [ 5+‘

=(11-3i)+(-11+3i))=0

'z =15+i" +11-3if
wﬂv:ﬂ+¢ﬁ+|—2+&ﬁ:
Segue-se que Z ¢ W 580 ortogonais e

Izl =6,  |w|=3v2 B

Matrizes Hermitianas

Seja M = (m;) uma matriz n X n com my; = a; + ib; para todo i e j. Podemos escrever M
sob a forma

M=A+IiB
onde A = (a;) e B = (b;) tém elementos reais. Definimos a conjugada de M como
M=A-

Logo, M é a matriz formada fazendo o conjugado de cada elemento de M. A transposta de
M serd escrita M". O espaco vetorial de todas as matrizes m X n com elementos complexos
¢ escrito C", Se A e B sdo elementos de C**" e C & C»*, entdo as seguintes regras séo
facilmente verificadas (ver Problema 9):

I (AP =4
IL. (A + BB)Y =wA” + BB
IIL (AC)H = CcHAH

Definicdc | Uma matriz M é dita hermitiana se M = M¥.

EXEMPLO 2 A matriz

2—1i
M = [2—|—1 4 ]

¢ hermitiana, pois

B
g (3 Z=i)" _( 3 2—i]_
M'—[ﬁﬁ 1 =l2xi 4 | =M =

Se M € uma matriz com elementos reais, entdo M” = M”. Em particular, se M é uma
matriz real simétrica, entdo M é hermitiana. Entdo, podemos encarar as matrizes hermitia-
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nas como o anilogo complexo das matrizes reais simétricas. As matrizes hermitianas t€m
muitas propriedades interessantes, como veremos no préximo teorema.

Teorema 6.4.1 Os autovalores de uma matriz hermitiana sdo todos reais. Além disso, autovetores
associados a diferentes autovalores sdo ortogonais.

Demonstracdo Seja A uma matriz hermitiana. Seja A um autovalor de A e seja x um auto-
vetor associado a A. Se a = xPAx, entdo

a=af = xAx)Y =xAx =«
Logo, se « é real, segue-se que
a =x7Ax = xax = }LHXH2
e, portanto,

5 = o
x>

é real. Se x; e x, sfio autovetores associados a autovalores distintos A, e A,, respectiva-
mente, entdo

(Ax))x, = XfAsz = Xf]sz = Azxflxz

H H H Ho \H H
(Ax1)"x = (X Ax1)7 = (x5 x)7 = MiX'Xs
Em consequéncia
H H
AX] X2 = AoX| X2
€ Como A, # A,, segue-se que

(x2,%1) = x{xp = 0 |

Defini¢do | Uma matriz n X n, U, ¢ dita unitaria se seus vetores coluna formam um conjunto orto-
normal em C",

Logo, U é unitdria se ¢ somente se UZU = . Se U é unitdria, entdo, como os vetores
coluna s@o ortonormais, U deve ter posto n. Segue-se que

v-l=jut=vfvu-t =ut

Uma matriz unitdria real € uma matriz ortogonal.

Corolario 6.4.2 Se os autovalores de uma matriz hermitiana A sfo distintos, entdo existe uma matriz
unitdria U que diagonaliza A.

Demonstracdo Seja X, um autovetor associado a A, para todo autovalor A; de A. Sejz
u;, = (1/]x;|Px.. Logo, u, é um autovetor unitdrio associado a A; para todo i. Segue-se dc
Teorema 6.4.1 que {u,, ..., u,} é um conjunto ortonormal em C*. Seja U a matriz cujz
i-ésima coluna é u, para todo i; entfio U € unitdria e U diagonaliza A. n
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EXEMPLO 3 Scja

21—
A:[1+i 1]

Encontre uma matriz unitdria U que diagonaliza A.

Solugdo
Os autovalores de A sdo A, = 3 e A, = 0, com autovetores correspondentes x; = (1 — i, 1)7
ex, = (—1,1+ D% Seja

1 1

=TT X1 = _(1 - is 1)T
X V3
e
u ! —(-1,1+)T
2= i
IIX2|| \/_
Logo,
l—z —1
f 1+
(S

T (141 1—i 1—i —1
H —_— =
UAU_3[—1 1—1][1—0—1 ][
(3 0
=10 o B
Realmente, o Corolério 6.4.2 é vdlido mesmo que os autovalores de A nfo sejam distin-
tos. Para demonstrar isto, primeiramente demonstraremos o0 seguinte teorema:

Teorema 6.4.3 Teorema de Schur

Para cada matriz n X n, A, existe uma matriz unitdria U tal que U”AU € triangular
superior.

Demonstracdo A demonstragfio € por indugdo em n. O resultado é 6bvio se n = 1.
Suponha-se que a hipotese € valida para matrizes k X k e seja A uma matriz (k + 1) X (k +
1). Seja A, um autovalor de A e seja w, um autovetor associado a A;. Usando o processo de
Gram—Schmidt, construa-se w,, ..., W, tal que {w,, ..., w,..;} seja uma base ortonormal
para C¥*'. Seja W a matriz cuja i-ésima coluna é w; parai = 1, ..., k + 1. Entdo, por cons-
trugio, W & unitaria. A primeira coluna de W/AW serd WAw,.

WHAW1 = )\.1WHW1 = )\.161
Logo, W#AW € uma matriz da forma

Al x X - X
0

M
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onde M € uma matriz k X k. Pela hip6tese da indugio, existe uma matriz unitdria k X &, V..
tal que V/* MV, =T, na qual T, é triangular superior. Seja

)\.1 X

0
TIHI'I(/H AVPU‘AVV J — .
o]

Seja U = WV. A matriz U é unitéria, pois
U = (WWPwv = vEIwiwy =1
e UFAU = T. |
A fatoragdo A = UTU” é muitas vezes chamada de decomposicdo de Schur de A. N
caso em que A € hermitiana, a matriz T serd diagonal.
Teorema 6.4.4 Teorema Espectral

Se A € hermitiana, entdo existe uma matriz unitdria U que diagonaliza A.

Demonstragfio  Pelo Teorema 6.4.3, existe uma matriz unitiria U tal que U"AU = T, n
qual 7 & triangular superior. Além disso,

TH = (UADYY = UYA"y = UHAU =T

Portanto, T € hermitiana e consequentemente deve ser diagonal. |

No caso de uma matriz real simétrica, a matriz diagonalizante U serd uma matriz ortc
gonal. O exemplo seguinte mostra como determinar a matriz U. Mais tarde nesta sec?
daremos uma demonstracio formal de que todas as matrizes reais simétricas tém matrize
diagonalizantes ortogonais.

EXEMPLO 4 Dada

0 2 -1
A= 2 3 -2
-1 =2 0

encontre uma matriz ortogonal U que diagonaliza A.

Solucio
O polindmio caracteristico

PR =R +32 40 +5=(1+12G5 -1

tem raizes A, = A, = —1 e A, = 3. Calculando os autovetores da forma usual, vemos qu
x; =(1,0, D"ex, = (—2, 1, 0)” formam uma base para o autoespaco N(A + I). Podemo
aplicar o processo de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal para o autoespag
correspondente a A, = A, = —1.
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YT T 2
p=(x{u)uw = —v2u = (1,0, )7

1 1
— (1,0, D7

x, —p=(—1,1,D7
! mep ==
Txopl 2 YT A

O autoespago correspondente a A, = 5 é coberto por x; = (—1, —2, 1)”. Como x, deve ser
ortogonal a u, e u, (Teorema 6.4.1), precisamos somente normalizar

L X ! (-1, -2, D7
U3 = -—- = —=\—4L, =4,
Tkl Ve

Logo, {u,, u,, u;} é um conjunto ortonormal e

(-1,1, D7

= §‘|H
5l 8l 5l -

-
Sl &l 5l

diagonaliza A. Too®

Decorre do Teorema 6.4.4 que cada matriz hermitiana A pode ser fatorada em um produto
UDUY, no qual U é unitdria e D é diagonal. Como U diagonaliza A, segue-se que os elementos
diagonais de D séo os autovalores de A e os vetores coluna de U sdo autovetores de A. Portanto,
A nfio pode ser defeituosa. Ela tem um conjunto completo de autovetores que formam uma base
ortonormal de C. Esta é, em certo sentido, a situacdo ideal. Vimos como expressar um vetor
como uma combinacfo linear de elementos de uma base ortonormal (Teorema 5.5.2), ¢ a agdo
de A em qualquer combinacfo linear de autovetores pode ser facilmente determinada. Assim, se
um tem um conjunto ortonormal de autovetores {u;, ..., w,} eX = cju,, ..., c,u,, entdo

AX = cihuy + - - -+ cpiUy,
Além disso,
¢ =X W) = lllHX

ou, de modo equivalente, ¢ = U”x. Logo

AX = kl(u{{x)ul + -+ An(ufx)un

A Decomposicio Real de Schur

Se A é uma matriz real n X n, entfo é possivel obter uma fatoragiio que se assemelha a
decomposi¢do de Schur de A, mas envolve apenas matrizes reais. Neste caso, A = QT Q7,
na qual Q é uma matriz ortogonal e T € uma matriz real da forma
B1 X e X
32 X

B;
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Definicdo

em que os B; sdo matrizes 1 X 1 ou 2 X 2. Cada bloco 2 X 2 corresponderd a um par de
autovalores complexos conjugados de A. A matriz T é chamada de forma real de Schur de
A. A prova de que cada matriz real A n X n tem essa fatoragdo depende da propriedade que.
para cada par de autovalores complexos conjugados de A, hd um subespaco bidimensional
de R", que € invariante sob A.

Um subespago S de R* ¢ dito invariante sob uma matriz A se, para todo x € S, Ax € S.

Lema 6.4.5 Seja A uma matriz n X n real com autovalor A, = a + bi (onde a e b sdo reais e b # 0) e

sejaz; = X + iy (onde X e y sdo vetores em R”) um autovetor associado a A,. Se § = Cob(x, y).
entdo dim S = 2 e § é invariante sob A.

Demonstracdo  Uma vez que A é complexo, y deve ser ndo nulo, caso contrdrio terfamos
Az = Ax (um vetor real) igual a Az = AX (um vetor complexo). Uma vez que A é real.
Ay = a — bitambém é um autovalor de A ¢ z, = x — iy é um autovetor associado a A,. Se
houvesse um escalar ¢ tal que x = cy, entdo, z, ¢ z, seriam ambos miltiplos de y e nic
poderiam ser independentes. No entanto, z, e z, sdo associados a autovalores distintos.
entdo elas devem ser linearmente independentes. Portanto, x no pode ser um multiplo de
Y ¢, entdo, § = Cob (x, y) tem dimensdo 2.
Para mostrar a invaridncia de S, observe-se que, desde Az, = A,z,, as partes real e ima-

gindria de ambos os lados devem concordar. Deste modo,

Az = Ax+ i Ay

Mz = (a+ bi)(x+1y) = (ax — by) + i (bx + ay)
€ segue-se que

Ax=ax—-by e Ay=>bx+tay
Se w = ¢ X + ¢,y € qualquer vetor em S, entdo
AW = | AX + Ay = ci(ax — by) + c2(bX + ay) = (c1a + c:b)X + (cra — c1b)y

Assim, Aw estd em S e, portanto, S é invariante sob A. u

Usando este lema, podemos provar uma versdo do Teorema de Schur para matrizes cor
elementos reais. Como antes, a demonstragdo serd por indugfo.

Teorema 6.4.6 A Decomposicio Real de Schur

Se A € uma matriz n X n com elementos reais, entdo A pode ser fatorada em um produtc
QT (7, no qual Q € uma matriz ortogonal e T estd na forma de Schur (2).

Demonstragdo  No caso de n = 2, se os autovalores de A sio reais, nés podemos fazer q-
um autovetor unitdrio associado ao primeiro autovalor A, e fazer q, ser qualquer vetor uni-
tdrio ortogonal q,. Se fizermos Q = (q,, q,), entdo O € uma matriz ortogonal. Se fizermos
T = QT AQ, entdo a primeira coluna de T é

O"Aq) = 20" q) = 1e;

Assim, T € triangular superior e A = QT Q7. Se os autovalores de A sdo complexos, entic
simplesmente definimos 7= A ¢ Q = I. Entdo, toda matriz 2 X 2 real tem uma decompo-
si¢do de Schur real.

Agora seja A uma matriz & X k em que k = 3 e suponha-se que, para 2 = m < k, cadz
matriz m X m real tem uma decomposicdo de Schur da forma (2). Seja A, um autovalor de
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A. Se A, € real, seja (, um autovetor unitdrio associado a A, ¢ escolham-se ,, ¢, ..., q, de
modo que Q, = (q,, 4, ..., §,) seja uma matriz ortogonal. Tal como na prova do Teorema
de Schur, segue-se que a primeira coluna de Q] AQ, serd A,e,. No caso em que A, é com-
plexo, seja z = X + iy (em que X e y sfo reais) um autovetor associado a A, e seja S =
Cob (x, y). Pelo Lema 6.4.5, dim § = 2 e S € invariante sob A. Seja {q,, q,} uma base
ortonormal para S. Escotha qs, q,, ..., q, para que Q, = (q, ¢, ..., ,) S€ja uma matriz
ortogonal. Desde que S € invariante sob A, segue-se que

Aqy =buqi +baqy e Aqy=Dbnq +bng

para alguns escalares b, b, b,,, by, e, portanto, as duas primeiras colunas de Q] AQ, serdo
(0T Aqy, OT Aqy) = (b11e1 + byiey, biae) + byes)

Assim, em geral, Q] AQ, serd uma matriz em blocos

T _[B X
QlAQl— 0] Al]

onde

Bi=(x) eAék—Dxk-1) se A é real
B1é2x2eA1é€(k—-2)x(k—2) se A1 é complexo.

Em ambos os casos, podemos aplicar nossa hipétese de inducio a A, e obter uma decom-
posigdo de Schur A) = UT,U”. Vamos supor que a forma de Schur 7 tem j — 1 blocos
diagonais, B,, B, ..., B, Se fizermos

Q2=[é QOI) e 0=010

entdo tanto O, quanto , sdo matrizes ortogonais k X k. Se, em seguida, definirmos 7" =
Q"AQ, obteremos uma matriz na forma de Schur (2), e segue-se que A terd decomposi¢io
de Schur QT Q7. =

No caso em que todos os autovalores de A sfo reais, a forma real de Schur T serd
triangular superior. No caso em que A € real e simétrica, entio, uma vez que todos os auto-
valores de A sfo reais, T deve ser triangular superior, porém, neste caso T também deve
ser simétrica. Entdo, vamos acabar com uma diagonalizacio de A. Assim, para matrizes
simétricas reais, temos a seguin@ versdo do Teorema Espectral;

6.4.7 Teorema Espectral — Matrizes Simétricas Reais

Se A € uma matriz real simétrica, entdo existe uma matriz ortogonal Q que diagonaliza A,
isto &, QT AQ = D, na qual D é diagonal.

Matrizes Normais

Existem matrizes nfo hermitianas que possuem conjuntos completos de autovetores orto-
normais. Por exemplo, matrizes antissimétricas e matrizes anti-hermitianas tém essa pro-
priedade. (A & anti-hermitiana se A = —A.) Se A é uma matriz com um conjunto completo
de autovetores ortonormais, entio A = UDU¥, no qual U é unitdria e D é uma matriz
diagonal (cujos elementos diagonais podem ser complexos). Em geral, D7 # D e, conse-
quentemente,

A" = UDHUH £ A
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Definicdo

Entretanto,
AA" =upufupfuf =ubppiUu"
c
APA=vuD"Uu"upUu” =uDp" DU
Como
[A1]? )
DHD = DDH = 12|
Ik
segue-se que
AAT = AflA

Uma matriz A é dita normal se AA” = AYA.

Mostramos que se uma matriz tem um conjunto completo de autovetores, entdo ela é
normal. A reciproca também é verdadeira.

Teorema 6.4.8 Uma matriz A é normal se e somente se A possui um conjunto completo de

autovetores Ortonormais.

Demonstragde Em vista das observagdes precedentes, precisamos apenas mostrar que
uma matriz normal A tem um conjunto completo de autovetores ortonormais. Pelo Teorema
6.4.3, existem uma matriz unitdria U e uma matriz triangular 7 tais que T = U? AU. Afir-
mamos que T é também normal. Para verificar isto, observe-se que

THT = URARUURAU = UTAPAU

TTY = URAUUPAR U = URAATU

Como APA = AA”, segue-se que 77T = TT". Comparando-se os elementos diagonais de
TT e TT", vemos que

2 2 2 2 2
(2117 + ltal” + 6" + - -+ 1 ]° = 1]
2 2 2 2 2
[t2a|” + [t3]” + - - + |22a]” = [t12)" + |£22]

|l‘nn|2 = lflnl2 + 1[211[2 + |[3n|2 +--+ ltnn|2

Segue-se que 7; = 0 quando i # j. Logo, U diagonaliza A ¢ os vetores coluna de U sdo
autovetores de A. =
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PROBLEMAS DA SECAO 6.4

1. Para cada um dos seguintes pares de vetores z ¢ w

em C?, calcule (i) ||z, (ii) ||w]}, (i) (z, W) e (iv)
(w, z):

(@) z= 4+2i [ -2
L VTR K PR
1+i 2—4i
(b) z= 2i , W= 5
3—1i 2i
. Seja
1+ i
5 -
7, = [ ) = ﬂ
1—i _ b
2 V2
(a) Mostre que {z,, z,} € um conjunto ortonormal
em C3.
244

(b) Escreva o vetor z = ] como uma

—2i
combinago linear de z, € z,.

. Seja {u,, u,} uma base ortonormal para C? e seja

z = (4 + 2iu; + (6 — 5i)u,.

(a) Quais sdo os valores de u{{z, z'u,, ufz e
z7u,?

(b) Determine o valor de |z

. Quais das matrizes que se seguem sio hermitia-
nas? Normais?

1—i 2 12—
@ 2 3] (b) [2+i 1 ]
1 1
© 2 2 ~
C
1 1
2 3
1 I
2 L
2 V2
d
() 1 1
— =1
2 2
0 1
@ | i 0 24
1 24 0
3 14+7 i
® t1—i 1 3
— 3

. Encontre uma matriz diagonalizante ortogonal ou
unitdria para cada uma das seguintes matrizes:

W e

10.

11.

12.

13.

14.

15.

2 i 0 2 1 1
© |- 20 @ J1 3 =2
0 0 2 1 -2 3
0 0 1 1 1 1
¢ |0 L O @ |1 1 1
1 00 1 1 1
4 2 =2
() 2 1 —1
-2 -1 1

. Mostre que os elementos diagonais de uma matriz

hermitiana devem ser reais.

. Seja A uma matriz hermitiana e seja X um vetor em

C*. Mostre que se ¢ = XAx”, entio ¢ é real.

. Seja A uma matriz hermitiana e seja B = iA.

Mostre que B € anti-hermitiana.

. Sejam A e C matrizes em C™*" ¢ s¢ja B € C™.

Demonstre cada uma das seguintes regras:

(a) (AHT =4

(b) (@A + BC)! =wA" 1+ BCH

(©) (AB)Y = BHAH

Sejam A e B matrizes hermitianas. Responda ver-
dadeiro ou falso a cada um dos enunciados que se
seguem. Em cada caso explique ou demonstre sua
resposta.

(a) Os autovalores de AB sdo todos reais.

(b) Os autovalores de ABA sdo todos reais.
Mostre que

(z,w) =w'z

define um produto interno em C”.
Sejam x, y e z vetores em C" e sejam « e 8 escala-
res complexos. Mostre que

(z,ax + By) =@z, x) + B(z, y)

Seja fu,, ..., v,} uma base ortonormal para um
espago com produto interno complexo Ve seja

Z=qaum +au+---+a,u,
w=bu + by +--- + byu,

Mostre que

<Z’ W) = i b_[ai
i=]

Dado que

4 0 0
A=10 1 i
0 - 1

encontre uma matriz B tal que BB = A.
Seja U uma matriz unitdria. Demonstre que
(a) U é normal.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25

(b) | Ux| = ||x|| para todo x € C*~.

(c) se A € um autovalor de U, entdo [A| = 1.

Seja w um vetor unitdrio em C* e defina-se U =

I — 2uu?. Mostre que U ¢é tanto unitdria quanto

hermitiana e, em consequéncia, sua prépria in-

versa.

Mostre que se uma matriz U € tanto unitdria quan-

to hermitiana, entdo qualquer autovalor de U deve

serigualaloua —1.

Seja A uma matriz 2 X 2 com decomposi¢do de

Schur UTU" e suponha que ¢,, # 0. Mostre que

(a) osautovaloresde As3o A, = 15, € A, = 1y

(b) u, é um autovetor de A associado a A, = ¢,;.

(¢) u, ndo € um autovetor de A associado a A, =
tho

Seja A uma matriz 5 X 5 com elementos reais.

Seja A = QT Q" uma decomposicdo Schur real

de A, em que 7" € uma matriz em blocos da forma

dada na equac@o (2). Quais sdo as possiveis estru-

turas de blocos para T em cada um dos seguintes

casos?

(a) Todos os autovalores de A sdo reais.

(b) A tem trés autovalores reais e dois comple-
X0S.

(c) A tem um autovalor real e quatro complexos.

Seja A uma matriz n X n com decomposigio de

Schur UTUH. Mostre que se os elementos diago-

nais de T sdo todos distintos, entdo ha uma ma-

triz triangular superior R tal que X = UR diago-

naliza A.

Mostre que M = A + iB (na qual A e B sfo ma-

trizes reais) € anti-hermitiana se e somente se A €

antissimétrica e B & simétrica.

Mostre que se A € anti-hermitiana e A € um auto-

valor de A, entdio A € puramente imagindrio (isto &,

A = bi, sendo b real).

Mostre que se A ¢ uma matriz normal, entfo cada

uma das seguintes matrizes deve também ser nor-

mal:

(ay A¥

b I+A

(c) A?

Seja A uma matriz real 2 X 2 com a propriedade

que a,a;, > 0 e seja

r=\/a21/a12 S S = [6 (1)]

Calcule B = SAS™'. O que vocé conclui em re-
lagdo aos autovalores e autovetores de B? O que
vocé pode concluir em relacfo aos autovalores e
autovetores de A? Explique.

Sejapx) = —x* +cx? +(c+3)x+ l,emquecé
um nimero real. Seja

26.

27.

28.

29.

¢c ¢c+3 1
c=1]1 0 0
0 1 0
e seja
-1 2 —c-3
A= 1 -1 c+2
-1 1 —c—-1

(a) Calcule A™' CA.

(b) Mostre que C é a mafriz companheira de p(x)
e use o resultado da parte (a) para demonstrar
que p(x) tem rafzes reais independentemente
do valor de c.

Seja A uma matriz hermitiana com autovalores A;.

..., A, € autovetores ortonormais u, ..., u,. Mostre

que

A= klulu{{ + kzuzuf +--- 4 knu,,uf

A [0 i ]
I B

Escreva A como uma soma Auul + Lu,u;, na
qual A, € A, sdo autovalores € u, € u, sdo autoveto-
res ortonormais.

Seja A uma matriz hermitiana com autovalores A.
= A, = ... = ), e autovetores ortonormais u, ....
u,. Para qualquer vetor ndo nulo x em R”, o quo-
ciente de Rayleigh p(x) ¢ definido por

(Ax,x) x"Ax

x,x)  xHx

Seja

(a) Sex = cju, +...+ c,u,, mostre que

Icl{z}\l + |CZ|2)\-2 + -+ |crz|2)\n
el

p(X) =

(b) Mostre que
A'n S ,O(X) S )‘1
(¢) Mostre que

4 =X f = An
rgggp(X) 1€ rgﬁl(}p(X)

Dadas A € R™" B € R, C &€ R™", a equagdo
AX-XB=C 3y

¢ conhecida como equacdo de Sylvester. Uma ma-
triz m X n, X, € dita uma solucdo se satistizer (3).
(a) Mostre que se B tem decomposicio de Schur
B = UTU", entdo a equacdo de Sylvester pode

ser transformada em uma equagfo da forma
AY - YT=G,naqual Y =XUe G=CU
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(b) Mostre que (¢) Mostre que se A e B t€m autovalores comuns,
(A—tiDys =g entfio a equagdo de Sylvester tem uma solu-
— t11 1= ~
cdo.

ji—1

A=tyDy; =g+ ) tynj=2....n

i=1

'6.5 A Decomposicdo em Valores Singulares

Em muitas aplicagBes, é necessdrio determinar o posto de uma matriz ou determinar se a
matriz € deficiente em posto. Teoricamente, podemos usar a eliminac@o de Gauss para redu-
zir a matriz & forma linha degrau e, em seguida, contar o nimero de linhas ndo nulas. No
entanto, esta abordagem nfo é pratica em aritmética de precisdo finita. Se A é deficiente em
posto e U é a forma linha degrau calculada, entdo, por causa de erros de arredondamento no
processo de eliminacgdo, € improvéavel que U tenha o niimero adequado de linhas n&o nulas.
Na pritica, a matriz de coeficientes A geralmente envolve algum erro. Isto pode ser devido a
erros nos dados ou ao sistema de niimeros finitos. Assim, geralmente € mais pratico perguntar
se A é “préxima” de uma matriz deficiente em posto. No entanto, pode muito bem acontecer
que A esteja perto de ser deficiente e a forma linha degrau calculada U néo seja.

Nesta secdo, supomos que A € uma matriz m X n com m = n. (Esta suposicio ¢
feita apenas por conveniéncia, todos os resultados serfio igualmente validos se m << n.)
Apresentaremos um método para determinar o qudo perto A estd de ser uma matriz de
menor posto. O método consiste em fatorar A em um produto U V7, em que U € uma
matriz ortogonal m X m, V é uma matriz ortogonal # X n e 2 é uma matriz m X n cujos
elementos fora da diagonal sdo todos nulos e cujos elementos da diagonal satisfazem

o1>0p>-->0,20

o1
02

ef’

Os o, determinados por esta fatorac@o sdo dnicos ¢ sdo chamados de valores singulares de
A. A fatoracéo é chamada de decomposicdo em valores singulares de A, ou, simplesmente,
a svd* de A. Mostraremos que o posto de A € igual ao ndmero de valores singulares nfio
nulos e que a magnitude dos valores singulares néo nulos fornece uma medida de quio
perto A estd de uma matriz de menor posto.

Comecamos por mostrar que tal decomposicio é sempre possivel.

Teorema 6.5.1 O Teorema SVD
Se A é uma matriz m X n, entdo A tem uma decomposi¢@o em valores singulares.

Demonstracdo  ATA é uma matriz simétrica n X n. Logo, seus autovalores sdo todos reais
e ela tem uma matriz diagonalizante ortogonal V. Além dislo, seus autovalores devem ser
todos ndo negativos. Para verificar isto, seja A um autovalor de A7A e X um autovetor asso-
ciado a A. Segue-se que

1Ax))% = x"ATAx = Ax"x = A|x|?

*A sigla svd (singular value decomposition) € usual no Brasil. (N. T.)
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Logo,

_ laxiP
X1

Podemos supor que as colunas de V tenham sido ordenadas de modo que os autovalores
correspondentes satisfacam

)"1 Z)LZZZ)\%ZO
Os valores singulares de A satisfazem
a7 =/Aj j=1...,n

Seja r 0 posto de A. A matriz ATA também terd posto r. Como A’A € simétrica, seu posto é
igual ao nidmero de autovalores ndo nulos. Logo,

A== 2 >0 € )Lr+1:)\r+2:"':)\n20
A mesma relacdo vale para os valores singulares:

01202---20>0 e 01 =0==0,=0
Agora sejam

V1=(V1,...,Vr), V2:(Vr+17---7vn)

o1
o2

¥ = ) (L
Gr

Portanto, 2, € uma matriz diagonal r X r cujos elementos diagonais sdo os valores singu-

lares ndo nulos o, ..., o,. A matriz m X n, X é entfio dada por
Y, O
=]
o 0

Os vetores coluna de V, sdo autovetores de A’A associados a A = 0. Logo,
ATAv; =0  j=r+1,...,n

e, em consequéncia, os vetores coluna de V, formam uma base ortonormal para N(A7A) =
N(A). Portanto,

AV, =0
¢ como V € uma matriz ortogonal, segue-se que
I=vvi =W + W]
A=Al = AV + AVnV] = Av,vT )

Até agora mostramos como construir as matrizes V e = da decomposicio em valores sin-
gulares. Para completar a demonstra¢io, devemos mostrar como construir uma matriz orto-
gonal m X m, U, tal que

A=U0zv’
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ou, de forma equivalente,

AV =UZ 3)
Comparando as r primeiras colunas em cada membro de (3), vemos que
AVjZO'jllj j:l,...,r
Logo, se definirmos
1 .
u; = —Ay; j=1...,r @
gj

Ul = (ul’---,ur)
entdo, segue-se que
AV =U1 % o)

Os vetores coluna de U, formam um conjunto ortonormal, ji que

=6

Segue-se de (4) que cada u;, 1 = j = r, estd no espago coluna de A. A dimensdo do espago
coluna € r, assim u,, ..., u, formam uma base ortonormal para R(A). O espago vetorial
R(A)* = N(A") tem dimensdo m — r Seja {u,,, 0., ..., ,,} uma base ortonormal para
N(AT) e faga-se

UZ = (ur-{—la W2, ..., um)
U:[m m]
Segue-se do Teorema 5.2.2 que u, ..., u,, formam uma base ortonormal para R™. Logo, U

¢ uma matriz ortogonal. Ainda precisamos mostrar que U 2 V7 realmente € igual a A. Isto
segue-se de (5) e (2), pois

w3 9) (1)
=U,5, v}/
= AV V]
=A -

Observaces

Seja A uma matriz m X n com uma decomposi¢do em valores singulares U X V”.
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[\

EXEMPLO |

. Os valores singulares o, ..., 0, de A s30 tnicos; entretanto, as matrizes U e V ndo sdo
dnicas.
. Como V diagonaliza A”A, segue-se que os v, sdo autovetores de AZA.

. Como AA" = U Z 3"U7, segue-se que U diagonaliza AA” e que os u, sd0 autovetores

de AAT,
. Comparando a j-ésima coluna em cada membro da equacéio
AV =UZ
obtemos
Av; =oju; J=1...,n
De forma similar,
ATU=vzT

e, portanto,

ATu; =o0;v; paraj=1,...,n

ATa; =0 paraj=n+1,....m

Os v, sdo chamados de vetores singulares direitos de A e os u; sdo chamados de veto-
res singulares esquerdos de A.

. Se A tem posto r, entdo

(i) vy, ..., v, formam uma base ortonormal para R(A7).
(ii) v,,, ..., v, formam uma base ortonormal para N(A).
(iii) u,, ..., u, formam uma base ortonormal para R(A).
(iv) u,,,, ..., u, formam uma base ortonormal para N(A").

. O posto da matriz A € igual ao nimero de valores singulares nio nulos (onde os

valores singulares sfo contados de acordo com sua multiplicidade). O leitor deve ser
cuidadoso para ndo fazer a mesma suposi¢do sobre autovalores. A matriz

0100
00 10
M=10 0 0 1
0000

por exemplo, tem posto 3, mesmo que todos os seus autovalores sejam nulos.

. No caso em que A tem posto r < #, se fizermos

U1=(u1,112,...,11r) V1=(V1,V2,...,Vr)
e definirmos >, como na equacio (1), entio
A=U 5V (6)

A fatorago (6) € chamada de forma compacta da decomposicao em valores singula-
res de A. Esta forma & ttil em diversas aplicacdes.

Seja
11
A=]1 1
0 0

Calcule os valores singulares e a decomposicéio em valores singulares de A.
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Solucio
A matriz
2 2
Tp
A'A = [2 5
tem autovalores A, = 4 ¢ A, = 0. Em consequéncia, os valores singulares de A sdo

o, = \/— =2 e 0, = 0. O autovalor A, tem autovetores da forma «(1, 1)” e A, tem autove-
tores da forma (1, —1)”. Portanto, a matriz ortogonal

-zl

diagonaliza ATA. Da observacio (4), segue-se que

i 1 1 1
ll1=*AV1:— 1 1
01 210 o

Os vetores coluna restantes de U formam uma base ortonormal para N(AT). Podemos cal-
cular uma base {x,, X,} para N(AT) da forma usual:

5l &l
o G- &l

x»=(1,-1,07 e x3=(0,0 D7

Como estes vetores ja sdo ortogonais, ndo é necessario usar o processo de Gram—Schmidt
para obter uma base ortonormal. Precisamos somente fazer

1 (1 1 o)T
W =—"X)= T /= T T =
Tl T\ V2

w=x; = (0,0 D7

Segue-se entdo que

1 1
— —= 0
I
A=Uxvi=| 1 1 o oo] . | &
B2V2 ooft t 1
0 0 1 V22

Se A é uma matriz m X m de posto r e 0 < k < r, podemos usar a decomposicfio em
valores singulares para encontrar uma matriz em R"™" de posto k que estd mais préxima
de A em relacfio a norma de Frobenius. Seja A1 o conjunto de todas as matrizes m X n de
posto k ou menos. Pode ser mostrado que existe uma matriz X em A1 tal que

A —X|lp =min [|[A — S|z D
SemM
Niao demonstraremos agora este resultado, ja que a demonstragio estd além do escopo

deste livro. Supondo que o minimo € alcangado, mostraremos como tal matriz X pode ser
derivada da decomposi¢io em valores singulares de A. O lema seguinte serd util:
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Lema 6.5.2 Se A é uma matriz m % n e Q é uma matriz ortogonal m X m, entéio

IQANF = Allr

Demonstracdo

| QAlI% = |I(Qay, Qay, ..., Qa,)||%

n
2
=> Qa3
=1
n
2
=> " llali3
i=1

= IA]7 n
Se A tem decomposi¢do em valores singulares U 2 V7, entdo seguc-sc do lema que
1Alr = 1=V e
Como
=Vl =1EVH e = 1VE Ir = 157 1F

segue-se que

1AlF = (02 + 0 + - +a2)"/?

Teorema 6.5.3 SejaA = U X V' uma matriz m X n e seja A o conjunto de todas as matrizes m X
n de posto k ou menos, no qual 0 < k < posto(A). Se X é uma matriz. de A1 satisfazendo (7).
entdo

1/2
1A = XIlr = (07 + 02+ +02)
Em particular se A’ = U Z'V7, sendo

a1
.. Xy O
3 = . 0 — k ]
o 0O 0O
o0 [0

entdo
IA—A'llp = (02 + - +02)" = min A - $|r
+ n SeM
Demonstracdo  Seja X uma matriz em Af satisfazendo (7). Como A’ € M, segue-se que

; 1/2
1A = Xlix < 1A — Allr = (02, + - +02)" ®)

7
Mostraremos que

1/2
1A —Xlr > (02, +-+02)"
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e, portanto, a igualdade € vélida em (8). Seja QQPT a decomposicio em valores singulares
de X, onde
w1

w2
Qr O

W
0 | O

Se fizermos B = QT AP, entdo A = QP ¢ segue-se que
1A= Xllr = 1Q(B =Pz = |B—Qlr

Particionemos B da mesma forma que ()

kxk kx(n—k)
—_—— —_——
By ’ B>
B =
By ‘ Bs
—— ——

(m—k)xk (m—k)x(n—k)
Segue-se que
1A = X117 = 11Bi = 7 + | Buallz + 1Ball7 + | B3
Afirmamos que B, = O. Se ndo, defina-se

Y=0 [Bn 312] pT

A matriz Yestaem Me
JA = Y13 = Bl + | Buall% < 1A — X%

Mas isto contradiz a defini¢@io de X. Portanto, B;, = O. De forma similar, pode ser mos-
trado que B,, deve ser igual a O. Se fizermos

7 _ Q[B“ pT

entdo Z € Me

IA = ZII7 = 1B2l% < By — %% + 1Bnl% = |A - X|2

Segue-se da deflmgao de X que B, deve ser igual a ). Se B,, tem decomposicio em valo—
res singulares U,AV/”, entdo

A= Xllr = Bxllr=AllF

Seja
Ip O (L O
=lo v)] ¢ V2=|o v
Agora,
Q O
UjQlarv, = 0 A]

A= (QU>) [%k 2] (PVy)T
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e, portanto, segue-se que os elementos da diagonal de A sdo os valores singulares de A.
Logo,
2 0172
IA = Xllr = lAllr = (08 +---+0,)
Segue-se de (8) que

1/2
1A = Xllr = (02, +-+02)"

n

=[A—Alllp =

Se A tem decomposi¢io em valores singulares U 2 V7, entdo podemos pensar em A
como o produto U = por V7. Se particionarmos U 2 em colunas e V' em linhas, entdo

UY = (o, 00uy, ...,00,)

e podemos representar A por uma expansao de produto externo
A= alulvlT + aguzva 4+ 4 O’nunVZ )
Se A tem posto n, entéo

o1
a2

A =U v
Op—1

0

T T T
=0 vy + ooy + -+ 051U, 1V,

serd a matriz de posto n — 1 que estd mais préxima de A em relacio a norma de Frobenius.
De forma similar,

” T T T
A" = omv] +omaV; -+ 0yl 2V,

serd a matriz mais proxima de posto n — 2 e assim por diante. Em particular, se A ¢ uma
matriz ndo singular n X n, entdo A’ é singulare |A — A’ ||, = o,. Logo, ¢, pode ser tomado
como uma medida de qudo perto uma matriz quadrada estd de ser singular.

O leitor deve ter cuidado para ndo usar o valor de det(A) como medida de quio perto A
esta de ser singular. Se, por exemplo, A é uma matriz diagonal 100 X 100 cujos elementos

na diagonal sdo todos %, entdo det(A) = 271%; no entanto, o, = % Em contraste, a matriz

no préximo exemplo estd muito perto de ser singular mesmo que seu determinante seja | e
todos os seus autovalores sejam iguais a 1.

EXEMPLO 2 Seja A uma matriz triangular superior n X n cujos elementos na diagonal sdo todos
iguais a 1 e cujos elementos acima da diagonal principal sdo todos iguais a —1:

I -1 =1 -+ —1 —1
0 1 —1 - —1 -1
0 0 1 .o =1 -1

A=1.

0 0 0 -
0 0 0 0
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Note-se que det(A) = det{A™!) = 1 e todos os autovalores de A s3o 1. Entretanto, se n é
grande, entdo A estd proxima de ser singular. Para observar isto, seja

1 -1 -1 ... -1 =i
0 I -1 - =1 =1
0 0 e =1 -1
B=| :
0 0 o - 1 =1
—1
= 0 .- 0 1
A matriz B deve ser singular, ja que o sistema Bx = 0 tem uma solucdo ndo trivial X =
(202,272, ..., 2% ). Como as matrizes A e B diferem somente na posicéo (n, 1), temos
A—Bllp= =)

Segue-se do Teorema 6.5.3 que

1
o,= min [[A—X|lr <||A—-Bllr=—
p= min A= Xlp < A= Blr = 5
Logo, se n = 100, entdo o, = 1/2* ¢, em consequéncia, A estd muito proxima de ser sin-
gular. B

APLICACAO | Posto Numérico

Na maior parte das aplicacdes, os cdlculos matriciais sdo executados por computadores
usando aritmética de precisdo finita. Se os célculos envolvem uma matriz ndo singular
que estd muito préxima de ser singular, entdo a matriz se comportard computacionalmente
exatamente como uma matriz singular. Neste caso, as solucSes de sistemas lineares calcu-
ladas podem ter nenhum digito de precisdo, em absoluto. Mais geralmente, se uma matriz
m X n estéd perto o suficiente de uma matriz de posto r, na qual » < min(m, n), entao A
ird se comportar como uma matriz de posto r em aritmética de precisao finita. Os valores
singulares fornecem uma maneira de medir o qudo perto uma matriz estd de matrizes de
posto menor, no entanto, devemos esclarecer o que entendemos por “muito perto”. Temos
de decidir quao perto € perto o suficiente. A resposta depende da precisdo da mdquina do
computador que estd sendo usado.

Precisdo da maquina pode ser medida em termos da unidade de erro de arredonda-
mento para a maquina. Outro nome para unidade de erro de arredondamento € épsilon da
mdquina. Para compreender este conceito, precisamos saber como os computadores repre-
sentam os numeros. Se o computador usa a base de numeracdo 8 e mantém registro de n
digitos, ele vai representar um ndmero real x por um nimero de virgula flutuante, escrito
fl(x), da forma *0,d, d,, ..., d, X B no qual os digitos d, sdo inteiros com 0 = d; < 8. Por
exemplo, —0,54321469 X 10% é um ndmero de virgula flutuante de 8 digitos, base 10, e
0,110100111001 X 27° & um ndmero de virgula flutuante de 12 digitos, base 2. Na Se¢do
1 do Capitulo 7, vamos discutir ntimeros de virgula flutuante com mais detalhes e dar uma
definicd@o precisa do épsilon da mdquina. Acontece que o épsilon da maquina, €, é o menor
ndmero de virgula flutuante que servird como um limite para o erro relativo sempre que
aproximarmos um ndmero real por um nimero de virgula flutuante, ou seja, para qualquer
ndmero real x,

(10)
X

lfl(x) —x
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Definicio

Para aritmética de virgula flutuante de 8§ digitos, base 10, o épsilon da miquina é de 5 X
107%. Para aritmética de virgula flutuante de 12 digitos, base 2, o épsilon da maquina é

n+l

(%)*12, €, em geral, para aritmética de » digitos base B, o épsilon da méquina é % X B

A luz de (10) o épsilon da maquina € a escolha natural como uma unidade bdsica para
medir erros de arredondamento. Suponha que A € uma matriz de posto n, mas k de seus
valores singulares sdo menores do que um “pequeno” miltiplo do épsilon da méquina.
Entdo, A € perto o suficiente de matrizes de posto n — k, de modo que para os célculos
de virgula flutuante é impossivel dizer a diferenca. Neste caso, dirfamos que A tem posto
numérico n — k. O miltiplo do épsilon da mdquina que usamos para determinar o posto
numérico depende das dimensdes da matriz e de seu maior valor singular. A definicdo de
posto numérico que se segue é uma comumente usada.

O posto numérico de uma matriz m X n é o ndmero de valores singulares da matriz
que s3o maiores que o, max (m, n)e, em que o, € o maior valor singular de A e € é 0
épsilon da maquina.

Muitas vezes, no contexto de cédlculos de precisio finita, o termo “posto” serd utili-
zado com o entendimento de que ele realmente se refere ao posto numérico. Por exemplo.
o comando rank(a) do MATLAB ird calcular o posto numérico de A, em vez do posto
exato.

EXEMPLO 3 Suponha que A é uma matriz 5 X 5 com valores singulares

or=4, =1 03=10" 0, =31 x 107", 05 =26 x 107

€ suponha-se que o épsilon da miquina ¢ 5 X 107", Para determinar o posto numérico.
comparamos os valores singulares com

oyméx(m,n)e =4-5-5x 1075 =107

Como trés dos valores singulares sdo maiores que 10713, a matriz tem posto numérico 3.
n

APLICACAC 2 Processamento Digital de Imagens

Uma imagem de video ou fotografia pode ser digitalizada quebrando-a em um arranjo
retangular de células (ou pixels) e medindo o nivel de cinza de cada célula. Esta informa-
¢ilo pode ser armazenada c transmitida como uma matriz m X n, A. Os elementos de A sdo
nimeros ndo negativos correspondentes as medidas dos niveis de cinza. Uma vez que os
niveis de cinza de qualquer célula geralmente estdo pr6ximos dos niveis de cinza de suas
células vizinhas, é possivel reduir a quantidade de armazenamento necesséria de mn para
um multiplo relativamente pequeno de m + n + 1. Geralmente a matriz A terd muitos
valores singulares pequenos. Em consequéncia, A pode ser aproximada por uma matriz de
posto muito menor.

Se A tem decomposigdo em valores singulares A = U = V7, entdo A pode ser represen-
tada pela expansdo em produto externo

T T T
A =omwmyv, +omwv; +---+o,u,v,
A matriz mais préxima de posto k é obtida truncando esta soma ap6s os k primeiros termos:

Ay = UlulvlT + (rguzva + -4 akukvg
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Aproximacdo da Imagem de Posto 5

Aproximagdo da Imagem de Posto 15 Aproximagfo da Imagem de Posto 30

Figura 6.5.1 Cortesia Oakridge National Laboratory.

O armazenamento total para A, € k(m + n + 1). Escolhemos k para ser consideravelmente
menor que 7 e ainda ter a imagem digital que corresponde a A, muito préxima & original.
Para escolhas tipicas de k, o armazenamento necessdrio para A, serd inferior a 20% da
quantidade de armazenamento necessdria para a matriz A completa.

A Figura 6.5.1 mostra uma imagem correspondente a uma matriz de 176 X 260 A e trés
imagens correspondentes as aproximacdes de menor posto de A. Os senhores da foto sdo
(da esquerda para a direita) James H. Wilkinson, Wallace Givens e George Forsythe (trés
pioneiros no campo da dlgebra linear numérica).

APLICACAG 3 Recuperagdo de Informages - Indexamento Semantico Latente

Voltamos novamente ao aplicativo de recuperacdo de informacdes discutido no Capitulo 1,
Secdo 3 e Capitulo 5, Secdo 1. Nesta aplicacdo, um banco de dados de documentos é represen-
tado por uma matriz de dados Q. Para pesquisar a base de dados, formamos um vetor unitario
de pesquisa x e definimos y = Q"x. Os documentos que melhor correspondam aos critérios da
pesquisa sdo aqueles correspondentes aos elementos de y que estdo mais proximos de 1.

Por causa dos problemas de polissemia e sinonimia, podemos pensar na nossa base
de dados como uma aproximacgdo. Alguns dos elementos da matriz de dados podem con-
ter componentes estranhos devido a multiplos significados de palavras, e alguns podem
deixar de incluir componentes por causa da sinonimia. Suponhamos que fosse possivel
corrigir esses problemas e chegar a uma matriz de dados perfeita P. Se fizermos £ =
Q — P, entdo, uma vez que Q = P + E, podemos pensar em E como uma matriz que
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representa os erros em nossa matriz base de dados Q. Infelizmente, E é desconhecida,
por isso nio podemos determinar P exatamente. No entanto, se pudermos encontrar uma
aproximagdo mais simples Q, para Q, Q, serd também uma aproximacio para P. Assim,
Q, = P + E, para alguns matriz de erro E,. No método de indexacdo semdntica latente
(LSI), a matriz base de dados Q ¢ aproximada por uma matriz Q; com posto menor. A
ideia por trds do método é que a matriz de menor posto ainda pode fornecer uma boa
aproximagdo para P e, por causa de sua estrutura mais simples, pode realmente envolver
menos erro, isto &, || E, || < || E]l.

A aproximagido de menor posto pode ser obtida truncando a expansdo do produto externo
da decomposigdo em valores singulares de Q. Esta abordagem é equivalente a fazer

Ol =0ppp=---=0, =0

e, em seguida, definindo Q, = U, ¥, V', a forma compacta da decomposicio em valores
singulares da matriz de posto r. Além disso, se r << min(m, n)/2, entdo esta fatoragdo é com-
putacionalmente mais eficiente e as buscas serfo aceleradas. A velocidade de computacéo
¢ proporcional a quantidade de célculos envolvidos. A multiplicagdo matriz vetor de Qx
requer um total de mn multiplicacdes de escalares (1 multiplicagdes para cada um dos n
fatores do produto). Em contraste, 0, = V,2 U/, e a multiplicacio Q/x =V,(Z,(Ux"))
requer um total de »(m + n + 1) multiplicacSes escalares. Por exemplo, se m = n = 1000 e
r = 200, entao

mn=10° e r(m+4+n+1)=200-2001 = 400,200

A pesquisa com a matriz de menor posto deve ser duas vezes mais rapida.

APLICACAO 4 Psicologia ~ Andlise de Componentes Principais

Na Secio 1 do Capitulo 5, vimos como o psic6logo Charles Spearman utilizou uma matriz
de correlacdo para comparar os resultados de uma série de testes de aptiddo. Com base nas
correlagOes observadas, Spearman concluiu que os resultados do teste forneciam evidéncia
de fung¢Bes bdsicas subjacentes comuns. Trabalhos posteriores por psic6logos para identi-
ficar os fatores comuns que compdem a inteligéncia levaram ao desenvolvimento de uma
drea de estudo conhecida como andlise fatorial.

Antecipando o trabalho de Spearman em alguns anos, hd um documento de 1901 por
Karl Pearson analisando uma matriz de correlacdo derivada a partir de medidas de sete
varidveis fisicas de cada um de 3000 criminosos. Este estudo contém as raizes de um
método popularizado por Harold Hotelling em um artigo publicado em 1933. O método é
conhecido como andlise de componentes principais.

Para observar a ideia bdsica deste método, vamos supor que uma série de n testes de
aptiddo € administrada a um grupo de m individuos e que os desvios da média para os testes
formam as colunas de uma matriz m X n, X. Embora, na prética, os vetores coluna de X
sejam positivamente correlacionadas, os fatores hipotéticos que se relacionam 2 pontua-
¢do deve ser ndo correlacionados. Assim, gostarfamos de introduzir vetores mutuamente
ortogonais, y,, ¥, ..., ¥, correspondentes aos fatores hipotéticos. Exigimos que Cob R(X:
e, consequentemente, o nimero de vetores, r, deve ser igual ao posto de X. Além disso.
queremos numerar esses vetores em ordem decrescente de variancia.

O vetor primeira componente principal, y,, deve representar a maior varidncia. Desde
que y, estd no espago coluna de X, podemos representd-lo como um produto Xv, para
algum v; € R”. A matriz de covaridncia é

s= L xTx
n—1
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e a varifncia de y, € dada por

T
var(y;) = M = VITSVI
n—1
O vetor v, € escolhido para maximizar v'Sv em relacfo a todos os vetores unitdrios v. Isto
pode ser obtido pela escolha de v, de modo a ser um autovetor unitdrio de X”X relacionado
ao seu autovalor maximo A;. (Ver Problema 28 da Secfo 4.) Os autovetores de X'X sio 0s
vetores singulares a direita de X. Assim, v, € o vetor singular 2 direita de X que corresponde

ao maior valor singular o, = JA,. Se u, é o vetor singular 4 esquerda correspondente, entio
yi = Xvy =01

O vetor segunda componente principal deve ser da forma y, = Xv,. Pode-se mostrar que
0 vetor que maximiza v’Sv em relacdo a todos os vetores unitdrios que sfo ortogonais a v,
¢ simplesmente o segundo vetor singular a direita de X, v,. Se escolhermos v, desta forma
e u, é o vetor singular a esquerda correspondente, entdo

Yy, = Xv; = ooy

e desde que
T T
Yiye =ooouup =0

segue-se que y, €y, sao ortogonais. Os restantes y, sdo determinados de forma similar.

Em geral, a decomposicéo em valores singulares resolve o problema de componentes
principais. Se X tem posto r e decomposi¢do em valores singulares X = U, 2, V/' (na forma
compacta), entdo os vetores componentes principais sdo dados por

Yi=o1u, Y2 =06, ..., ¥y, = O,
Os vetores a esquerda u,, ..., W, sdo os vetores componentes principais normalizados. Se
fizermos W = =, V', entdo

X=U%Vl =Uw

As colunas da matriz U, correspondem aos fatores de inteligéncia hipotéticos. Os elemen-
tos em cada coluna medem qudo bem os estudantes individuais exibiram esta capacidade
intelectual especifica. A matriz W mede em que extensio cada teste depende dos fatores
hipotéticos.

PROBLEMAS DA SECAO 6.5

1. Mostre que A e A” t8m os mesmos valores singula- 3. Para cada uma das matrizes do Problema 2,
res ndo nulos. Como se relacionam suas decompo- (a) determine o posto.
si¢bes em valores singulares? (b) encontre a mais préxima (no sentido da norma
2. Use o método do Exemplo 1 para encontrar a de- de Frobenius) matriz de posto 1.
composi¢do em valores singulares de cada uma 4. Seja
das seguintes matrizes:
-2 8 20
11 2 =2 A=114 19 10
@ [2 2] (b)ll 2] | 2 -2 1]
b3 200 § -t 30 0 oyls 3 %
@loo] @07 |l 1
0 0 00 0 0 0 0 03 2z
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Encontre as mais préximas (no sentido da norma
de Frobenius) matrizes de postos 1 e 2 de A.

10.

Seja A uma matriz n X n com decomposi¢io em
valores singulares U Z V' e seja

5. A matriz
B— [ o AT ]
2 5 4 =la o
A= 6 3 0
6 3 0 . Mostre que se
2 5 4
tem decomposica X'=[V[] y~=[_vi} i=1,....n
posi¢ao em valores singulares i w )’ i w ) LRRR
3 3 3 3 12 0 0 2 2 1 entdo os X; e y; 530 autovetores de B. Como os au-
T I | 0 6 0’ ; T j tovetores de B se relacionam aos valores singula-
o1 11 0 0 0 3 3 3 res de A?
? ? ? ? 0 00 L2 % 11. Mostre que se o é um valor singular de A, entfio
2 2 Tz T2 ‘ ‘ existe um vetor ndo nulo x tal que
(a) Use a decomposicdo em valores singulares | Ax]l>
para cncontrar bascs ortonormais para R(AT) e o= 112
N(A). -
(b) Use a decomposi¢iio em valores singulares 12. Seja A uma matriz m X n com posto n com decom-
para encontrar bases ortonormais para R(A) e POSi&fﬁO em valores singulares U X V7. Seja 2* a
N(AD). matrizn X m
6. Demonstre que se A € uma matriz simétrica com 1
autovalores A, A,, ..., A, entdio os valores singula- 0_]
res de A sdo [A(], | Ay, oos | AL 1
7. Seja A uma matriz m X n com decomposi¢io em 0_2 0
valores singulares U 2 V' e suponha que A tem
posto r, na qual » < n. Mostre que {v, ..., v,} é 1
uma base ortonormal para R(AT). _
8. Seja A uma matriz n X n. Mostre que A” A e AAY On
240 similares. . . e defina-se A = VZ* U". Mostre que X =A"b
9. Seja A uma matriz n X n com valores singulares o,

O, ..., 0, e autovalores A, A, ..., A,. Mostre que

Ay Axl = 0102 -+ - 0y

satisfaz a equagfo normal A’Ax = A'b.

. Seja A™ definida como no Problema 12 ¢ seja P =

AA*. Mostre que P2= Pe PT=P.

'6.6 Formas Quadriaticas

Definicdo

A esta altura, o leitor deve estar bem ciente do importante papel que as matrizes desem-
penham no estudo de equagdes lineares. Nesta secdo, veremos que as matrizes também
desempenham um papel importante no estudo de equagdes quadréticas. A cada equacdo
quadrdtica podemos associar uma funcio vetorial f{x) = x’Ax. Tal funcfo vetorial é cha-
mada de forma quadrdtica. Formas quadraticas ocorrem em uma grande variedade de pro-
blemas aplicados. Elas sfo particularmente importantes no estudo da teoria da otimiza-
¢do.

Uma equacdo quadratica a duas varidveis x e y é uma equagéo da forma
ax2—|—2bxy+cy2+dx+ey—|—f=0 (n
A equacido (1) pode ser reescrita sob a forma
a b X X
R A B T N o R
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Seja
X a b
= [y] ¢ A= [b c
O termo

x'Ax = ax? + 2bxy + cy?

€ chamado de forma quadratica associada a (1).

Sectes Conicas

O grafico de uma equacio da forma (1) é chamado de secdo cénica. [Se ndo ha pares orde-
nados (x, y) que satisfazem (1), dizemos que a equagdo representa uma conica imagindria. ]
Se o gréfico de (1) consiste em um tnico ponto, uma linha ou um par de linhas, dizemos
que (1) representa uma cOnica degenerada. De maior interesse sdo as cOnicas nio degene-
radas. Graficos de cOnicas ndo degeneradas podem vir a ser circulos, elipses, pardbolas ou
hipérboles (ver Figura 6.6.1). O gréfico de uma cdnica ¢ particularmente facil de esbocar
quando sua equagdo pode ser colocada em uma das seguintes formas padrio:

(i) x?+y> =2 (circulo)
2 2
X .
i) = + % 1 (elipse)
N y: Xl -
(iii) 2 E =1 ou 2 E =1 (hipérbole)
(iv) 2% = ay ou vy’ =oax (pardbola)

Aqui, @, B3, e r s80 niimeros reais diferentes de zero. Note que o circulo é um caso especial
de elipse (o = B = r). Uma seg@io conica é dita estar em posi¢cdo padrdo, se a sua equagio
pode ser colocada em uma destas quatro formas padréio. Os gréficos de (i), (ii) e (iii) na
Figura 6.6.1 seréo todos simétricos em relagdo a ambos os eixos coordenados ¢ & origem.
Dizemos que essas curvas sdo centradas na origem. Uma pardbola em posicdo padrio terd
0 seu vértice na origem e serd simétrica em relacdo a um dos eixos.

O que dizer sobre as conicas que nfo estdo em posi¢do padrdo? Vamos considerar os
seguintes casos:

Caso 1. A segdio conica foi movida horizontalmente da posicao padréo. Isso ocorre quando
os termos x° e x em (1) tém ambos coeficientes diferentes de zero.

Caso 2. A seciio conica foi movida verticalmente a partir da posicio padrdo. Isso ocorre
quando os termos y* € y em (1) t&m coeficientes diferente de zero (ou seja,c # 0ee #+ 0).

(1) Circulo (ii) Elipse (iit) Hipérbole (iv) Pardbola

Figura 6.6.1
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Caso 3. A secio conica € girada de sua posi¢do padrido por um Angulo que ndo é um multiplo
de 90°. Isto ocorre quando o coeficiente do termo xy é diferente de zero (ou seja, b # 0).

Em geral, podemos ter qualquer um ou qualquer combinagfo destes trés casos. Para
fazer o gréfico de uma secdo conica que ndo estd na posicio padrio, normalmente encon-
tramos um novo conjunto de eixos x’ e y’ tais que a se¢do cOnica esteja na posicdo padrio
em relagdo aos novos eixos. Isto ndo ¢ dificil se a conica foi simplesmente movida hori-
zontal ou verticalmente, em que os novos eixos podem ser encontrados completando-se 0s
quadrados. O exemplo seguinte ilustra como isto é feito:

EXEMPLO | Esboce o grifico da equacio

9x2 —18x +4y>+ 16y — 11 =0

Solucido
Para verificar como escolher nosso novo sistema de eixos, completamos os quadrados:

Ox? —2x + 1) +4(* +4y +4) — 11 =9+ 16
Esta equacdo pode ser simplificada para a forma

_ 132 22
=1 +2? _

22 32 !

Se fizermos
X=x—-1 e y=y+2

a equagdo se torna

Gl)? - P
B igg
que estd na forma padrido em relacdo as varidveis x’ e y'. Logo, o gréfico, como mostrado
na Figura 6.6.2, serd uma elipse na posicdo padréo no sistema de eixos x'y’. O centro da
elipse estard na origem do plano x'y'[isto €, no ponto (x, y) = (1, —2)]. A equacdo do eixo
x" é simplesmente y’ = 0. que € a equac@o da linhay = —2 no plano xy. Da mesma forma.
o0 eixo y' coincide com a linha x = 1.

1

Nao hd muitos problemas se o centro ou vértice da secio cdnica foi movido. Se, no
entanto, a secdo conica foi também girada da posi¢ao padrio, é necessario mudar as coor-
denadas de modo que a equag@o em funcdo das novas coordenadas x" e y' néo envolva o

-2

Figura 6.6.2
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termo x'y’. Sejax = (x, y) e x’ = (x', y')". Como as novas coordenadas diferem das antigas
por uma rotacio, temos

X = Q0x ou x =07x
onde

_ cosfd send r __[cosf® —send
0= [—sen@ cos @ u O —[sen9 cos 6

Se 0 < 6 < 1, entdo a matriz Q corresponde a rotacdo de A radianos no sentido hordrio e

Q7 corresponde a rotacdio de 6 radianos no sentido anti-hordrio (ver Exemplo 2 na Se¢io 2
do Capitulo 4). Com esta mudanca de variaveis, (2) se torna

x)(0TAQ)X + [d/ e/] X+f=0 3)

onde [ d e ] = [ d e ] Q. Esta equacio nfio envolve termo em x'y’ se € somente se

QTAQ for diagonal. Como A € simétrica, é possivel encontrar um par de vetores ortonor-
mais q, = (x;, =y’ e q, = (¥, x,)". Logo, se fizermos cos § = x, e sen § = y,, entdo

_ _ X1 N
0 [q1 qz] [—y1 m]
diagonaliza A e (3) € simplificada para

M+ 0@V +d X +ey +f=0

EXEMPLO 2 Considere a seciio conica
3x2 4+ 2xy +3y° —8=0

Esta equagdo pode ser escrita sob a forma

(=) (3 5) (3] =
[ 3]

tem autovalores A = 2 e A = 4, com autovetores unitirios correspondentes

A matriz

-5 - &a)

Seja

. cos45° sen45°
T | —sen45° cos45°

S-Sl




330 Capitulo Seis

e faca-se
RIS
-] 2
V2 2
Logo,

2 0
e a equacdo da cOnica se torna
20 +4()* =8
ou

(x)? N O _

4 2
No novo sistema de coordenadas, a dire¢do do eixo x’ é determinada pelo ponto x” = 1.
y" = 0. Para converter isto para o sistema de coordenadas xy, multiplicamos

11 1
V2 2|1 V2
11 [0]= 1 =

NN 72

O eixo x' estard na direcdo de q,. De modo similar, para encontrar a diregdo do eixo v'.
multiplicamos

ge; = q

Os autovetores que formam as colunas de Q nos déo as direces dos novos eixos coordena-
dos (ver Figura 6.6.3). »

Figura 6.6.3

EXEMPLO 3 Dadaa equacio quadritica
3x% 4 2xy +3y* +8V2y —4=0
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encontre a mudanca de coordenadas tal que a equagio resultante represente uma cOnica na
posicfo padrio.

Solucio
O termo xy € eliminado da mesma forma que no Exemplo 2. Neste caso, usamos a matriz
1 1
V2 2
°=1 1

V2 2
para girar o sistema de eixos. A equagdo em relagéo ao novo sistema de eixos €
260 +407 + [0 sv2) o[} =4
ou
() —4x’ +2(y) +4y =2
Se completarmos o quadrado, obtemos
(' =2 +20'+ 1)’ =8
Se fizermos x" = x" — 2 ey’ = y" + 1 (ver Figura 6.6.4), a equacfo € simplificada para

a0
s 1

1 |

Em resumo, uma equacdo quadritica nas varidveis x e y pode ser escrita sob a forma
x'Ax+ Bx+ f =0

onde x = (x, y)7, A é uma matriz simétrica 2 X 2, B é uma matriz 1 X 2 e fé um escalar.
Se A € ndo singular, entdo, girando e movendo os eixos, € possivel reescrever a equagao
sob a forma

ME + 2@+ =0 4)

onde A, € A, s@0 os autovalores de A. Se (4) representa uma conica nao degenerada real,
serd uma elipse ou uma hipérbole, dependendo se A, e A, t€m o mesmo sinal ou sinais

Figura 6.6.4
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contrdrios. Se A € singular e exatamente um dos autovalores é nulo, a equagéo quadratica
pode ser reduzida para

Al(x’)z—l—e’y’—l—f’:O ou kg(y')2+d’x’+f’:0

Estas equagdes representam pardbolas, desde que e’ e d' sejam néo nulos.
Nio ha razdo para nos limitarmos a duas variaveis. Poderiamos simplesmente ter equa-
¢des quadraticas e formas quadraticas em qualquer nimero de varidveis. Com efeito, uma

equagdo quadrdtica a n varidveis x,, ..., x, ¢ uma da forma
x’Ax+ Bx+a =0 (5
onde X = (xi, ..., x,)", A é uma matriz simétrica n X n, B € uma matriz 1 X ne o é um

escalar. A funcgio vetorial

I 7

f(X):XTAX=Z Zaijxj Xi

i=1 \j=1

¢ a forma quadrdtica a n varidveis associada 4 equaco quadrética.
No caso de trés incdgnitas, se

X a d e g
x=1{|y|. A=\|d b f|. B=1h
z e f ¢ i

entdo (5) se torna

ax® +by* + ¢z +2dxy + 2exz +2fyz+ gx + hy +iz+a =0

O grafico de uma equacio quadrética a trés varidveis é chamado de superficie quddrica.
Ha quatro tipos de superficies quédricas ndo degeneradas:

1. Elipsoides

. Hiperboloides (de uma ou duas folhas)
3. Cones

4. Paraboloides (elipticos ou hiperbdlicos)

[}

Como no caso bidimensional, podemos usar translagdes e rotacdes para transformar =
equacdo para a forma padrio
N2 N2 N2
(X)) +A3EZ) +a=0

onde A}, A,, A; sdo os autovalores de A. Para o caso geral n-dimensional, a forma quadrétic=
sempre pode ser traduzida para uma forma diagonal mais simples. Mais precisamente.
temos o seguinte teorema:

Teorema 6.6.1 Teorema dos Eixos Principais

Se A € uma matriz real simétrica n X n, entdo ha uma mudanca de varidveis u = Q'x tal
que x’Ax = u’Du, na qual D € uma matriz diagonal.

Demonstracdo  Se A € uma matriz real simétrica, entéio, pelo Coroldrio 6.4.7, existe uma
matriz ortogonal Q que diagonaliza A, isto é, QT AQ = D (diagonal). Se fizermos u = ('x.
entiox = Jue

x’Ax =u" 0" AQu=u'Du ||
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Otimizacio: Uma Aplicacdo ao Célculo

Consideremos o problema de minimizaco e maximizagdo de fungdes de varias varidveis.
Em particular, gostarfamos de determinar a natureza dos pontos criticos de uma funcédo
vetorial real w = F(x). Se a fungfo é uma forma quadratica, w = x"Ax, entfio 0 € um ponto
critico. Quer se trate de um maximo, minimo ou ponto de sela depende dos autovalores
de A. Em termos gerais, se a fun¢fio a ser maximizada ou minimizada é suficientemente
diferencidvel, ela se comporta localmente como uma forma quadrdtica. Assim, cada ponto
critico pode ser testado para determinar os sinais dos autovalores da matriz de uma forma
quadratica associada.

Seja F(x) uma funcdo vetorial real em R”. Um ponto x, em R” € dito ser um ponto esta-
cionario de F, se todas as primeiras derivadas parciais de F em X, existem e so nulas.

Se F(x) tem ou um maximo local ou um minimo local em um ponto X, € as primeiras
derivadas parciais de F existem em X, todas elas serfio nulas. Assim, se F(x) tem primeiras
derivadas parciais em todos os pontos, os seus valores maximos e minimos locais ocorrerdo
em pontos estacionarios.

Considere a forma quadrética

Flx,y) =ax>+ 2bxy + cy?
As primeiras parciais de fsio

fr = 2ax + 2by
Jy =2bx 4+ 2cy

Fazendo-as igual a zero, vemos que (0, 0) é um ponto estaciondrio. Além disso, se a
matriz

a b
Az[bc

¢ ndo singular, este serd o nico ponto critico. Assim, se A é ndo singular, f terd um minimo
global, um méximo global, ou um ponto de sela em (0, 0).
Vamos escrever f sob a forma

Ffx) =x"Ax emque X= [i ]

Como f(0) = 0, segue-se que f terd um minimo global em 0 se e somente se
x’Ax >0  paratodo x#£0

e fterd um maximo global em 0 se e somente se
x’Ax <0  paratodo x#0

Se x’Ax muda de sinal, entfo 0 é um ponto de sela.
Em geral, se f¢€ uma forma quadrética a n varidveis, entdo, para todo x € R”

fx) = x’Ax

onde A é uma matriz n X » simétrica.
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Definicdo | Uma forma quadratica f (x) = x’Ax é dita definida se tem apenas um sinal quando X
representa todos os vetores ndo nulos em R". A forma é definida positiva se x’Ax >
0 para todos os vetores x néio nulos em R” ¢ definida negativa se x’Ax < 0 para todo
x ndo nulo em R". Uma forma quadrética € dita ser indefinida se assume valores que
diferem no sinal. Se f(x) = x’Ax = ( e assume o valor 0 para algum x # 0, entfo f(x) é
dito ser semidefinida positiva. Se f(x) = 0 e assume o valor 0 para algum x # 0, entdo
f(x) é dito ser semidefinida negativa.

Se a forma quadratica é definida positiva ou definida negativa depende da matriz A. Se
a forma quadrdtica € definida positiva, podemos simplesmente dizer que A € definida posi-
tiva. A defini¢@o anterior pode entdo ser reescrita como a seguir:

Definicdo | Uma matriz real simétrica A ¢ dita ser

I. definida positiva se x’Ax > 0 para todo x nfo nulo em R”.
II. definida negativa se x’Ax <C 0 para todo x ndo nulo em R”".
II1. semidefinida positiva se x’Ax = 0 para todo x nfo nulo em R”.
IV. semidefinida negativa se xX’Ax =< ( para todo x néo nulo em R”.
V. indefinida se x’Ax assume valores que diferem em sinal.

Se A é ndo singular, entdo 0 serd o dnico ponto estaciondrio de f (x) = x7Ax. Serz
um minimo global se A for definida positiva e um méximo global se A for definicz
negativa. Se A ¢ indefinida, entio 0 € um ponto de sela. Para classificar o ponto estacic-
ndrio, temos entdo que classificar a matriz A. Existem vdrias maneiras de determinz"
se uma matriz é definida positiva. Vamos estudar alguns destes métodos na proxim:z
secdo. O teorema a seguir apresenta talvez a mais importante caracterizacdo de matri-
zes positivas definidas.

Teorema 6.6.2  Seja A uma matriz real simétrica n X n. Ento, A é definida positiva se e somente sz
todos os seus autovalores sdo positivos

Demonstracde Se A é definida positiva € A é um autovalor de A, entdo, para qualque”
autovetor X associado a A,

xAx = axTx = x|

Logo,
x/Ax
=— >
111>
Reciprocamente, suponha que todos os autovalores de A sdo positivos. Seja {xy, ..., X, } u

conjunto ortonormal de autovetores de A. Se x ¢ qualquer vetor ndo nulo em R, entdo x
pode ser escrito sob a forma

X = o1Xy +opXp + -0+ oX,

no qual

o =x'x; vparai=1,...,n e Za-2=||x||2>0
i=1

1
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Segue-ce que

x'Ax = XT(ozl)lel + U A Xy)

= Xn:d?)»i

i=1
> (min ;) |x]* > 0

e, portanto, A ¢ definida positiva. B

Se os autovalores de A sdo todos negativos, entdo —A deve ser definida positiva e,
consequentemente, A deve ser definida negativa. Se A tem valores préprios que diferem
no sinal, entdo A € indefinida. Com efeito, se A, € um autovalor positivo de A e x, é um
autovetor associado a A,, entio

XiAX; = MxIx; = Afllx[? > 0
¢ se A, € um autovalor negativo com autovetor X,, entio
XIAX) = AoX) X2 = Aa[I%o]|? < 0
EXEMPLO 4 O gréfico da forma quadrética f(x, y) = 2x? — 4xy + 5% é mostrado na Figura 6.6.5.

Néo ¢ inteiramente claro pelo grafico se o ponto estacionario (0, 0) é um minimo global ou
um ponto de sela. Podemos usar a matriz A da forma quadrdtica para decidir o problema:

2 =2
== )
Os autovalores de A sdo A, = 6 e A, = 1. Como ambos os autovalores sdo positivos, segue-se
que A € definida positiva e, portanto, o ponto estaciondrio (0, 0) € um minimo glogal. ]

406081

-1 - ~020 02 0,
Figura 6.6.5 Z1-0,8-0.6704

Suponha-se agora que temos uma fung¢@o F(x, y) com um ponto estacionario (x,, v,). Se
F tem terceiras derivadas parciais continuas em uma vizinhanga de (x,, y,), ela pode ser
expandida em uma série de Taylor em torno desse ponto.

F(xo+h, yo+ k) = F(xg, yo) + [ Fy(x0, yo) + k Fy (xo, ¥0)]
+ 5 [ Fex (x0. y0) + 2hk Fry (xo, yo) + k2 Fyy (x0, y0)] + R
= F(xo, o) + L(ah® + 2bhk + ck*) + R



336

Capitulo Seis

onde
a = Fyr(xo, y0), b= ny(XOs }/0), ¢ = Fyy(XOa yO)
e o resto R € dado por

R = L[’ Frxx(@) + 3h%k oy (2) 4 3hk* Fryy (2) + K Fyy (2) ]
z={(xg+60h,yo+6k)y, 0<0 <1

Se h e k sdo suficientemente pequenos, |R| serd menor que %\ahz + 2bhk + ck’ | e, por-

tanto, [F(x, + h, y, + k) — F(x,, ¥,)] terd o mesmo sinal que (ah? + 2bhk + ck*). A expres-
sdo

f(h, k) = ah® + 2bhk + ck*

é uma forma quadrética nas variaveis /1 e k. Logo, F(x, y) terd um minimo (médximo) local
em (X, o) se e somente se f(A, k) tiver um minimo (maximo) em (0, 0). Seja

H — [Cl b] — [Fxx(-xOsyO) ny(xo, yo)
b ¢ ny(-xOv }’0) Fyy(x()a yO)

e sejam A, e A, os autovalores de H. Se H é ndo singular, entdo A, e A, sdo ndo nulos e
podemos classificar o ponto estaciondrio como se segue:

(i) F tem um minimo em (x,, o) se A; > 0, A, > 0.
(ii) Ftem um maximo em (X, y,) se A, < 0, A, <O.
(ili) F tem um ponto de sela em (x,, y,) se A, e A, tém sinais diferentes.

EXEMPLO 5 O grifico da funcio

F(x,y)= —é—x3—}—xy2—4xy—|—1

¢ mostrado na Figura 6.6.6. Embora todos os pontos estaciondrios estejam na regiio mos-
trada, ¢ dificil distingui-los somente othando para o grafico. Entretanto, podemos calcular
0s pontos estaciondrios analiticamente ¢ entdo classificd-los examinando a matriz corres-
pondente das segundas derivadas parciais.

Figura 6.6.6
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Tabela |
Ponto Estacionario (x,, y,) A A, Descricio
0,0 4 —4 Ponto de sela
0, 4) 4 —4 Ponto de sela
(2,2) 4 4 Minimo local
(=2,2) —4 —4 Miximo local
Solucio

As primeiras derivadas parciais de F sdo

Fo = x>+ y* — 4y
Fy=2xy —4x =2x(y — 2)
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Fazendo F, = 0, obtemos x = 0 ou y = 2. Fazendo F, = 0 vemos que se x = 0, entdo y
deveserOoudesey = 2, entdox = *£2. Logo, (0, 0), (0, 4), (2, 2) e (—2, 2) sdo 0s pontos
estaciondrios de F. Para classificar os pontos estaciondrios, calculamos as segundas deri-

vadas parciais:

Fix = 2x, ny=2y_4, Fyy=2x

Para cada ponto estaciondrio (x;, y,), determinamos os autovalores da matriz

2XO 2y0 —4
2y — 4 2xq

Estes valores estdo resumidos na Tabela 1.

Podemos agora generalizar nosso método de classificacdo de pontos estaciondrios para
fungdes de mais de duas varidveis. Seja F(x) = F(x,, ..., x,) uma funcfo real cujas terceiras
derivadas parciais sdo todas continuas. Seja X, um ponto estaciondrio de F e defina-se uma

matriz H = H(X,) por
hij = Fx,')Cj (XO)

H(x,) € chamada de hessiano de F em x,,.

O ponto estaciondrio pode ser classificado como se segue:

(i) x, ¢ um minimo local de F se H(X,) ¢ definida positiva.
(if) X, € um maximo local de F se H(x,) ¢ definida negativa.

(iii) x, é um ponto de sela de I se H(x,) ¢ indefinida.

EXEMPLO 6 Encontre os maximos e minimos locais e todos os pontos de sela da fungdo

F(x,y,2) =x* +xz—3cosy + 22

Solucio

As primeiras derivadas parciais de F sdo
F,=2x+z
F,=3seny

F,=x+2z
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Segue-se que (x, y, 7) € um ponto estaciondrio de F se e somente se x =z = 0 e y = 1, no
qual n € um inteiro. Seja x, = (0, 2k, 0)7. O hessiano de F em x, é dado por

2 01
Hxp)=]0 3 0
1 0 2

Os autovalores de H(x,) s@o 3, 3 e 1. Como os autovalores s30 todos positivos, segue-se que
H(X,) é definida positiva e, portanto, F tem um minimo local em x,. Em um ponto estacio-
nério da forma x; = (0, 2k — 1), 0)7, o hessiano serd

2 0 1
Hx)=10 =3 o0
1 0 2

Os autovalores de H(x,) sdo —3, 3 e 1. Segue-se que H(X,) é indefinida e, portanto, x, é um
ponto de sela de F. [ |

PROBLEMAS DA SECAO 6.6

1. Encontre a matriz associada a cada uma das se- 3 2 (b) 3 4
guintes formas quadréticas: @ 2 2 4 1
(a) 3x%—5xy +° s v 2 0 1
(b) 2x> + 3y + 22+ xy — 2xz + 3yz (¢) 5o (d) 0 -1 o0
(¢) x2+2y*+ 72 +xy—2xz-+3yz 1 0 =2
. Reordene os autovalores do Exemplo 2 de modo L 21 200
que A, = 4 e A, = 2 e refaga o exemplo. Em que (€ 2 I 1 ® 10 5 3
quadrantes estardo os eixos x’ ¢ y'? Esboce o gri- 12 0 35

fico e compare-o com a Figura 6.6.3.

. Em cada um dos seguintes casos, (i) encontre uma
mudanga de coordenadas adequada (isto &, rota-
c¢do e/ou translacdo) de modo que a segfo cbnica
resultante esteja na forma padréo, (ii) identifique a
curva e (iii) esboce o gréfico.

@ x2+xy+3y2—6=0

(b) 3x> +8xy +3y>+28=0

() —3x24+6xy+5y2—-24=0

d) 2 +2xy+y*+3x+y—-1=0

. Sejam A, € A, 0s autovalores de
a b
a=5 7
Que tipo de se¢do cOnica a equacio

ax? +2bxy +cy? =1

representard se A, A, << 0? Explique.

. Seja A uma matriz 2 X 2 simétrica e seja o um
escalar ndo nulo para o qual a equacdo x’Ax = « é
consistente. Mostre que a se¢do cdnica correspon-
dente ser4 n3o degenerada se e somente se A for
ndo singular.

. Quais das matrizes seguintes sdo definidas positi-
vas? Definidas negativas? Indefinidas?

10.

11.

Para cada uma das seguintes fungdes, determine se
0 ponto estaciondrio dado corresponde a um mini-
mo local, maximo local ou ponto de sela:

(@ [, y)=3"—xy+y (0,0
(b) fx,y)=senx+y*+3xy+2x—3y (0, —:
(© flx,y) =33y +3xy+2x-2y (1,-1

@ fry) =2+ +xy (L1
X< y

€ fx.y,0)=x+xyz+y*—=3x (1,0,0)

(f) f(-xs y,Z) = _i(x74+y74+274)+)’2-x—
2y =2z (1,1, 1)

. Mostre que se A € simétrica e definida positiva, entdo

det(A) > 0. D& um exemplo de uma matriz 2 X 2 com
determinante positivo e que ndo € definida positiva.

. Mostre que se A é uma matriz simétrica e definida

positiva, entdo A € ndo singular e A7! também é
definida positiva.

Seja A uma matriz singular n X n. Mostre que A’A
¢ semidefinida positiva, mas ndo definida positiva.
Seja A uma matriz simétrica n X n com autovalo-
res A, ..., A,. Mostre que existe um conjunto orto-
normal de vetores {x, ..., X,} tal que

i
x'Ax = Z}‘f (XTX,-)2
=1
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para todo x € R, 14. Seja A uma matriz simétrica definida positiva n X
12. Seja A uma matriz simétrica definida positiva n X n. Mostre que A pode ser fatorada em um produto

n. Mostre que os elementos diagonais de A devem QOQ7, na qual Q é uma matriz n X n cujas colu-

ser todos positivos. nas sdo mutuamente ortogonais. [Sugestdo: ver
13. Seja A uma matriz simétrica definida positiva n X Corolério 6.4.7.]

n e seja § uma matriz nfio singular n X n. Mostre
que S'AS ¢ definida positiva.

'6.7 Matrizes Definidas Positivas

Na Secdo 6, vimos que uma matriz simétrica € definida positiva se e somente se todos os
seus autovalores sdo positivos. Este tipo de matriz ocorre em uma grande variedade de
aplicagdes. Elas frequentemente surgem na solu¢do numérica de problemas de valor de
contorno por métodos de diferencas finitas, ou por métodos de elementos finitos. Devido a
sua importancia na matemadtica aplicada, dedicamos esta se¢o para estudar suas proprie-
dades.

Lembre-se de que uma matriz A n X n simétrica é definida positiva se xX’Ax > 0 para
todos os vetores x ndo nulos em R”. No Teorema 6.6.2, matrizes simétricas definidas positi-
vas foram caracterizadas pela condi¢fo de que todos os seus autovalores sfo positivos. Esta
caracterizag@o pode ser usada para estabelecer as seguintes propriedades:

Propriedade I Se A € uma matriz simétrica definida positiva, entfo A é ndo singular.
Propriedade I1 Se A € uma matriz simétrica definida positiva, entfo det(A) > 0.

Se A fosse singular, A = 0 seria um autovalor de A. No entanto, uma vez que todos os
autovalores de A sfio positivos, A deve ser ndo singular. A segunda propriedade também
segue do Teorema 6.6.2, desde que

det(A) = Ay hp >0

Dada uma matriz A, n X n, seja A, a matriz formada pela eliminacfo das dltimas n — r
linhas e colunas de A. A, é chamada de submatriz principal inicial de ordem r de A. Podemos
agora enunciar uma terceira propriedade das matrizes definidas positivas:

Propriedade 11T Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entdo as submatrizes
principais iniciais A, A,, . . ., A, de A séo todas definidas positivas.

Demonstracdp Para mostrar que o A, é definida positiva, | < r =n, sejax, = (x, ..., x,)7
qualquer vetor ndo nulo em R", e defina-se

x=(x5...,%,0,...,07
Ja que
X,,TA,X, =x"Ax > 0

segue-se que A, € definida positiva. ]

Uma consequéncia imediata das propriedades I, I e III € que se A, é uma submatriz
principal inicial de uma matriz simétrica definida positiva, entdo A, € nfo singular e det(4,) >
0. Isto tem um significado em relagf@o ao processo de eliminagio de Gauss. Em geral, se A
é uma matriz # X n cujas submatrizes principais iniciais so todas nfo singulares, entdo A
pode ser reduzida a forma triangular superior usando-se apenas a operacio sobre linhas 11T,
isto €, os elementos da diagonal nunca serfo 0 no processo de eliminacéo, entdo a reducéo
pode ser concluida sem intercambiar linhas.
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Figura 6.7.1

Propriedade I'V Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entdo A pode ser redu-
zida a forma triangular superior usando apenas a operacgio sobre linhas III, e 0s elemen-
tos pivd serdo todos positivos.

Vamos ilustrar a propriedade IV, no caso de uma matriz A 4 X 4 simétrica definida
positiva. Note-se inicialimente que

ap = det(A)) >0

assim a,, pode ser usado como um elemento pivd ¢ a linha 1 é a primeira linha do pivo.
Seja ai) o elemento na posicdo (2, 2) depois que os trés tltimos elementos da coluna 1
foram eliminados (ver Figura 6.7.1). Neste passo, a submatriz A, foi transformada em uma

matriz
ail  dan
0 alf

Como a transformacio foi efetuada usando somente a operago sobre linhas III, o valor do
determinante permanece inalterado. Logo,

det(Ay) = ayasy
¢, portanto,
0 det(Az) det(Az)
a,, = = >
22 d A
an et(Ap)

0

Como aj;) # 0, pode ser usado como pivd no segundo passo do processo de eliminacdo.

Apés o passo 2, a matriz A, foi transformada em

an dip a3

nH (¢}
0 ay ay

0 0 aff

J4 que somente a operacédo sobre linhas III foi usada,
n_@
det(A3) = anaéz)ag

€, portanto,

@ _ det(A3)  det(As)
M3 =D T det(Ay)
ajjd,, cuAr

2 s A s1os 2 .
Logo, a2’ pode ser usado como pivé no tltimo passo. Apds o passo 3, o elemento diagonal
restante serd

FON det(A4) -
T det(A4s)
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Em geral se uma matriz n X n A pode ser reduzida a uma forma triangular superior U
sem intercAmbio de linhas, entdo A pode ser fatorada em um produto LU, no qual L € trian-
gular inferior com 1’s na diagonal. O elemento (;, j) de L sob a diagonal serd o miiltiplo da
linha i que foi subtrafdo da linha j durante o processo de eliminag¢do. llustramos com um
exemplo 3 X 3:

EXEMPLO | Seja

4 2 =2
A= 2 10 2
-2 2 5

A matriz L € determinada da seguinte forma: Na primeira etapa do processo de eliminaco,
% da primeira linha é subtraida da segunda linha e —% da primeira linha € subtraida da

terceira. Correspondendo a estas operagdes, podemos definir 1, = % el, = ~%. Apbs o

passo 1, obtemos a matriz

4 2 -2
AV=10 9 3
0 3 4

A eliminagdo final é obtida subtraindo % da segunda linha da terceira linha. Correspon-

dendo a este passo, fazemos [,, = % Apds o passo 2, terminamos com a matriz triangular

superior
4 2 =2
U=A®=10 9 3
o 0 3
A matriz L € dada por
10
— 1
L= > L0
11
2 3

e podemos verificar que o produto LU = A.

ool 4 2 -2 4 2 —2
%10[093]:[210 2’

11 g 0 0 3 -2 2 5

2 3

Para ver por que esta fatoragéio funciona, vamos ver esse processo em termos de matrizes
elementares. A operacfio sobre linhas III foi aplicada trés vezes durante o processo. Isto é

equivalente a multiplicagdo de A a esquerda por trés matrizes elementares E,, E, ¢ E,. Deste
modo, E,E,EA = U:

1 00 00 100 4 2 -2 4 2 =2
010 1 0 .g 1 0 2 10 2]l=]0 9 3
0 11 0 1 0o 11l-2 2 5 0 0 3

Nl—= O
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Como estas matrizes sdo ndo singulares, segue-se que
_ =t -l
A=(EE; ETHU

Quando as matrizes elementares inversas sdo multiplicadas nesta ordem, o resultado é
uma matriz L triangular inferior com 1’s na diagonal. Os elementos abaixo da diagonal
de L serfio exatamente os multiplos que foram subtraidos durante o processo de elimi-
nagio:

100 1 00yt 00
EV'ES'ET' =1 1 0 0 1 0710 10
00 1)l=3 0 1)J10 51
1 00
2%1—0 =
11
-2 3 1

Dada uma fatoragio LU de uma matriz, é possivel ir um passo além e fatorar U
em um produto DU,, no qual D é diagonal e U, ¢ triangular superior com 1’s na
diagonal:

1 Uiz Uiz Uln
" Uiy U Uy
11 ,

u U
Uz =
DU, = . Uz U

unn
1

Segue-se, entdo, que A = LDU,. Em geral, se A pode ser fatorada em um produto de
forma LDU, no qual L é triangular inferior, D é diagonal, U é triangular superior ¢
L e U ambos tém 1’s ao longo da diagonal, entdo essa serd uma fatoracfo tnica (ver

Problema 7).
Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entdo A pode ser fatorada em um pro-
duto LU = LDU,. Os elementos diagonais de D s&o os valores uy, ..., U,,, que foram os

elementos pivé no processo de eliminagdo. Pela propriedade IV, estes elementos sdo todos
positivos. Além disso, uma vez que A € simétrica,

LDU, =A=AT =(LDU) =ulD"LT
Segue-se da unicidade da fatoragdo LDU que L” = U,. Logo,
A=LDL"

Esta fatoracdo importante ¢ frequentemente usada em cdlculos numéricos. H& algoritmos
eficientes que fazem uso da fatoracfo na resolugo de sistemas lineares simétricos defini-
dos positivos.

Propriedade V Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entdo A pode ser fatorada
em um produto LDLT, no qual L € triangular inferior com 1’s ao longo da diagonal e D
€ uma matriz diagonal cujos elementos diagonais s&o todos positivos.
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EXEMPLO 2 Vimos no Exemplo 1 que

4 2 —2
A= 2 10 2
-2
1 0 0 5
= % 1 0 3l =LU
3
11
-7 3 1
Fatorando os elementos diagonais de U, obtemos
1 i
! 4001 2z 72
A:% 09 0llo 1 {|=LDL" ]
0 0 3 )
1
-3 3 0 0 1

Como os clementos diagonais u,,, ..., u,, s30 positivos, € possivel avancar um passo na
fatoracfo. Seja

VUil
A U22

DY —
unn
e faca-se L, = LD'” Entio,
A=LDL" = LD'*(DVTLT =, LT
Esta fatoragéo € conhecida como decomposicdo de Cholesky de A.

Propriedade VI (Decomposicio de Cholesky) Se A € uma matriz simétrica definida
positiva, entdo A pode ser fatorada em um produto LL7, no qual L € triangular inferior
com elementos diagonais positivos.

EXEMPLO 3  SejaA amatriz dos Exemplos 1 e 2. Se fizermos

1 00 0
L, =LDY? = Lo 13 0
L oof 1 V3
-3 3 1
entao
2 0
LiLl=] 13
11f oof
4 2 -2
=1 2 10 2|=4 ]
2 2 5

A matriz A = LL" também poderia ser escrita em termos da matriz triangular superior
R = L['. Na verdade, se R = L7, entdo A = LL” = R'R. Além disso, ndo é dificil mostrar
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que qualquer produto B7B serd definido positivo, desde que B seja ndo singular. Colocando
todos estes resultados em conjunto, temos o seguinte teorema:

Teorema 6.7.1  Seja A uma matriz n X n simétrica. Os enunciados a seguir sdo equivalentes:

(a) A ¢ definida positiva.
(b) As submatrizes principais iniciais A}, A,, . . ., A, todas t&ém determinantes positivos.

(¢) A pode ser reduzida 2 forma triangular superior usando apenas a operacdo sobre
linhas ITI, e os elementos pivd serdo todos positivos.

(d) A tem uma fatorac@o de Cholesky LLT (onde L é triangular inferior com elementos
diagonais positivos).
(e) A pode ser fatorada em um produto B’B para alguma matriz nio singular 5.

Demonstragdo  Ja mostramos que () implica (b), (b) implica (c) ¢ (c) implica (d). Para ver
que (d) implica (e), suponha que A = LL”. Se fizermos B = L', entdo B é ndo singular e

A=LL" = B'B

Finalmente, para mostrar que () = (a), suponha que um A = BB, no qual B é ndo singular. Seja
x qualquer vetor ndo nulo em R” defina-se y = Bx. Como B é nio singular, y # 0 e segue-se que

xAx =x"B"Bx=y"y = |y|* > 0
Logo, A ¢ definida positiva. ]

Resultados andlogos ao Teorema 6.7.1 néo sdo vélidos para semidefinigéo positiva. Por
exemplo, considere-se a matriz

1 1 -3
A= 1 1 =3
-3 =3 5

As submatrizes principais iniciais t¢m todas determinantes ndo negativos.

det(A;) =1, det(Ay) =0, det(A3)=0

No entanto, A nfio é semidefinida positiva, ja que tem um autovalor negativo A = —1. Nz
verdade, x = (1, 1, )7 é um vetor préprio associadoa A = —1e
x/Ax = -3

PROBLEMAS DA SECAQ 6.7

1. Para cada uma das seguintes matrizes, calcule os det (A;)) = 8. Quais seriam os elementos pivo nz

determinantes de todas as submatrizes principais
iniciais e use-os para determinar se a matriz é de-
finida positiva:

2 -1 3 4
@ [—1 2] (b) [4 2]
6 4 -2 4 2 1
@ !l 4 5 3] @}l2 3 -2
-2 3 6 1 2 5

. Seja A uma matriz 3 X 3 simétrica definida po-
sitiva e suponha que det(4,) = 3, det(4,) = 6 ¢

redugio de A para a forma triangular, admitindo-s¢
que apenas a operagdo sobre linhas III seja usadz
no processo de redugio?

. Seja

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0 -1 2 -1
0 0 -1 2

(a) Calcule a fatoragdo LU de A.
(b) Explique por que A deve ser definida positiva.

A=




10.

11.

12,

Para cada um dos seguintes, fatore a matriz dada
em um produto LDIT, em que L € triangular infe-
rior com 1’s na diagonal € D € uma matriz diago-

nal:

@[5 0] w5 73
16 8 4 9 3 -6

(©) 8 6 0 (d) 3 4 1
4 0 7 -6 1 9

Encontre a decomposi¢io de Cholesky LLT para
cada uma das matrizes do Problema 4.

Seja A uma matriz #n X n simétrica definida positi-
va. Para cada x, y € R, defina

(x.y) =x'Ay

Mostre que {, ) define um produto interno em R”.
Seja A uma matriz ndo singular n X n e suponha
que A = LDU, = LD,U,,noqual L, e L, séo
triangulares inferiores, D, € D, sdo diagonais, U, e
U, sdo triangulares superiores e L,, L,, U, e U, tém
todos 1’s ao longo da diagonal. Mostre que L, =
L,,D, = D,e U, = U,. [Sugestio: L,' é triangular
inferior e U;" é triangular superior. Compare 0s
dois membros da equagio D;'L,'L,D, = U,U; "]

. Seja A uma matriz simétrica definida positiva e Q

uma matriz ortogonal diagonalizante. Use a fato-
ragdo A = OD Q7 para encontrar uma matriz B ndo
singular tal que B’B = A.

. Seja B uma matriz m X n de posto n. Mostre que

BB € definida positiva.

Seja A uma matriz n X 1 simétrica. Mostre que e
¢ simétrica e definida positiva.

Mostre que, se B é uma matriz simétrica ndo sin-
gular, entdo B* € definida positiva. )

Seja

I —3 1 -1
—_ 2 —
O E R A U

13.

14.
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(a) Mostre que A € definida positiva e que X’Ax =
Xx'Bx para todo x € R?,

(b) Mostre que B € definida positiva, mas B> nao é
definida positiva.

Seja A uma matriz simétrica n X n definida nega-

tiva.

(a) Qual sera o sinal de det(A) se n é par? Se n é
fmpar?

(b) Mostre que as submatrizes principais iniciais
de A sfio definidas negativas.

(¢) Mostre que os determinantes das submatrizes
principais iniciais de A tém sinais alternados.

Seja A uma matriz n X n simétrica definida posi-

tiva.

(a) Se k < n, entdo as submatrizes principais
iniciais A, e A,,, sdo ambas definidas positi-
vas e, consequentemente, tém fatoracdes de

Cholesky LkL{ eL, Ll .SeA,., &expressa

et bt
na forma
Ar Y
A=,
Yo B

onde y, € R* e B, é um escalar, mostre que
L,,, édaforma

Ly 0
Limn=1
X 043

¢ determine x, ¢ o, em funcfo de L, y, € ;.
A submatriz principal inicial A; tem decomposi-
¢do de Cholesky LI, em que L, = (\/‘Tu ).
Explique como a parte (a) pode ser usada para cal-
cular com sucesso a decomposi¢do de Cholesky
de A,, ..., A,. Proponha um algoritmo que calcula
L, L, ...,L, emumlaco simples. ComoA =4, a
decomposigdo de Cholesky de A serd L, L. (Este
algoritmo ¢ eficiente pelo fato de usar aproxima-
damente a metade dos cdlculos normalmente
necessdrios para calcular uma fatoragdo LU.)

(b)

'6.8 Matrizes Nao Negativas

Em muitos dos tipos de sistemas lineares que ocorrem em aplicagdes, os elementos da
matriz de coeficientes representam quantidades ndo negativas. Esta se¢fo lida com o estudo
de tais matrizes e algumas de suas propriedades.

Definicdo

positivo se cada x;, > 0.

Uma matriz A n X n com elementos reais € dita ser nfio negativa se a; = 0 para cada i
¢ j e positiva se a; > 0 para cadaie .
Da mesma forma, um vetor x = (x;, ..

., x,)T é dito nfo negativo se cada x;, = O e
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Para um exemplo de uma das aplicagdes de matrizes ndo negativas, consideremos os
modelos de entrada e safda de Leontief.

APLICAGRO | O Modelo Aberto

Suponha-se que haja »n inddstrias produtoras de n produtos diferentes. Cada inddstria
necessita da entrada de produtos das outras industrias e, possivelmente, até mesmo do seu
préprio produto. No modelo aberto, presume-se que hd uma demanda adicional para cada
um dos produtos de um setor externo. O problema é determinar a saida de cada uma das
inddstrias necessaria para atender a demanda total.

Vamos mostrar que esse problema pode ser representado por um sistema de equagdes
lineares e que o sistema tem uma tinica solu¢do nio negativa. Seja a; 0 montante da entrada
da i-ésima inddstria necessédrio para produzir uma unidade de produgfo da j-ésima inds-
tria. Por uma unidade de entrada ou safda, queremos dizer o valor de um délar do produto.
Assim, o custo total de producio de um délar do j-ésimo produto serd

apj +daz; + - ay

Como os elementos de A sfo todos néo negativos, esta soma € igual a ||a,|,. Claramente, a produ-
¢80 do j-ésimo produto ndo serd rentdvel se |a,[, < 1. Seja d; a demanda do setor aberto para o i-
ésimo produto. Finalmente, seja x; a quantidade de safda do i-ésimo produto necessaria para aten-
der 2 demanda total. Se a j-ésima inddstria deve ter uma saida de x;, ela necessitard de uma entrada
de a; x; unidades da i-ésima indiistria. Assim, a demanda total para o i-ésimo produto serd

an Xy + Xy + -+ AinXn + d;
e, portanto, precisamos que
X; = aj1X1 + appXo + -+ AinXn + d;
parai = 1, ..., n. Isto leva ao sistema
I —am)x+ (—ax+- -+ (—aw)x, =d
(—a)x1 + (1 —a)xe + -+ (—aw)x, = ds

(=an)x1 +  (—ap2)x2 + -+ (1 — aw)x, = d,
que pode ser escrito sob a forma
(I-Ax=d (1

Os elementos de A tém duas propriedades importantes:

() a;=0paratodoie,.

(ii) [la, |, = > a, <1 paratodo;.

i=1

O vetor x deve ser ndo apenas uma solucgo de (1); ele também deve ser ndo negativo. (Nac
faria qualquer sentido ter uma saida negativa.)

Para mostrar que o sisterna tem uma tinica soluc¢@o ndo negativa, devemos fazer uso de
uma norma da matriz que estd relacionada com a 1-norma para vetores que foi apresentada
na Secéo 4 do Capitulo 5. A norma matricial também € referida como a 1-norma e é deno-

tada por |- ||;. A defini¢do e as propriedades da 1-norma para as matrizes sdo estudadas na
Se¢fo 4 do Capitulo 7. Nessa sec¢do, vamos mostrar que, para qualquer matriz m X n, B,

1Bl = 1@?} Z 1bi;| } = max(|[byll1, IIb2l1, ..., [Iball1) (21
SN
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Serd também mostrado que a 1-norma satisfaz as seguintes propriedades multiplicativas:

[BCI; < ||BI1l|IC)ly paraqualquer matriz C € R**”
| Bxll; < Bl lIxll} para qualquer x € R"

3

Em particular, se A € uma matriz n X n satisfazendo as condi¢des (i) e (ii), entdo segue-se
de (2) que |A||, < L. Além disso, se A é qualquer autovalor de A e x é um autovetor asso-
ciado a A, entdo

Al = lax]ls = [Ax] < Al X
e, portanto,
A < JlAllr < 1

Assim, 1 nfio é um autovalor de A. Segue-se que I — A € ndo singular e, portanto, o sistema
(1) tem uma solugdo tnica

x=(—A)"ld

Gostarfamos de mostrar que esta solugido deve ser ndo negativa. Para fazer isso, vamos
mostrar que (/ — A)~! é ndo negativa. Primeiro, observe-se que, como consequéncia da
propriedade multiplicativa (3), temos

IA™ I = AN
Como ||A||; < 1, segue-se que
A™l{ — 0 jaque m — ©

e, portanto, A™ tende a zero quando m — .
Ja que

I-—AUT+A+ - +A")=1—A""
segue-se que
[+A+ A" =(I-A)" =~ - A A
Quando m — =,
(I—-A)"T"—I-A""'a™ - 1 - a)!

e, portanto, a série [ + A + ... + A™ converge para (/ — A)~! quando m — 0. Pela condi-
¢do (i), I + A + ... + A" ¢ nfo negativa para todo m, e, portanto, (I — A)~' deve ser ndo
negativa. Uma vez que d é ndo negativa, segue-se que a solugfo x deve ser ndo negativa.
Vemos, entdo, que as condigdes (1) e (ii) garantem que o sistema (1) terd uma tinica solucfo
ndo negativa X.

Como vocé ja deve ter adivinhado, hd também uma versfio fechada para o problema
de entrada e saida de Leontief. Na versdo fechada, presume-se que cada indiistria deve
produzir uma safda suficiente para atender as necessidades de entrada apenas das outras
industrias e dela prépria. O setor aberto € ignorado. Assim, no lugar do sistema (1), temos

(I—A)x=0

e exigimos que X seja uma solugfo positiva. A existéncia de um tal x neste caso ¢ um resul-
tado muito mais profundo do que na versdo aberta e exige alguns teoremas mais avancados.
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Teorema 6.8.1 Teorema de Perron

Se A € uma matriz n X n positiva, entdo A tem um autovalor real positivo 7 com as seguintes
propriedades:

(i) r ¢ uma raiz simples da equacfio caracteristica.
(ii) r tem um autovetor positivo x.
(iif) Se A € qualquer outro autovalor de A, entdo |A| < r.

O teorema de Perron pode ser pensado como um caso especial de um teorema mais
geral devido ao Frobenius. O Teorema de Frobenius aplica-se a matrizes ndo negativas
irredutiveis.

Definicdio | Uma matriz A ndo negativa é dita redutivel se existir uma particdo do conjunto de ndi-
ces {1, 2, ..., n} em conjuntos disjuntos nfio vazios I, e I,, tais que a; = 0 sempre que
ie I, ej € I,. Caso contrdrio, A € dita ser irredutivel.

EXEMPLO !  Seja A uma matriz da forma

x x 0 0 x
x x 0 0 x
X X X X X
X X X X X
x x 0 0 x

Sejam I, = {1,2,5}el, = {3,4}). Entio [, UL, = {1,2,3,4,5}ea,=0parai € ], ¢
Jj € I,. Portanto, A € redutivel. Se P € a matriz de permutacdo formada intercambiando a
terceira e a quinta linhas da matriz identidade I, entio

x x 0 0 x
x x 0 0 x
PA=]x x 0 0 x
X X X X X
X X X X X
e
x x x!10 0
X x x|0 0
PAPT = | x x x|0 0
X X X |x x
X X X |x x

Em geral, pode-se mostrar que uma matriz n X n, A, é redutivel se e somente se existe uma
matriz de permutacdo P tal que PAPT é uma matriz da forma

B|O
X|C
onde B e C s3o matrizes quadradas. 2

Teorema 6.8.2 Teorema de Frobenius

Se A € uma matriz ndo negativa irredutivel, entdo A tem um autovalor real positivo » com
as seguintes propriedades:

(i) rtem um autovalor positivo X.
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(ii) Se A € qualquer outro autovalor de A, entfio | A| < r. Os autovalores com valor abso-
luto igual a r sdo todos raizes simples da equacfo caracteristica. Com efeito, sc ha
m autovalores com valor absoluto igual a r, eles devem ser da forma

A = rekriim k=0,1,....m—1

A demonstracio deste teorema estd além do escopo deste texto. Enviamos o leitor a
Gantmacher [4, Vol. 2]. O Teorema de Perron se segue como um caso especial do teorema
de Frobenius.

APLICACRO 2§ Modelo Fechado

No modelo fechado de entrada e saida de Leontief, supomos que néo hd demanda do setor
aberto e queremos encontrar safdas para satisfazer as demandas de todas as n inddstrias.
Entdo, definindo o0s x, e 0s a; como no modelo aberto, temos
Xi = ap1x1 + dipxa + -+ Gy

parai =1, ..., n. O sistema resultante pode ser escrito sob a forma

(A-—Dx=0 4)
Como antes, temos a condicio

a4;; =0 ()

Como ndo ha setor aberto, o volume de saida da j-ésima inddstria deveria ser o mesmo que
a entrada total para esta industria. Logo,

n
Xj= ) ayx

i=1
e, portanto, temos nossa segunda condicdo

n

Day=1  j=1,...n (i)

i=1
A condicdo (ii) implica que A — 1 é singular, pois a soma de seus vetores linha & 0. Portanto,
1 é um autovalor de A e como || A, = 1. segue-se que todos os autovalores de A tem médu-
los menores que ou iguais a 1. Suponhamos que um ntimero consideravel dos coeficientes
de A € ndo nulo de modo que A seja irredutivel. Entéo, pelo Teorema 6.8.2, A = 1 tem

um autovalor positivo x. Logo, qualquer miiltiplo positivo de x serd uma solucfio posi-
tiva de (4).

APLICACAG 3 As Cadeias de Markov Revisitadas

As matrizes ndo negativas também desempenham um papel importante na teoria dos pro-
cessos de Markov. Lembre-se de que se A é uma matriz estocdstica n x 71, entio A =16
um autovalor de A e os autovalores restantes satisfazem

Al <1 paraj=2,...,n

No caso em que A € estocdstica e todos os seus elementos sdo positivos, segue-se do
Teorema de Perron que A, = 1 deve ser o autovalor dominante e isto, por sua vez, implica
que a cadeia de Markov com matriz de transigdo A convergird para um vetor de estado
estaciondrio para qualquer vetor de probabilidade inicial x,. De fato, se para algum & a
matriz A & positiva, entdo pelo Teorema de Perron A, = 1 deve ser o autovalor dominante
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de A*. Pode-se entfo mostrar que A, = 1 deve também ser o autovalor dominante de A. (Ver
Problema 12.) Dizemos que um processo de Markov € regular se todos os elementos de
alguma poténcia da matriz de transi¢fio sio estritamente positivos. A matriz de transi¢do
para um processo de Markov regular terd A, = | como um autovalor dominante e, portanto,
a cadeia de Markov converge obrigatoriamente para um vetor de estado estaciondrio.

PROBLEMAS DA SECAO 6.8

1.

Encontre os autovalores de cada uma das seguin-
tes matrizes e verifique que as condicdes (i), (ii) e
(iii) do Teorema 6.8.1 sdo vélidas:

w3 e[
1 2 4

() [2 4 1]
1 2 4

. Encontre os autovalores de cada uma das seguin-

tes matrizes e verifique que as condicdes (i) e (ii)
do Teorema 6.8.2 sdo validas:

2 3 0 2
(a)[l 0 (b) [2 0
00 8
@ |1 0 o
01 0

. Encontre o vetor de saida x na versdo aberta do

modelo de entrada e saida de Leontief se

02 04 04 16.000
04 02 02 e d=1{ 8.000

0,0 02 0.2 24.000

A=

. Considere a versio fechada do modelo de entrada

e saida de Leontief com matriz de entrada
0,5 04 0,1
A=105 00 05
0,0 06 04
Se x = (x,, x5, x3)T é qualquer vetor de safda para

este modelo, como se relacionam as coordenadas
Xp, X5 € Xy7

. Demonstre: se A” = O para algum inteiro positivo
m, entdo I — A é ndo singular.
. Seja
0 1 1
A=10 -1 1 ]
0 -1 1

(a) Calcule (] — A)™".
(b) Calcule A% e A3 Verifique que (/ — A)™' =1+
A+ A%

. Quais das matrizes que se seguem é redutivel?

Para cada matriz redutivel, encontre uma permu-
tacdo P tal que PAP” € da forma

[%1¢)

na qual B e C sfo matrizes quadradas.

111 0 1011
11 1 0 111 1
@ [ 7 ® 1y 0 1
1111 10 1 1
1 01 00
01 1 1 1
@ |1 01 0 0
110 1 1
L1111
P11 11
110 0 1
@ [
I 1.0 0 1
I 100 1

. Seja A uma matriz irredutivel ndo negativa 3 X 3

cujos autovalores satisfazem A, = 2 = |A,| = [A; .
Determine A, e A,.

- (542]
o|C

em que B e C sdo matrizes quadradas.

(a) SeAéumautovalor de B com autovetorx = (x,.
..., X)", mostre que A € também um autovalor
de A com autovetor X = (x,, ..., x,, 0, ..., 0.

(b) Se B e C sdo matrizes positivas, mostre que A
tem um autovalor real positivo » com a pro-
priedade que |A| < r para qualquer autovalor
A # r. Mostre também que a multiplicidade de
r € no maximo 2 e que r tem um autovetor nao
negativo.

(¢) Se B = C, mostre que o autovalor r na parte
(b) tem multiplicidade 2 e possui um autove-
tor positivo.

. Seja

. Demonstre que uma matriz 2 X 2 A € redutivel se

e somente se a,,d-., = 0.

. Demonstre o Teorema de Frobenius no caso em

que A € uma matriz 2 X 2.

. Podemos mostrar que, para uma matriz estocdstica

1n X n, A, = 1 éum autovalor e que os autovalores
restantes devem satisfazer

yl<1 j=2..... n




(Ver Problema 24 do Capitulo 7, Sec@o 4.) Mostre
que se A € uma matriz estocédstica n X n com a
propriedade que A* é uma matriz positiva para
algum inteiro positivo &, entdo

Al<1 j=2,....n

13. Seja A uma matriz estocdstica positiva n X n com
autovalor dominante A, = 1 e autovetores linear-
mente independentes X, X,, ..., X,, € seja y, um
vetor de probabilidade inicial de uma cadeja de

Markov

Yo, Y1 = AYo, y2 = Ayy, ...
(a) Mostre que A; = | tem um autovetor positivo
X;.
(b) Mostre que ||y;|, = 1,j=10,1, ...
(c) Mostre que se

Yo=cC1Xg + Xy + -+ X,

Problemas do Capitulo 6

14.
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entdo a componente ¢, na dire¢io do autovetor
positivo X, deve ser ndo nula.

(d) Mostre que os vetores de estado y; da cadeia
de Markov convergem para um vetor de estado
estaciondrio.

(e) Mostre que

1
x4l

e, portanto, o vetor de estado estaciondrio é inde-

pendente do vetor de probabilidade inicial y,.
Serd que os resultados das partes (c) e (d) no
Problema 13 serdo vdlidos se a matriz estocéstica
A nfio foi uma matriz positiva? Responda a essa
pergunta mesmo no caso em que A € uma matriz
estocdstica ndo negativa e, para algum inteiro po-
sitivo k, a matriz A* seja positiva. Explique suas
respostas.

EXERCICIOS MATLAB
Visualizacio de Autovalores

MATLAB tem uma utilidade para visualizar as acdes
de operadores lineares que representam o plano em s
mesmo. O utilitdrio é invocado pelo comando eig-
show. Este comando abre uma janela de figura que
mostra um vetor unitdrio X e também AX, a imagem
de X sob A. A matriz A pode ser especificada como um
argumento de entrada do comando eigshow ou sele-
cionada a partir do menu no topo da janela de figura.
Para ver o efeito do operador A em outros vetores uni-
tdrios, aponte o mouse para a extremidade do vetor
X e use-o para arrastar o vetor X em torno do circulo
unitdrio no sentido anti-hordrio. A medida que X se
move, vocé vai ver como sua imagem AX muda. Neste
exercicio, vamos utilizar o utilitdrio eigshow para
investigar os autovalores e autovetores das matrizes no
menu eigshow.

1. A matriz de topo no menu é a matriz diagonal

5
7 0

U

A=

Inicialmente, quando vocg selecionar essa matriz,
0s vetores X e AX devem estar ambos alinhados ao
longo do eixo x positivo. Que tipo de informacio
sobre o par autovalor—autovetor é aparente a par-
tir das posi¢des iniciais da figura? Explique. Gire
X no sentido anti-hordrio até que X e Ax estejam
paralelos, ou seja, até que ambos se encontrem na

w

»m

mesma linha que passa pela origem. O que vocé
pode concluir sobre o segundo par autovalor—auto-
vetor? Repita esta experiéncia com a segunda ma-
triz. Como vocé pode determinar os autovalores e
autovetores de uma matriz diagonal 2 X 2 por ins-
pecdo, sem fazer quaisquer calculos? Serd que isso
também funciona para matrizes diagonais 3 X 3?
Explique.

A terceira matriz no menu & apenas a matriz iden-
tidade /. Como X e Ix se comparam geometrica-
mente quando vocé€ girar x ao redor do circulo
unitario? O que vocé pode concluir sobre os auto-
valores e autovetores neste caso?

A quarta matriz tem zeros na diagonal e uns nas
posicdes fora da diagonal. Gire o vetor X em torno
do cfrculo unitdrio e observe quando x e Ax sdo pa-
ralelos. Com base nestas observacoes, determine os
autovalores e o0s autovetores unitdrios correspon-
dentes. Confira suas respostas multiplicando a ma-
triz pelos autovetores para verificar que Ax = Ax.
A matriz seguinte no menu eigshow parece idén-
tica as anteriores, exceto que o elemento (2, 1) foi
alterado para —1. Gire o vetor x completamente
em torno do circulo unitdrio. X e Ax s3o alguma
vez paralelos? A possui autovetores reais? O que
vocg pode concluir sobre a natureza dos autovalo-
res e autovetores desta matriz?

Investigue as préximas trés matrizes no menu (a
sexta, a sétima e a oitava). Em cada caso, tente
estimar geometricamente os autovalores € autove-
tores e faca seus palpites para os autovalores con-
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sistentes com o traco da matriz. Use MATLAB
para calcular os autovalores e autovetores da sexta
matriz, definindo

[X, D] = eig([0.25, 0.75; 1, 0.507)

Os vetores coluna de X sdo os autovetores da ma-
triz e os elementos da diagonal de D sdo os autova-
lores. Verifique os autovalores e autovetores das
outras duas matrizes da mesma forma.

Investigue a nona matriz no menu. O que vocé
pode concluir sobre a natureza dos seus autova-
lores e autovetores? Verifique suas conclusdes
computando os autovalores e autovetores com o
comando eig.

Investigue as proximas trés matrizes no menu.
Vocé deve observar que, para as duas tltimas des-
sas matrizes, os dois autovalores so iguais. Para
cada matriz, como sfo os autovetores relaciona-
dos? Use MATLAB para calcular os autovalores e
autovetores dessas matrizes.

O ultimo item no menu eigshow ird gerar uma
matriz 2 X 2 aleatéria cada vez que € invocado.
Tente usar a matriz aleatéria 10 vezes, e em cada
caso, determine se os autovalores sao reais. Qual
porcentagem das 10 matrizes aleatdrias tinha auto-
valores reais? Qual € a probabilidade de que dois
autovalores reais de uma matriz aleatéria sejam
exatamente iguais? Explique.

Cargas Criticas para umaViga

9.

Considere a aplicag@o relativa a cargas criticas
de uma viga da Secdo 1. Para simplificar, vamos
supor que a viga tem comprimento 1 e que a sua
rigidez ¢ também 1. Seguindo o método descrito
na aplicacg@o, se o intervalo [0, 1] é dividido em n
subintervalos, entdo o problema pode ser traduzi-
do em uma equagfo matricial Ay = Ay. A carga
critica para a viga pode ser aproximada fazendo
P = sn?, em que s € 0 menor autovalor de A. Para
n = 100, 200, 400, forme a matriz dos coeficien-
tes fazendo

D = diag(ones (n — 1, 1), 1);
A =eyen)—D—D’
Em cada caso, determine o menor autovalor de A,
definindo
s =min(eig(4))
e entdo calcule a aproximacdo correspondente a
carga critica.

Matrizes Diagonalizdveis e Defeituosas

10.

Construa uma matriz simétrica, definindo

A = round(5 * rand(6));A = A + A’

Calcule os autovalores de A, definindo

e = eig(A).

(a) Otragode A pode ser calculado com o comando
MATLAB trace(A), e a soma dos autova-
lores préprios de A pode ser calculada com o
comando sum(e). Calcule ambas as quantida-
des e compare os resultados. Use o comando
prod(e) para calcular o produto dos autovalo-
res de A e compare o resultado com det(A).

(b) Calcule os autovetores de A, definindo [X, D] =
eig(A). Use MATLAB para calcular X !'AX e
compare o resultado com D. Calcule também
A7'e XD™'X' e compare os resultados.

11. Defina

A = ones(10) + eye(10)

(a) QualéopostodeA —17?Porque A = 1deve ser
um autovalor de multiplicidade 97 Calcule o
traco de A, usando a funcio MATLAB trace.
O autovalor restante A, deve ser igual a 11.
Por qué? Explique. Calcule os autovalores de
A, fazendo e = eig(A). Examine os autovalo-
res usando format long. Quantos digitos de
precisdo existem nos autovalores calculados?

(b) A rotina MATLAB para cdlculo de autovalo-
res estd baseada no algoritmo QR descrito na
Secdo 6 do Capitulo 7. Também podemos cal-
cular os autovalores de A calculando as raizes
do seu polindmio caracterfstico. Para determi-
nar os coeficientes do polindmio caracteristico
de A, facap = poly(A). O polinémio caracte-
ristico de A deve ter coeficientes inteiros. Por
qué? Explique. Se fizermos p = round(p).
devemos acabar com os coeficientes exatos do
polindmio caracteristico de A. Calcule as rai-
zes de p fazendo

r = roots(p)
e exiba os resultados, usando format long.
Quantos digitos de precisdo existem nos resul-
tados computados? Qual o método de cdlculo
de autovalores é mais preciso, usando a fun-
¢ao elg ou calculando as rajzes do polindmio
caracteristico?

2. Considere as matrizes

5 =3 5 -
A—[3-4 ¢ B_[s 5]
Observe que as duas matrizes sdo as mesmas, €x-
ceto pelos seus elementos (2, 2).

. (a) Use o MATLAB para calcular os autovalores

de A e B. Serd que eles €m o mesmo tipo de
autovalores? Os autovalores das matrizes sdo
as raizes de seus polindmios caracteristicos.
Use os seguintes comandos MATLAB para




formar os polindmios e tracar seus graficos no
mesmo sistema de eixos:

p = poly(A);
q = poly(B);
x=—8:0.1:8;

y = polyval(p, x);

z = zeros(size (x));
w = polyval(q, x);
plOt(X’ y’ X’ W’ X’ Z)
hold on

O comando hold on € usado de modo que os
graficos subsequentes na parte (b) serdo adi-
cionados a figura atual. Como vocé pode usar
o grafico para estimar os autovalores de A? O
que informa o gréfico sobre os autovalores de
B? Explique.

(b) Para ver como os autovalores variam o ele-
mento (2, 2) vamos construir uma matriz C
com um elemento (2, 2) varidvel. Faca

t=sym('t) C=1[5 —-3:3,t—5]
Quando ¢ varia de 0 a 10, os clementos (2, 2)
dessas matrizes variam de —5 a 5. Utilize os
seguintes comandos MATLAB para desenhar
os grificos dos polindmios caracteristicos para
as matrizes intermedidrias correspondenies a
t=1,2,...,9:

p = poly(C)
forj=1:9
= gubs(p, 1, j);

ezplot(s, [—10, 10])

axis([—10, 10, —20, 2207])

pause(2)

end
Quais dessas matrizes intermedidrias t€m

autovalores reais e quais tém autovalores com-
plexos? O polindmio caracteristico da matriz
simbdlica C € um polindmio quadrético cujos
coeficientes sdo funcdes de 7. Para saber exata-
mente onde os autovalores mudam de reais para
complexos, escreva o discriminante do qua-
drético como uma fungio de ¢ e, em seguida,
encontre as suas rafzes. Uma raiz deve estar
no intervalo (0, 10). Insira este valor de r de
volta na matriz C e determine os autovalores da
matriz. Explique como esses resultados corres-
pondem ao seu grafico. Resolva os autovetores
2 méo. £ a matriz diagonalizdvel?

13. Faca

B = toeplitz(0: —1: —3,0:3)
A matriz B nfo € simétrica e, portanto, ndo € neces-
sariamente diagonalizdvel. Use MATLAB para ve-
rificar se o posto de B é igual a 2. Explique por que

14.

15.

16.
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0 deve ser um autovalor de B e 0 autoespaco cor-
respondente deve ter dimensédo 2. Defina [X, D} =
eig(B). Calcule X'BX e compare o resultado
com D. Calcule também XD°X ™' e compare o re-
sultado com o B°.

Faca

C = triu(ones(4), 1) + diag([—1, 1], —2)
e

[X, D] = eig(C)

Calcule X7 'CX e compare o resultado com D. C
¢ diagonalizdvel? Calcule o posto de X e o condi-
cionamento de X. Se o condicionamento de X for
grande, os valores calculados para os autovalores
podem néo ser precisos. Calcule a forma linha de-
grau reduzida de C. Explique por que O deve ser
um autovalor de C e o autoespago correspondente
deve ter dimensio 1. Use MATLAB para calcu-
lar C*. Ele deve ser igual a matriz zero. Dado que
C*= 0, o que se pode concluir sobre os valores
reais dos outros trés autovalores de C? Explique.
C ¢ defeituosa? Explique.

Construa uma matriz defeituosa fazendo

A = ones(6);A = A — tril(A) —triuA, 2)
E fécil ver que A = 06 o dnico autovalor de A e que
seu autoespaco € coberto por e,. Verifique que este
é realmente o caso, usando MATLAB para calcu-
lar os autovalores e autovetores de A. Examine os
autovetores, usando o format long. Os autove-
tores calculados sdo miltiplos de e,? Agora realize
uma transformacéo de similaridade com A. Faga

Q = orth(rand(6)); ¢ B=Q0"*A*Q

Se os célculos tivessem sido feitos em aritmética
exata, a matriz B seria semelhante a A e, portanto,
defeituosa. Use MATLAB para calcular os auto-
valores de B e uma matriz X composta dos auto-
vetores de B. Determine o posto de X. A matriz B
calculada é defeituosa? Por causa do erro de arre-
dondamento, uma pergunta mais razodvel a fazer
é se a matriz calculada B estd perto de ser defei-
tuosa (isto €, estdo os vetores coluna de X perto
de ser linearmente dependentes?). Para responder
a esta pergunta, utilize o MATLAB para calcular
reond(X), reciproca do condicionamento de X.
Um valor de reond préximo a zero indica que X
¢é quase deficiente em posto.
Gerar uma matriz A, definindo

B=[-1,—-1;1,1],

A = [zeros(2), eye(2); eye(2), B]
(a) A matriz A deve ter autovalores A; = 1 e

A, = —1. Use MATLAB para verificar que
estes sdo os autovalores corretos calculando
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as formas linha degrau reduzidas de escaldo
A — IeA + I Quais sdo as dimensdes dos
autoespacos de A, e A,?

() E facilmente visto que trace(A) = 0 e
det(A) = 1. Verifique estes resultados em
MATLAB. Use os valores do trago e do deter-
minante para provar que | e —1 sfo realmente
autovalores duplos. A é defeituosa? Explique.

(c) Faca e = eig(A) e analise os autovalores

usando format long. Quantos digitos de

precisdo existem nos autovalores computa-
dos? Faca [X, D] = eig(A) e calcule o con-
dicionamento de X. O registro do condicio-
namento dd uma estimativa de quantos digi-
tos de precisio sfo perdidos no célculo dos

autovalores de A.

Calcule o posto de X. Os autovetores calcu-

lados sfo linearmente independentes? Use

MATLAB para calcular X"!AX. A matriz X

calculada diagonaliza A?

d

~

Aplicacio: Genes Relacionados a Sexo

17. Suponha-se que 10.000 homens e 10.000 mulhe-
res se mudem para uma ilha no Pacifico que foi
aberta para o desenvolvimento. Suponha também
que um estudo médico dos colonos conclui que
200 dos homens sdo daltdnicos e apenas 9 das
mulheres sdo dalténicas. Seja x(1) a proporcio de
genes para o daltonismo na populagio masculina e
seja x(2) a propor¢do entre a populacio feminina.
Determine, x(1) e x(2) e ponha-os no MATLAB
como um vetor coluna x. Ponha também a matriz
A da Aplicagfo 3 da Secio 3. Defina o MATLAB
para format long e use a matriz A para calcu-
lar as proporcoes de genes para daltonismo para
cada sexo nas geracdes 5, 10, 20 e 40. Quais sfo as
porcentagens limites dos genes para o daltonismo
para esta popula¢do? No longo prazo, qual porcen-
tagem de homens e qual porcentagem de mulheres
serd daltonica?

Similaridade
18. Faca

S = round(10 * rand(3));
S =triul§ 1) + eye(5)
S=8'%§

T = inv(S)

(a) A inversa exata de S deve ter elementos intei-
ros. Por qué? Explique. Verifique os elementos
de 7, usando format long. Arredonde os
elementos de T para o ndmero inteiro mais pré-
ximo, fazendo T = round (7). Calcule T * S e
compare com eye(5).

(b) Defina
A = triu(ones(5), 1) + diag(l: 3),
B=S*A*T

As matrizes A e B tém ambas os autovalores 1, 2,
3,4e5. Use MATLAB para calcular os autovalo-
res de B. Quantos digitos de precisdo existem nos
autovalores computados? Use MATLAB para
calcular e comparar cada um dos seguintes:

(i) det(4) e det(B)

(i) trace(A)e trace(B)
(iii) SATe B?
(iv) SA™'TeB™!

Matrizes Hermitianas

19. Construa uma matriz complexa hermitiana definindo
J = sqre(—1j;
A = rand(5) + j * rand(5);
A=A+AN/2

(a) Os autovalores de A devem ser reais. Por qué?
Calcule os autovalores e analise seus resul-
tados, usando format long. Os autovalores
calculados sdo reais? Calcule também os auto-
vetores fazendo

[X, D] = eig(A)
Que tipo de matriz vocé esperaria que X fosse?
Use o comando MATLAB X' *X para calcular
X*X. Os resultados estdo de acordo com suas

expectativas?
(b) Faca

E=D+j*eye(5) e B=X*E/X
Que tipo de matriz vocé espera que B seja? Use
MATLAB para calcular B#B ¢ BB?. Compare
estas duas matrizes.

Visualizando a Decomposicio em Valores
Singulares

Em alguns dos exercicios anteriores, usamos o comaii-
do MATLAB eigshow para observar interpretagées
geomérricas dos autovalores e autovetores de matri-
zes 2 X 2. A facilidade eigshow também tem um mo-
do svdshow gute podemos usar para visualizar valo-
res singulares e vetores singulares de wma matriz sin-
gular 2 X 2. Antes de utilizar a facilidade svdshow.
estabelecemos algumas relagdes bdsicas entre vetores
singulares a direita e a esquerda.

20. Seja A uma matriz 2 X 2 nfo singular com decom-
posi¢do em valores singulares A = USV7 e valores
singulares s, = 5, ¢ 5, = .. Explique por que
cada uma das seguintes condi¢oes é verdadeira:
(a) AV=US




21.

Ot
22.

(b) Av, = s;,u; e Av, = 5,1,

(¢} v, e v, sdo vetores unitdrios ortogonais e as
imagens Av, e Av, sdo também ortogonais.

(d) [AV]| = 5, e |JAV,|| = 5.

Faca

A=11,1,05, —0.5]

e use o MATLAB para verificar cada uma das de-
clarag¢@es (a)—(d) no Exercicio 20. Use o comando
eigshow (A) para aplicar o utilitirio eigshow i
matriz A. Clique sobre o botdo eig/ (svd) para
mudar para 0 modo svdshow. A exibicdo na jane-
la de figura deve mostrar um par de vctores ortogo-
nais X, y e suas imagens Ax e Ay. Inicialmente, as
imagens de x e y ndo devem ser ortogonais. Use 0o
mouse para girar 0s vetores X ¢ y no sentido anti-
hordrio até que as suas imagens Ax e Ay se tornem
ortogonais. Quando as imagens forem ortogonais,
X € y sdo vetores singulares a direita de A. Quando
X ¢ y sdo vetores singulares a direita, como s&o os
valores singulares e vetores singulares & esquerda
relacionados com as imagens de Ax e Ay? Explique.
Observe que quando vocé gira de 360°, a imagem
do circulo unitdrio traca uma elipse. Como os va-
lores singulares e vetores singulares se relacionam
com os eixos da elipse?

mizagao

Use os comandos MATLAB a seguir para cons-
truir uma fungdo simbdlica:

syms Xy

=0+ DM +xsy 2+ 32 —daxxy—4x
y+ 1

Calcule as derivadas parciais de primeira ordem
de f'e o hessiano de f definindo

fo = diff(f x). fy = diff( y)
H = [difif(fx, x), diff(fx, y); diff(fs, x), diff(fy, v)]

Podemos usar o comando subs para avaliar o hes-
siano para qualquer par (x, y). Por exemplo, para
avaliar o hessiano quandox = 3 e y = 5, faga

Hl = subs(H, [x, y], [3.5])

Use o comando MATLAB solve(fx, fy) para de-
terminar vetores x e y contendo as coordenadas x
e y dos pontos estaciondrios. Avalie o hessiano em
cada ponto estaciondrio e, em seguida, determine
se o ponto estacionario é um maximo local, mini-
mo local ou ponto de sela.

Matrizes Definidas Positivas

23.

Faca

C = ones(6) + 7 * eye(6)

24,

25.
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[X, D] = eig(()
(a) Mesmo que A = 7 seja um autovalor de mul-
tiplicidade 5, a matriz C ndo pode ser defei-
tuosa. Por qué? Explique. Verifique que C
ndo é defeituosa pelo cdlculo do posto de X.
Calcule também X'X. Que tipo de matriz é X?
Explique. Calcule também o posto de C —
71. O que voce pode concluir sobre a dimen-
sdo do autoespago correspondente a A = 7?
Explique.
A matriz C deve ser simétrica definida posi-
tiva. Por qué? Explique. Desta forma, C de-
verd ter uma fatoracdo de Cholesky LLT. O
comando MATLAB R = chol(() vai gerar
uma matriz triangular superior R que ¢ igual a
L. Calcule R desta forma e faca L = R’. Use
MATLAB para verificar que

(b

—

C=LL"=RR
Alternativamente, pode-se determinar os fato-
res de Cholesky da fatoracdo LU de C. Faga

(©)
[L U] = 1u(C)
D = diag(sgrt(diag(l)))

W= (L*D)
Como se comparam R e W? Este método de
calcular a fatoragéio de Cholesky ¢ menos efi-
ciente que o método MATLAB utiliza para a
sua fungio Chol.
Para vdrios valores de &, forme uma matriz A, k X
k, fazendo

D = diag(ones(k — 1, 1), 1);
A=2%eyelk)y— D —D’;

Em cada caso, calcule a fatoracio LU de A ¢ o
determinante de A. Se A é uma matriz n X n desta
forma, o que vai ser a sua fatoracdo LU? Qual serd
o seu determinante? Por que a matriz deve ser de-
finida positiva?

Para qualquer inteiro positivo n, o comando do
MATLAB P = pascal(n) ird gerar uma matriz
P, n X n, cujos elementos sdo dados por

1 sei=1ouj=1

pij = ; ;
p,'7|‘j +p,',j,1 SCi1 > lej > 1

O nome pascal refere-se ao tridngulo de Pascal,

um arranjo triangular de niimeros usado para gerar

coeficientes binomiais. Os elementos da matriz P
formam uma se¢fo do tridngulo de Pascal.
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(a) Faga

P = pascal(6)
e calcule o valor de seu determinante. Agora
subtraia 1 do elemento (6, 6) de P fazendo

P(6,6) = P(6,6) — 1

e calcule o determinante da nova matriz P.
Qual € o efeito global de subtrair 1 do ele-
mento (6, 6) da matriz de Pascal 6 X 67

(b) Na parte (2) vimos que o determinante da matriz
de Pascal 6 x 6 ¢ 1, mas se subtrairmos 1 do
elemento (6, 6) a matriz se torna singular. Sera
que isto vai aconfecer, em geral, para matrizes
de Pascal n X n? Para responder a esta pergunta,
considere os casos n = 4, 8, 12. Em cada caso,
faca P = pascal(n) e calcule seu determinante.
Em seguida, subtraia 1 do elemento (n, ) e cal-
cule o determinante da matriz resultante. Serd
que a propriedade que descobrimos no item (a)
se mantém para matrizes de Pascal em geral?

(c) Faga

P = pascal(8)

¢ examine suas submatrizes principais iniciais.
Supondo que todas as matrizes de Pascal t€m
determinantes iguais a 1, por que P deve ser
definida positiva? Calcule o fator triangular
superior de Cholesky R de P. Como podem os
elementos ndo nulos de R ser gerados como um
tridngulo de Pascal? Em geral, como o determi-
nante de uma matriz definida positiva é relacio-
nado com o determinante de um de seus fatores
de Cholesky? Por que deve ser det(P) = 1?

(d) Faca

R®B,8y=0 e Q=R'=xR

A matriz O deve ser singular. Por qué? Explique.
Por que as matrizes P e () sdo as mesmas, exceto
pelo elemento (8, 8)? Por que deve ser gy =
Pss — 17 Explique. Verifique a rela¢do entre P e
Q calculando a diferenca P — Q.

TESTEA DO CAPITULD
Verdadeiro ou Falso

Para cada um dos enunciados que se seguem, responda
verdadeiro se o enunciado é sempre verdadeiro e res-
ponda falso, em caso contrdrio. No caso de um enun-
ciado verdadeiro, explique ou demonstre sua resposta.
No caso de um enunciado falso, dé um exemplo para
mostrar que o enunciado nem sempre € verdadeiro.

1. Se A é uma matriz n X n cujos autovalores sao
todos diferentes de zero, entio A é ndo singular.

2. Se A é uma matriz n X n, entdo A e A” tém 0s mes-
mos autovetores.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Se A e B sdo matrizes semelhantes, entdo elas tém
0s mesmos autovalores.

. Se A e B sdo matrizes n X n com 0s mesmos auto-

valores, entfo elas sao semelhantes.

. Se A tem valores préprios de multiplicidade maior

que 1, entdo A deve ser defeituosa.

Se A é uma matriz 4 X 4 de posto 3e A = 0 éum
autovalor de multiplicidade 3, entfio A é diagonali-
zdvel.

. Se A é uma matriz4 X 4 deposto 1 e A = 0 é um

autovalor de multiplicidade 3, entdo A é defeituosa.

. O posto de uma matriz A n X 1 é igual ao niimero de

autovalores diferentes de zero de A, em que os autova-
lores sdo contados de acordo com a multiplicidade.

. O posto de uma matriz A m X #n € igual ao niimero

de valores singulares ndo nulos de A, no qual os
valores singulares sdo contados de acordo com a
multiplicidade.

Se A ¢ hermitiana e ¢ € um escalar complexo.
entdo, cA € hermitiana.

Se uma matriz n X n, A, tem decomposicio de
Schur A = UTU®, entdo os autovalores de A sdo
Bis Bany veey By

Se A é normal, mas nio hermitiana, entdo A deve
ter pelo menos um autovalor complexo.

Se A é simétrica definida positiva, entdo A é ndo sin-
gular e A™" também & simétrica definida positiva.
Se A € simétrica e det(A) > 0, entdo A € definida
positiva. .

Se A ¢é simétrica, entdo e € simétrica definida po-
sitiva.

TESTE B DO CAPITULD

1.

Seja
1 0 0
A=11 1 -1
1 2 =2

(a) Encontre os autovalores de A.

(b) Para cada autovalor, encontre uma base para ¢
autoespaco correspondente.

(¢) Fatore A em um produto XDX ™', no qual D ¢
uma matriz diagonal. e depois use a fatoracac
para calcular A”.

. Seja A uma matriz 4 X 4 com elementos reais que

tem 1’s sobre a diagonal principal (ou seja, a,, =
A = a3y = ay, = 1). Se Aésingulare A, =3 + 2;
€ um autovalor de A, entdo o que, se alguma coisa.
¢ possivel concluir sobre os valores dos autovalo-
res restantes A,, A;, € A,? Explique.

Seja A uma matriz n X 12 ndo singular e seja A um
autovalor de A.

(a) Mostre que A # 0.

(b) Mostre que % é um autovalor de A%




. Mostre que se A é uma matriz da forma

a 0 O

A=]0 a 1

0 0 a

entdo A deve ser defeituosa.
. Seja

4 2 2
A=1§2 10 10
2 10 14

(a) Sem calcular os autovalores de A, mosire que
A é definida positiva.

(b) Fatore A em um produto LDL", no qual L é
triangular inferior unitdria e D é diagonal.

(c) Calcule a fatoragdo de Cholesky de A.

. A funcio

fa=xXy+ X +y¥—-2x—-y+4
tem um ponto estacionario (1, 0). Calcule o hes-
siano de fem (1, 0) e use-o para determinar se o
ponto estaciondrio é um maximo local, minimo
local ou ponto de sela.

. Dado

Y'(0) =AY YO =Y,

I =2 1
a= 3 2] w=y
calcule ¢” ¢ use-a para resolver o problema de
valor inicial.

. Seja A uma matriz 4 x 4 real simétrica com auto-
valores

onde

A= AM=A=0=0
(a) Explique por que o valor préprio miltiplo A =
0 deve ter trés autovetores linearmente inde-
pendentes X,, X, X,.
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Autovalores

(b) Seja x, um autovetor associado a A,. Como x,
se relaciona com X,, X, e X,? Explique.

(c) Explique como usar X;, X,, X; € X, para construir
uma matriz ortogonal U que diagonaliza A.

(d) Que tipo de matriz & e*? B simétrica? Trata-se
de definida positiva? Explique suas respostas.

. Seja {u,, u,} uma base ortonormal para C? e su-

ponha que um vetor z pode ser escrito como uma
combinagio linear

z=(—Thu + cu,

(a) Quais sdo os valores de ul’z e z7u,? Se z"u, =
1 4 5i, determine o valor de ¢,.

(b) Use os resultados da parte (a) para determinar
o valor de || z|},.

Seja A uma matriz 5 X 5 néo simétrica com posto

iguala 3, seja B = A"A e seja C = €5,

(@) O que, se alguma coisa, vocé pode con-
cluir sobre a natureza dos autovalores de B?
Explique. Que melhores palavras descrevem o
tipo de matriz que é B?

(b) O que, se alguma coisa, vocé pode concluir
sobre a natureza dos autovalores de C? Expli-
que. Que melhores palavras descrevem o tipo
de matriz que € C?

Sejam A e B matrizes n X n.

(a) Se A éreal e ndo simétrica com decomposicdo
de Schur U T U, entdo que tipos de matrizes
sdo U e T7 Como os autovalores de A se rela-
cionam com U e T7? Explique suas respostas.

(b) Se B éhermitiana com decomposi¢éo de Schur
W .S WH, entio que tipos de matrizes sdo We §?
Como os autovalores e autovetores de B se re-
lacionam com W e S? Explique suas respos-
tas.

Seja A uma matriz cuja decomposicdo em valores

singulares é dada por

100 0 0 0 5 5 1 4
0 10 0 O 11 1 1
0 0 10 0 oz 2 2
0 0 0 0)|-5 =5 3 3
c 0 0 o)l _1 1 _1 1

2 2 2 2

Faga uso da decomposico em valores singulares para realizar cada um dos seguintes:

(a) Determine o posto de A.
(b) Encontre uma base ortonormal para R(A).
(¢) Encontre uma base ortonormal para N(A).

(d) Encontre a matriz B que € a matriz de posto 1 mais préxima de A. (A distincia entre as matrizes é medida

utilizando a norma de Frobenius.)

(e) Seja B a matriz pedida na parte (d). Use os valores singulares de A para determinar a distancia entre A e
B (isto &, use os valores singulares de A para determinar o valor de ||[B — A ).
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Algebra Linear Numérica

Neste capitulo, consideramos métodos computacionais para resolver problemas de
dlgebra linear. Para entender esses métodos, vocé deve estar familiarizado com o tipo
de sistema de numeracio utilizado pelo computador. Quando os dados sio lidos no
computador, eles sdo traduzidos em seu sistema de numeros finitos. Esta traducéo
normalmente envolve algum erro de arredondamento. Erros de arredondamento adi-
cionais ocorrerdo quando as operagdes algébricas do algoritmo forem executadas. Por
causa de erros de arredondamento, ndo podemos esperar obter a solug¢io exata para
0 problema original. O melhor que podemos esperar é uma boa aproximacio para
um problema ligeiramente perturbado. Suponha, por exemplo, que querfamos resolver
Ax = b. Quando os elementos de A e b sdo lidos no computador, erros de arredonda-
mento geralmente ocorrem. Assim, o programa vai realmente tentar calcular uma boa
aproximagfo para a solucdo de um sistema da forma (A4 + E)x =b. Um algoritmo §é
dito ser estdvel se produzir uma boa aproximacgio para a solucdo exata para um pro-
blema ligeiramente perturbado. Algoritmos que normalmente iriam convergir para a
solucfo em aritmética exata poderiam muito bem deixar de ser estdveis, devido ao
crescimento do erro nos processos algébricos.

Mesmo com um algoritmo estdvel, podem surgir problemas que sio altamente sensfveis as
perturbagdes. Por exemplo, se A € “quase singular”, as solucdes exatas de Ax =be (A + E)x =
b podem variar muito, mesmo que todos os elementos de E sejam pequenos. A maior
parte deste capitulo é dedicada a métodos numéricos para resolver sistemas lineares.
Vamos prestar especial atencfio ao crescimento do erro e da sensibilidade dos sistemas
a pequenas alteracdes.

Outro problema muito importante em aplicagdes numéricas é o problema de encon-
trar os autovalores de uma matriz. Dois métodos iterativos para a computacio de auto-
valores sfio apresentados na Se¢do 6. O segundo destes métodos é o poderoso algo-
ritmo QR, que faz uso dos tipos especiais de transformacgdes ortogonais apresentado
na Secdo 5.

Na Secdo 7, vamos examinar métodos numéricos para a resolucdo de problemas de
minimos quadrados. No caso em que a matriz dos coeficientes € deficiente em posto.
faremos uso da decomposi¢do em valores singulares para encontrar a solucio particu-
lar por minimos quadrados que tem a menor norma 2. O algoritmo de Golub—Reinsch
para o cdlculo da decomposi¢do em valores singulares também serd apresentado nessa
secdo.
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'7.| Nuémeros em Ponto Flutuante®

Definicdo

Ao resolver um problema numérico em um computador, esperamos obter a resposta exata.
Algum erro € inevitdvel. Podem ocorrer erros de arredondamento inicialmente quando os
dados sdo representados no sistema de ndmeros finitos do computador. Outros erros de
arredondamento podem ocorrer quando as operagdes aritméticas sfo realizadas. Esses erros
podem crescer a tal ponto que a solucdo computadorizada pode ser completamente ndo con-
fidvel. Para evitar isso, temos de compreender como os erros computacionais ocorrem. Para
isso, devemos estar familiarizados com o tipo de niimeros utilizados pelo computador.

Um nidmero de ponto flutuante na base b ¢ um ndmero da forma
I A
JR— JE— PO —_— X
b b bt
ondet,d,, d,, ...,d, b e e sdo todos inteiros ¢

0<di<b—-1 i=1,...,¢t

O inteiro ¢ se refere ao nimero de digitos e isso depende do comprimento da palavra
do computador. O expoente e & restrito a estar dentro de certos limites, L =< ¢ = U, que
também dependem do computador especifico. A maioria dos computadores utilizam a base
2, embora alguns usem outras bases, como 8 ou 16. Calculadoras de médo geralmente usam
a base 10.

EXEMPLO ! Os seguintes sdo niimeros decimais (base 10) em ponto flutuante com cinco digitos:

0.53216 x 107*
—0,81724 X 10*
0,00112 X 108
0,11200 X 10°
Observe-se que os nimeros 0,00112 X 10% e 0,11200 X 10° sdo iguais. Assim, a repre-

sentacdo de ponto flutuante de um ndmero ndo precisa ser exclusiva. Nimeros de ponto
flutuante que s8o escritos sem zeros a esquerda sdo ditos normalizados. =

EXEMPLO Z (0,236), X 82¢(0,132), X 8*sdo niimeros em ponto flutuante normalizados de trés

digitos na base 8. Aqui, (0,236), representa

2 3 6
+

-+ =+ ==

g 8 g3
Assim, (0,236), X 82 é a representacio de ponto flutuante na base 8 do niimero decimal
19,75. Da mesma forma,

(0,132)5 x 8* A O S o
R = — — — X =

* g ' 8 ' & =
Para melhor compreender o tipo de sistema numérico com que estamos a trabalhar, um

exemplo muito simples pode ajudar.

*Embora no Brasil se use a virgula para separar as partes inteira e decimal de um nfimero, todas as linguagens
de programaciio usam o ponto para a separacio. Por este motivo usaremos ponto flutuante em vez de virgula
flutuante nesta tradugfo. (N. T.)
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EXEMPLO 3 Suponhaquer=1,L = —1,U = 1eb = 10. Hi 55 nimeros em ponto flutuante

Definicio

de um dfgito neste sistema. Estes sdo

0,401 x 101,402 x 107!, ..., £0,9 x 107!
40,1 x 10°, £0,2 x 10°, ..., 40,9 x 10°
40,1 x 10", £0,2 x 10", ..., +0,9 x 10’

Apesar de todos esses niimeros se encontrarem no intervalo [—9, 9], mais de um terco dos
niimeros tém um valor absoluto inferior a 0,1 e mais de dois tercos tém valor absoluto menor
que 1. A Figura 7.1.1 ilustra como os nimeros de ponto flutuante no intervalo [0, 2] estdo
distribuidos. |

L il I 1 L i L i L 1 ! |

0 01 i 2

Figura 7.1.1

A maioria dos numeros reais devem ser arredondados de forma a ser representados
como nimeros de ponto flutuante de ¢ digitos. A diferenca entre o nimero de ponto flutu-
ante x’ ¢ o niimero original x € chamada de erro de arredondamento. O tamanho do erro de
arredondamento ¢ talvez mais significativo quando comparado com o tamanho do nimero
original.

Se x ¢ um nimero real e x* € a sua aproximacdo de ponto flutuante, entdo a diferenca
x" — x é chamada de erro absoluto ¢ 0 quociente (x' — x) / x é chamado de erro rela- -
tivo.

Tabela |
‘Ndmero real Representacio decimal Erro absolute Erro relativo
X em 4 digitos x’ x' —-x x' —x)x
s - ——~ 4810
62.133 0,6213 X 10 3 02.133
1
o - ——=1,6%x10""
0,12658 0,1266 X 10 2 X 10 6329
—0,003 .
2 2 _ -3 ’ = —6,4 X10"
47,213 04721 X 10 3,0 X 10 47.213
3,142 — 7 .
m 03142 X 10' 3142 — m=4 X 107 ————=~13X10

k

Quando se aplicam operagdes aritméticas a nimeros em ponto flutuante, erros de arredon-
damento adicionais podem ocorrer.

EXEMPLO 4 Sejama’ = 0,263 X 10* e b’ = 0,446 X 10" ndmeros em ponto flutuante de trés

digitos. Se estes ndmeros sdo somados, a soma exata serd

a + b =0,263446 x 10*
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No entanto, a representagéo de ponto flutuante desta soma € 0,263 X 10%. Esta, entdo, deve
ser a soma computada. Vamos denotar a soma de ponto flutsante por fl(a'+ b"). O erro
absoluto da soma é

fl@ +b)—(d+b)=-446
e 0 erro relativo é
—4,46
— 7~ —0,17x 1072
0,26344 x 104

O valor real de a’b’ é 11.729,8; no entanto, fl(a’b’) é 0,117 X 10° O erro absoluto no
produto é —29,8 e o erro relativo é de aproximadamente —0,25 X 1072, A subtracdo e a
divisdo em ponto flutuante podem ser feitas de uma maneira semelhante. B

O erro relativo na aproximagio de um mimero x por sua representacfio em ponto flutu-
ante x” é normalmente representado pelo simbolo 8. Assim,

x'—x ,
, ou x' =x(14+6)

x ey
| 6] pode ser limitado por uma constante positiva €, chamada de precisdo da mdquina ou
épsilon da mdquina. O épsilon da maquina € definido como o menor mimero em ponto
flutuante e para o qual

6=

fld+e)>1

Por exemplo, se o computador usa ntimeros em ponto flutuante de trés digitos, entfo
FI(1 40,499 x 107%) = 1

enquanto
fI(1 +0,500 x 1073 = 1,01

Portanto, o épsilon da maquina seria 0,500 X 1072

A aritmética de dupla precisdo-padrio do IEEE usa a base b = 2 e r = 52 digitos. Neste
caso, o épsilon da maquina é e = 272,

Decorre de (1) que, se a’ e b’ sdo dois nimeros de ponto flutuante, entio

fl@ +by = (@ +b)(1+8)
fl@b) = (@'b)(1+8)
fl@ =b) = (d = b)(1+85)
fl@ =0y = (@ +bHYA+6y)
Os &, sdo erros relativos e terdo todos valores absolutos inferiores a e. Observe no Exemplo
4 que 8§, = —0,17 X 1073, 6,~ —0,25 X 102e e = 0,5 X 1072,
Se os niimeros com que vocé estd trabalhando envolverem alguns pequenos erros, as
operagOes aritméticas podem combinar esses erros. Se dois niimeros concordam em & digi-
tos decimais e um nidmero é subtraido do outro, haverd uma perda de digitos significativos

em sua resposta. Neste caso, o erro relativo na diferenca serd muitas vezes tio grande
quanto o erro relativo em qualquer um dos nimeros.

EXEMPLO 5 Seja ¢ = 3,4215298 ¢ d = 3,4213851. Calcular ¢ — d e 1/ (¢ — d), utilizando
aritmética de ponto flutuante com seis digitos decimais.
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Solucdo

I. O primeiro passo & representar ¢ e 4 como niimeros de ponto flutuante com seis

digitos decimais:

¢ =0,342153 x 10!
d' = 0,342139 x 10!

Os erros relativos em ¢ e d sfo, respectivamente:

¢ —c

~ 0,6 x 1077

d—d

e ~14x107°

d

IL flic' —d)=c" —d =0,140000 X 1073. O valorrealde ¢ — d € 10,1447 X 1073. Os
erros absoluto e relativo ao aproximar ¢ — d por fl(c’ — d') sfo, respectivamente,

fl(c' —d) — (¢ —d) = —0,47 x 1073

[l —d)—(c—d) _

c—d

~ —3,2 x 1072

Observe que a grandeza do erro relativo na diferenca é mais de 10 vezes o erro

relativo em ¢ ou d.

ML fI[1/c’ —d')] = 0,714286 X 10" ¢ a resposta correta com seis digitos significativos é

c —

~ 0,691085 x 10*

Os erros absoluto e relativo sdo aproximadamente 232 e 0,03, respectivamente. B

PROBLEMAS DA SECAO 7.1

1.

Encontre a representacdo em ponto decimal flutuante
de trés digitos, de cada um dos seguintes niimeros:
(a) 2312 (b) 32,56

(c) 0,01277 (d) 82.431

. Encontre o erro absoluto e o erro relativo quando

cada um dos nimeros reais no Problema 1 € apro-
ximada por um ndmero de trés digitos de ponto
decimal flutuante.

. Represente cada um dos seguintes como nimeros

de ponto flutuante de cinco digitos na base 2:
(@) 21 (M) 3
(c) 9,872 (d) —0,1

. Use aritmética de ponto decimal flutuante de qua-

tro digitos para fazer cada uma das seguintes ope-
racdes e calcule os erros absoluto e relativo em

suas respostas:

(a) 10.4204-0,0018  (b) 10.424 —10.416

(¢) 0,12347 —0,12342 (d) (3626,6) - (22,656

. Sejam x, = 94,210, x, = 8631, x, = 1440, x, =

133 e x; = 34. Calcule cada um dos seguintes, uti-
lizando aritmética de ponto flutuante decimal de
quatro digitos:

(@) (((xy + x2) + x3) + x4) + x5

(b) x; + ((x2 + x3) + (x5 +x5))
(€) (((x5 + x4) +x3) + x2) + 3y

. Qual seria o épsilon de maquina para um computa-

dor que utiliza aritmética de ponto flutuante de 1¢
digitos base 10?

. Qual seria o épsilon de mdquina para um computa-

dor que utiliza aritmética de ponto flutuante de 3¢
digitos base 27

. Quantos niimeros de ponto flutuante existem nc

sistema, sef = 2, L= -2, U=2eb =27

'7.2 Eliminacdo Gaussiana

Nesta secdo, discutimos o problema da resolucédo de um sistema de r equacdes lineares em
n incdgnitas por eliminac@o gaussiana. A elimina¢fo gaussiana é geralmente consideradz
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o mais eficiente método computacional, uma vez que envolve a menor quantidade de ope-
ragOes aritméticas.

Eliminacfio Gaussiana sem Intercimbios

Seja A = A" = (a") € uma matriz ndo singular. Entdo A pode ser reduzida & forma estrita-
mente triangular usando as operagdes sobre linhas I e II1. Para simplificar, vamos supor que
a reducdo pode ser feita usando apenas a operacio sobre linhas III. Inicialmente temos

Passo 1.

Passo 2.

¢y 1) (h

dyy  dypy o dyy,

(H [§)] h

A=A Gyy Gy v Ay
(1) (1) D)

Gy a4, Ty

Seja m,, = a;\ /a})’ parak = 2, ..., n [pela nossa hipétese, a!!’ # 0]. A primeira etapa
do processo de eliminagfo € aplicar a operagio sobre linhas Il # — 1 vezes para elimi-
nar os elementos abaixo da diagonal na primeira coluna de A. Observe-se que m,, é 0

multiplo da primeira linha que deve ser subtraido da linha k. A nova matriz obtida serd

(SOROY (1)

dyp dp e Ay,

(2) (2)

4D _ 0 ay - @y,
@ )

0 Ay 70 Gy

em que

(2) 0] (1)

a; = ay —maag; R<k=<n 2<j<n)

A primeira etapa do processo de eliminago exige n — 1 divisdes, (n — 1)* multi-
plicagdes e (n — 1)* adi¢des/subtracdes.

Se a} # 0, entdo ele pode ser usado como um elemento pivd para eliminar
al, .., a% . Parak = 3, ..., n, defina
2
iy = %2
20
22

e subtraia m,, vezes a segunda linha de A® da linha 4. A nova matriz obtida serd

(1) (1) (1) M
ayy dp Gz 4y
e )
0 ay ay - ay
3
A =1 o 0 ag) a;i)
(3) 3
0 0 a,; al?
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O segundo passo requer n — 2 divisdes, (n — 2)* multiplicacdes e (n — 2)? adi-
¢Oes/subtracdes.

Apbs n — 1 passos, vamos acabar com uma matriz estritamente triangular U = A®. A
contagem de operagSes para todo o processo pode ser determinada como se segue:

nn-—1)

Divises: n— 1D+ n—-2)+---+1= 2

- —1
Multiplicagdes: (n — 1)> + (n — 2)? 4.+ 12 = "2 = DO =D

6
n2n —Hn —1
Adicdes e/ou subtragdes: (n— 1) 4 ...+ 12 = ( 6)( )
O processo de eliminacfo é resumido no seguinte algoritmo:
Algoritmo 7.2.1  Eliminacio Gaussiana sem Intercimbios
— Parak=1,2,...,n—1
— Parak=i+1,....n
(@) _
Defina my; = —-%; [desde que al.(i') #= 0]
i
Para j=i+1,....n
Defina a,ij-H) = a,f? — mk,-a,.(j’:)
Fim lago para
— Fim lago para
> Fimlago para =

Para resolver o sistema Ax = b, podemos aumentar A por b. Assim, b seria armazenado
em uma coluna extra de A. O processo de reducfio poderia ser feito usando o Algoritmo
7.2.1 e deixar j variarde i + Ll an + 1 em vezde i + 1 a n. O sistema triangular poderia
entdo ser resolvido por substituigdo reversa.

A maior parte do trabalho envolvido na resolucdo de um sistema AX = b ocorre na
redugdo de A i forma estritamente triangular. Suponha-se que depois de ter resolvido
AXx = b queremos resolver um sistema Ax = b,. Conhecemos a forma triangular U do
primeiro sistema e, consequentemente, gostariamos de ser capazes de resolver o novo
sistema sem ter que atravessar o processo de reducio inteiro novamente. Podemos fazer
isso se fizermos uso da fatoragdo LU discutida na Secdo 5 do Capitulo 1 (ver Exemplo
6 dessa se¢do). Para calcular a fatoracfo LU, devemos manter o controle dos ndmeros
my, utilizados no Algoritmo 7.2.1. Esses nimeros sdo chamados de multiplicadores. O
multiplicador m,; é o miltiplo da i-ésima linha que € subtrafdo da k-ésima linha durante a
i-ésima etapa do processo de reducfio. Para ver como os multiplicadores podem ser usa-
dos para resolver Ax = b, é 1til ver o processo de reducfo em termos de multiplicacdes
de matrizes.

Fatoracdo Triangular

A primeira etapa do processo de redugdo consiste em multiplicar A por n — 1 matrizes
elementares. Obteremos

A® =E, - Ey3EynAY
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sendo
1
0 1
En = —m 0 - 1
0 0 0 1
Cada E,, € nfo singular, com
1
0 1
-1 . .
Ekl - mgyp 0 -0 1
0 O 0 1
Seja
1
: —my 1
My=Ey - EyEy=|"ma 01
-my; 00 -+ 1
Logo, A® = M|A. A matriz M, é ndo singular e
1
myi 1
]\41—1 =E2_11E3_11"'En_11 — [m3 0 1
my, 0 0 -0 1

De forma similar,

A® = E,p . EpEpnA®?
= MA®
=M M{A

na qual

0 1
My=Ey- - Ep= 9 —m 1

0 —my 0 -0 1




366 Capitulo Sete

c
1
0 1
M{l = 0 ms; 1
0 Myo 0 1

Ao fim do processo de redugio, temos
U=A" =M, - MM A
Segue-se que
—lar—1 —1
A=M My ---M_,U

Os M, ! sdo multiplicados para dar a seguinte matriz triangular inferior quando eles sdo
tomados na ordem dada:

1 0 0 . 0

maoy 1 0 0

I — Ml—1M2—1 . Mnill — m.31 M3 1 0
Myl Mpy Wz o0 ]

Logo, A = LU, onde L ¢ triangular inferior e U & triangular superior.

EXEMPLO | Scja

A=
3 4 6

2 3 1
4 1 4
A eliminac@o pode ser efetuada em dois passos:

23 1) (2 3 1) [2 3 1
4 1 4] =10 -5 2110 -5 2
3.4 6 0 -3 2 0 0 43

2

Os multiplicadores para o passo 1 foram m,, =2 e m,, = % e o multiplicador para o passo

2 foi my, = %. Sejam

1 0 0 1 0 0
L = mMai 1 0 = 2 1 0
ms31 N3y 1 % 1—10 1
€
2 3 1
U=10 -5 2
0 0 473
O leitor pode verificar que LU = A. u

Uma vez que A tenha sido reduzida a forma triangular e a fatorag¢do LU tenha sido deter-
minada, o sistema AX = b pode ser resolvido em dois passos.
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Passo |. Substituicdo Direta. O sistema AX = b pode ser escrito sob a forma
LUx=Db
Sejay = Ux. Segue-se que
Ly=LUx=b

Logo, podemos encontrar y resolvendo o sistema triangular inferior

yi =b
ma1y1 + y2 =b,

m31y1 +m3y: + ¥3 = b3

My1y1 +Mp2ys +Mp3y3+ -+ Yy = bn

Segue-se da primeira equag@o que y; = b,. Este valor pode ser usado na segunda
equacio para obter y,. Os valores de y, e y, podem ser usados na terceira equagio
para obter y; e assim por diante. Este método de resolucfo de um sistema triangu-
lar inferior é chamado substituicdo de direta.

Passo 2. Substituicdo Reversa. Uma vez que y tenha sido determinado, precisamos somente
resolver o sistema triangular superior UX = y para encontrar a solugfo x do sis-
tema. O sistema triangular superior € resolvido por substituicao reversa.

EXEMPLO 2 Resolva o sistema
2x1 4+ 3%+ x3=—4
)+ x+4x35= 9
3x) +4x, + 6x3= 0

Solucdo
A matriz de coeficientes para este sistema ¢ a matriz A do Exemplo 1. Umavezque Le U
tenham sido determinados, o sistema pode ser resolvido por substituicdo reversa.

10 0]-4) »n=-4
30
3 w0 1D 0) y=0-dy - Ly=43

2 3 1| -4 21+ 3%+ x3=—-4 x= 2
0

-5 21 17 —5x + 2x3= 17 Xy =-=3
0 0 43143 43x3=43 x3= 1
A solugfio do sistema é x = (2, —3, 1) E

Algoritmo 7.2.2 Substituicdes Direta e Reversa

Parak=1,...,n
k—1
Defina y; = by — Z M Vi
i=1

Fim laco para
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Parak=n,n-—1,...,1

Y — E HijX;

J=k+1
Defina x;, =
Uik

Fim laco para |
Contagemn de OperagBes O Algoritmo 7.2.2 requer n divisdes, n(n — 1) multiplicacdes e

n(n — 1) adigdes/subtracdes. A contagem total da operacéo para resolver um sistema Ax = b
utilizando os Algoritmos 7.2.1 e 7.2.2 é entéio

w\»—
o\u- =

Multiplicagdes/divisdes: i
+

w\»—a w\
t\)y»—‘ :

Adigdes/subtracdes: n
Em ambos os casos, %n3 € o termo dominante. Diremos que resolver um sistema por elimi-

nagéio de Gauss envolve cerca 4n° multiplicagdes/divisdes e n’ adigdes/subtragdes.

Armazenamento N#o € necessario armazenar os multiplicadores em uma matriz separada
L. Cada multiplicador m,; pode ser armazenado na matriz A no lugar do elemento a'” elimi-
nado. Ao final do processo de reducéo, A estd sendo usada para armazenar os #, e 0s iy

Ui Uz Uin—1 Uin
nar o U2 Uz n—1 U
Mp1 My Mun—1 Unn

O Algoritmo 7.2.1 falha, se, em qualquer etapa, o}’ é 0. Se isso acontecer, é preciso
realizar trocas de linha. Na préxima secdo, veremos como incorporar trocas em nosso

algoritmo de eliminac@o.

PROBLEMAS DA SECAO 7.2

1. Seja
1 1 1
2 4 1

-3 1 -2

A=

Fatore A em um produto LU, onde L € triangular
inferior com 1’s na diagonal e U ¢ triangular supe-
rior.

2. Seja A a matriz do Problema 1. Use a fatoragio
LU de A para resolver Ax = b para cada uma das
seguintes opgdes de b:

(a) 4,3, —13)7 (b) 3,1, —10)F
(©) (7,23,0)7

3. Sejam A e Bmatrizesn X nesejax € R

(a) Quantas adi¢cdes e multiplicacdes escalares
sdo necessérias para calcular o produto Ax?

(b) Quantas adigdes e multiplicacdes escalares
430 necessdrias para caleular o produto AB?

(¢) Quantas adigbes e multiplicages escalares
s80 necessdrias para calcular (AB)x? Para cal-
cular uma A(BXx)?

4. Seja A € R™", B € R™ e x, y € R%. Suponha
que o produto Axy’B é computado das seguintes
maneiras:

@ (Axy")B
(i) ((4x) yNB
(a) Quantas adicdes e multiplicagdes escalares sdo

necessdrias para cada um desses cdlculos?

(b) Compare o ntimero de adi¢oes e multiplica-
¢Oes escalares para cada um dos trés métodos
quando m = 5, n = 4 e r = 3. Que método é
mais eficiente nesse caso?

5. Seja E, a matriz elementar formada subtraindo «
vezes a linha i da matriz identidade da linha .

(a) Mostre que E,, = [ — ae.e].

(b) SejaE,; =1 — Bee] . Mostreque E,E, =1 —
(e, + Be,)e] .

(c) Mostre que E' =1 — ce el

6. Seja A uma matriz n X n com fatorag¢do triangular
LU. Mostre que

det(A) = uyuan -

(iy (Ax)(y'B)

*Usnn



7. Se A é uma matriz n X n simétrica com fatoracdo
triangular LU, entdo A pode ser ainda fatorada em
um produto LDL' (onde D é diagonal). Elabore um
algoritmo semelhante ao Algoritmo 7.2.2 para re-

solver LDL” x = b.

8. Escreva um algoritmo para resolver o sistema tri-

diagonal
ar b
(SR

X1
X2
Xn—1
a1 bnfl X,
ap

Cp—y

di
>

dnAl
dl'l

por eliminagdo gaussiana com os elementos dia-
gonais como pivds. Quantas adicSes/subtracdes e

multiplicagdes/divisdes sdo necessarias?

9. Seja A = LU, onde L é triangular inferior com 1’s

na diagonal e U € triangular superior.

(a) Quantas adicdes e multiplicacOes escalares sdo
necessdrias para resolver Ly = e; por substitui-

cdo direta?

10.

11.
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(b) Quantas adi¢Ses/subtragdes e multiplicagdes/
divisdes sdo necessdrias para resolver Ax =
¢;7 A soluglo e; de AX = e;, serd a coluna j de
AN

(¢) Dada afatoragdo A = LU, quantas multiplica-
cOes/divisGes e adi¢cSes/subtracdes adicionais
s80 necessdrias para calcular A™'?

Suponha que A~! ¢ a fatoragdo LU de A j foram

determinadas. Quantas adi¢des e multiplica-

¢Oes escalares sdo necessdrias para calcular

A7b? Compare esse nimero com o nimero de

operacdes necessarias para resolver LUX = b

usando o Algoritmo 7.2.2. Suponha que temos

vdrios sistemas para resolver com a mesma
matriz de coeficientes A. Vale a pena calcular

A7 Explique.

Seja A uma matriz 3 X 3 e suponha que A pode ser

transformada em uma matriz triangular inferior Z,

usando apenas as operagdes sobre colunas do tipo

111, ou seja,

AEl E2E3 =L
nas quais E;, E,e F; sdo matrizes do tipo III. Seja
U= (E EE;)"

Mostre que U é triangular superior com 1's na
diagonal e A = LU. (Este problema ilustra uma
versdo coluna da eliminag¢3o gaussiana.)

'7.3 Estratégias de Pivotamento

Nesta secfo, apresentamos um algoritmo para elimina¢fo gaussiana com trocas de linhas.
Em cada etapa do algoritmo, serd necessdrio escolher uma linha pivo. Podemos evitar
muitas acumulagdes desnecessarias de grande erro pela escolha das linhas pivd de uma

forma razoavel.

Eliminacdo Gaussiana com Trocas

Considere o seguinte exemplo:

EXEMPLO | Seja

A =

6
4
2

—4 2
21
-1 1

Queremos reduzir A a forma triangular, utilizando as operacdes sobre linhas I e III. Para
controlar as trocas, vamos usar um vetor linha p. As coordenadas de p serdo denotadas por
pD), p(2) e p(3). Inicialmente, definimos p = (1, 2, 3). Suponha-se que, na primeira etapa
do processo de reducio, a terceira linha € escolhida como a linha piv6. Entdo, em vez de
trocar as primeira e terceira linhas, vamos trocar os primeiro e terceiro elementos de p.
Definindo p(1) = 3 e p(3) = 1, o vetor p torna-se (3, 2, 1). O vetor p € usado para acom-
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panhar o reordenamento das linhas. Podemos pensar em p como uma nova numeracio das
linhas. O reordenamento ffsico real das linhas pode ser adiado até o final do processo de
redugdo. A primeira etapa do processo de reducdo € realizada da seguinte forma:

linha

p3) =1 6 —4 2 0 —1 -1
=2 14 2 1]l=1lo 4
p(h)y=3 2 -1 1 2 -1 1

Se, na segunda etapa, a linha p(3) € escolhida como a linha pivd, os elementos de p(3)
e p(2) sdo trocados. A etapa final do processo de eliminaciio ¢é realizada entdo como se
segue:

p@=1 {0 =1 -1 0 -1 —1
p®=2 J0o 4 —t|l={0o o -5
ph=3 |2 -1 1 2 -1 1

Se as linhas sfo reordenadas na ordem (p(1), p(2), p(3)) = (3, 1, 2), a matriz resultante
estard na forma triangular estrita:

p(H)y=3 2 -1 1

p2)=1 0 -1 -1

p(3) =2 0 0 -5
Se as linhas tivessem sido escritas na ordem (3, 1, 2) para comecar, a redugdo teria
sido exatamente a mesma, exceto que nio haveria nenhuma necessidade de comutacoes.

Reordenar as linhas de A na ordem (3, 1, 2) € o mesmo que pré-multiplicar A pela matriz
de permutacgéo:

0 0 1
P=31 0 0
01 0

Vamos realizar a redugéio de A e PA simultaneamente e comparar os resultados. Os multi-
plicadores utilizados no processo de reducdo foram de 3, 2 ¢ —4. Estes serfio armazenados
no lugar dos termos eliminados e incluidos em caixas para distingui-los dos outros elemen-
tos da matriz.

6-4 2 3l-1-1 311
A=1{4 2 1| > |2 4-1| > |2=4-5
2-1 1 2-1 1 27101
2-1 1 2-1 1 2-1 1
PA=}6-4 2| - |3-1-1|—= |3-1-1
4 2 1 2 4-1 274 -5

Se as linhas da forma reduzida de A s3o reordenadas, as matrizes reduzidas resultantes
serfio as mesmas. A forma reduzida de PA agora contém as informacdes necessarias para
determinar a sua fatoracfo triangular. Realmente,

PA=LU
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em que
1 0 0 2 -1 1
/ L=13 1 0 e U=1}10 -1 -1
2 —4 1 0 0 =5 =

No computador, ndo € realmente necessdrio comutar as linhas de A. N6s simplesmente
consideramos a linha p(k) como a linha k e usamos a,,,; no lugar de a, .

Algoritmo 7.3.1 Eliminagio de Gauss com Comutagdes

| — Parai=1,...,n
’ Defina p(i) =i

‘s Fim lago para

— Para i = 1,....n
(1) Escolha um elemento pivo a,j).; dos elementos

Ap(iy,is Ap(i+1),is - -« Ap(n),i

(Estratégias para fazer isto serdo discutidas adiante nesta se¢do)
(2) Comute os elementos deie j de p.
3 Parak=1i+1,...,n

Defina mpu.i = ap),i/apG.i

Paraj:i+1,...,ﬂ
l: Defina Api),j = Op.j — Mpk),iGpi),j

Fim laco para
Fim laco para

s Fim laco para =

Observacles

1. O multiplicador m,,,, € armazenado na posigdo do elemento a,,; eliminado.

2. O vetor p pode ser usado para formar uma matriz de permutacdo P, cuja linha i é a
linha p(i) da matriz identidade.

3. A matriz PA pode ser fatorada em um produto LU, onde

Ap(k),i sek <1

M p(k),i sek > i
i =41 sek=1i € uy=

0 sek < i 0 sek >

4, Como P ¢ nlo singular, o sistema Ax = b é equivalente ao sistema PAx = Pb. Seja
¢ = Pb. Como PA = LU, segue-se que o sistema € equivalente a

LUx=¢
5.Se PA=LU,entdo A = P7'LU = P'LU.

Decorre das Observagdes 4 e 5 que se A = PTLU, entdo o sistema AX = b pode ser
resolvido em trés passos:

Passo |, Reordenacdo. Reordenar os elementos de B para formar ¢ = Pb.
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Passo 2. Substituigdo direta. Resolva o sistema Ly = ¢ para y.
Passo 3. Substituicdo reversa. Resolver Ux =y.

EXEMPLO 2 Resolva o sistema

6X1 — 4XQ + 2.)C3 = -2
4X1 + 2xz + X3
2x1 — X2+ xz3=—1

li
S

Solucio
A matriz de coeficientes deste sistema é a matriz A do Exemplo 1. P, L e U ja foram deter-
minadas, ¢ podem ser usadas para resolver o sistema da seguinte forma:

Passo I. ¢ =Pb = (-1, =2,4)T

Passo 2.y, = -1 y, = —1
3y, + v, = -2 y,=-2+3=1
2y, — 4y, ty, =4 v.=4+2+4=10
Passod. 2x) —x,+ x,, =—1 x; =1
—x— x =1 x =1

~5x5, =10  x;=—2

A solucdo do sistema éx = (1, I, —2)7. =

E possivel fazer a eliminagio gaussiana sem trocas de linhas se os elementos da diago-
nal ai’ sdo diferentes de zero em cada etapa. No entanto, em aritmética de precisdo finita,
os pivos a_’ que sio quase nulos podem causar problemas.

EXEMPLO 3 Considere o sistema

0,0001x; + 2x, =4
X1+ x =3

2 3,9997\7
X = ,
1,9999° 1,9999
Arredondando para quatro casas decimais, a solugéo & (1,0001; 1,9999)”. Vamos resolver o
sistema com aritmética de ponto flutuante decimal de trés digitos:

0,0001 2 ‘ 4 N 0,0001 2 ‘ 4
1 113 0 —0,200 x 10° | —0,400 x 10°

A solug@o exata do sistema é

A solugio calculada é x' = (0, 2)". H4 um erro de 100% na coordenada x,. No entanto,
se comutarmos as linhas para evitar os pequenos pivds, ento a aritmética decimal de trés
digitos da

1 1 ‘ 3 N 1 1 ‘ 3
0,0001 2|4 0 2,001 4,00
Neste caso, a soluggo calculada é x' = (1, 2)7. =

@) 4 @

Se o pivd a;” é pequeno em valor absoluto, os multiplicadores m,, = a/a serfo

grandes em valor absoluto. Se houver um erro no valor calculado de af, ele serd multi-
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plicado por m,;.. Em geral, os multiplicadores grandes tendem a contribuir para a propa-
gacdo de erro. Em contraste, os multiplicadores que sdo menores que 1 em valor abso-
luto, geralmente retardam o crescimento de erro. Pela selecdo cuidadosa dos elementos
pivd, podemos tentar evitar pivés pequenos e 20 mesmo tempo manter os multiplicado-
res inferiores a 1 em valor absoluto. A estratégia mais comumente usada para fazer isso
¢é chamada de pivoramento parcial.

Pivotamento Parcial
No i-ésimo passo do processo de redugfo, existem n — i + | candidatos a elemento pivo:
Ap(i),is Ap(i+1),is - -+ > Apn),i

Escolher o candidato a

L COm maior valor absoluto,

Ayl = max |a ;
I P(/)J| i§k§n| p(k),z|

e trocar os i-ésimo e j-ésimo elementos de p. O elemento pivd a,;,, tem a propriedade

pli)i

lapay.il = 1ap@,il

parak =i+ 1, ..., n. Logo, todos os multiplicadores satisfarfio
Apk),i
Impuy.il = 2O <
Apiy,i

Poderiamos sempre levar as coisas um passo adiante e fazer pivotamento completo.
No pivotamento completo, o elemento pivd é escolhido para ser o elemento de miximo
valor absoluto entre todos os elementos nas linhas e colunas restantes. Neste caso,
devemos manter o controle tanto das linhas como das colunas. No i-ésimo passo, o
elemento a,,,, é escolhido de forma que

lapiaon! = max |apeqeel
i<s<n

i<t<n

Os i-ésimo e j-€ésimo elementos de p sfo trocados, ¢ 0s i-é€simo e k-ésimo elementos
de q sdo trocados. O novo elemento pivd é a,,,,. O grande inconveniente do pivo-
tamento completo é que a cada passo devemos procurar um elemento pivé entre os
(n — i + 1)? elementos de A. Isso pode ser muito custoso em termos de tempo de
computador.

PROBLEMAS DA SECAO 7.3

1. Sejam (@ (8,1,20)7
0 3 1 1 (b) (=9, -2, -7
A=1]1 2 =2 e b= 7 (© (4. 1,117
2 5 4 [ -1 ] 3. Seja
(a) Reordene as linhas de (Ajb) na ordem de (2, 3, 1) 1 3 6 ]
e, em seguida, resolva o sistema reordenado. A=1_1 _4 5 e b=|l1
(b) Fatore A em um produto PTLU, onde P ¢é a 2 4 —6 [ 4]
matriz de permutagfo correspondente a reor-
denacdo da parte (a). Resolva o sistema AXx = b usando pivotamento
2. Seja A a matriz do Problema 1. Use a fatoracio parcial. Se P ¢ a matriz de permutacio correspon-
PTLU para resolver Ax = ¢ para cada uma das se- dente & estratégia de pivotamento, fatore PA em

guintes opgoes de ¢: um produto LU.
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4. Seja

3 2 5
=33 ¢ v=[2]

tacdo determinada pelas colunas pivo. Fatore
PAQ em um produto LU.

(c) Use a fatoragio LU da parte (b) para resolver
o sistema AX = c.

resolva o sistema Ax = b utilizando pivotamento 7. A solugiio exata do sistema

completo. S-eJa P a.rnAatrlZ de perrputagao detern}p 0.6000x; -+ 2000x, = 2003

nada pelas linhas pivo ¢ Q a matriz de permutago

determinada pelas colunas pivd. Fatore PAQ em 0.3076x, — 0,4010x, = 1,137

um produto LU. éx = (5, 1)". Suponha que o valor calculado de x,
. Seja A a matriz no Problema 4 e seja ¢ = (6, —4). ¢ x', = 1 + e Use esse valor na primeira equacfio

Resolva o sistema Ax = ¢ em duas etapas: e encontre x,. Qual serd o erro? Calcule o erro re-

(a) Facaz = Q'x eresolva LUz = Pc para . lativo em x; se € = 0,001.

(b) Calculex = Qz. 8. Resolva o sistema no Problema 7 utilizando arit-

. Sejam

5 4 7
A=12 -4 31,

2 8 6
2 5

b=|-5|, c=|-4
4 2

(a) Use pivotamento completo para resolver o sis-
tema AX = b.

(b) Seja P a matriz de permutacéio determinado
pelas linhas pivo, e seja O a matriz de permu-

10.

mética decimal de ponto flutuante de quatro di-
gitos e eliminacdo gaussiana com pivotamento
parcial.

. Resolva o sistema no Problema 7 utilizando arit-

mética decimal de ponto flutuante de quatro di-
gitos e eliminag¢do gaussiana com pivotamento
completo.

Use aritmética de ponto decimal flutuante de qua-
tro digitos e dimensione o sistema no Problema 7
multiplicando a primeira equagio por de 1/2000 e
a segunda equacdo por 1/0,4010. Resolva o siste-
ma dimensionado usando pivotamento parcial.

'7.4 Normas Matriciais e Condicionamento

Nesta secio, nos preocuparemos com a precisdo das solugbes computadorizadas de sis-
temas lineares. Que precisdo podemos esperar das solucdes a serem computadas e como
podemos testar esta precisdo? A resposta a estas perguntas depende muito em quéo sensi-
vel a matriz de coeficientes do sistema € a pequenas mudancas. A sensibilidade da matriz
pode ser medida em termos do seu condicionamento. O condicionamento de uma matriz
ndo singular € definido em func¢fio de sua norma e da norma de sua inversa. Antes de dis-
cutir condicionamento, é necessirio estabelecer alguns resultados importantes sobre os
tipos-padrdo de normas matriciais.

Normas Matriciais

Assim como as normas vetoriais sdo usadas para medir o tamanho dos vetores, as normas
matriciais podem ser usadas para medir o tamanho das matrizes. Na Secdo 4 do Capitulo
5, introduzimos uma norma em R™*", que foi induzida por um produto interno em R”*%,
Essa norma foi referida como a norma de Frobenius e foi escrita | -||,. Mostramos que a
norma de Frobenius de uma matriz A pode ser calculada como a raiz quadrada da soma dos
quadrados de todos os seus elementos:

n m 1/2
lAlF= (DD a} )
j=l i=1

Na verdade, a equacdo (1) define uma familia de normas matriciais, uma vez que define
uma norma em R™"para qualquer escolha de m e n. A norma de Frobenius tem uma série
de propriedades importantes:
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I. Se a, representa o j-ésimo vetor coluna de A, entdo

0 om 172 " 172
lAlF = <22a5) = (Z lta;ll%)
j=1

j=1i=1

II. Se 4, representa o i-ésimo vetor linha de A, entfio

m n 1/2 n 1/2
IAlF = (Z Za?,-> = (Z IlﬁfH%)
i=1

i=1 j—=1
m 172
i=1

m 172
< [Z BYHES n%} (Cauchy-Schwarz)
i=1

= [|All7 Ixll2
IV. Se B = (b,,..., b)) é uma matriz n X r, segue-se das propriedades I e III que

IAB|F = [[(Aby, Abs, ..., Ab)|F
- 1/2

(Z HAbiH%)
i=1

- 1/2
< |AlF <Z b n%)
i=1

= [AlrlBlF

III. Sex € R”, entdo

1/2

z

2
1AX]|, = <Z af,-x])
=1

: =1

H4 muitas outras normas que poderfamos usar em R™” além da norma de Frobenius.
Qualquer norma usada deve satisfazer as trés condigdes que definem as normas em geral:

() |A|=0el|A|=0seecsomentese A =0
i) [od = |al|A]
(i) |4 + B =|A[ + | B|

As familias de normas matriciais mais Uteis satisfazem também a propriedade adicio-
nal

(v) |AB] = ||A]l|| B]|

Em consequéncia, consideraremos apenas familias de normas que t€m esta propriedade
adicional. Uma consequéncia importante da propriedade (iv) € que

A" < A"

Em particular, se |A| <1, entdo ||A*]| — 0 quando n — .
Em geral, uma norma matricial ||- [|,,em R™" ¢ uma norma vetorial | - |[em R* seriam
compativeis se

IlAX]lv < [[AlslIxllv
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para todo x € R”. Em particular, decorre da propriedade III da norma de Frobenius que a
norma matricial || ||, e a norma vetorial |||, sio compativeis. Para cada uma das normas
vetoriais-padrio, podemos definir uma norma matricial compativel usando a norma veto-
rial para computar um operador norma para a matriz. A norma matricial definida desta
forma é dito ser subordinada 4 norma vetorial.

Normas Matriciais Subordinadas

Podemos pensar em cada matriz m X n como uma transformagfo linear de R”em R™. Para
toda a familia de normas vetoriais, podemos definir um operador norma, comparando
JAx|| e || x| para cada x ndo nulo e fazendo

1A] = max J2X1
e

@

Pode ser mostrado que existe um X, particular em R" que maximiza ||Ax|)/|| x|, mas a
demonstragio estd além do escopo deste livro. Supondo que ||Ax|/||x|| sempre pode
ser maximizada, mostraremos que (2), na verdade, nfo define uma norma em R™*".
Para fazer isso, temos de verificar que cada uma das trés condi¢bes da defini¢do sdo
satisfeitas:

(i) Paratodo x # 0,

fAx||
>
Ix]]
e, em consequéncia,
. [1AX]|
Al = mdx —— >
x#0 [|x]|

Se |A|| = 0, entdo Ax = 0 para todo x € R”. Isto implica que
a,=Ae; =0 para j=1,...,n

e, portanto, A deve ser a matriz nula.

" . Nl Ax|] - 1 Ax|]
(ii) [|aAl = max = |o| mdx —— = || [|A]|
x#0  [x]| x#0 x|
(iii) Se x # 0, entdo
A+ B
1A + B|l = mdx (A + B)x|
x#0 x|l
- AX[| + [| Bx]|
T xA0 fIxI1
- N1 Ax]l - 1Bx|]
< max max
x£0  [|x|| x#£0 x|
= ||A] + ||B]|

Assim, (2) define uma norma em R™*". Para cada familia de normas vetoriais || - |, podemos
entdo definir uma familia de normas matriciais por (2). As normas matriciais definidas por
(2) seriam subordinadas as normas vetoriais ||- ||
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Teorema 7.4, Se afamilia de normas matriciais || - ||, ¢ subordinada & familia de normas vetoriais || - |,
entdo, ||+ |, & || - li, sdo compativeis e as normas matriciais || - ||, satisfazem a propriedade (iv).

Demonstracdo  Se X € qualquer vetor ndo nulo em R”, entdo

IAxly _ . [Ayly
< méx
Ixllv v20  |ylly

= | Allm

e, portanto,
IAX]ly < [[Alla Xy

Uma vez que esta dltima desigualdade também ¢ valida se x = 0, segue-se que |- {|.¢ || [lv
sdo compatfveis. Se B é uma matriz n X r, entdo, uma vez que |- ||, € || * ||, sdo compativeis,
temos

[ABx|ly < [Allul Bxlly < [|AllslIBllnmlIxllv
Logo, para todo x # 0

| ABx|ly
———— =< Al Blix
Ixlv
e, portanto,
. IABx|ly
IABlly = mix ———— < [[Allul|Blim
A0 x|y B

E uma tarefa simples calcular a norma de Frobenius de uma matriz. Por exemplo, se
4 2
St

JAlr = @+ 0+ 2+ )12 =6

Por outro lado, néio € tdo ébvio como calcular |A}| se |-
nada. Acontece que a norma matricial

entdao

é uma norma matricial subordi-

. AX(l2
|All> = méx
x#£0 X2
¢ dificil de calcular; no entanto,
. 1Ax(l
Al = médx
x#£0 |[X][y
e
IA] . NAX]oo
T |xllso

podem ser facilmente calculadas.

Teorema 7.4.2 Se A é uma matriz m X n, entdo

m
1Al = max [ layl
1<j<n =
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I<i<m

IAlloo = max [ > a;|
j=1

Demonstracdo  Demonstraremos que

m
Al = méx { > fayl
1<j<n P

e deixaremos a demonstrag¢io do segundo enunciado como um exercicio. Seja

m

m
a = mix Zlaijl = Z ik
I<j=n < pry

i=1
Isto é, k € o indice da coluna em que o maximo ocorre. Seja x um vetor arbitrdrio em R”;

entdo
n n n T
AX = Zaljxj, Zagjxj, ey Zamjxj
j=1 j=1 j=1
e segue-se que
1AX]y =D 1) aix;
i=1 | j=I
m n
<30 laix; |
i=1 j=I
n m
= |51 Z lagj
j=1 i=1
<o) xjl
j=1
= a|x||;
Logo, para qualquer vetor ndo nulo x em R”,
Il Ax{ly
Il —
e, portanto,
1A,
[ Ally = mdx < (3)
x#0 [1X]fy
Por outro lado,
lAerll: = llall = «
como |le,]|, = 1, segue-se que
AX Ae
1Al = mix Ax|[; . 1Ae 1 Y 4@
x#0 [[x]y lex s
Juntas, (3) e (4) implicam que 1Al = a. B
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EXEMPLO | Sejam

3 2 4 =3
5 -2 -3 5
A=1 52 | 6 4
111
Entao
NA =141+ 1 =3 +]—6l+ |1} =14
e

[Allee =151+ =2+ =3[+ 5] =15 =

A norma 2 de uma matriz é mais dificil de calcular, jd que depende dos valores singulares
da matriz. De fato, a norma 2 de uma matriz € seu maior valor singular.

Teorema 7.4.3 Sec A é uma matriz m X n com decomposi¢io em valores singulares U X V7, entdo
lAll, =01 (o maior valor singular)

Demonstracde Como U e V sdo ortogonais
1Al = JUEVT |2 = | 2>
(Ver Problema 42.) Agora,

. 1Zx|l2
| X = max
x#0  ||x|l2

n 1/2
(Z(mxif)
. i=1
=max ————
x40 n 172
i=1 )

=<0

Entretanto, se escolhermos x = e,, entdo

1 Zxl2
= (71
Ixll2
€, portanto, se segue que
IAll2 = 1Zll2 = o1 L
Corolario 7.4.4 Se A = U X V7 é ndo singular, entdo
1
AT 2 = —
n
Demonstragdo  Os valores singulares de A~ = V X717, arranjados em ordem decres-
cente, sao
1 1 i
J— Z z PR Z J—

On ~ Op-t g
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Portanto,

1

A7, = — =
Gn

Condicionamento

As normas matriciais podem ser usadas para estimar a sensibilidade de sistemas lincares a
pequenas mudangas na matriz de coeficientes. Considere o exemplo seguinte:

EXEMPLO 2 Resolva o seguinte sistema:

Definicio

2,0000x, + 2,0000x, = 6,0000
2,0000x, + 2,0005x, = 6,0010
Se usarmos aritmética decimal em ponto flutuante de cinco digitos, a solucfo calculada

serd a solugdo exata x = (1, 2)”. Suponha-se, no entanto, que sejamos forcados a usar arit-
mética decimal em ponto flutnante de quatro digitos. Logo, em lugar de (5), temos

&)

2,000x, + 2,000x, = 6,000
2,000x, + 2,001x, = 6,001
A solugdio calculada do sistema (6) serd a solucdo exata x’ = (1, 2)%.
Os sistemas (5) e (6) concordam, exceto pelo coeficiente a,,. O erro relativo neste coe-
ficiente é

(©6)

/ -—
$2 792 . 0.00025
an

Entretanto, os erros relativos nas coordenadas das solucdes x e X’ sdo

’ ’
X7 — X1 Xy — X2
1 2
_ 1’0 e P _0’5 B

X1 X2

Uma matriz A € dita mal condicionada se mudancas relativamente pequenas nos ele-
mentos de A causam erros relativamente grandes nas solugdes de Ax = b. A é dita bem
condicionada se mudancas relativamente pequenas nos elementos de A causam erros
relativamente pequenas nas solugdes de Ax = b.

Se a matriz A é mal condicionada, a solucfo calculada de Ax = b, em geral, ndo serd
precisa. Mesmo se os elementos de A podem ser representados exatamente como nimeros
de ponto flutuante, pequenos erros de arredondamento que ocorrem no processo de redu-
¢do podem ter um efeito dréstico sobre a solugdio calculada. Se, no entanto, a matriz for
bem condicionada e a estratégia adequada de pivotamento for utilizada, devemos ser capa-
zes de calcular as soluges com bastante precisdo. Em geral, a precisdo da solugio depende
do condicionamento da matriz. Se pudéssemos medir o condicionamento de A, esta medida
poderia ser usada para derivar um limite para o erro relativo na solucio calculada.

Seja A uma matriz n X 7 ndo singular e considere-se o sistema Ax = b. Se x é a solucdo
exata do sistema e x' € a solugdo calculada, entdo o erro pode ser representado pelo vetor
e =x —x'. Se|-| ¢ uma norma em R", entZo | e[| é uma medida do erro absoluto e ||e|/|x | é
uma medida do erro relativo. Em geral, nfio temos nenhuma maneira de determinar os valores
exatos de |je| e | e]/|x|. Uma das formas de testar a precisdo de x’ € colocd-lo de volta no
sisterna original e ver o qudo perto b’ = Ax’ estd de b. O vetor

r=b—-b' =b— AX
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é chamado de residuo e pode ser facilmente calculado. A quantidade

b — AX|| il

IIbil bl

¢é chamada de residuo relativo. O residuo relativo é uma boa estimativa do erro relativo? A
resposta a esta pergunta depende do condicionamento de A. No Exemplo 2, o residuo para
a solugio calculadax’ = (2,1) T¢é

r = b — AX' = (0;0,0005)7

O residuo relativo em fungdo da norma = é

0,0005
Irlloe _ 999054 600083
bl 6,0010
e o erro relativo é dado por
lellos _
Xl

O erro relativo € superior a 6000 vezes o residuo relativo! Em geral, vamos mostrar que
se A é mal condicionada, entfio, o residuo relativo pode ser muito menor do que o erro
relativo. Para matrizes bem condicionadas, no entanto, o residuo relativo e o erro relativo
sd0 bastante proximos. Para mostrar isso, precisamos fazer uso das normas de matrizes.
Lembre-se de que se || - | ¢ uma norma matricial compativel em R, entdo, para qualquer
matriz n X n C e qualquer vetor y € R”, temos

ICyl = IICH iyl %
Agora
r=b— Ax' = Ax — Ax' = Ae
¢ em consequéncia
e=A"lr

Segue-se da propriedade (7) que
el < A= fixl

e
el = [ Ael < A1 el

Portanto,
Il ven < A=ty e @®)
1Al

Agora x € a solugio exata de Ax = b e, portanto, x = A~'b. Pelo mesmo raciocinio usado
para derivar (8), temos

I[bll 1
— < <A b 9
Al = Ixl < 1A b ©)

Segue-se de (8) e (9) que

1
bed Il gL

TAIL A~ I~ Ixl — bl
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O nimero ||A] |A™"| € chamado de condicionamento de A e sera escrito cond(A). Logo,

U lell _ llel _ cond(A) (rll (10)
cond(A) [bl| — [Ix|l bl
A desigualdade (10) relaciona o tamanho do erro relativo le|l/||x]| ac residuo relativo [T/
Ib]l. Se o condicionamento € préximo de 1, o erro relativo e o residuo relativo serdo pro-
ximos. Se o condicionamento é grande, o erro relativo pode ser muitas vezes maior que o
residuo relativo.

EXEMPLO 3 Scia

4 5

1f 5 -3
-1 _ =
A _3[—4 3]

Al =9e]A . = %. (Usamos | - ||.. porque € fécil de calcular.) Logo,

condo(A) =9- 5 =24

A=[3 3

Entio

Teoricamente, o erro relativo na solucdo calculada do sistema Ax = b pode ser até 24 vezes
o residuo relativo. ]

EXEMPLO 4 Suponha que x' = (2,0; 0,1)7 é a solucdo calculada de

3x1 +3x, =6
dxy 4+ 5x, =9

Determine o residuo r e o residuo relativo || r{../|b|..

(- 2 139 - (5

Il _ 05 _ 1

Solucdo

Iblee 9 18 =

. . 1
Podemos ver por inspecdo que a solugdo real do sistema do Exemplo 4 é x = [ 1 ] .0
erro e € dado por

e=x—x =]}
“ETEEA 09
O erro relativo € dado por

lelw 1,0

Ixlloo 1

O erro relativo € 18 vezes o resfduo relativo. Isto ndo € de surpreender, jd que cond(4) = 24.
Os resultados serfio similares se usarmos || - fj;. Neste caso,

[rll; 08 4 lelfy 1,9 19

b~ 15 75 L, 2 20
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O condicionamento de uma matriz ndo singular realmente fornece uma boa informagio
sobre se A é bem ou mal condicionada. Seja A’ uma nova matriz formada alterando-se
ligeiramente os elementos de A. Seja E = A" — A. Logo, A’ = A + E onde os elementos
de E sfo pequenos em relagfio aos elementos de A. A serd mal condicionada se para algum
E as solucdes de A’x = b e Ax = b variam grandemente. Seja X' a soluco de A'’x = b e
x a solucéio de Ax = b. O condicionamento nos permite comparar a mudanga na solugéo
relativa a x' & mudanca relativa na matriz A:

x=A"b=A"TAXY =AY A+ E)X =x + A'EX
Logo,
x—x = A'EX
Usando a desigualdade (7), vemos que

Ix— x| < A~ IEN X
ou

Ix —x'll O IE|
—_— A E|l = cond(A) — 11
Tl < AT HIE] = cond( )||A|] an

Retornemos ao Exemplo 2 e vejamos como a desigualdade (11) se aplica. Sejam A e A’
as duas matrizes de coeficientes no Exemplo 2:

: 0 0
E=A-A= [0 0,0005]
c
4o_ [ 20005 2000
=|=2000 2000

Em funcédo da norma %, o erro relativo em A €

lEle  0,0005

lAllso  4,0005

~ 0,0001

e o condicionamento é
cond(A) = [|Alloo 1A so = (4,0005)(4000,5) ~ 16.004
O limite no erro relativo dado em (11) € entdo

cond(A)% =AY | E|| = (4000,5)(0,0005) ~ 2

O erro relativo real para os sistemas no Exemplo 2 é

X =Xl _ 1

X[l 2

Se A é uma matriz 7 X n néo singular e calcularmos seu condicionamento usando a
norma 2, entdo temos

1 a1
condz(A) = |Al2[lA™ |2 = o

Se o, for pequeno, entdio cond,(A) serd grande. O menor valor singular, o, ¢ uma medida de
quéo perto a matriz esté de ser singular. Logo, quanto mais perto a matriz estiver de ser singu-
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lar, tanto mais mal condicionada ela serd. Se a matriz de coeficientes de um sistema linear estd
proxima de ser singular, entfio pequenas variagSes na matriz devidas a erros de arredondamento
podem resultar em mudangas drésticas na soluggo do sistema. Para ilustrar a relagio entre con-
dicionamento e proximidade a singularidade, vejamos novamente um exemplo do Capitulo 6.

EXEMPLO 5 NaSeco 5 do Capitulo 6, vimos que a matriz 100 X 100 nio singular

I =1 =1 ... —1 —1

0 1 —1 .-~ —1 —1

0 0 1 -~ —1 -1
A=1.

0 0 0 -~ 1 —1

0 0 0 - 0 1

€ realmente muito préxima de ser singular, e para torna-la singular, precisamos somente
mudar o valor do elemento (100, 1) de A de 0 para —-2%. Segue-se do Teorema 6.5.2 que

1
o,= min ||[A—-X|r < —
" X singular I I = 298

logo cond,(A) deve ser muito grande. E ainda mais facil ver que A é extremamente mal
condicionada se usarmos a norma infinita. A inversa de A é dada por

11 2 4 ... 2%
0112 ... 27
A—1=E
0000 ... 2
0000 -.. 20
0000 - 1

As normas infinitas de A e A~' sdo ambas determinadas pelos elementos da primeira linha
das matrizes. O condicionamento pela norma infinita de A € dado por

condog A = [[Allsoll A" oo = 100 x 2%° & 6,34 x 107! =

PROBLEMAS DA SECAO 7.4

1. Determine |- ||, ||*[j € || ||, para cada uma das se- Determine o valor de ||A ||, encontrando 0 méximo
guintes matrizes: valor de f para todo (x,, x,) # (0, 0).
1 0 1 4 3. Seja
@ [o 7] o[, 3 o
© [ @ |2 3 1
% % 1 2 2 Use o método do Problema 2 para determinar o
50 5 Val.or de ||A ]
@ |4 1 0 4. Seja
3 21 3 0 0 0
. 0 -5 0 0
2. Seja D= 0 0 —2 0
A:[(Z) _0] . x:[f] 0 0 0 4
- (a) Calcule a decomposi¢io em valores singula-
e faca

res de D.
S x2) = A2/ x> (b) Encontre o valor de || D}},.




5. Mostre que se D € uma matriz diagonal n X n,
entdo

DIz = méx (1D

6. Se D é uma matriz diagonal # X n, como se com-
param os valores de | D||;, | D], e | D{.? Explique
suas respostas.

7. Seja I a matriz identidade n X n. Determine os
valores de |||, || 7] € || 1]l

8. Seja|*|l, a norma matricial em R™, |- |, a norma
vetorial em R” e [ a matriz identidade n X n.
Mostre que

(a) Se || e |- |lv sdo compativeis, entdo || 1], =

(b) Se |- |y & subordinada a || - ||y, entdo || I];, = 1.
9. Um vetor x em R” pode também ser visto como
uma matrizn X 1 X:

(a) Como se comparam a norma matricial | X].. €
a norma vetorial || x|..? Explique.
(b) Como se comparam a norma matricial || X||; e
anorma vetorial ||x|};? Explique.
10. Um vetor y em R” pode também ser visto como
uma matriz n X 1 Y = (y). Mostre que

@) ||Y]. = |ylk
(b) [Y{, = [l¥lk
11. SejaA = wy',naqual w € R" e y € R". Mostre
que
(a) % =||¥ ||| w|, para todo x # 0 em R".
Xl
() AL =¥l vl
12. Seja
3 -1 =2
A=]-1 2 =7
4 1 4

(a) Determine ||A ||...
(b) Encontre um vetor x cujas coordenadas sdo
*+1 tal que || AX ||, = ||A]l.. (Observe que ||x]..
= 1, logo [[A]l.. = ||AX|L./||x]}.-)
13. O Teorema 7.4.2 enuncia que

n
Al = mix { Y la]
1<i<m P

Demonstre isto em dois passos.
(a) Mostre que

n
I Allo < méx <Z 1a,-_,~1>
1=<i<m im1

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.
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(b) Construa um vetor X cujas coordenadas sdo
+1 tal que

| AXll =
e = 1A%l = méx (; |a,-,-|>

Mostre que |A|lF = A7)

Seja A uma matriz simétrica n X n. Mostre que
1A = AL

Seja A uma matriz 5 X 4 com valores singulares
o, =5,0,=3¢0;= g, = 1. Determine os valo-
res de [A], € || A]lr

Seja A uma matriz n X n.

(a) Mostre que ||A|, = || A

(b) Em que circunstncias serd ||Ajl, = [|A{|¢?
Seja ||+|| uma familia de normas vetoriais € seja
|| -|ls; @ norma matricial subordinada. Mostre que

NAlly = {niﬁle Al

fIx

Seja A uma matriz m X n e sejam || - ||, € | - |, normas
vetoriais em R” e R™, respectivamente. Mostre que

A
ATl = max LA
e Xl

define uma norma matricial em R™*".

Seja A uma matriz m X n. Anorma 1,2de A é dada
por
A
Al s = max 12X
0 |ix]h)

(Ver Problema 19.) Mostre que

- llanll2)

Seja A uma matriz m X n. Mostre que ||A|,, =
1A,

Seja A uma matriz m X n e seja B € R”. Mosire
que

(a) ||AX|| = |A|l;.|/x], para todo x em R".

() |AB, = [A LB

Seja A uma matriz m X n e seja ||+ |;; uma norma
matricial que é compativel com alguma norma ve-
torial em R". Mostre que se A é um autovalor de A,
entdo |A| = {|A .

Use o resultado do Problema 23 para mostrar que
se A ¢ um autovalor de uma matriz estocdstica,
entdo |A| = 1.

Sudoku é um quebra-cabecas popular envolvendo
matrizes. Neste quebra-cabecas sdo dados alguns
elementos de uma matriz A 9 X 9 ¢ pede-se para
preencher os elementos faltantes. A matriz A tem
a estrutura em blocos

lAll 2 = max ([la[l2, lazlz, -

A Ap A
A= |An An Axn
Az An Asx
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Na qual cada submatriz A; € 3 X 3. As regras do
quebra-cabegas sdo que cada linha, cada coluna e
cada submatriz de A deve ser constituida de todos
os inteiros de 1 a 9. Chamaremos uma tal matriz
de matriz sudoku. Mostre que se A é uma matriz
sudoku, A = 45 € seu autovalor dominante.

Seja A; uma submatriz de uma matriz sudoku A
(ver Problema 25). Mostre que se A é um autovalor
de A, entdojA| = 22.

Seja A uma matriz n X n e seja x € R*. Demonstre
@) [AxX[. = n" Al x L.

(b) || Ax|}y = n"|A . ||},

(© n Al =||Al. = n" Al

Seja A uma matriz simétrica n X n com autovalo-

res A, ..., A, € autovetores ortonormais u,, ..., U,.
. . T .

Sejax ER"esejac, =w,xparai= 1,2, ..., 7

Mostre que

@) [14x]3 =) (i)
(b) Sex £ 0, entio

A
min ] < 145 g
1<izn x> l<izn
(© Al = méx i
Seja
1 —0,99
e ]

Encontre A" e cond_(A).
Resolva os dois sistemas dados e compare as solu-
¢Oes. As matrizes de coeficientes sdo bem condi-
cionadas? Mal condicionadas? Explique.

1,0x; + 2,0x; = 1,12

2,0x; + 3,9x, = 2,16

1,000x; +2,011x, = 1,120
2,000x; + 3,982x, = 2,160

1 01
2 2 3

Seja

A=
1 1 2

Calcule cond..(A) = [|A[. |A7"

Seja A uma mafriz nfio singular n X n e seja |||,
uma norma matricial compativel com alguma norma
vetorial em R". Mostre que

cond, (A) =1

Saja

3.

35.

36.

37.

38.

39.

para cada inteiro positivo n. Calcule

(a) A

(b) cond.(A,)

(¢) lim, ,, cond.(4)

Se A € uma matriz 5 X 3 com ||A[|, = 8. cond,(4) =
2 e |A|r = 12, determine os valores singulares de A.
Seja

3 2 5
S T R B

A solugdo calculada usando-se aritmética decimal de

ponto flutuante de dois digitos é x = (1,1; 0,88)".

(a) Determine o vetor residuo r e o valor do resi-
duo relativo 1] |-

(b) Encontre o valor de cond,(A).

(c) Sem calcular a solucio exata, use os resul-
tados das partes (a) e (b) para obter limites
para o erro relativo na solucfo calculada.

(d) Calcule a solucéio exata x e determine o erro
relativo real. Compare seus resultados com os
limites encontrados na parte (c).

Seja
-0,50 0,75 -0,25
A=1-050 025 0,25
1,00 -0,50 0,50

Calcule cond,(A) = |A{l |A™"]):-
Seja A a matriz do Problema 36 e seja

-0,5 0,8 -03
A'=]-05 0,3 0,3
1,0 -05 0,5

Sejam x e x" as solugdes de Ax = b e A'Xx = b,
respectivamente, para algum b € R3. Encontre um
limite para o erro relativo (||x — x'|| )/||x"|J;.

Seja

1 -1 —1 -1 5,00
0 1 -1 =1 1,02
A=10 0o 1 -1 b= 1,04
0 0 0 1 1,10

Uma solu¢fo aproximada de Ax = b é calculada
arredondando-se os elementos de b para o inteiro
mais préximo e resolvendo-se o sistema arredon-
dado por aritmética inteira. A solugdo calculada é
x' = (12,4, 2, 1)". Seja r o vetor residuo.
(a) Determinc os valores de ||r||.. € cond..(A).
(b) Use sua resposta na parte (a) para encontrar um

limite superior para o erro relativo na solucgo.
(c) Calcule a soluc@io exata x e determine o erro
[x = x|,

I

Sejam A e B matrizes néo singulares n X n. Mostre
que

relativo *

cond(AB) = cond(A) cond(B)




40. Seja D uma matriz diagonal nfo singularn X ne

41,

42.

43.

seja

dméx = IIHéX |dii] € dmin = lml’n 1dii1

<i<n <i<n
(a) Mostre que

max

cond; (D) = cond (D) =

(b) Mostre que

dméx

cond, (D) =

min
Seja Q uma matriz ortogonal n X n. Mostre que
@ Q. =1
{(b) cond,(Q) =1
(¢) para qualquer b € R’, o erro relativo na solu-
¢do de Ox = b ¢ igual ao residuo relativo; isto
é
llell2
Ixtl2

_ Il
bl

Seja A uma matriz n X n e sejam Q e V matrizes
ortogonais n X n. Mostre que

(@) QA = A

(B) AV, = A},

© oAV, = A,

Seja A uma matriz m X n e seja o, o maior valor
singular de A. Mostre que se X € y sdo vetores nio

44.

45.

46.

47.
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nulos em R*, entfio cada um dos seguintes enun-
ciados € valido:

xT A
(a) J =0
Ixli2 lyil2
[Sugestdo: Use a desigualdade de Cauchy-—
Schwarz.]
. x"Ay|
=0
0.0 ||x]| {lyll

Seja A uma matriz m X n com decomposi¢io em
valores singulares U = V7. Mostre que

lAxll,
IXIi2

3

X£0

n

Seja A uma matriz m X n com decomposicio em
valores singulares U = VI. Mostre que para todo
vetor x € R”

oulxll2 = 1AX]2 < o1[1X]]2

Seja A uma matriz ndo singular n X n e seja Q uma

matriz ortogonal n X n. Mostre que

(a) cond,(QA) = cond,(AQ) = cond,(A)

(b) se B = Q'AQ, entio cond,(B) = cond,(A)

Seja A uma matriz simétrica nao singular n X n

com autovalores A, ..., A,. Mostre que

max |A;|

1<i<n

condy(A) = ———
2 = 2

1<i=zn

'7.5 Transformagoes Ortogonais

Transformacdes ortogonais sdo das mais importantes ferramentas na algebra linear
numérica. Os tipos de transformacdes ortogonais que serdo introduzidos nesta se¢@o
sdo faceis de manipular e nfo requerem muito armazenamento. Mais importante, 0s
processos que envolvem transformagdes ortogonais sdo inerentemente estdveis. Por
exemplo, seja x € R"e x’ = x + e uma aproximagfo para x. Se Q € uma matriz orto-

gonal, entdo

Ox' = Ox+ Qe

O erro em Ox’ é Qe. Em relacfio 4 norma 2, o vetor Qe tem o mesmo tamanho que e:

1Qell> = liell»

De forma similar, se A’ = A + E, entdo

QA = QA+ QE

IQEl: = IEll

Quando uma transformac@o ortogonal é aplicada a um vetor ou uma matriz, o erro ngo

crescerd em relagdo a norma 2.
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Transformacbes Ortogonais Elementares

Uma matriz ortogonal elementar é uma matriz da forma
Q=1-2uu

onde u € R" ¢ |lul|, = 1. Para verificar que Q é ortogonal, observe que

o' = -2 =7 -2uu” = 0

e
0"0 = Q@ = (I —2uu’)(J — 2uu”)
=1 —4un’ + du(u’ wyu”
=1
Logo, se Q é uma matriz ortogonal elementar, entio
0'=0"1=0

A matriz Q@ = I — 2uu’ é completamente determinada pelo vetor unitdrio u. Em vez
de armazenar todos os n? elementos de Q, precisamos somente armazenar o vetor u. Para
calcular Qx, observe que

Ox = (I —2uu’)x =x — 2qu

onde @ = u’x.
O produto matricial QA é calculado como

QA = (Qala QaQ’ cr Qan)

onde
Qal- = a; — 2(1[[1 o; = uTai

As transformagdes ortogonais elementares podem ser usadas para obter uma fatoracio
QR de A ¢ isto, por sua vez, pode ser usado para resolver um sistema linear Ax = b. Como
na eliminagdo gaussiana, as matrizes elementares s3o escolhidas de modo a produzir zeros
na matriz de coeficientes. Para verificar como isto é feito, consideremos o problema de
encontrar um vetor unitdrio tal que

(I —2uu")x = (@, 0,...,0)" = ae,

para um dado vetor x € R

Transformactes de Householder
Seja H = — 2uu’. Se HX = we,, entdo, como H é ortogonal, temos
la] = [laerll = | Hx]l» = [Ix]]2

Se fizermos & = ||x||, e HX = ae,, entfo, como H & sua propria inversa, temos

x = H(ae)) = ae; — (2u))u) (1)
Logo,
x1 = a(l —2u?)
Xy = —20(Lt11/l2
Xp = —20u 1,
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Resolvendo para os i, obtemos

Se fizermos

o — x| 1/2
u1=—( ) e B =ala—x)
20

entao

—2aqu; = [2a(a — x)]'? = (28)!/?

Segue-se que

1
u= <— > (-2@”%,x2»“"xn)T

2o,

1
T
= “—(.X:] —'as-xzn""xﬂ.)

V2B

Se fizermos v = (x, — @, x,,..., x,)7, entdo

VI3 = (e =) + ) x7 =2a(a —x1)
=2

e, portanto,

vl = V28

Logo,
1 1

V= v
V2B vil2
Em resumo, dado um vetor x € R*, se fizermos
a=|xlz, B=ala—x)
v={(x —oz,xz,...,xn)T
1 1

u= V= v
vl V2B

H:I—ZuuTzl—Eva

entdo
Hx = aey
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A matriz H formada desta forma é chamada de transformacdo de Householder. A matriz H
é determinada pelo vetor v e pelo escalar 8. Para qualquer vetor y € R”,

1 I
Hy = <I — —VVT> y=y— (—VTy) v
B p
Em vez de armazenar todos os n? elementos de H, precisamos somente armazenar v e f3.

EXEMPLO I Dadoovetorx = (4, 4,2), encontre uma matriz de Householder que anulard os dois
Gltimos elementos de x.

Solucido
Faca

a=|x|=6
B=uale—x)=12
v=(x —a x,x) =(=2,427

A matriz de Householder é dada por

1
H=1——w'
12
1 2 2 1
=-12 -1 -2
3l =2 2
O leitor pode verificar que
Hx = 6¢; E

Suponha-se agora que queiramos anular somente os # — k componentes de um vetor
X = (X, .0y Xy Xy ..o X)) Para isto, fazemos xV = (x,, ..., x,_)7 e X2 = (x;, Ypp-- s
x,)%. Sejam IV e I® as matrizes identidade (k — 1) X (k — Den —k+ 1) X (n—k +
1), respectivamente. Pelos métodos descritos, podemos construir a matriz de Householder
HP =17 —(1/8,)v,v] tal que

2
Hk( )X(z) = ”XQ) e
Seja

ARG
] 2

o HY

Segue-se que

M 0 e
ix = 0 Hk(2> [Xm]

7 Og()
1)
T

" 172
E : 2

=} X1, .-, X1, X; ,0,...,0
i=k
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Observacdes

1. A matriz de Householder H, definida pela equacéo (2) é uma matriz ortogonal ele-
mentar. Se fizermos

v=["] e u=(1/Iv]v

Vi

entao

1
H=I——w =71 —-2uw’
Bx

2. H, age como a matriz identidade para as primeiras k — 1 coordenadas de qualquer
VetoryER" Sey (y15~ o Y15 Yo+ 9yn) y(])_(yl9~ s Yi— I)Teya)_(yb~ ’yn >

entio
70 yo g
Hyy = [ 0 H(Z)] [ ) H(2) 1))

Em particular, se y® = 0, entdo Hy =y.
3. Em geral, ndo é necessdrio armazenar a matriz H,. Basta armazenar o vetor v, de di-
mensdon — k + 1 e o escalar 3,.

EXEMPLO 2 Encontre uma matriz de Houscholder que anula os dois tltimos elementos de y =
(3, 4, 4, 2)" enquanto deixa o primeiro elemento inalterado.

Solucio

A matriz de Householder mudard apenas os trés dltimos elementos de y. Estes elementos
correspondem ao vetor x = (4, 4, 2)" em R3. Mas este € o vetor cujos dois dltimos elemen-
tos foram anulados no Exemplo 1. A matriz de Houscholder do Exemplo 1 pode ser usada
para formar a matriz 4 X 4

1 0 0 O
A LR
0 3 -t 2
0 4 -§ 3

que teré o efeito desejado em y. Deixamos ao leitor a verificagdo de que Hy = (3, 6, 0, 0)7.

Podemos agora aplicar as transformacdes de Householder na resoluciio de sistemas line-
ares. Se A é uma matriz n X n nfo singular, podemos usar as transformacoes de Householder
para reduzir A a forma estritamente triangular. Para comecar, podemos encontrar a trans-
formagdo de Householder H, = I — (1/8,)v,v{ que, quando aplicada a primeira coluna de
A, dard um multiplo de e,. Entdo, H,A ser4 da forma

X X X
0 x X
0 x X
0 x X

Podemos entdo encontrar uma transformagio de Householder H, que anulard os n — 2
ultimos elementos da segunda coluna de H A enquanto deixa o primeiro elemento dessa
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coluna inalterado. Segue-se da observagao 2 que H, ndo afetard a primeira coluna de H A,
entdo, a multiplicac@o por H, acarreta uma matriz da forma

X X X - X
0 x x -+ X
HZHIA: O O X X
0 0 x -+ X

Podemos continuar aplicando transformacdes de Householder desta forma até terminar
com uma martriz triangular superior, que chamaremos de R. Logo,

H, ;---HHA=R
Segue-se que
A=H7"mHt - HTYR
=HH,---H,_ R

Seja Q = HH, ... H,_,. A matriz Q € ortogonal ¢ A pode ser fatorada no produto de uma
matriz ortogonal e uma matriz triangular superior:

A= QR
Dépois que A foi fatorada em um produto QR, o sistema Ax = b ¢ facilmente resolvido:
Ax=Db
ORx=Db
Rx = 0'b
Rx=H, - --HHb 3)
Uma vez que H,_, ... H,H b tenha sido calculado, o sistema (3) pode ser resolvido por
substitui¢io reversa. -

Armazenamento O vetor v, pode ser armazenado na k-ésima coluna de A. Como v, tem
n — k + 1 elementos ndo nulos e hd somente n — k zeros na k-ésima coluna da matriz redu-
zida, € necessario armazenar 7y, em outro local. Os elementos diagonais de R podem ser
armazenados em um vetor de dimensfo n ou em uma linha adicionada a A. Os 3, também
podem ser armazenados em uma linha adicional de A:

Vir 2 Fi3 Fi4
Vig V2 F23 7124
V13 V23 V33 F34
via Vg v O

Fi1 F2 133 Ty

B B B 0

Contagem de Operacdes Na solucdo de um sistema # X n por intermédio de transfor-
magdes de Householder, o maior trabalho consiste na reducio de A & forma triangular. O
nimero de operagdes necessdrias ¢ aproximadamente de 37° multiplicagSes, 371° adi¢Ses
e n — 1 raizes quadradas.

Rotacoes e Reflexoes

Frequentemente, serd desejdvel ter uma transformac@o que anula um tinico elemento de um
vetor. Neste caso, € conveniente usar uma rotacdo ou uma reflexfo. Consideremos primei-
ramente o caso bidimensional.
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X
L X g e -
. Y \ 6-o
Figura 7.5.1
Seja
__ [cosO —send _ [ cosé send
~ |sené cos e “Isenf® —cos@
e seja
<o [*1]) = [reosa
T 1xx]  |rsena
um vetor em R?. Entdo
' _ {rcos(60 +w) [ rcos(@ —w)
Rx = [rsen(@—l—a) Gx = [rsen(@—oz)

R representa uma rotacdo no plano de um angulo 6. A matriz G tem o efeito de refletir x
em relacdo a linha x, = [tan(60/2)]x, (ver Figura 7.5.1). Se fizermos cos 6 = x,/re sen 6 =
—Xx,/r, entdo

Rx — [xlcose—xzsené _ [6]

xysend + xp cosd
Se fizermos cos 8 = x,/r e sen 6 = x,/r, entdo

xjcosf +xysenf) |71
xy1senf — xpcosé 0

Gx =

Tanto R quanto G sdo ortogonais. A matriz G € também simétrica. Com efeito, G € uma
matriz ortogonal elementar. Se fizermos u = (sen 6/2, — cos 6/2)7, entdio G = I — 2uu’.

EXEMPLO 3 Sejax = (3, —4)". Para encontrar uma matriz de rotacdo R que anula a segunda

coordenada de x, faca-se
r=+(=32+42=5
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e faca-se

_ [cosf —sen6) | —
T lsen8  cos8@) T

Wl W
Wl lds

O leitor pode verificar que Rx = Se,.
Para encontrar uma matriz de reflexdo G que anula a segunda coordenada de x, calcu-
lam-se r € cos 6 da mesma forma que para a matriz de rotacdo, mas faz-se

X 4
senf = —-2- = =
r 5
e
_[cos6 senf] *% %
T |senf —cos@) — 4 3
5 5
O leitor pode verificar que Gx = Se,. =

Consideremos agora o caso n-dimensional. Sejam R e G matrizes com
rii =rj; = cosd gii = cos0,g;; = —cosf
}"j,'ZSeIIQ, Vij=—56n9 gjizgl-j:sene

er, = g, = 0, paratodos os outros elementos de R ¢ G. Logo, R e G se assemelham 3 matriz
identidade, exceto pelas posi¢des (i, 0), (i, /), G, ) e (j, ). Sejac = cos Be s = sen 0. Se x €

R”, entdo
T
Rx = (xl, s X1, X0 — XS, X, cees Xjo1, XgS +)CjC,)Cj+.1, ...,x,l)
€
T
Gx = (X], ...,X,'_l,x,'C“l-XjS,)Ci_;_l, cees Xj1, X8 — XC, Xy, ...,)Cn)

As transformacdes R e G alteram somente os i-ésimo e j-ésimo componentes de um vetor;
elas ndo tem qualquer efeito nas outras coordenadas. Referir-nos-emos a R como uma rota-
¢do plana e a G como a transformagdo de Givens ou reflexdo de Givens. Se fizermos

Xi Xi
c=—" e s=--L (r:w/xiz—#sz.)
r r

entdo o j-ésimo componente de Rx serd 0. Se fizermos
Xi X j
c=— e §=—
r r

entdo o j-ésimo componente de Gx serd 0.

EXEMPLO 4 Sejax = (5,8, 12)". Encontre uma matriz de rotagiio R que anula o terceiro elemento
de x mas deixa inalterado o segundo elemento de x.

Solucdo
Como R agird somente sobre x; € x;, faca-se
r= x12 + x% =13
X1 5
C=— = —
13
X3 12
§=——=——
r 13
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e faca-se
5 12
¢c 0 —s 5 0 &
=10 1 0}= 0 1 0
s 0 ¢ 12 5
-5 0 3
O leitor pode verificar que Rx = (13, 8, 0)". ]

Dada uma matriz n X r nflo singular A, podemos usar rota¢des planas ou transforma-
¢Oes de Givens para obter uma fatoracdo QR de A. Seja G,, a transformacio de Givens
agindo nas primeira e segunda coordenadas, que, quando aplicada a A, resulta em um zero
na posicéo (2, 1). Podemos aplicar outra transformacio de Givens, G, a G,,A para obter
um zero na posi¢do (3, 1). Este processo pode ser continuado até que os n — 1 dltimos
elementos na primeira coluna tenham sido eliminados:

X X e X
0 x X
Gy GpA=|0 x 0 X
0 X X

Neste passo, as transformacgdes de Givens Gs,, Gy, ..., G, s30 usadas para eliminar os n —
2 ultimos elementos na segunda coluna. O processo é contlnuado até que todos os elemen-
tos abaixo da diagonal tenham sido eliminados.

(Gn7,1_1) s (an s G32)(Gn1 ce Gz])A =R (R triangular superior)
Se fizermos Q" = (G, ) ... (G,p ... G3) (G, ... Gy, entdo A = QR e o sistemaAx = b
¢ equivalente ao sistema
Rx=Q"b

Este sistema pode ser resolvido por substituicdo reversa.

Contagem de Opera¢des A fatoracdo QR de A através das transformacdes de Givens ou
rotagdes planas requer aproximadamente %fl} multiplicacdes, %n3 adicBes e %nz raizes qua-
dradas.

PROBLEMAS DA SECAO 7.5

1. Para cada um dos seguintes vetores X, encontre
uma matriz de rotacdo R tal que Rx = || x|,

b x=00,-1,2),i=1,j=2
(© x=@&1,3),i=2,j=3

— T
@ x=( 1 (@ x=@ 1,3, i=3j=2
() x = (3, -7 3. Para cada um dos vetores X dados, encontre uma
(© x=(-4,3) transformagdo de Householder tal que Hx = ae,,

2. Dado x € R?, define-se

rij = (X,Z _|_x_/2-)]/2 =123

Para cada um dos seguintes vetores, determine
uma transformagdo de Givens G tal que as i-
€sima e j-ésima coordenadas de G;x sejam r; e 0,
respectivamente:

(@x=@31,di=1,j=3

onde o = ||X||:

(@) x=(8, —1, 47
(b) x =(6,2,3)"

(¢) x=(7,4, —4)"

. Para cada um dos seguintes vetores, encontre uma

transformag@o de Householder que anula as duas
dltimas coordenadas do vetor:
(@ x=(5,841"
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(b) x=(4,-3,-2,-1,2)f
Seja
3 3 =2
1 1 1
A=11 -5
5 -1 2

(a) Determine o escalar 8 e o vetor v para a matriz
de Householder H = 1 — (1/B)vv! que anula
os trés dltimos elementos de a,.

(b) Sem formar explicitamente a matriz H, cal-
cule o produto HA.

. Seja
1 2 -4 9
A= 2 6 7 e b= 9
-2 1 8 =3

(a) Use transformacdes de Householder para trans-
formar A em uma matriz triangular superior R.
Transforme também o vetor b; isto &, calcule
b = H H,b.

(b) Resolva Rx = b para x e teste sua resposta
calculando o residuo b — Ax.

. Para cada um dos seguintes sistemas, use uma

reflexdo de Givens para transformar o sistema na
forma triangular superior e entfo resolver o siste-
ma triangular superior:

(@ 3x+8x,= 5

4)6]— }C2=—5
(b) x+4x, =5
X1+2X2:1

(€) 4dx;—4xo+ x3=2
XZ+3X3=2

—3X1 + 3XZ - 2X3 =1

. Suponha que vocé quer eliminar a dltima coorde-

nada de um vetor X e deixar as n — 2 primeiras
coordenadas inalteradas. Quantas operagdes sdo
necessdrias se isto for feito por uma transfor-
mag¢do de Givens G? Uma transformagdo de
Householder H? Se A € uma matriz n X n, quan-
tas operagdes sdo necessdrias para calcular GA
e HA?

. Seja H, = I — 2uu’ uma transformagfo de Househol-

der com

T
u:(Os"'7Osuk7uk+17"'7lln)

Seja b € R" e seja A uma matriz n X n. Quantas
adigdes e multiplicacdes sfo necessdrias para cal-
cular (a) Hb? (b) HA?

Seja 0" = G, , ... G,G,, onde cada G, é uma
transformacio de Givens. Seja b € R e seja A
uma matriz # X n. Quantas adi¢des e multipli-

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

cacdes sfo necessdrias para calcular (a) Q™b? (b)
Q"A?

Sejam R, e R, duas matrizes de rotacfio 2 X 2 e
sejam G, e G, duas transformagdes de Givens
2 X 2. Que tipo de transformagio € cada um dos
seguintes?

(@) RiR,

(b) GG,

(©) RG,

@) GR,

Sejam x e y vetores distintos em R" com ||x||, =
[l¥ |lo- Defina-se

1 T
u=——(xx—-y) e @Q@=1[1-2uu
Ix—v¥l
Mostre que
(@ |x—yl,=2x—y)x
by Ox =y

Seja u um vetor unitdrio em R” e seja
Q=1-2uw’

(a) Mostre que u € um autovetor de Q. Qual € o
autovalor correspondente?

(b} Seja z um vetor no nulo em R” que € orto-
gonal a u. Mostre que z ¢ um autovetor de Q
associado ao autovalor A = 1.

(c) Mostre que o autovalor A = 1 deve ter multi-
plicidade n — 1. Qual o valor de det(Q)?

Seja R uma rotagdo plana n X »n. Qual o valor de

det(R)? Mostre que R nfo é uma matriz ortogonal

elementar.

Seja A = QR, = Q,R,, onde Q, e J, sdo orto-

gonais e R; e R, sfo triangular superiores e nio

singulares.

(a) Mostre que 00, ¢ diagonal.

(b) Como se comparam R, ¢ R,? Explique.

SejaA = xy’, onde x € R”, y € R” e tanto x como

y sao vetores nfo nulos. Mostre que A tem uma

decomposi¢do em valores singulares da forma

HZH,, onde H, e H, sdo transformacfes de

Householder e
o =[x lyl, oa=03=---=0,=0

Ao construir uma matriz de Householder para
anular as 7 — 1 tltimas coordenadas de um vetor

x € R, o escalar « deve satisfazer || = [X],.
Em vez de sempre fazer @ = || x|, € costume fazer
a = —||x}, quando x, > 0. Explique as vantagens
de escolher « desta maneira.
Seja
cosd —senf
= [ sen cos b
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Mostre que se 6 ndo ¢ um muiltiplo inteiro de Este tipo de fatorag@o de uma matriz de rotagio
m, entdo R pode ser fatorada em um produto aparece em aplicagdes envolvendo wavelets™ e
R = ULU, onde bases para filtros.

1 cosf—1 1 0
= send —
U‘[o 1 ] ¢ L—[sene 1J

'7.6 O Problema dos Autovalores

Nesta se¢iio, estamos preocupados com os métodos numéricos para calcular os autovalores
e autovetores de uma matriz A n X n. O primeiro método que estudamos € chamado de
método das poténcias. O método das poténcias € um método iterativo para encontrar o
autovalor dominante de uma matriz e um autovetor correspondente. Por autovalor domi-
nante, queremos dizer um autovalor A, satisfazendo |A,| > |2, i = 2, ..., n. Se os autova-
lores de A satisfazem

[A1] > 1Az] > -+ > |A,]

entfio o método das poténcias pode ser usado para calcular os autovalores um de cada vez.
O segundo método é chamado de algoritmo QR. O algoritmo QR é um método iterativo
envolvendo transformagdes ortogonais de similaridade. Ele tem muitas vantagens sobre o
método das poténcias. Ele ird convergir quer A tenha ou nfio um autovalor dominante, e ele
calcula todos os valores préprios, ao mesmo tempo.

Nos exemplos no Capitulo 6, os autovalores foram determinados pela formagéo do poli-
ndmio caracteristico e o cédlculo de suas raizes. No entanto, este procedimento geralmente
ndo é recomendado para célculos numéricos. A dificuldade é que muitas vezes uma pequena
mudanga em um ou mais dos coeficientes do polindmio caracteristico pode resultar em uma
mudanga relativamente grande nos zeros calculados do polindmio. Por exemplo, considere
o polindmio p(x) = x'°. O primeiro coeficiente é 1 e os coeficientes restantes sfo todos 0.
Se o termo constante € alterado pela adi¢fo de —1071%, obtemos o polindmio ¢(x) = x'° —
107'°. Embora os coeficientes de p(x) e g(x) difiram apenas por 1071, as raizes de ¢(x) tém
todas o valor absoluto de %, enquanto as raizes de p(x) sdo todas 0. Assim, mesmo quando
o0s coeficientes do polindmio caracteristico sdo determinados com precisdo, os autovalores
calculados podem envolver erros significativos. Por este motivo, os métodos apresentados
nesta se¢fo nio envolvem o polindmio caracteristico. Para ver que hd alguma vantagem em
trabalhar diretamente com a matriz A, temos de determinar o efeito que pequenas mudan-
¢as nos elementos de A €m sobre os autovalores. Isto € feito no teorema seguinte.

Teorema 7.6.1 Seja A uma matriz n X n com n autovetores linearmente independentes ¢ seja X a
matriz que diagonaliza A. Isto é,

Ag
Y
X 'AX =D =
An
SeA’ = A + Ee A’ é um autovalor de A’, entfio
min |3 — X;| < conda(X)||E |2 (D

1<i<n

*A palavra wavelet é de uso corrente em portugués em aplicagdes de processamento de sinais. (N.T.)
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Demonstragiic Podemos supor que A’ € diferente de qualquer A, (de outra forma nfio h4
nada a demonstrar). Logo, se fizermos D, = D — Al , entdo D, é uma matriz diagonal
ndo singular. Como A’ é um autovalor de A', é também um autovalor de X'A’X. Logo,
X~'A’X — X' é singular e, portanto, D;' (X~ 'A’X — X'I) é também singular. Mas

DIMX'AX —ND =D'X WA+ E - VDX
=D'XT'EX+1
Portanto, —1 é um autovalor de D;' X 'EX. Segue-se que
|—1| < IDT'XTEX |, < | Dy 2 cond2 (X) | E Iz
A norma 2 de D' é dada por

ID7 2 = méx (3 — 2™
1<i<n

O indice { que maximiza |A" — A;|”' € o mesmo indice que minimiza |A" — A;|. Logo,

min [’ — ;| < cond>(X) [ E|» =

l<i<n

" Se a matriz A € simétrica, podemos escolher um matriz diagonalizante ortogonal. Em
geral, se Q € qualquer matriz ortogonal, entdo

condy(Q) = Q11107 =1

Portanto, (1) € simplificada para

min |2 — A < [E]>

1<i<n

Logo, se A € simétrica e || E]}, é pequena, os autovalores de A" sdo préximos dos autovalores de A.

Estamos agora prontos para falar sobre alguns dos métodos para o célculo dos autova-
lores e autovetores de uma matriz n X n A. O primeiro método que apresentaremos calcula
um autovetor X de A pela sucessiva aplicagdo de A a um vetor dado em R*. Para ver a ideia
por trds do método, suponhamos que A tem 7 autovetores linearmente independentes x,,...
X, € que os autovalores correspondentes satisfazem

[Ar] > |A2f = - = (&) 2)
Dado um vetor arbitrario v, em R, podemos escrever

Vo = ¢1X] + - -+ ayX,
Avg = 1A 1X) + a0 doXp + - WpAnX,

A2V0 = Oll}\,%Xl + Olz)»%Xz + -+ Otn)»ixn
e, em geral,
Akvo = alklfxl + agkém + .-+ ankﬁxn

Se definirmos
vi =AY  k=1,2,...
entdo

1 )¥2 , )\n «
)\—kazale-l-Olz )»_ X+ ---+a, | — X, (3)

1
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Como
. .
—i<1 para i=2,3,...,n
11
segue-se que
ka — X tal que k— o

1

Assim, se o, = 0, entdo a sequéncia {(I/Af Yv,} converge para um autovetor a;X; de A.
Existem algumas dificuldades ébvias com o método que foi apresentado até agora. A
principal dificuldade é que nfio podemos calcular (I/A})v,, ja que A, é desconhecido.
Mas mesmo se A. fosse conhecido, haveria dificuldades porque A tende a 0 ou a *,
Felizmente. porém. ndo temos que dimensionar a sequéncia {v,} usando I/A}. Se os v,
sdo dimensionados de modo a obtermos vetores unitirios em cada etapa, a sequéncia ird
convergir para um vetor unitdrio na direcdo de x;. O autovalor A, pode ser computado ao
mesmo tempo. BEste método de calcular o autovalor de maior magnitude e o autovetor cor-
respondente é chamado de método das poténcias.

(O Método das Poténcias

Neste método, duas sequéncias {v,} e {w,} sdo definidas de forma recursiva. Para comegar,
u, pode ser de qualquer vetor ndo nulo em R”. Uma vez que u, tenha sido determinado, os
vetores V., € U, sdo calculados da seguinte forma:

1. Facav,, = Au,
2. Encontre a coordenada j,,,; de v,,, que tem o valor mdximo absoluto.
3. Faca u,,, = (/0;,.))v,,,.

A sequéncia {u,} tem a propriedade de que, para k = 1, || u, |l. = u; = 1. Se os autovalo-
res de A satisfazem (2) e u, pode ser escrito como uma combmac;ao linear dos autovetores
oXx, + ...+ eXx,coma #0,a sequen01a {u,} ird convergir para um autovetor y de A,. Se
k for grande entfio u, serd uma boa aproximac#o paray e Vi, = Auy, serd uma boa aproxi-
macdo para A;y. Desde a j,-€sima coordenada de u, € 1, segue-se que a j,-ésima coordenada
de v, serd uma boa aproximaco para A,.

Como visto em (3), podemos esperar que os U, irdo convergir para y na mesma pro-
porgiio em que (A, / A))* converge para 0. Assim, se |A,| é quase tdo grande quanto |\ | a
convergéncia serd lenta.

EXEMPLO! Scja

1)

E uma questio ficil determinar exatamente os autovalores de A. Estes acabam por ser
A, =3 e A, = 1, com autovetores correspondentes x, = (1, 1) e x, = (1, —1)". Para ilustrar
como os vetores gerados pelo método das poténcias convergem, aplicaremos o método
comu, = (2, )7

5 1 10
vi=Aw=|,1, w=gvi= 08

2,8 100
V2=All1:[26], Uy = Vz—ll3] 093
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1
1 (41 14 1,00
V3—A02—E[40], ll3—41V3—[j-(1)]~[0,98

Ve = Au ~ [2,98]

2,95

Se u, = (1,00; 0,98)7 ¢ tomado como um autovetor aproximado, entdo, 2,98 é o valor apro-
ximado de A,. Assim, com apenas algumas iteracdes, a aproximacdo para A, envolve um
erro de apenas 0,02. B

O método das poténcias pode ser usado para calcular o autovalor A, de maior magnitude
¢ um autovetor correspondente y;. E sobre os outros autovalores e autovetores? Se pudés-
semos reduzir o problema de encontrar os autovalores restantes para o de encontrar os
antovalores de algumas matrizes (n — 1) X (n — 1) A,, entfo o método das poténcias pode
ser aplicado a A,. Isso pode realmente ser feito por um processo chamado de deflacdo.

Deflacio

A ideia por trds da deflagdo € o de encontrar uma matriz ndo singular H tal que HAH™! scja
uma matriz da forma

4)

Uma vez que A e HAH ' sdo similares, elas tém o mesma polindmio caracteristico. Assim,
se HAH ! é da forma (4), entdo

det(A — Al) = det(HAH ™' — AI) = (A, — A) det(A; — A1)

€ segue-se que os restantes n — 1 valores préprios de A sfo os valores préprios de A;.
A questao permanece: Como € que vamos encontrar uma tal matriz H? Observe que a
forma (4) exige que a primeira coluna do HAH ' seja Ae,. A primeira coluna do HAH' é
HAH'e,. Assim,

HAH 'e; = Ae
ou, equivalentemente,
A(H 'e)) = A1 (H ey)

Entéio H™'e, estd no autoespaco correspondente a A,. Logo, para algum autovetor e, asso-
ciado a A,,

H‘lel =X ou Hx; = ¢

Precisamos encontrar uma matriz. H tal que Hx, = e, para algum autovetor x, associado a
Ay Isto pode ser feito através de uma transformagdo de Householder. Se y, é o autovetor
calculado associado a A, faca-se

1
lyillo

i
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Como | x, |, = 1, podemos encontrar uma transformagio de Householder H tal que
H X =€

Como H é uma transformacéo de Householder, segue-se que H™! = H e, portanto, HAH é
a transformacfo de similaridade desejada.

Reducho a Forma de Hessenberg

Os métodos-padrio de célculo de autovalores sdo todos iterativos. A quantidade de célculo
necessdria em cada iteracdo € muitas vezes proibitivamente alta, exceto se inicialmente A
estd em alguma forma especial com a qual é mais f4cil de se trabathar. Se este ndo for o
caso, o procedimento-padrdo € reduzir A a uma forma mais simples por meio de transfor-
magdes de similaridade. Geralmente sdo usadas matrizes de Householder para transformar
A em uma matriz da forma

X X X X X
X X X X X
0 x X X X
0 0 X X X
0 0 X X X
0 0 0 x x

Uma matriz desta forma ¢é dita estar na forma superior de Hessenberg. Logo, B estd na
forma superior de Hessenberg se e somente se b; = O parai=j + 2.

Uma matriz A pode ser transformada na forma superior de Hessenberg da seguinte
maneira: Primeiro, escolha uma matriz de Householder H, tal que H;A seja da forma

aiy a2 o din
X X ... X
0 X PN X
0 X X
A matriz H, serd da forma
1 0 0
0 x X
0 x X

e, portanto, a pés-multiplicacdo de H,A por H, deixard a primeira coluna inalterada. se

AY = HA H, entdo A" é uma matriz da forma

@ @ )

app A o 4y

¢8) Y] (H

Ay dyy vt

¢Y] (D

0 ap - ay

1) 1

0 o - o
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Como H, é uma matriz de Householder, segue-se que H,' = H, e, portanto, AV é simi-
lar a A. Em seguida, uma matriz de Householder H, é escolhida de forma que

LM D\T 1 L T
Hz(al(z ? a?’) ( )) (a§2)5 aéz)v Xa 07 e 0)

A matriz H, sera da forma

1 0 0 0
01 0 0
0 0 x x| _ [0
. 0| X
0 0 x X

A multiplicagiio de A? & esquerda por H, deixard inalteradas as duas primeiras linhas e as
duas primeiras colunas:

i1 (1) () (€3]

ap 4 4y ot dyy

1 (1) 1 1

aél’ as ag,,) T a?En)

H2A(1) _ 0 X P e
0 0 X e X

0 0 X e X

A p6s-multiplicacdo de H, A" por H, deixard inalteradas as duas primeiras colunas. Logo,
A® = H, AV H, é da forma

X X X X
X X X X
0 x x X
0 0 x X
0 0 x - x

Este processo pode ser continuado até terminarmos com uma matriz superior de Hessen-
berg

H=A"?=H_ - HyHIAH H, - H,
que é similar a A.
Se, em particular, A for simétrica, entdo, uma vez que
T _ T T 4yT AT T g T T
H =H, ,---H, HL A"H ' H, ---H,_,
=Hy - HHAHH,---H, »
=H
segue-se que H € tridiagonal. Logo, qualquer matriz n X n A pode ser reduzida a forma
superior de Hessenberg por transformagdes de similaridade. Se A for simétrica, a reducio
levard a uma matriz tridiagonal simétrica.
Finalizamos esta se¢do esbogando um dos melhores métodos disponiveis para calcular

os autovalores de uma matriz. O método & chamado de algoritmo QR e foi desenvolvido
por John G. F. Francis em 1961.
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Algoritmo R

Dada uma matriz 7 X n A. fatord-la em um produto Q,R,, onde Q, é ortogonal ¢ R, ¢ trian-
gular superior. Defina-se

Al=A=0IR

Ay =07AQi =R
Fatore A, em um produte Q-R-. onde Q, € ortogonal e R, ¢ triangular superior. Defina-se
A3 =07 A20: =R Q>

Observe-se que 4. = (" A0 ¢ A; = (Q, 0)A(Q; 0,) sfo ambas similares a A. Podemos
continuar desta maneira e obter uma sequéncia de matrizes similares. Em geral, se

Ap = OvRy

entdo A._- é definida como R.Q,. Pode ser mostrado que, sob condicSes muito gerais, a
sequéncia de matrizes dafinida desta maneira converge para uma matriz da forma

B x .. x
BQ X

0
B;

na qual os B, sdo blocoes dizagonais de dimensdes 1 X 1 ou 2 X 2. Cada bloco 2 X 2 corres-
ponderd a um par de autovalores complexos conjugados de A. Os autovalores de A serdo
os autovalores dos B. Czse A seja simétrica, cada uma das A, serd também simétrica e a
sequéncia convergird parz uma matriz diagonal.

EXEMPLO Z Seja A, a matriz do Exemplo 1. A fatoragio OR de A, requer somente uma
transformacfo de Givens.

Logo

L(2 1) (2 1) (2 1 2,8 —0.6
Az—GlAG1=§[1 _2] [1 2] [1 —2]:[—0,6 1,2

A fatoracdo QR de A, pode ser realizada com a transformacio de Givens

1 -
Ga 2,8 -0,6 ]

:m -0,6 —28

Segue-se que

2,98 0,22

A3 = G246y ™ [022 1,02

Os elementos fora da diagonal se aproximam de 0 a cada iterac@o e os elementos na diago-
nal se aproximam dos autovalores A, =3 e A, = 1. E
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Ohbservacbes

1. Devido & quantidade de trabalho exigida em cada iteragéo do algoritmo QR, é impor-

tante que a matriz A inicial seja de Hessenberg ou na forma tridiagonal simétrica. Se
nao for esse o caso, deve-se realizar transformacdes de similaridade em A para obter
uma matriz A, que esteja em uma dessas formas.

. Se A, estd na forma superior de Hessenberg, a fatoragdo QR pode ser realizada com

n — 1 transformacdes de Givens.

Guu1--GnGyAr = Ry

Fazendo
Ol =Gppn i+ -GunGyy
temos
A = Qi Ry
e

A1 = O A Ok

Para calcular A, ,, néio é necessdrio determinar Q, explicitamente. Precisamos apenas
nos manter a par das n — 1 transformacdes de Givens. Quando R, é pés-multiplicada
por G,,, a matriz resultante terd o elemento (2, 1) preenchido. Os outros elementos
abaixo das diagonais ainda serfio todos nulos. Pés-multiplicando R,G,, por G, te-
rd o efeito de preenchimento na posi¢io (3, 2). Pés-multiplicando R,G,,G,, por G,
ird preencher a posigiio (4, 3), e assim por diante. Assim, a matriz resultante A,,, =
R,G, Gy, ... G, estard na forma superior de Hessenberg. Se A, é uma matriz simé-
trica tridiagonal, entdio cada A, subsequente estard na forma superior de Hessenberg
e serd simétrica. Assim, A,, As, . . . serfo todas tridiagonais.

. Tal como no método das poténcias, a convergéncia pode ser lenta quando alguns dos

autovalores sdo proximos. Para acelerar a convergéncia, € habitual a introducio de
deslocamentos de origem. Na k-ésima etapa, um escalar o, € escolhido e A, — a, I
(em vez de A,) € decomposta em um produto Q,R,. A matriz A,,, é definida por

Apt1 = R Qr + gl
Observe que
QL ArQr = QL(QkRi + o 1) Qx = Ry Qs + il = Apyy

assim A, € A, sdo similares. Com a escolha adequada das variacdes o, a convergén-
cia pode ser bastante acelerada.

. Em nossa breve discussdo, apresentamos apenas um esboco do método. Muitos dos

detalhes, como a forma de escolher as varia¢®es de origem, foram omitidos. Para uma
discussdo mais aprofundada e uma prova de convergéncia, ver Wilkinson [32].

PROBLEMAS DA SECAO 7.6

1. Seja (b) Aplique uma iteragdo do algoritmo QR a A.
1] (¢) Determine os autovalores exatos de A resol-
A= [ 11 ] vendo a equago caracteristica, e determine
0 autoespago correspondente ao maior auto-
(a) Aplique uma iteragdo do método das potén- valor. Compare as suas respostas com as dos

cias a A, com qualquer vetor inicial ndo nulo. itens (a) e (b).




. Seja

2 1 0] 1

A=]1 3 1 e uy= [ 1 ]

01 2 ' 1

(a) Aplique o método das poténcias a A para
calcular v, u,, v, e u,. (Arredonde para duas
casas decimais.)

(b) Determine uma aproximacgdo A; para o maior
autovalor de A a partir das coordenadas de v;.
Determine o valor exato de A; e compare-o
com Aj;. Qual é o erro relativo?

. Seja
(1 2 (1
=l-1 -1 € W=y

(a) Calcule u,, u,, u, e u,, utilizando o método das
poténcias.

(b) Explique por que o método das poténcias deixa
de convergir no presente caso.

. Seja
11
A=di= [1 3]

Calcule A, e A, utilizando o algoritmo QR.
Calcule os autovalores exatos de A e compare-o0s
com os elementos da diagonal de A;. Em quantas
casas decimais eles coincidem?

. Seja
5 2 2
-2 1 =2
-3

-4 2

A=

(@) Verifique que A, = 4 ¢ um autovalor de A ¢
y; = (2, —2, 1)" é um autovetor associado a A;.

(b) Encontre uma transformacfio de Householder
H tal que HAH seja da forma

4 x x
0 x X

0 x x

(¢) Calcule HAH e encontre os autovalores res-
tantes de A.

. Seja A uma matriz n X n com autovalores reais dis-

tintos A, A,, ..., A,. Seja A um escalar que ndo é um

autovalor de A e seja B = (A — Al)~*. Mostre que

(a) osescalares = 1/(A; — A),j = 1,..., nsd0 0s
autovalores de B.

(b) se x; € um autovetor de B associado a y,, entdo
X; € um autovetor de A associado a A,

(c) seométodo das poténcias & aplicado a B, entéo
a sequéncia de vetores converge para um auto-
vetor de A associado ao autovalor que é mais
préximo a A. [A convergéncia serd rapida se
A estiver muito mais préximo de um A, que

10.

11.

12.

. Seja A uma matriz com autovalores A,, ..
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de qualquer um dos outros. Este método de
cdlculo de autovetores usando poténcias de
(A — AD™! é chamado de mérodo das potén-
cias inverso.]
Sejax = (x,, ..., x,)" um autovetor de A associado
a A. Mostre que se |x;| = ||x].. entdo
n

(a) Za,-jxj = AX;
j=1

d) |A—a;| =< Zlai ;1 (teorema de Gerschgorin)
j=1

J#
. Seja A um autovalor de uma matriz n X n A.
Mostre que
n (versdo coluna
[A—ajl < Z|a,-j| do teorema de
=1 Gerschgorin)

i#
L A€
seja A um autovalor de A + E. Seja X uma matriz
que diagonaliza A e seja C = X 'EX. Demonstre
(a) Para algum i
h=nl <Y eyl
j=l )

[Sugestdo: A é um autovalor de X~'(A + E)X.

Aplique o teorema de Gerschgorin do Problema

7]
(b) min, ;.| A — A;| = cond.(X)|| E|L.
Seja A, = OR,, k = 1, 2, ... uma sequéncia de
matrizes derivada de A = A, pela aplicagfio do al-
goritmo QR. Para cada inteiro positivo &, defina

Pe=01Q02-Qr ¢ Ui=Ri---RoRy
Mostre que
PrApy = AP,

paratodo k = 1.
Sejam P, e U, definidas como no Problema 10.
Mostre que
@ P Uy = PALU=APT
(b) P, U, = A*e, portanto,

(G1Q2 - Q)(Ry -+ RoRy)
€ a fatoraciio QR de A~
Seja R, uma matriz triangular superior k X k e su-
ponha que

onde U, é uma matriz triangular superior com 1
na diagonal e D, € uma matriz diagonal. Seja R4
uma matriz triangular superior da forma

Ry by
07 B
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13.

onde B, ndo € um autovalor de R,. Determine as
matrizes (k + 1) X (k + 1) U,,, ¢ D,,, da forma

submatriz principal inicial de ordem k de R e faca
U=(1).

U x D, 0
Uk+1=[ - k], Dk+1:[ .

Seja R uma matriz triangular superior n X n cujos
elementos diagonais sdo todos distintos. Seja R, a

um algoritmo para encontrar os autovetores de
R. A matriz U de autovetores deve ser triangu-
lar superior com 1 na diagonal.

(b) Mostre que o algoritmo requer aproximada-

] (a) Use o resultado do Problema 12 para derivar

o 1 o7 B

Ri1Upyr = Upy1 Diyy n

mente - multiplicagbes/divisdes em ponto
flutuante.

'7.7 Problemas de Minimos Quadrados

Nesta se¢fo estudaremos métodos computacionais para encontrar solucdes por mini-
mos quadrados para sistemas sobredeterminados. Seja A uma matriz m X n com m = n
e seja b € R Consideraremos alguns métodos para calcular um vetor X que minimiza
b — Ax|f;.

Equactes Normais

Vimos no Capftulo 5 que se X satisfaz as equacdes normais
ATAx = A"b

entdo X é uma solugfio para o problema de minimos quadrados. Se A tem posto completo
(posto n), entdo A’A & ndo singular e, portanto, o sistema tem uma dnica solugdo. Logo, se
A'A € inversivel, um método possivel para resolver o problema, pelo minimos quadrados
é formar as equagSes normais e, em seguida, resolvé-los através da eliminacdo gaussiana.
Um algoritmo para fazer isso teria duas partes principais.

1. Calcular B = A"Aec = A'b.
2. Resolver Bx = c.

Observe que a formagdo das equagBes normais requer aproximadamente mn%/2 multi-
plicacdes. Como A’A € ndo singular, a matriz B é definida positiva. Para matrizes definidas
positivas, existem algoritmos de reducio que exigem apenas a metade do niimero normal
de multiplicagdes. Assim, a solugdo de Bx = ¢ requer aproximadamente #%/6 multiplica-
¢Ges. O maior trabalho, entdo, ocorre na formacéo das equacdes normais, e niio na sua
resolucéo. No entanto, a principal dificuldade com este método é que, na formacio das
equagdes normais, pode-se muito bem acabar transformando o problema em um mal con-
dicionado. Lembre-se da Se¢do 4 que, se x’ é a solugio calculadade Bx = cexéa solucdo
exata, entdo a desigualdade

L m < *”X — x| < cond(B)M
cond(B) fle]l = x| ~ llcll

mostra como o erro relativo se compara ao residuo relativo. Se A tem valores singuia-
res oy = 0, = ... = 0, > 0, entdo cond,(4) = o/0,. Os valores singulares de B sio
ol o0, o’ Logo,
2
91 2
condy(B) = — = [cond,(A)]
o

n
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Se, por exemplo, cond, (A) = 100, entdo o erro relativo na solugdo calculada das equacdes
normais poderia ser 10* vezes maior que o residuo relativo. Por esta razfio, devemos ser
muito cuidadosos sobre como utilizar as equagdes normais para resolver problemas pelo
minimos quadrados.

No Capitulo 5, vimos como usar o processo de Gram—Schmidt para obter uma fato-
racao QR de uma matriz A com posto completo. Nesse caso, a matriz Q era uma matriz
m X n com colunas ortonormais e R era uma matriz n X n triangular superior. No método
numérico que se segue, podemos usar as transformacdes de Householder para obter uma
fatoragdo QR de A. Neste caso, ( serd uma matriz ortogonal m X m ¢ R serd uma matriz
m X n cujos elementos subdiagonais sio todos nulos.

A Fatoracio QR

Dada uma matriz m X n A de posto completo, podemos aplicar n transformacdes de
Householder para anular todos os elementos abaixo da diagonal. Assim,

H,H, ---HIA=R

onde R & da forma

X X X X

X X x

Rl X e X
[0]= L
X

com elementos diagonais ndo nulos. Seja
of
o' =H,-. -H = [

onde Q] € uma matriz n X m consistindo nas n primeiras linhas de Q7. Como Q'A = R,
segue-se que

a=0r=(01 07 ]=ar

Seja

o= [2n] = (1)

As equagBes normais podem ser escritas sob a forma
T HT T HT
ROy QiRix=R; 07D
Como Q/Q, = I e R é ndo singular, esta equagdo € simplificada para
R1X =C

Este sistema pode ser resolvido por substituigdo reversa. A solucdo x = R 'e, serd atinica
solugdo para o problema de minimos quadrados. Para calcular o residuo, observe-se que

oo 2] (5] 2]
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tal que

0

r=0 [cz

] e el = ezl

Em resumo, se A € uma mairiz m X n de posto completo, o problema de minimos qua-
drados pode ser resolvido como se segue:

1. Use transformacdes de Householder para calcular
R=[{,1~--H2H1A € C:Hn---HZHlb

2. Divida R e ¢ em forma de blocos

Ry C
R = CcC =
[ 0 ] [ €
onde R, e ¢, tém n linhas cada.
3. Use substituicfio reversa para resolver R x = ¢,.

A Pseudoinversa

Considere agora o caso em que a matriz A tem posto r < n. A decomposi¢do em valores
singulares fornece a chave para resolver o problema de minimos quadrados neste caso.
Ela pode ser usada para construir uma inversa generalizada de A. No caso em que A é uma
matriz nfo singular » X n com decomposi¢ido em valores singulares U 2 V7, a inversa é
dada por

Al=vz-1iyT

Mais geralmente, se A = U 2 V7 é uma matriz m X n de posto r, a matriz 2 serd uma matriz
m X n da forma

o1
02
— E’ﬁ _ : 0
=% = .
o,
0 e
e podemos definir
AT =vEtuT (1)
onde 2* é a matriz n X m
1
g1
Z+ = 21_1 Y% — 0
O\ 0 i
o,
0 0
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A equagdo (1) fornece uma generalizacio da inversa de uma matriz. A matriz A* definida
por/(l) é chamada de pseudoinversa de A.

E também possivel definir A* por suas propriedades algébricas, dadas nas quatro con-
di¢Ges seguintes:

As Condicoes de Penrose

1. AXA=A
2. XAX = X
3. (AX)" = AX
4. (XAY = XA

Afirmamos que se A é uma matriz s X n, entdo existe uma tnica matriz n X m X que satis-
faz a estas condi¢des. Com efeito, se escolhermos X = A* = V 27U7, entdo ¢ facilmente
verificado que X satisfaz a todas as quatro condigdes. Deixamos isto como um exercicio
para o leitor. Para mostrar a unicidade, suponha-se que ¥ também satisfaz as condi¢des de
Penrose. Entdo, aplicando sucessivamente essas condicdes, podemos raciocinar como se
segue:

X = XAX ) Y = YAY )
=ATXTX 4) =YYTAT 3)
= (AYAT XTx (1) =YYT(AXA)T (1)
= (ATYTy(ATXTHX =YYTAT)(XTAT)
= YAXAX (4) = YAYAX (3)
=YAX (1) = YAX ()

2

Portanto, X = Y. Logo, A* € a Unica matriz satisfazendo as quatro condi¢gdes de Penrose.
Estas condicGes sdo seguidamente usadas para definir a pseudoinversa e A* é muitas vezes
chamada de pseudoinversa de Moore—Penrose.

Para observar como a pseudoinversa pode ser usada na resolucdo de problema de mini-
mos quadrados, consideremos inicialmente o caso em que A € uma matriz m X n de posto
n. Entdo, 2 é da forma

= [
-15)

no qual ¥, é uma matriz n X n diagonal ndo singular. A matriz A’A € ndo singular ¢
ATA) ' =vEioy-tvT
A solu¢do das equagdes normais é dada por
x = (ATA)'ATD
=vETs)-vlivzius
=vE'D)'2fuls
=VvEtuTp
=A"b

Logo, se A tem posto completo, A™b € a solucdo do problema de minimos quadrados.
Agora, o que acontece se A tem posto r << n? Neste caso, hd uma infinidade de solugdes ao
problema de minimos quadrados. O teorema seguinte mostra que néo somente A'b ¢ uma
solucdo, mas é também a solu¢do minima em rela¢fo a norma 2.
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Teorema 7.7.1  Se A é uma matriz m X n de posto r < n com decomposi¢iio em valores singulares
UZX V7, entdo o vetor
x=ATb=VEZ*U"D

minimiza |b — Ax H§ . Além disso, se z é qualquer outro vetor que minimiza | b — Ax ||§,
entdo |z, > X

Demonstracdo  Seja X um vetor em R” e defina-se

c:UTb:[cll e y:VTx:[yl]
(% Y2

onde ¢, e y, sdo vetores em R". Como U” ¢ ortogonal, segue-se que

Ib — Ax|} = |[UTb — Z(VTx)|I3
= [lc — Tyi3

=I1e)- 5 o) ()

2
_ [Cl - Iy ]
C 5

= ller — Syl + leall3

2

Como ¢, ¢ independente de x, segue-se que ||b — AX | serd minimo se e somente se
ller = Zyyi =0

Logo, x € uma solucio ao problema de minimos quadrados se e somente se x = Vy, onde
y é um vetor da forma
Z; 1C 1
Y2

Em particular,

€ uma solucfio. Se z é qualquer outra solucfo, z deve ser da forma

> e
Vy = 1@
Y V[ ¥2 ]

onde y, # 0. Segue-se entdo que

Izl* = IylI* = I e ? + ly2 02 > 127 e = f1x)? E
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Se a decomposi¢io em valores singulares U 2 V7 de A é conhecida, & facil calcular a

solucdo do problema de minimos quadrados. Se U = (u,, ..., u,) e V= (v,, ..., v,), ento,
definindo y = Z*U"b, temos
I, .
yi=—ub i=1,...,r (r = postode A)
Gi
yi=0 i=r+1,...,n
¢, portanto,

viiyr vy + -+ UL

V1YL F vy2 + -+ vy
Atb=vy=| -

Up1 Y1 + U2y2 + -+ Unr Yr
=yvVi+yavo+ -+ yV,
Assim, a solu¢do x = A*b pode ser computada em duas etapas:

1. Definir y, = (I/,)u/b parai = 1, ... r.
2, Fazerx =y, v; + ... - yv,.

Concluimos esta se¢do descrevendo um método para calcular os valores singulares de
uma matriz. Vimos na ultima se¢do que os autovalores de uma matriz simétrica sdo relati-
vamente insensiveis a perturbacdes na matriz. O mesmo & verdadeiro para os valores sin-
gulares de uma matriz m X n. Se duas matrizes A e B sdo proximas, os seus valores singula-
res também devem estar préximos. Mais precisamente, se A tem os valores singulares o, =
0, = ... = g, ¢ B iem os valores singulares w, = w,= ... = w,, entio

ne
loy — ;| < I|1A— Bl i=1,...,n

(ver Datta [20], p. 560). Assim, no célculo dos valores singulares de uma matriz, nao
precisamos nos preocupar que pequenas alteracdes nos elementos de A causem mudancas
drésticas nos valores singulares calculados.

O problema de calcular os valores singulares pode ser simplificado utilizando-se trans-
formagdes ortogonais. Se A tem uma decomposicdo em valores singulares U X Ve B =
HAP”, onde H é uma matriz ortogonal m X m e P ¢ uma matriz ortogonal n X n, entdo B
tem decomposi¢io em valores singulares (HU) 2 (PV)’. As matrizes A e B terfio os mesmos
valores singulares, e se B tem uma estrutura muito mais simples do que A, deve ser mais
féacil calcular os seus valores singulares. Na verdade, Gene H. Golub e William M. Kahan
mostraram que A pode ser reduzida 4 forma bidiagonal superior e a reducfo pode ser reali-
zada por transformacdes de Householder.

Bidiagonalizacio

Seja H, uma transformagfio de Householder que anula todos os elementos abaixo da dia-

gonal na primeira coluna de A. Seja P, uma transformagdo de Householder tal que a pés-

multiplicagdo de H/A por P, anula os dltimos n — 2 elementos da primeira linha de H A,

deixando a primeira coluna inalterada, isto &,
x x 0 -+ 0
0 X X ..
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O préximo passo € aplicar uma transformacio de Householder A, que anula os elementos abaixo
da diagonal na segunda coluna de H,AP,; deixando as primeiras linha e coluna inalteradas

x x 0 -+ 0

0 x x -+ X

0 0 x -+ x
HH{AP, =

0 0 x -+ x

H,I AP, € entdo pés-multiplicada por uma transformacéo de Householder P, que anula os
Gltimos n — 3 elementos da segunda linha enquanto deixa as duas primeiras colunas e a
primeira linha inalteradas:

x x 0 0 0

0 x x O 0

0 0 x x X
HH,AP P, =

0 0 x x X

Continuamos desta maneira até obter a matriz

B=H,---HAP - P
da forma
X X
X X

Como H = H, ... H e P" = P, ... P,_, sd0 ortogonais, segue-se que B tem oS mesmos
valores singularcs que A.

O problema foi agora simplificado para o de encontrar os valores singulares de uma
matriz bidiagonal superior B. Podemos neste ponto formar uma matriz simétrica tridiago-
nal BB e entdo calcular seus autovalores usando o algoritmo QR. O problema com esta
abordagem € que, ao formar B"B, estariamos elevando ao quadrado o condicionamento e,
em consequéncia, nossa solugdo seria menos confidvel. O método que esbogamos produz
uma sequéncia de matrizes bidiagonais B, B,, ... que converge para uma matriz diagonal
2. O método envolve a aplicacfio de uma sequéncia de transformacdes de Givens a B alter-
nadamente a direita e a esquerda.

(O Algoritmo de Golub-Reinsch
Seja
I 0 0
R, = O G6) O
0 0 In—k—l
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Tt 0 0
L= 0 G 0
0 O ik

As matrizes 2 X 2 Gt 0.+ ¢ Gi o+ 350 dadas por

[ cost: sen 6y [ cos e sen @y
G = [sené{; —cosé‘k] e Gloo = [sengok — COS @
para alguns Angulos #.¢ <. A matriz B = B, ¢ primeiro multiplicada a direita por R,. Isto

tera o efeito de preemner posicdo (2. 1).

B:R: -

Em seguida. L & escolhidz de modo a anular o elemento preenchido por R;. Ela terd tam-
bém o efeito de presncher a posicao (1, 3). Logo,

X X X
X X

LiBiR) =

R, ¢ escolhida para anular o elemento (1, 3). Ela preencherd o elemento (3, 2) de L,B,\R,.
Em seguida, L, anula o elemento (3, 2) e preenche o elemento (2, 4) e assim por diante:

X X X X
X X X X X
X X X X X
X X
x x
LiBiR 1R LrL1B1R(Ry

Continuamos este processo até finalizar com uma nova matriz bidiagonal,
By=1Ly 1---L1BiRy -+ Ry—y

Por que deverfamos estar melhor com B, que com B,? Pode ser mostrado que se a pr1-
meira transformacfo R, é escolhida corretamente, Bl B, serd a matriz obtida de B/ B,
pela aplicacdo de uma iteragdo do algoritmo OR com deslocamento de origem. O mesmo
processo pode ser aplicado a B, para obter uma nova matriz bidiagonal B, tal que B: B,
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scja a matriz obtida pela aplicacio de duas iteragdes do algoritmo QR a B! B,. Mesmo
que as B/ B, nunca sejam calculadas, sabemos que, com as escolhas adequadas de des-
locamentos, essas matrizes convergirdo rapidamente para uma matriz diagonal. As B,
devem entdo convergir para uma matriz diagonal 3. Como cada B; tem os mesmos valo-
res singulares que B, os elementos diagonais de S serdio os valores singulares de B.As
matrizes U e V" podem ser determinadas mantendo-se um histérico de todas as transfor-
magoOes ortogonais,

Foi feito somente um breve esbogo do algoritmo. Incluir mais detalhes estaria fora do
escopo deste livro. Para detalhes completos do algoritmo, ver o artigo de Golub e Reinsch
em [33], p. 135.

PROBLEMAS DA SECAO 7.7

1. Encontre a solu¢do x ao problema de minimos 1 1 1
: = . = — 0 =
qujadrad.os dado que A = QR em cada um dos se 5 72 3
guintes itens:
1 1 O
V2o d Q= f ? ? ,
@o={1 _ L} 5 00— -
2 2
V2 V2 1 1 v2 1
o 0 Z
0 0 2 2 3
1 1 I 10 2
= b=11 10 11 12
[0 ! ] 1 B=1lo o 1'P=] o
0 0 0 2
2. Seja
1 0 0 4,
1 1 )
* A7 "
() 0= .
1 1 _ [ D] _ d,
0 — — A= gl =
V2 V2 é
€3
0 0 0
ell
] ;
R=10 1 1},b= e
00 1 !
2 b
by
1 0 0 b=1] .
1 1 )
0 J— U b "
(© Q= V2 2 2
Use as equagGes normais para encontrar a soluco
L 1 x ao problema de minimos quadrados.
RV ' i
2 2 3. Seja
- 1 Lo T
R=]0 1].b= V2 A= K b= 3
0 0 —V2 1 -1 6




4.

0s:

e

A —Ae
tes valores

< r, Y uma
singulares.

tanto, deve
erminada a
a.
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(a) Use transformagtes de Householder para re-  11. Seja
duzir A a forma 1 1
x X A=1|1 1
R 1 _ 0 X 0 0
l o ] “l10 0O Determine A™ e verifique que A e A" satisfazem
0 0 as quatro condigdes de Penrose (ver Exemplo 1 da
e aplique a mesma transtormmacio a b. 5e¢d0 5).
o 12. Seja

(b) Use os resultados da part2 'a: para encontrar a
solugd@o por minimos guzdrzdos de Ax = b.

Seja

I
A=]e O
0 ¢

onde € € um pequeno escalar.

) e ()

(a) Calcule a decomposicdo em valores singula-
res de A e use-a para determinar A*.

(b) Use A* para encontrar uma solu¢do por mini-
mos quadrados para o sistema Ax = b.

_{¢) Encontre todas as solug¢des para o problema

(a) Determine exatamente o=

10.

vzlores singulares
de A.

(b) Suponha que € seja suficientzmente pequeno
para que 1 + € seja arredondado para 1 em
sua calculadora. Determine o3 autovalores da
matriz A’A calculada e compare as raizes qua-
dradas destes autovalores com suas respostas
no item (a).

. Mostre que a pseudoinversa A~ satsiaz as quatro

condi¢des de Penrose.

. Seja B qualquer matriz que satisfaca as condicBes

de Penrose [ e 3 e sejax = Bb. Moswre quexéa
solug@o das equacOes normais A"Ax = A'b.

. Se x & R, podemos pensar em X como uma ma-

trizm X 1. Se x # 0, podemos definir uma matriz
1 X m X por

1
= — XT
fixIl>

Mostre que X e x satisfazem as quatro condicoes
de Penrose e, em consequéncia. que

1
+ = ——x
lixll3

xT =X T

. Mostre que se A é uma matriz m X n de posto n,

entdo A" = (ATA) 1A%,

. Seja A uma matriz m X n ¢ seja b € R Mostre

que b € R(A) se e somente se

b=AA"D
Seja A uma matriz m X n com decomposicio em
valores singulares U = V' e suponha que A tem
posto r, onde r < n. Seja b € R™. Mostre que um

vetor X € R" minimiza ||b — Ax||, se e somente
se

X=A"D+c Ve + o CVa

ondec,,,, ..., C, sdo escalares.

14.

15.

de minimos quadrados Ax = b.
13.

Mostre cada um dos seguintes enunciac
@ @)y =4

(b) AAT)?=AA"

(€) (ATA)Y = A*A

Sejam A, = UZ VIe A, = U 2,V", onc

o1

Or—1

Elz 0

Or—1

e o, = € > 0. Quais so os valores de |
|4 — A; ||z O que acontece com e:
se fizermos € — 07

Seja A = XY, onde X é uma matriz m
matriz r X ne X’X e Y'Y s3o ambas nfo
Mostre que a matriz

B=YxTy) '(xTx)'xT

satisfaz as condi¢des de Penrose e, por
ser igual a A*. Logo, A" pode ser det
partir de qualquer fatoracdo dessa forn
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Problemas do Capitulo 7

EXERCICIOS MATLAB
Sensibilidade de Sistemas Lineares

Nestes exercicios, estamos preocupados com a solugdo
numérica de sistemas de equagdes lineares. Os elemen-
tos da matriz de coeficientes A e do segundo membro
b podem muitas vezes conter pequenos erros devido
a limitagdes na precisdo dos dados. Mesmo que ndo
haja erros em A ou b, erros de arredondamento ocor-
rerdo quando seus elementos forem convertidos para o
sistema de niimeros de precisdo finita do computador.
Assim, em geral, esperamos que a matriz dos coeficien-
tes e o segundo membro irdo envolver pequenos erros.
O sistema que o computador resolve entdo é uma ver-
sdo um pouco perturbada do sistema original. Se o sis-
tema original é muito sensivel, sua solugdo pode diferir
muito da solucdo do sistema perturbado.

Geralmente, o problema é bem condicionado se as
perturbagdes nas solucdes sdo da mesma ordem de
grandeza que as perturbagdes nos dados. Um problema
€ mal condicionado se as mudancas nas solugdes séo
muito maiores do que as mudangas nos dados. Qudo
bem ou mal condicionado é um problema depende de
como o tamanho das perturbagdes na solugcdo se com-
para com o tamanho das perturbagdes nos dados. Para
sistemas lineares, por sua vez, isto depende de qudo
proxima a matriz dos coeficientes ¢ de uma matriz de
posto menor. O bom ou mau condicionamento de um
sistema pode ser medido usando o condicionamento da
matriz, que pode ser calculado com a fungdo MATLAB
cond. Os cdlculos MATLAB sdo efetuados com até 16
digitos significativos de precisdo. Vocé vai perder digi-
tos de precisdo, dependendo de qudo sensivel é o sis-
tema. Quanto maior o condicionamento, mais digitos
de precisdo vocé perde.

1. Faca

A = round(10 * rand(6))
s = ones(6, 1)
b=A%g

A solucio do sistema linear Ax = b € claramen-
te s. Resolva o sistema usando a operacdo \ de
MATLAB. Calcule o erro x — s. (Desde que s
consiste inteiramente de 1’s, isto € o mesmo que
x — 1.) Agora, perturbe o sistema ligeiramente.

Faca
t = 1.0e-12,
E = rand(6) — 0.5,
r = rand(6,1) — 0.5
¢ faca

M=A+t*E, c=b+r*r

Resolva o sistema perturbado Mz = ¢ para z.
Compare a solu¢do z com a solucéio do sistema
original calculando z — 1. Como se comparam o
tamanho da perturbacdo na na solugfo com o tama-
nho das perturbagdes em A e b? Repita a andlise da
perturbacdo com r = 1.0—04 e r =1.0e—02. Quio
bem condicionado € o sistema Ax = b? Explique.
Use MATLAB para calcular o condicionamento
de A.

. Se um vetor y € 3* € usado para construir uma ma-

triz de Vandermonde n X n V, entdo V serd nio sin-

gular, desde que v,. v.. ..., ¥, sejam todos distintos.

(a) Construa um sistema de Vandermonde, defi-
nindo

y = rand(6. 1) e V= vander(y)

Gere os vetores b e s em R® fazendo

b = sum(V') e s = ones(6, 1)

Se Ve b tivessem sido calculados em aritmé-
tica exata, entdo a solucdo exata de Vx = b
seria s. Por qué? Explique. Resolva Vx = b,
usando a operacdo \. Compare a solugio cal-
culada x com a solucdo exata s usando for-
mat long de MATLAB. Quantos algarismos
significativos foram perdidos? Determine o
condicionamento de V.

(b) As matrizes de Vandermonde tornam-se cada
vez mais mal condicionadas & medida que
aumenta a dimensdo n. Mesmo para valores
pequenos de n, podemos fazer a matriz mal
condicionada, tomando dois dos pontos proxi-
mos. Faca

x(2) = x(1) + 1.0e—12

e use o novo valor de x(2) para recalcular V.
Para a nova matriz V, faca b = sum(V')' e
resolva o sistema Vz = b. Quantos digitos de
precisdo foram perdidos? Calcule o condicio-
namento de V.

3. Construa uma matriz C como se segue. Faca

A = round(100 * rand(4))
L=tril(A, —1) + eye®)
C=L*L'

(a) A matriz C é uma matriz camarada, no sentido
que € uma matriz simétrica com elementos
inteiros e seu determinante ¢ igual a 1. Use
MATLAB para verificar essas afirmacdes.
Por que sabemos de antemio que o determi-
nante serd igual a 1? Em teoria, os elementos
da inversa exata devem ser todos inteiros. Por



qué? Explique. Serd que isto acontece com-
putacionalmente? Calcule D = inv(C) e
teste seus elementos usando format long.
Calcule C * D e compare-a com eye(4).

(b) Faca

r =ones(4,1) ¢ b= sum(C’)

Na aritmética exata a solug¢o do sistema Cx = b
deve ser r. Calcule a solugfio usando \ € mostre a
resposta em format long. Quantos digitos de
precisdio foram perdidos? Podemos perturbar o siste-
ma ligeiramente fazendo e um pequeno escalar, co-
mo LOe—12, e, em seguida, substituir o lado direito
do sistema por

bl =b + e *[1,—-1,1,— 171
Resolva o sistema perturbado primeiro para o caso
e =1.0e—12 e, em seguida, para o caso ¢ = 10e—06.
Em cada caso. compare a sua solugéo x com a solu-
¢do original, exibindo x — 1. Calcule cond(C). C €
mal condicionada? Explique.
4. A matriz de Hilbert n X n H & definida por

G, H=1/G+j—-1) ij=12....n

Ela pode ser gerada com a funcio hilb de
MATLAB. A matriz de Hilbert é notoriamente mal
condicionada. E usada frequentemente em exem-
plos para ilustrar os perigos de cdlculos matriciais.
A funcio MATLAB invhilb dd exatamente o
inverso da matriz de Hilbert. Para os casos n = 6,
8,10, 12, construa H e b de modo que Hx = b seja
um sistema de Hilbert cuja solucdo em aritmética
exata deve ser ones(n, 1). Em cada caso, deter-
mine a solucdo x do sistema usando invhilb
e examine X com format long. Quantos digi
tos de precisdo foram perdidos em cada caso? Cal-
cule o condicionamento de cada matriz de Hilbert.
Como se altera o condicionamento a4 medida que
n aumenta?

Sensibilidade de Autovalores

Se A € uma matriz n X n e X é uma matriz que dia-
gonaliza A, entdo a sensibilidade dos autovalores de
A depende do condicionamento de X. Se A é defei-
tuosa, o condicionamento para o problema de auto-
valores serd infinito. Para mais informacdes sobre
a sensibilidade dos autovalores, ver Wilkinson [32],
Capitulo 2.

5. Use MATLAB para calcular os autovalores e auto-
vetores de uma matriz 6 X 6 aleatdria B. Calcule
o condicionamento da matriz de autovetores. O
problema de autovalores é bem condicionado?
Perturbe B um pouco, definindo

Bl = B + 1.0e—04 * rand(6)
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Calcule os autovalores € compare-0s com 0s auto-
valores exatos de B.

. Faca

A = round(10 * rand(5)); A=A + A’
[X, D] = eig(A)
Calcule cond(X) e X*X. Que tipo de matriz € X?

O problema de autovalores ¢ bem condicionado?
Explique. Perturbe A fazendo

Al = A + 1.0e—06 * rand(5)

Calcule os autovalores de A1 e compare-os com 0s
autovalores de A.

. Defina A = magic(4) et = trace(A). O escalar

t deve ser um autovalor de A e os autovalores res-
tantes devem somar zero. Por qué? Explique. Use
MATLAB para verificar se a A — # € singular.
Calcule os autovalores de A e uma matriz de auto-
vetores X. Determine o condicionamento de A e X.
O problema de autovalores é bem condicionado?
Explique. Perturbe A fazendo

Al = A + 1.0e—04 * rand(4)

Como os autovalores de Al se comparam com 0s
de A? )

. Faca

A =diag(l0: —1:1) + 10* diag(ones(l,
9. b
[X, D] = eig(A)

Calcule o condicionamento de X. O problema de
autovalores é bem condicionado? Mal condiciona-
do? Explique. Perturbe A definindo

Al =A; Al(10, 1) =0.1

Calcule os autovalores da Al e compare-0s com 0
autovalores de A.
Construa uma matriz A como se segue:

A = diag(ll: —1:1, —1);

forj=0:11
A=A+ diag(12 —j:—1:1.));
end

(a) Calcule os autovalores de A e o valor do
determinante de A. Use a funcfio prod do
MATLAB para calcular o produto dos auto-
valores. Como o valor do produto se compara
com o determinante?

(b) Calcule os autovetores de A e o condicio-
namento para o problema de autovalores. O
problema é bem condicionado? Mal condicio-
nado? Explique.

(c) Faca

Al = A + 1.0e—04 * rand(size(A))
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Calcule os autovalores de Al. Compare-os
com 0s autovalores de A calculando

sort(eig(Al)) — sort(eigidAn
e mostre o resultado com o foxrmat long.

Transformagdes de Householder

Uma matriz de Householder n X n é uma matriz orto-
gonal da forma I — %VVT. Para qualguer veror ndo
nulo dado x € R", € possivel escolher b e ¥ de modo
que HX serd um miiltiplo de e,.

10. (a)

(b)

No MATLAB, a maneira mais simples para
calcular a matriz de Householder que anula
os elementos de um vetor x dado € calcular a
fatoracio QR de x. Assim, se nos é dado um
vetor x € R, entdo o comando do MATLAB

[H, R] = qr(x)
ird calcular a matriz de Householder dese-
jada H. Calcule uma matriz de Householder
H que anula os dltimos trés elementos de e =
ones(4, 1). Faca
C = [e, rand(4, 3)]
Calcule H*ee H * C.
Podemos também calcular o vetor v e o esca-

lar b que determinam a transformacio de
" Householder que anula os elementos de um

vetor dado. Para fazer isso para um vetor x
dado, poderiamos definir

a = norm(Xx);
v=x; v() =v()—a
b=a%*(@a— x(1)

Construa v e b desta forma para o vetor e da
parte (a). Se K =1 — 1 vv’, entio

T
Ke:e—(z—e>v
b

Calcule essas duas quantidades com MATLAB
e verifique se elas sdo iguais. Compare Ke
com He da parte (a). Calcule também K * C
e C — v*((v' * C)/b) e verifique que os dois
sdo iguais.

11. Faca

x1 = (1:5)";

x2=1043,4,5,9]; x=[x1;x2]

Construa uma matriz de Householder da forma

=0 &)

onde K ¢ uma matriz de Householder 5 X 5 que
anula os dltimos quatro elementos de x2. Calcule
o produto Hx.

Rotagbes e Reflexdes

12. Para desenhar y = sen (x), temos de definir veto-
res de valores x € y e, em seguida, use o comando
plot. Isto pode ser feito da seguinte forma:

(@

(b

(©

x=0:0.1:6.3;y = sin(x);

plot(x, y)
Vamos definir uma matriz de rotagfo e usid-la
para girar o grifico de y = sen(x). Faga

t =pild; ¢ = cos(t);
R =1c, —s;8, ¢l

s = sin(z);

Para encontrar as coordenadas giradas, faca

Z = R*[x;y];

x1=Z(1,:); yl=2Z2,:);

Os vetores x1 e y1 contém as coordenadas
da curva girada. Faga
w=10,5];

e desenhe x1 e yl, usando o comando
MATLAB

axis square

plot(xl, yl, w, w)
Quais os angulos de rotagdo do grifico e
em que direcdo foi feita a rota¢do?
Conserve todas as suas varidveis da parte (a) e
faca

G =lc,s; 8, —c]
A matriz G representa uma reflexdo de Gi-
vens. Para determinar as coordenadas refleti-
das. faca

Z=G*x;yl;
x2 =Z(1, ), y2 = Z(2, :);

Desenhe a curva refletida, usando o comando
MATLAB

plot(x2, y2, w, w)
A curva y = sen(x) foi refletida em relagio
a uma linha que passa pela origem formando
um angulo de 7/ 8 com o eixo x. Para ver isso,
faca

wl = [0,6.3 *cos (1/2)];
z1 =[0,6.3 *sin (1 /2)];

€ trace 0 novo eixo ¢ as duas curvas com o
comando MATLAB

plot(x,y, x2,y2, wl, z1)
Use a matriz de rotagfio R da parte (a) para
girar a curva y = — sen(x). Trace a curva
girada. Como o grifico se compara ao da
curva da parte (b)? Explique.



Decomposigdo em Valores Singulares
13. Seja

oo b
L W h
SRS

6

Entre a matriz A no MATLAB e calcule os seus

valores singulares, fazendo s = svd(A).

(a) Como os elementos de s podem ser usados para
determinar os valores ' A . e ||A|? Calcule es-
sas normas, fazendo

p = norm(A) e g = norm(A, 'fro’)
e compare seus resultados com s(1) € norm
(s).
(b) Para obter a decomposicdo em valores singu-
lares total de A. faca

[U, D. V] = svd(A)
Calcule a matriz de posto 1 mais proxima de
A, fazendo

B=sh* Ui h*V(, 1)

Como os vetores linha de B se relacionam
com os dois vetores linha distintos de A?

(¢) As matrizes 4 e B devem ter a mesma norma
2. Por qué? Explique. Use MATILAB para cal-
cular |Bf, e B ;. Em geral. para uma matriz
de posto 1, a norma 2 e a norma de Frobenius
devem ser iguais. Por qué? Explique.

14. Faca

A = round(10 * rand(10. 3))

s = svd(A)

(a) Use o0 MATLAB para calcular 4 .. A, e
cond,(A), e compare scus resultados com s(1),
norm(s), s(1) / s(5), respectivamente.

(b) Faca

U, D, V] = sva(A);
DG5,5) =0;
B=U*D*V

A matriz B deverd ser a matriz de posto 4
mais proximo da A (onde a distdncia é medida
em termos da norma de Frobenius). Calcule
1A e || B|l,- Como comparar esses valores?
Calcule e compare as normas de Frobenius
das duas matrizes. Calcule também ||[A —
Bl e compare o resultado com s(5). Faga
r = norm(s (I : 4)) e compare o resultado
com || B|z

(c) Use o MATLAB para construir uma matriz
C, que € a matriz de posto 3 mais préxima de
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A no que diz respeito a norma de Frobenius.
Calcule | Cl, e | C||. Compare estes valores
com os valores calculados para ||A]], e ||A ||
respectivamente. Faca

p = norm(s(l : 3))

g = norm(s(4 :5))
Calcule ||C|lr € |A — C||r e compare seus re-
sultados com p e ¢, respectivamente.

15. Faca

A = rand(8, 4) * rand(4, 6),
[U. D, V] = svd(4)

(a) Qual é o posto de A? Use os vetores coluna
de V para gerar duas matrizes V1 e V2 cujas
colunas formam bases ortonormais para R(A?)
e N(A), respectivamente. Faca

P=V2*V2',
r = P * rand(6, 1),
w=A"*rand(8, 1)

Se r ¢ w fossem calculados em aritmética
exata, seriam ortogonais. Por qué? Explique.
Use MATLAB para calcuiar r'w.

(b) Use os vetores coluna de U para gerar duas
matrizes Ul e U2 cujos vetores coluna formam
bases ortonormais para R(A) e N(AT), respecti-
vamente. Faca

Q=U2*02",
y =0 *rand(8, 1),
z = A *rand(6, 1)

Explique por que y e z seriam ortogonais
se todos os calculos fossem feitos em arit-
mética exata. Use MATLAB para calcular
y'z.

(¢) Faga X = pinv(A). Use MATLAB para veri-
ficar as quatro condicdes de Penrose:

i) AXA = A (i) XAX =X

(i) (AX)"=AX  (iv) XA)' =XA

(d) Calcule e compare AX e UI{U1)". Se todos
os célculos tivessem sido feitos em aritmé-

tica exata, as duas matrizes seriam iguais. Por
qué? Explique.

Circulos de Gerschgorin

16. A cada A € R™, podemos associar n discos cir-
culares fechados no plano complexo. O i-ésimo
disco € centrado em a; € tem raio

n
Fi =Zlaij|
j=1

J#L
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Cada autovalor de A estd contido em pelo menos
um dos discos (ver Problema 7 da Sc¢éo 6).
(a) Faca

A = round(10 * rand(5))

Calcule os raios dos discos de Gerschgorin de
A e armazene-os em um vetor r. Para desenhar
os discos, é preciso parametrizar os circulos.
Isso pode ser feito fazendo

t=1[0:0.1:6.3}1;

Use C para encontrar intervalos que con-
tém os outros dois autovalores. Calcule e
desenhe os discos de Gerschgorin de C.

(iii) Como se relacionam os autovalores de
C"com os autovalores de B e C? Calcule
e desenhe os discos de Gerschgorin de
C7. Use uma das linhas de C” para encon-
trar um intervalo que contém o maior
autovalor de C7.

Podemos, entdo, gerar duas matrizes X e ¥, Distribuicio de Condicionamentos e de

cujas colunas contenham as coordenadas xe y ~ Autovalores de Matrizes Aleatdrias
dos circulos. Primeiro, inicializamos Xe Yem  17. Podemos gerar uma matriz aleatéria simétrica

zero fazendo

X = zeros(length(s),5); Y=2X;
As matrizes podem ser geradas com os seguin-
tes comandos:

fori=1:5

X (o, 1) = r(i) * cos(t) + real(A(, i);

Y (., ) = r(i) *sin(s) + imag(A(, ©));
end

Faca e = eig(A) e desenhe os autovalores
e os discos com o comando

rlot(X, Y, real(e), imag(e), ‘x’)

Se tudo for feito corretamente, todos 0s auto-
valores de A devem estar dentro da unido dos
discos circulares.

(b) Se k dos discos de Gerschgorin formam um do-
minio conexo no plano complexo que € isolado
de outros discos, entfo exatamente k dos auto-
valores da matriz estarfio nesse dominio. Faca

B =[30.12; 0.172; 2250]

() Use o método descrito na parte (a) para
calcular e desenhar os discos de Gers-
chgorin de B.

(i) Uma vez que B é simétrica, os seus valo-
res proprios sdo todos reais e por isso
todos devem estar no eixo real. Sem cal-
cular os valores préprios, explique por
que B deve ter exatamente um autova-
lor no intervalo [46, 54]. Multiplique as
duas primeiras linhas de B por 0,1 ¢, em
seguida, multiplique as duas primeiras
colunas por 10. Podemos fazer isso em
MATLAB, fazendo

D = diag([0.1,0.1, 1])

C=D*B/D
A nova matriz C deve ter 0s mesmos
autovalores de B. Por qué? Explique.

10 X 10 fazendo
A=rand(10); A=A +A)/2

Uma vez que A é simétrica, os seus valores pré-
prios sdo todos reais. O nimero de autovalores
positivos podem ser calculados fazendo

y = sum(eig(A) > 0)

(@) Paraj = 1, 2 ..., 100, gere uma matriz alea-
téria simétrica 10 X 10 e determine o niimero
de autovalores positivos. Denote o niimero de
autovalores positivos da j-ésima matriz por
v(j). Faca x = 0 : 10, e determine a distri-
buic¢do dos dados y fazendo n = hist(y, x).
Determine a média dos valores y(j), usando o
comando MATIL.AB mean(y). Use o comando
MATLAB hist(y, x) para gerar um gréfico
do histograma.

(b) Podemos gerar uma matriz aleatéria simétrica
10 X 10 cujos elementos estdo no intervalo
[— 1, 1}, fazendo

A=2%rand(10)—1; A=A+A)/2
Repita a parte (a), utilizando matrizes aleat6-
rias geradas desta forma. Como € que a distri-
bui¢do dos dados y se compara com a obtida
na parte (a)?

18. Uma matriz A ndo simétrica pode ter autovalores

complexos. Podemos determinar o niimero de au-
tovalores de A que sdo reais e positivos com os
comandos MATLAB

e = eig(A)
y = sum(e > 0 & imag(e) == 0)

Gere 100 matrizes aleatérias ndo simétricas 10 X 10.
Para cada matriz, determine o nimero de autovalo-
Tes reais positivos e armazene esse ndmero como um
elemento de um vetor z. Determine a média dos va-
lores z(j), e compare com a média calculada na parte
(a) do Problema 17. Determine a distribui¢do e trace
o0 histograma.



19. (a) Gere 100 matrizes aleat6rias 5 X 5 e calcu-
le o condicionamento de cada uma delas.
Determine a média dos condicionamentos e
desenhe o histograma da distribuic@o.

(b) Repita (a), usando matrizes 10 X 10. Compare
seus resultados com os obtidos na parte (a).

TESTE A DO CAPITULO
Verdadeiro ou Falso

Para cada um dos enunciados que se seguem, responda
verdadeiro se o enunciado é sempre verdadeiro e res-
ponda falso, em caso contrdrio. No caso de um enun-
ciado verdadeiro, explique ou demonstre a sua resposta.
No caso de um enunciado falso. dé um exemplo para
mostrar que o enunciado nem sempre é verdadeiro.

1. Sea, b e ¢ sao ndmeros de ponto flutuante, entdo,

Sl a + D) + ¢) =flia — (b + ¢)

2. O cdleulo de A(BC) exige 0 mesmo niimero de ope-
ragdes em ponto flutuante que o cdlculo de (AB)C.

3. Se A é uma matriz ndo singular e um algoritmo
numericamente estdvel & usado para calcular a so-
lugdo de um sistema Ax = b. entdo o erro relativo
na solucdo calculada serd sempre pequeno.

4. Se A é uma matriz simétrica ¢ um algoritmo nume-
ricamente estdvel é usado para calcular os autova-
lores de Ax = b. entdo o 2170 relativo nos autova-
lores calculados deve sempre ser pequeno.

5. Se A é uma matriz no simétrica e um algoritmo
numericamente estdvel é usado para calcular os
autovalores de Ax = b. entdo o erro relativo nos
autovalores calculados deve sempre ser pequeno.

6. Setanto A™! quanto a fatoracdo LU de uma matriz
n X n A ja foram calculadas. entdo é mais eficiente
resolver um sistema Ax = b. multiplicando A™'b,
do que resolver LUx = b por substituicdes diretae

reversa.
7. Se A é uma matriz simétrica, entio A . = Al
. SeAéumamatrizm X n,entdo A - = A .

& oo

. Se a matriz dos coeficientes A em um probléma de
minimos quadrados tem dimensdes m X 11 € posto
n, entdo os trés métodos de solucdo discutido na
Secdo 7, ou seja, as equagdes normais, a fatoraco
OR e a decomposicdo em valores singulares, irdo
todas calcular as solu¢des com alta precisdo.

10. Se duas matrizes m X n A ¢ B estdo préximas no

sentido de que ||A — B||, < € para algum peque-

no nimero positivo €, entdo suas pseudoinversas

também estardo proximas, isto &, ||A* + B* |, < 5,

para algum ntmero positivo pequeno 8.

TESTE 8 DO CAPITULO

1. Sejam A e B matrizes n X n e seja X um vetor em
R Quantas adicGes e multiplicagdes escalares sdo
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necessérias para calcular (AB)X e quantas sdo ne-
cessdrias para calcular a A(Bx)? Que computagdo
¢ mais eficiente?

2. Seja
2 3 6 3 1
A=14 4 8}, b=1]0], ec=1}]8
1 3 4 4 2

(a) Use eliminacdo gaussiana com pivotamento
parcial para resolver Ax = b.

(b) Escreva a matriz de permuta¢do P que cor-
responde a estratégia articulada na parte (a) e
determine a fatoragfio LU de PA.

(¢) Use P, Le U para resolver o sistema Ax = c¢.

3. Mostre que, se Q é uma matriz 4 X 4 ortogonal,

entdo |Qf, = 1e ||Qf-= 2.

4. Dadas
1 1 I
3 3 2
101 11
H___ 2 3 4 5
11 1 1}’
3 4 5 6
11 1 1
4 5 6 7
16 —120 240  —140
gl | —120 1200 —2700 1680
“ | 240 —2700 6480 —4200
—140 1680 —4200 2800

eb = (10, —10, 20, 10)¥

(a) Determine os valores de || H}; e | [T fi;.

(b) Quando o sistema Hx = b é resolvido usando
MATLAB e a solugdo calculada x’ € usada
para calcular um vetor residuo r = b — Hx/,
verifica-se que || 1|}, = 0,36 X 107", Use essas
informagdes para determinar um limite sobre
o erro relativo

lIx = xll;
xlx

onde x € a solucdo exata do sistema.
5. Seja A uma matriz 10 X 10 com cond,(A) = 5§ X
10°. Suponha que a soluc@o de um sistema Ax = b
é calculado em aritmética decimal de 15 digitos e
o residuo relativo ||r|./ | b||.. € aproximadamente o
dobro do épsilon da miquina. Quantos digitos de
precisdo vocé espera ter na sua solugéo calculada?
Explique.
6. Sejax =(1,2, —2)".
(a) Encontre uma matriz de Householder A tal
que Hx é um vetor da forma (r, 0, 0)".
(b) Encontre uma transformagfo de Givens G tal
que Gx é um vetor da forma (1, s, 0).
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7. Seja Q uma matriz ortogonal 1 X n ¢ seja R uma
matriz triangular superior n X n. Se A = QR ¢
B = RQ, como se relacionam os autovalores e au-
tovetores de A e B? Explique.

8. Seja
1 2
A= [4 3

Estime o maior autovalor de A e um autovetor cor-
respondente, fazendo cinco iteragdes do método
das poténcias. Vocé pode comegar com qualquer
vetor ndo nulo u,.

9. Seja

W RN

(a) Use matrizes de Householder para transfor-
mar A em uma matriz. 4 X 2 triangular supe-
rior R.

(b) Aplique as mesmas transformagdes de Hou-
seholder em b e, em seguida, calcule a solucio
por minimos quadrados do sistema Ax = b.

10. Seja
5 2 4 5
5 2 4 1
A4=13 6 of © P=[
36 0 9
A decomposicio em valores singulares de A é dada por
1 1 1 1
2z oz 2l oo ooyf 2 ol
iz -3 —i|foe o] L L.
L1 L 1 0 0 0 3 303
2 2 2 2 2 12
11 1 1 0005 -5 3
2 2 2 2

Use a decomposiciio em valores singulares para encontrar a solugdo por minimos quadrados do sistema Ax = b

que tem a menor norma 2.



Respostas a Problemas Selecionados

Capitulo | 5. (a) (5 1) (b)inconsistente (c) (0, 0)
S—a 1+7a
1101 @@ (L3 B 41,3 © (-2,0,3. 1 (@ {( PR ,a) o real}
@ (—2,3,0,3,1)
L 11 (e) -{(8 - .Za, a—5, a)}
1 =3 (f) inconsistente
2 (@) [ 0 2 ] ®) [ 8 é ; ] (g) inconsistente (h) inconsistente
12 2 1 @ [03,1]
© 8 (3) _i _g () (Q—-6ad+a3—ar)
0o 0 0 4 (k) {(E—éa—ﬁ,—l—la,a,ﬁj}
4 8 4 8
3. (a) Uma solucdo. As duas retas se intercepram 6. (@) (0,—1)
no ponto (3, 1).
(b) Nenhuma solugfo. As retas sdo paralelas. (b) {(E — éa, _1_ la, o, 3) | & real}
(¢) Numero infinito de solucdes. Ambas as 4 8 4 8
equacdes representam a mesma reta. ) {a(— 4 0 1 1]}
(d) Nenhuma solugdo. Cada par de linhas se 3773
intercepta em um ponto. entretanto. ndo 8 a4 —2
hd ponto comum as trés linhas. 9. B=2
4 (@ [] 1‘4] © [ L 3] 10. (@) a=5 b=4 (b a=5b+F4
‘ I —112 : -+ 2 =6 1. @ (=22 ®) (=7.4)
1 | 1 12. (@ (=3,2,1) ® 2,-2,D
@ L - 1 15. x, = 280, x, = 230, x, = 350, x, = 590
1 3 3 19, x,=2,x,=3,x=12,x,=6
20. 6 mols N,, 18 mols H,, 21 mols O,
6 @ 1,72) G2 . 21. Os trés devem ser ignais (x; = x, = X3).
© (l, 2] @ (L 1.2) 2. @ (5,3,-2) () 2,42
23 © (2,0,-2,-2,0,2)
e) (—3.1,2) ® 1,1,1) (= d.1.—-1 5 8
() (4, ~3,1,2) 3 1 (@ —46L 0 2
7. @ (=2, (2.3 - 5 4 4
8 (@ (—1,2,1) (b) 3,1,-2)
1.2 1. Forma linha degrau: (a), (c), (d), (2) ¢ (h) 4 1 6
Forma linha degrau reduzida: (c), (d) e (g) ®) -5 ! 2
2. (a) Inconsistente 3 2 3
(¢) consistente, infinitas solucdes 3 2 2
(d) consistente (4, 5,2) ©) 5 =3 -1 ]
(e) inconsistente -4 16 1
(f) consistente, (5, 3, 2) 3 5 _4
3. () 4 (@ |2 -3 16 ]
(¢) {2+ 3a, a —2)| areal} 2 -1 1
d {5-—2a— B a4—3B Bl Breais} 5 5 ]
(&) {3-5a+2B, o B,6)a,preais} @ |-10 —1 _9]
@ {(a,2, —1)lareal} 15 4 6
4. (a) x,, Xy X; S0 varidveis principais.
(¢) x,, x, slo varidveis principais e x, é uma 5 —10 15
varidvel livre. . (5 -1 4
(e) x,, x, sfo varidveis principais € x,, x; sdo 8 -9 6

varidveis livres.

(b) e (¢) ndo sdo possiveis.
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3. (a) 3X3 b 1x2
3 1
O B —3] [ 5]
1 5
® |2 1 —1 x| =16
3 2 7
2 1 X1 4
© |1 -1 2 n|=12
3 -2 —1)ilx 0

9. (a) b=2a, +a,

. (a) inconsistente (b)
(c) inconsistente

13. b=, -7, —-1,7)"

: a,a
— 12721
7. b=a, — 24

consistente

ay,
A=A =A=p
8. A= A¥1 =4

|y 3 © [_1 _%]

4500 casadas, 5500 solteiras
(b) 0 caminho de comprimento 2 de V,a V, e

13.

31.
32.

i5

33.

(©)

(@ A=]0

©

. (a)

(b)
(©)

. (a)

©

(a)

©

~
©
=

3 caminhos de comprimento 2 de V, a Vi,
6 caminhos de comprimento 3de V,a V, e
2 caminhos de comprimento 3 de V, a V

0 1

O == O =
o O

—_0 0 -

O—= OO0

5 caminhos de comprimento 3de V,a V, e
7 caminhos de comprimento 3 ou menos
tipo 1

ndo € uma matriz elementar

tipolll (d) tipoII

1 6 0
(b)‘OOl]

—20]
01 0

— o O

® [, )

O OV kOO OO =
OO OO N—=O

— OO0 OO

—_— -
O = O

I
PE—
—_0 O
[—;

1.6

11

12.

1

0 0
®F=|0 1 —1
0 0 1

& AAT+1 (o) {

(a) Ab; = [

I
A

)= 1]

1 0 0
L@ E=|-310
00 1
1 0 0
® E=| 01 0
2 0 1
1 00
(C) E3= 01 0
0 1 1
1 0] (3 1
- @ [3 1][0 2]’
1 11
© [ 3 1 ][ 2 3’
-2 2 0 3
Sy ()0, -1, 1), (i) (—4, —2, 5, (i)
©,3, —2)"
0 1 3 -5
- @ [1 1] (b) [—1 2]
-4 3 % 0
d 3
(©) - ] (d) l S ]
0 -5
® Lo
-1 0 2
2 -3 3
@ |- ¢ -1
b o
S
m [ -2 -1 -1
3 { i
2 2
-1 0 -8 5
@1 4 2] ) [—14 9
20 -5 0 -2
@ 34 7] © [—2 2]
I ATA AT
o () e [N

A~I
)




13.

14,

(b){l 1]B=[3 4],
[2—1]3:[3-1]
3 4

(C)AB:[3~1]
3 101 1
3 211 2
@ 77
1201 1
2 202 2
2 402 2
© F 77
3 201 2
o221
o1l
S o )
30101 1
02 0
8 5 8
® 13 5 3
53 5
3 3
2 -2
@ |1 =1
5 —5
4 —4
, (B O} ,._ (B o©
A—[OB’A—OB:
o 1 I 0
w (7 5] ®[s 7]

TESTE A DO CAPITULO
1. Falso 2. Verdadeiro 3. Verdadeiro

4, Verdadeiro 5. Falso 6. Falso

8. Falso 9. Falso 10. Verdadeiro

11. Verdadeiro 12. Verdadeiro 13. Verdadeiro

14. Falso 15. Verdadeiro

Capitulo 2

2.1

2.2

1.

hed

D= ok

(@) dei(M,,) = —8, det(M,,) = —2. det( M) =

5
() Ay =8,A4y=—-2,A3=—3
(a) e (¢) sdo ndo singulares.
@ 1 (b) 4 (¢) 0 (d 58
e -39 @& 0 (» 8 ) 20
@ 2 (M —4 ( 0 (@ 0
—x*+ax*+bx+c
A=6ou—1
(@ —24 () 30 ( -1
(a) 10 (b) 20

7. Falso
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w

(a), (e) e (f) sdo singulares, enquanto (b), (c) e
(d) sdo ndo singulares.

c=50u-—3 5

(a) 20 (b) 108 (¢) 160 (d) —

@ —6 © 6 () 1 4
det(A) = U, U,Us,

W A

2.3

—_

. (a) det(A) = —7,adjA = [:; _1],

el
5 2

1 1},
-8 =5

1 =
= N

(c) det(A) =3,adjA =

NO W

Al =1adjA

3

2. (@ [i,ﬁj ®) [E,_ij
77 573
© *-22 @ @ -L2

@© (_2,2710)
37373

3 -3
4

T
4. (l — 39 1)
2 4

5. (a) det(A) = 0, logo A € singular

-1 2 -1
(b) adjA = 2 —4 2] e
-1 2 -1
0 0 0
AadjA= |0 0 O
0 0 0
9. (a) det(adj(4)) = 8edet(4) =2
0 0 0
(b) A= 0 4 —1 1

0 -6 2 =2
0 1 0 1

14. Do Your Homework*

TESTE A DO CAPITULO

1. Verdadeiro 2. Falso 3.Falso 4. Verdadeiro
5. Falso 6. Verdadeiro 7. Verdadeiro

8. Verdadeiro 9. Falso 10. Verdadeiro

Capitulo 3
31 1@ |x]=10]x,]=+17
b %] =13 <|x | + x|
2@ [x =5 %) =35

*( cGdigo contém a mensagem em inglés. (N. T.)
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11.

3.2 1

11.
12
16.
33 L

11.

I
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®) x| = 475, = x| + |,
Se x + y = x para todo x no espaco vetorial,
entio0 =0 +y=y.

. Sex +y=x+ 1z entdo

X+tEXF+y)=-x+x+12z

¢ a conclusdo se segue dos axiomas 1, 2, 3 e 4.
V nao € um espago vetorial. O axioma 6 nfo &
vélido.

(a) e (c) sdo subespacos; (b), (d) e (¢) ndo

s80.

. (b) e (c) sdo subespagos; (a) e (d) ndo sao.

(a), (¢), (e) e (f) sdo subespagos; (b), (d) e (g)
ndo sdo.

(a) {0, 0)7}

(b) Cob((—2,1,0,0)7,(3,0, 1,0)"

(c) Cob((1, 1, DD

(d) (=1, 1,0,0), Cob((—5,0, =3, 1)1
Somente o conjunto do item (¢) é um subespaco
de P,.

(a), (b) e (d) sdo subespagos.

(a), (c) e (e) sfo conjuntos de cobertura.

(a) e (b) sdo conjuntos de cobertura.

() e(©

() e (e) sao linearmente independentes (b), (c)
e (d) sdo linearmente dependentes.

(2) e () sdo linearmente independentes (b), (c)
e (d) ndo sdo.

. (a) e (b) sdo espacos 3D

(c) um plano passando por (0, 0, 0)
(d) uma linha passando por (0, 0, 0)
(€) um plano passando por (0, 0, 0)
(a) linearmente independentes

(b) linearmente independentes

(c) linearmente dependentes

. (a) e (b) sfo linearmente dependentes, enquanto

(¢) e (d) sdo linearmente independentes.
Quando aé um multiplo par de /2. Se o gra-
fico de y = cos x é deslocado para a esquerda
ou para a direita por um miltiplo fmpar de /2,
obtemos o gréfico de sen x ou de ~sen x.

. Somente nos itens (a) e (e) eles formam uma

base.

Somente no item (a) eles formam uma base.

() 2

1

() 2

(d) um plano passando por (0, 0, 0) no espago
3D

by { (1,1, Y, dimensio 1

() { (1,0, DT(0, 1, 1)}, dimensdo 2

7.4, 1,0,00,(1, =1, 1,0), (0, 2,0, 1)"}

xR+ 2,2 X 3}

35

3.6

13.
14.
15.

10.

27.

. (a)

1 -1 -2 7
@l o] (b)[sl

. (a)

. (a) {En. En} (o) {EII>E219E22}
(e) {ElzaEzlsE:J}
0 {E, En E, + Ep}
2
@ 3 b 3 (© 2 @ 2
(@ {x,x*}
® {x—-1Lx-1DY
© {x(x— 1}
1 -1 12
ON T IO B
0 1
© [} 0]
; 5 -2
RIS
2 2
0 1
© (7 o
2 1 11 14
I IR
2 2
2 3)
© 15 4

- = (L2 [yl = 5 —8). [z], = (—1,5)

2 0 —1
(@ | -1 2 =11 ()@, 4,37
0 —1 1

(i) (0, —1, DT Gii) 2,2, = 1)

1 0 1 2

wi=0G,NTew, = (1,47
w =0, -D7ew, = (1,57

ON I ‘

T -1 0
0 1 -1
0 0 1

NN
BNI— 8=
N———

(@ 3 b)) 3 (© 2
. (a)

u,, u,, Uy 880 vetores coluna de U corres-
pontentes as varidveis [ivres.

u, = 2u, u, = Su, — u,,

u; = — 3u; + 2u,
consistente  (b)
consistente

(a) 1infinitas solucBes
(c) tnica solugdo
Postode A = 3, dim NB) = 1
(b)y n—1

inconsistente

©




32,

Se x; € uma solugio de Ax = ¢; paraj = 1,...,
meX = (X, X5,...,X,,), €Ntd0 AX =1,.

TESTE A DO CAPIiTULO
1. Verdadeiro 2. Falso 3. Falso 4. Falso
5. Verdadeiro 6. Verdadeiro 7. Falso

8. Verdadeiro 9. Verdadeiro
11. Verdadeiro
14, Falso

10. Falso
12. Falso 13. Verdadeiro

15. Falso

Capitulo 4

4.1

4.1

1.

TS

—
—_ OO ~ N

—

17.

18.

19.

23.

. (a)

. (a)

. (a)

. (a) (0,0,0)7

(a)
(b)
©

reflexdo em relagdo ao eixo x,

reflexdo em relagdo a origem

reflexdo em relacdo a linha x, = x,

(d) o comprimento do vetor é dividido por 2
(e) projecio sobre o eixo x,

(7, 18)"

. Todos, exceto (c), sdo transformacdes lineares

de R*em R%.

. (b) e (c) sfo transformacdes lineares de R~ em R°.
. (a), (b) e (d) sdo transformacdes lineares.

. (a) e (¢) sAo transformagdes lineares de P- em P;.
L) =e — 1e L(x*) = x/3.

. (@) e (c) sdo transformacdes lineares de C[0. 1]

em R'.

(a) nucl(L) = {0}, L(R®) = R.

(¢) nucl(L) = Cob(e,, &;),

L(R> = Cob((1, 1, 1))

L(S) = Cob(e,, e;)

L(8) = Cob(e,, e,)

(a) nucl(L) = P,, L(P;) = Cob(x~. x)

(¢) nucl(L) = Cob(x® — x), L(P.) = P.

O operador no item (a) é biunivoco e sobre.

o1) @1 o)

O] © (o 1]

0

1
0 0 (b)[Ol
1

© 1 0 -1 (1)]

0 1 1 0
10] (b)‘11

(@)
(b)

(d

— o

0

O = O I
o O
e

0 0 11

0 2
10
0 -1
(b) 2,-1,-D7

- O O
[S—

(©

N WO — OO

(©) (~15,9,6)T

4.3

10.

13.

14.

15.

18.

- (b)
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S
(@ [_f f] ) [‘f é]
A

© [\/f

1 0
0 1
11

Al eli)

0 0 1
0 1 -1
1 -1 0
1 1 1
(ay |2 0 1
0 -2 -1
(b) @) 7y, + 6y, — 8y,, (i) 3y, + 3y, — 3y,,
(iil) y, + 5y, + 3y;
(a) quadrado 1
(b) (i) contracdo por um fator de 3 (ii) rota-
céio de 45° no sentido hordrio, (iii) trans-
lac&o de 2 unidades para a direita e de 3
unidades para baixo
V3
-3 —% 0
3
@ | £ -1o0
0 0 1
1 0 -3 -1 0 0
® |0 1 5 (d) 01 2
0 0 1 0 1
L3
1 0
1 L1 1 5
2 2 c(a 2 d [ - ]
-2 0 o]”[-z] @1 -s
110
0 1 2
0 0 1

o35 el

. Para a matriz A, ver as respostas do Problema

1 da Secho 4.2.

01 1 0
@ B=] 0] (b)B:[ . _1]
1 0 10
©B=[, _1] (d)B:[é %]
1o
2 2
@ B=|, 1]
2 2




442 Respostas a Problemas Selecionados

rw [ ) e[ )

2 -1 -1
3. B=A=]-1 2 -1
-1 -1 2

(Observagio: neste caso, as matrizes A ¢ U co-

mutam, logo B = UT'AU = U™'UA = A)

1 1 0 0 0 0
4 v=11 2 -2{,B=1]10 1 O
1 0 1 0 0 1
0 0 2 0 0 0
5.( {0 1 0 by 10 1 0
0 0 2 0 0 2
1 0 1
© |0 1 0O (@ aix +a2"(1 +x%)
0 0 1
1 0 0 0 0 0
6. (a) {0 1 1 ® |0 0 1
0 1 -1 010
0 0 0
¢ 10 1 0
0 0 -1

TESTE A DO CAPIiTULO

1. Falso 2. Verdadeiro 3. Verdadeiro 4. Falso
5. Falso 6. Verdadeiro 7. Verdadeiro

8. Verdadeiro 9. Verdadeiro 10. Falso

Capitulo 5

5.1

1.
2.

10.

I1.
20.

[N o NV

(@ 0° (b) 90°
(a) V14 (projecdio escalar), (2, 1, 3)7 (proje-
¢ilo vetorial)
T
0 0,0 (© M1 =
13 13713
@ 321 (i 16 §EJT
21 '\21721° 21
@ p=G00x—p= (0,4,
p’x—p)=3-0+0-4=0
© p=0G33x-p=(—1,107,
pPPx-p=-1-3+1-3+0-3=0
. (1,8;3,6)
. (1,4;3,8)
04
L@2x+4y+3z=0 (¢) z—4=0

oo wlw

A matriz de correlagdo com elementos arredon-
dados para duas casas decimais é

5.2

5.3

2]

h

. (a)

1,00 —0,04 041
—0,04 1,00 0,87
0,41 0,87 1,00

{(3, )7} base para R(AT)

{(—4, 3)"} base para N(A)

{(1, 2)"} base para R(A)

{(—2, 1)7} base para N(AT)

base para R(A7):

{(1,0,0,0), (0, 1,0, 07, (0,0, 1, 1)1},
base para N(4): {(0,0, —1, 1)7},

base para R(A):

{(1,0,0, 1), (0, 1,0, ), (0,0, 1, DT},
base para N(AT): {(1,1, 1, —1)7}

{1, ,0), (=1,0, )7}

O complemento ortogonal é coberto por
(=5, 1, 3)".

{(—=1,2,0, )%, (2, —3,1,0)7} € uma base para
S

(@

(2)
)

9. dimN(A) = n — 1, dim N(AD) = m — r

—_

2. (layp = (3, 1,07

11.
15.

16.
28.

- (@

(& 2. © 1,6;06;1,2)7
r=(0,0,2)7

(le)yp = (3,4,0,2;0,6; 2.8)7

r = (0,6; —0,2; 0,4; 0,8)"

(@) {(I —2«, &)1 areal}

® {2—-2a,1—-a &)t areal}

@ p=02-DL,b—p=(,0,2)7
b) p=G, 1,H%,p—b =(-5—1,4)7

(@ y=18+29«
. 0,55+ 1,65x + 1,25
. Ocirculo de minimos quadrados terd centro em

(0,58; —0,64) e raio 2,73 (respostas arredonda-
das a duas casas decimais).

”XHz =2, IYHz =06, |x + YH2 = 2410
N N
(3)0—4(1‘))[7 [3137370j
®) x| =1ly|=3
@ 0 b 5 © 7 @ J4
@ 1 b L
KR _3
o ® p 5%
(@ @ () E
2 4
@ [x}, =7 |xl. =5, |x|. = 4
®) [, = 4. x|, = V6, [x|. =2
© Ixli=3Ix.= 3, [xl. =1
=yl =5 x—yl.=3.x—yl. =2
(a) ndoénorma (b) norma (c) norma
. (@e(d)
(b) x=- ﬂul + §u27
3 3
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ST el

N’

T 3 _ 4
:(§ Al §j G 1
18718°9) 6O 3 55 [o 22
_X:(i S _lg)r 0o L
P 18°18° 9 V2
. (b)) ¢;=y,cos B+ y,sen (©) (2,1;5,57
¢, = —y senf+ y,cosf

!
-
o
o
<
N
@
~~
IS
IS
!
~ES
o[
S
&
—=

. @15 =542 (c)g 7.
. @0, (ii)~§, (ii) 0, (iv)%

- (@

4 1
4 1 0
5 5
D -2, ()6,2), (i) (3. 17 2 3 1
5 3 2
33 00 i I P B Y R
[ 3 > V2
L@ P=|2 2 ? ? 5 : 0
0 0 5 = .
22 857 1. (@ T,=8" -8+ 1,7T; = 16x° — 20x° +
(b) H,=16x" — 48x* + 12,
P -1 0 0 H, = 32x° — 160x* + 120x
4
1 1 — — W2
S 2 p=x p)=x—=+1
SONES EE 1 i ,7
U 4. p(x)=(senh DP,(x) + ZP(x) +
o o -1 ! 3 °
B ) 5(senh 1 ——]Pz(x)
J6 9 e
Lo 1] = V2= S @lo=ox p(x) = 0,9963 + 1,1036x + 0,53672
. . 6. (@) Up=1,U =2, U,=4—1
C@ (=) (L } 1L p) =G —2x~3) + - DHx—3)+
(53) () 2 s -2
T T
2 1 12 13. 1- f( j +1- f( )
® (&%) (-5 F) } NE) NE
14. (a) grau 3 ou menos
N I 3 (b) a férmula fornece a resposta exata para
NCENG] 2 -
. f a primeira integral. O valor aproximado
) 0 4v2 para a segunda integral é 1,5, enquanto a
: P
9 1 resposta exata € £,
) 5 T NEINE ) 2
1 2 0 35 TESTE A DO CAPiTULO
5 V5
1. Falso 2. Falso 3.Falso 4. Falso
. {(% % _g)T, (2, % %)T, (~§, % %)T} 5. Verdadeiro 6. Falso 7. Verdadeiro
8. Verdadeiro 9. Verdadeiro 10. Falso
cur(x) = \/—le(x) i X, Capitulo 6
apitulo
us () = 242 (% — )

6.1 1. (8 A, =5, 0 autoespago é coberto por (1, 1)7,

(@) {%(2, 1,2)", %(—1,4, —1)7'} A, = —1, o autoespaco é coberto por
1, =2y
. (b) A, = 3, o autoespaco é coberto por (4, 3,
3 76 3 3 A, = 2, o autoespaco é coberto por
b Q=1 22|RrR= g] a, e
2 =2 0 5 (¢) A, = A, = 2, 0 autoespaco € coberto por
3 6 (1, D7
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6.2

10.

14.
24.

. (@)

. (®)

(d) A, =3 + 4, o autoespago é coberto por
(2i, DT, A, = 3 — 44, o autoespaco & co-
berto por (—2i, 1)7
A = 2 + i, 0 autoespaco € coberto por
(1,1 + ), A, = 2 ~ i, o autoespaco & co-
berto por (1,1 — )"

(e)

& A=A, = A; =0, 0autoespago é coberto
por (1,0, MO
(8) A =2, 0antoespaco é coberto por (1, 1. 0r.

Ay = A; = 1, 0 autoespago é coberio por
(1,0,0)7, (0, 1, —1)T
(h) A, =1, o autoespaco é coberto por (1. 0.
0)7, A, = 4, o autoespaco & coberto por
(1,1, 1)7, A; = —2, 0 autoespago é cober-
topor (—1, —1, 5)7
(i) A, =2, 0autoespaco é coberto por (7,3, 1),
A, = 1, o autoespago & coberto por (3,2, 1)7,
A; = 0, o autoespaco é coberto por (1, 1,
D
A = A, = A; = —1, o autoespago € co-
berto por (1,0, 1)7

G

(k) A, = A, = 2, o autoespago € coberto por
€, e €,, A; = 3, 0 autoespago € coberto por
€, A, = 4, 0 autoespago é coberto por e,
(D A, = 3, o autoespago é coberto por

(1,2,0,0)7, A, = 1, o autoespago é coberto
por (0, 1,0,0)", A, = A, = 2, 0 autoespaco
é coberto por (0, 0, 1, 0)T
B € um autovalor de B se e somente se 3 =
A — a para algum autovalor A de A.
A=6,A0=2
AXTy = (Ax)Ty = x"ATy = A X"y

2t + 62631
cre® + 2¢,e*
=2t T
—cre " — dcye
O I
ce + e
© 2c1 + e
c
¢ — 2c,€>
@ —cié' sent + cre cost
c1e' cost + cef sent
© —c1e¥ sen 2t + cre® cos 2t
e
c1e¥ cos 2t + ¢,e% sen2¢
—c1 + e + et
) —3¢; + 8cpet
c) + 4C2€5[
e-3t +2ez
_e—3r +2€t
e' cos2t + 2e' sen 2t
(b)
e’ sen2t — 2e’ cos 2t

w

10.

11.
6.3 8.

21.

. x-iry=cost + 3sent +—

—6e' +2e7 + 6

(c) -3¢+ e' 4+ 4

—e'+ e 42

—2 — 3¢ + e

(d) 1+ 3¢" — 3¢%
1+ 3e*

- 1(0) = 15¢702% 250008

ya(t) = —30e02% 4 500008
(a) —2c1¢' = 2067 + 3V + ey ]
Cle[ + C267’ — c3eﬂ’ — C4e_‘/§f
(b) cre¥ 4+ cre™ — czel — cuet ]
cre” — e + cze' — cue!

yi(r) = —e¥ oM 4 ¢!
V(1) = —e¥ — e Y 4 2¢f
Sen«/_t

xX-ird :cost—(—?’senf—jsen\/“t

tay m- \'”tt) = —kx; +k(x; — x1)
m-x1) = —k(xy — x1) + k(xz — x2)
max 1) = —k(x3 — x3) — kx3

0.1 cos 2+/3¢ + 0,9cos \/_t

(b) | —0.2c0s2+/31 +1,2cos /2t
0.1cos2+/31 + 0,9 cos v/2¢
P = (=1y(A" —a, A — . —al —ay)
b)) a=2 ()a=3oua=-—1
d a=1 () a=0 (g todos os valores
de «

A matriz de transicio e o vetor de estado esta-
ciondrio para a cadeia de Markov s@o
0,80 0,30 (0,60
0,20 0,70 1040
A longo prazo, esperava-se que 60% dos fun-
ciondrios estivessem inscritos.
0,70 0,20 0,10
(a) A=1020 0,70 0,10
0,10 0,10 0,80
(¢) A adesao a todos os trés grupos se apro-
ximard de 100 000 quando » cresce.

. A matriz de transicfo é

1 ] 1
0304 i1
L'gog L i1 1 1

0,85]° 14015+ + + 4
1191 L1 11
3 2 4 4 4 1 1
fo R
e e

- ® Oe]
3 —2e 1— ¢

- ()
—6+6e -2+ 3¢




6.4

30.

e —14e
1—e 2—e
cl+e. —Tkeo oo 1y,

ON Y BRCH iy

3e" —2
©) [2—6"]

—14+e
1—e

©

e—t

(a) |]z|| = =3,(z, w) =
(w,z) —4 — 4i

®) faf = =7, (2, W) =
{w,z) —4 — 10i

—4 + 4i,

—4 + 104,

2. (b) z=4z, +22z,

15.
16.

27.

2. (a)

3.

(@) wlz=4+2i 2", =4-2;
uiz=6-5i7",=6+5i

®) |z =9

. (b) e (f) sdo hermitianas, enquanto (b). (c). (&)

¢ (f) séio normais.

(b) HUXH2 (UX)HUx = xfHAUx = xfix = x°

U ¢é unitdria, pois UPU = (I — 2un®y =

I — 4uuw? + 4u(uw)u” = I.

M=1Lxr=-1,

w= () = (-
+(=1 [_

o, = V10, o,=0
g, =3,0,=2
g =4,0,=2
o, =3,0,=2,0, = 1. As matrizes U e
V néo sdo tinicas. O leitor pode testar suas
respostas calculando U Z V7.

—24

1.2 ]

;. 1,2
postode A =2, A’ = —06

wl—‘
ol
—
[
~—
-~

A=1

[NYESEIISN
S N SIS

Dl b
Vo 1
[S—

()
()
(@

4. A matriz de posto 2 mais préxima ¢

-2 8 20
14 19 10
60 0 O

A matriz de posto 1 mais préxima é

12

6 12
8 16 16
0 0 0

5. (a) base para R(AT):

2 2 1Y 21 2Y
v, ==, = LV, =| =, =, =
3733 3733

T
base para N(A): {v3 = (%, _%, %) }

6.6 1. (2 [_

6.7

. (@)
. (a)
. (@
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N
2
s (b) 3 3 3
2 1 1 3 1
(= 2 J
LT 1) o2
3. (a) = , +
SN L —1} 4 12
11 $2Y
d +— | =
oL\ }(+7)
=— g(x’ -2 ) ou
(") =- %x”, paribola
definida positiva (b) indefinida
(d) definida negativa (¢) indcfinida
minimo (b) ponto de sela
(c) pontodesela (f) mdaximo local

det(A,) = 2, det(4,) = 3, definida positiva

(b) det(A) = 3, det(A,) = —10, ndo definid:
positiva
(c) det(A,) = 6, det(A,) = 14, det(4,) = —
nio definida positiva
(d) det(A) = 4, det(4,) = 8, det(4,) = 13
definida positiva
=R =2
1 1
o [V 1[ |
! 1
1 0}(9 o -3
®) -3 1] 0 1][0 1]
1 oo]fte ooff1 i 12
© |t 10 02 0]]0o 1-1
-1 1)L oo 4){0oo0 1
1oo)f9 o offr 5 -2
@] 3 10f]0 3 0f]0 1 1
-2 11){o 0o 2Jjo 0 1
2 0)(2 1
@ 1y 3] [o 3]
3 0)(3 -1
L 1] 0 1]
4 0 0)(4 2 1
© (2 V2 o0 lo V2 =2
1 -v2 2)1lo o0 2
30 0)(3 1 =2
@] 1 3 of]o V3 V3
-2 V3 V2] o o V2
@ AFALE-Lx =32
® A =8x1=3x%=(1,2)7
© AM=T70=2)1=0x=(,1,17"
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W

7.

@ A =3 A=-1x=@G,17
() A, =2 =2exp(0),

A, = =2 =2exp(mi), x, = (1, 1)
(©) A =2=2exp(0),

A :—1+\/§:2exp[%),

A =71—\/§=Zexp(%),

X, = (4,2, 1)f
x, = 70.000, x, = 56.000, x, = 44.000
TN T X
I-A)'=T+A+ .. +A"!

1 -1 3
@d-A'l=[0o o 1
0 -1 2
0 —2 2
® A2=10 o of,
0 0 0
0 0 0
=10 0 o
00 0

(b) e (c) sdo redutiveis.

TESTE A DO CAPITULO
1. Verdadeiro 2. Falso 3. Verdadeiro
4. Falso 5.Falso 6.Falso 7. Falso

8. Falso 9. Verdadeiro
11. Verdadeiro

10. Falso
12. Verdadeiro 13. Verdadeiro

14. Falso  15. Verdadeiro
Capitulo 7
71 1. (2)0,231 X 10* (b) 0,326 X 10?
(©) 0,128 X 107" (d) 0,824 X 1
2. (a)e = —28=—8,7%X 10
®)e=0046~=1,2x10"
()e=30X1078=23 X107
(dye=—-3186~=—-3,8 %X 10
3. (a) 0,10101 X 25 (b) 0,10100 X 2!
(©) 0,10111 X 2% (d) —0,11010 X 273
4. (a) 10,420, e = —0,0018, 6 =~ —1,7 X 1077
1)0,e=—-8,8=~1
()1 X104 e=5X103%86=1
(d) 82,190, € = 25,7504, § = 3,1 X 1074
5. (a)0,1043 X 105
(b) 0,1045 X 10°
(c) 0,1045 X 10°
8. 23
1 0 0 1 1 1
7.2 1.A=l210][0 2 -1
-3 2 1 0 0 3
2. () 2.—1.37 /My 11 T

ey (1,51

7.3

. (a) n®multiplica¢es e n(n — 1) adigdes

(b) »® multiplica¢des e n*(n — 1) adigdes

(¢) (AB)xrequern® + n* multiplicagbes e n> —
n adi¢des. A(Bx) requer 2n* multiplicagdes
e 2n(n — 1) adigdes.

. (b) (i) 156 multiplicagdes e 105 adi¢des,

(i1) 47 multiplicacGes e 24 adi¢es,
(iii) 100 multiplicacdes e 60 adigdes

. 5n — 4 multiplica¢des/divisdes, 3n — 3 adi-

¢des/subtracdes.

. @ [(n— Hn—j+ 1)/2 multiplicagdes

[(n — j — 1)(n — )I/2 adiges
(¢) Requer da ordem de 2,0 multiplicagdes/

divisdes adicionais para calcular A~! dada

a fatoracdo LU.
Ha)y (1.1,-2)
00 1 1 0 0)(1 2 2
® [t 6 0f12 1 01101 8
01 0jJl0 3 1 00 -23

(@ (1.2.2) ) 4,-3,00 (© (1,1,

o1 1 00
cP=f1L o0 ol,L=| 1 1 of
01 0 1o
2 3
2 4 -6 6
v=]0 6 9|.x=|-1
0 0 5 1
0 1
'P:Qzllo]’

mo-w—[! 9] (4 2).

S

. (@) &= Pc=(—4,6),

y=L"¢=(—4,8),
=U"y=(-34)
(b) x=Qz=4,—-3)

0 0 1 0 0 1
.y P=10 1 0], 0=1]1 0 o],
100 010
1 00
L=]-2 1 of.
P
8 6 2
U=]0 6 3
0 ¢ 2/}



7.4

7.5

o

27.
29.

30.

31.
33.

34.
35.

36.
37.
38.

. ()

Ero = — 2090€ 33336 Se e = 0,001,
0.6
entio 6 = — %
3

(1,667; 1,001)
(5,002; 1,000)

. (5,001; 1,001)

a) Al = V2, |l = 1. 4l =1
by Al = 5.]all. =5, A, = 6

© Al =[Al. = Ja], =1

@ JAl=7.]4al. = 6,]a], = 10
9rwu:aAm=1,mm—u
[Illll 7]l —1

(ay10 () (—

(@) JAx]|, = HAXH2 = |L4|{2 Il = <o ALl ],
cond, A = 400
As solugdes sio [ —0, 48 [ -2, 9205 ]

cond,, (A) = 28

g _[1—-n n
@ 47 = [ n —n
(b) cond, A, =4n
(¢) lim,,cond, A, ==
o =80,=80,=4
(a) r=(-0,06;0,02)" e oresiduo é 0,012

(b) 20
(d x=(1, 1), lx —x'll, = 0,12
cond(A) = 6

0.3

(@ lrfl. = 0,10, cond, (A) = 32
(b) 0,64

() x = (12,505 4,26; 2,14; 1,10)*, 6 = 0,04

L MR
A B > T3
BT B R
A 2 2
4 3
5 5
© R
5 5
500 %
@ o 1 o
4 3
5 0 -3
1 1
N Y
1 1
® -5 -
0 0 1
1 0 0
V3
© o ; £
E
0 £ -

7.6

3.

4.

5.

6.

10.

11.

. (@ G=

c@w=[;] ®a=[g g
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(d)

[an B R
|

[ Nl&\ =)

SIS o =)

1
H=1- EVVT para B ¢ v dados.

(@ B=9,v={(-1, -1, —4F7

by B=7,v=(—1,2,3)7

(a) B=18,v=(—2,4, —4)7

(@ B=9,v=(0,-14 1"

() B=15v=(0,0,-5 —1,2)"
(a) B=18,v=(-3,1,1,57

6 0 6
0 2 0
by HA=14y _4 _s
0 4 —6

i

1
(@) H,HA =R, onde H,=1— Ev,.v.T,

i=1,2¢B,=6 B =5.

-2 0
Vi = 21, wa=1-1],
-2 3

3 4 =2
R=10 5 101,
0 06 -5

b = H,Hb = (11,5, 5)7
b)) x=(-13, -1

=)

[PV ¥
Iu IS

. S#o necessdrias trés multiplicacdes, duas adi-

¢Oes e uma raiz quadrada para determinar H.
S#o necessdrias quatro multiplicacdes/divisdes,
uma adi¢@o e uma raiz quadrada para determi-
nar G. O cédlculo de GA necessita de 4n multi-
plicacdes e 2n adi¢Ges, enquanto o cdlculo de
HA necessita de 3n multiplicacdes/divisdes e
3n adicdes.

. (a) n — k+ 1 multiplica¢des/divisdes,

2n — 2k + 1 adicdes.

(b) n(n — k + 1) multiplicagSes/divisdes,
n(2n — 2k + 1) adicdes

(a) 4(n — k) multiplicacdes/divisdes,
2(n — k) adicOes

(b) 4n(n — k) multiplica¢tes/divisdes,
2n(n — k) adigdes

(a) rotagdo (b) rotacdo

(c) transformacdo de Givens

(d) transformagio de Givens

20
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(©) A, =2, A, = 0. O autoespaco correspon-
dente a A, € coberto por u,.

0,6
= l 1,0 ] ,
0,6
2,2 0,52
42J,u2= [1,00 s
2 0,52

2. (@ vy = 5],u

Vo =
2,05
Vy = 4,05
2,05
(b)) A =405 () A =4,6=0,0125

3. (b) A ndo tem autovalores dominantes.
3 -1 34 0.2
4. 4= [—1 1]’A3= [0,2 0.6
b =24+V2~3414, %, =
=2—-4/2~0,586

1 1
5. () H=I——vw, ondef==¢
8 3

T
(L 2 1)
3 33

© M=3A=1,

7.7

L@ (V2,0) ® (1-342.32.-+2)

© Loy @ (1-V2,¥2,—V2)
b, +eb,, .
2. x, = 5 i=L..,n
d’ + e}
4 @) o,=24+€,0,=¢
®) A =2,=00]=v2,0,=
[l 1 0]
1. At =]+ ¢
i3 0
1
12. (a)A+=[120 1;] (b) ATh =
B T
1 -2
© {y’y=[2]+a[ 1”
a1
1, - ), =efar - azf, =2,
Quando € — 0, |A1 AZH —0e

o -l =

TESTE A DO CAPITULO

1. Falso 2. Falso 3.Falso 4. Verdadeiro
5.Falso 6. Falso 7. Verdadeiro 8. Falso
9. Falso 10. Falso



