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Se o texto for usado no nível básico, o professor deve passar mais tempo nos capír '!-
iniciais e omitir muitas das seções dos capítulos posteriores. Para cursos mais avançado-. 
uma rápida revisão dos tópicos dos dois primeiros capítulos e uma cobertura mais completa 
dos capítulos seguintes seriam apropriadas. As explicações no texto são dadas em detalhe 
suficiente para que estudantes principiantes tenham pouca dificuldade em ler e entender 
o material. Para mais ajuda ao estudante, um grande número de exemplos foi resolvido 
integralmente. Adicionalmente, ao fim de cada capítulo exercícios computacionais dão aos 
estudantes a oportunidade de executar experiências numéricas e tentar generalizar os resul-
tados. São apresentadas aplicações ao longo do livro que podem ser utilizadas para motivar 
novo material ou ilustrar o material já coberto. 

0 texto contém todos os tópicos recomendados pelo Grupo de Estudos do Currículo 
de Álgebra Linear (LACSG) da Fundação Nacional de Ciência (NSF) dos Estados 
Unidos da América e muito mais. Embora haja mais material do que o que pode ser 
coberto em um semestre, pensamos que é mais fácil a um professor deixar de fora ou 
pular algum material do que suplementar um livro com material externo. Mesmo que 
muitos tópicos sejam omitidos, o livro ainda fornecerá ao estudante um sentimento do 
objetivo geral da matéria. Além disso, muitos estudantes podem usar o livro posterior-
mente como uma referência e em consequência aprender sozinhos muitos dos tópicos 
omitidos. 

Na próxima seção deste prefácio são oferecidas sugestões para cursos de um semestre 
tanto para o nível básico quanto para o mais avançado, não só com uma ênfase orientada 
para matrizes, mas também com uma ênfase ligeiramente mais teórica. Para maior ajuda ao 
professor na escolha de tópicos, três seções foram designadas como opcionais e marcadas 
com uma adaga (j ) no índice. Essas seções não são pré-requisitos para nenhuma das seções 
seguintes no livro, podendo ser omitidas sem qualquer perda de continuidade. 

Idealmente, todo o livro pode ser coberto em dois semestres. Embora o LACSG te-
nha recomendado dois semestres de álgebra linear, isto ainda não é praticado em muitas 
universidades e faculdades. No presente, não há acordo geral em relacão ao níícleo de 
um segundo curso. De fato, se todos os tópicos que os professores gostariam de ver em 
um segundo curso fossem incluídos em um íínico volume, este seria um livro pesado. 
Foi feito um esforço neste texto para cobrir todos os tópicos básicos de álgebra linear 
necessários para aplicações modernas. Além disso, dois capítulos adicionais para um 
segundo curso estão disponíveis para ser baixados da internet. Consulte a página so-
bre Material Suplementar após o prefácio para detalhes e veja a página da LTC Editora: 
www. ltcedito ra. com. br.

Programas de Curso Sugeridos 
Dois Semestres em Sequência: Em uma sequência de dois semestres é possível cobrir 

as 39 seções do livro. Uma flexibilidade adicional é possível pela omissão das três 
seções opcionais nos Capítulos 2, 5 e 6. Pode-se também incluir uma aula extra 
demonstrando o uso do software MATLAB. 

Curso Básico de Um Semestre 

A. Um Curso Básico de Um Semestre 

Capítulo 1 Seções 1-6 7 aulas

m -" = - = := =scrita ã,.

='. : C" usada nas

Capítulo 2 Secões 1-2 2 aulas
Capítulo 3 Seções 1-6 9 aulas
Capítulo 4 Seções 1-3 4 aulas
Capítulo 5 Seções 1-6 9 aulas
Capítulo 6 Seções 1-3 4 aulas

Total 35 aulas

B. 0 Curso Orientado a Matrizes do LACSG: 0 curso base recomendado pelo Grupo de
Estudos do Currículo de Álgebra Linear envolve somente os espaços vetoriais eucli-
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Matrizes e Sistemas de Equações

Provavelmente o problema mais importante na matemática é o da resolucâo de um sistema 
de equações lineares. Mais de 75% de todos os problemas matemáticos encontrados em 
aplicações científicas e industriais envolvem a resolucão de um sistema linear em algum 
estágio. Usando métodos modernos da matemática, é frequentemente possível reduzir um 
problema sofisticado a um simples sistema de equações lineares. Os sistemas lineares apa-
recem em aplicações em áreas como negócios, economia, sociologia, ecologia, demogra-
fia, genética, eletrônica, engenharia e física. Portanto, parece apropriado iniciar este livro 
com uma seção sobre sistemas lineares.

I. I Sistemas de Equat;ôes Lineares

é uma equação da forma

b

de 

b1 

ct21xl + ct22x2 + ' ' ' + ct2 x = b2

- ==-= r«rio de b

:.â€” â€” "-,os publicados

â€” 2I- = ;=:rado brasileiro

x1 + 2x2 = 5 

2x1+3x2 = 8

x1 â€” x2 + xs = 2 

2x1 + x2 â€” xs = 4

x1+x2 =2 

xt â€” x2 = l

-~-- = . composto por

4 ctodo

X1

é um sistema 3 X 2.

são todos números reais. Sistemas da forma (1) são chamados de sistemas 

incógnitas é portanto um sistema da forma

Seguem-se exemplos de sistemas lineares:
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Matrizes e Sistemas de Equações 3

-., r,...,x„)que 
. : ' é uma solução

quando estudarmos a forma linha degraus. Uma preocupação mais imediata é o problema 
de encontrar todas as soluções de um problema dado. Para enfrentar esse problema, intro-

3

sistemas equivalentes.

2xs = 4

é de fácil solução pois é claro das duas últimas equações que x, = 3 e 
x, = 2. Usando esses valores na primeira equação, obtemos

3x] +2 3 â€” 2= â€” 2

xt = â€” 2

parece mais difícil de resolver. Na 
Para verificar isto, some as 

: --.o. 0 par orde-
~= â€” :-. duas linhas. Por

3x> + 2xz â€” xs = â€” 2 

â€” 3x> â€” xz + xs = 5

3

deve satisfazer todas as equações do sistema. 

duas primeiras equacões do sistema:

Então, deve satisfazer qualquer nova equação formada pela adicão de duas de suas equa-
ções. Portanto, x, deve ser igual a 3. Similarmente (x„x,, x,) deve satisfazer a nova equação 

3xt +2xz+ xs = 

3x) + 2xz â€” xs = â€” 2
ponto, elas são para-

--:=:t ~ solucão contém um,

2xs = 4

Portanto, qualquer solução do sistema (b) deve ser também uma solucão do sistema 
Por um argumento similar, pode ser mostrada que qualquer solucão de (a) é tam-

:e:-l. é facilmente

,ão deve ser 4.
x ~~=: :, ordenada deve

~mm~ ~. -= â€” -; ' ucão. Se um

formada subtraindo-se a primeira equacão da terceira:

e ~ r . :ão tem solucâo.

:= : sistema tem

x ~= c = inconsistente,

do 

: - .-tema consis-

: .: =:=t-nte. devemos

F: â€” :-ato ((-,0)) é o 
~ -.~~e.=-. i ttão o sistema(ii) é 

- -t:ma (iii) represen-
: sistema (ver Figura

â€”. Pode ser consistente ou 
-»~c.==-.-,: u um número infinito de 

~tr :~:~ isto acontece na Seção 2,

Sistemas Equ~valertfes 

Considerem-se os dois sistemas 

3xi + 2xz â€” xs = â€” 2 3x) + 2x, â€” x, = â€” 2 

â€” 3xi â€” xz+x> = 5 

3x> + 2xz + xs = 2
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Matrizes e Sistema. d: E= = :-=--

A ordem em que duas equações quaisquer aparecem pode ser trocada. 
Ambos os lados de uma equação podem ser multiplicados por um número real 

diferente de zero. 

Um múltiplo de uma equação pode ser somado a (ou subtraído de) outra.

o um sistema de equações, podemos usar essas operacões para obter um sistema que é 
mais fácil solucão.

pelo restante desta seção. Vamos mostrar que se um 
podem ser usadas 
obter um "sistema estritamente triangular" equivalente.

se na k-ésima equação os coefi-
ntes das primeiras k â€” 1 variáveis são todos nulos e o coeficiente de x, é diferente de 
...,n).

0 sistema

3xi+2xz+ xs = 1

xs=2 

2xs =4

xzâ€”

na forma triangular estrita, já que na segunda equacão os coeficientes são 0, 1, â€” 1, 
ectivamente, e na terceira equação os coeficientes são 0, 0, 2, respectivamente. Por 
a da forma triangular estrita, o sistema é de fácil solução. Segue da terceira equação 

xg 2=2 ou x,

do x, â€” 4, x, = 2 na primeira equação tem-se finalmente

3xi +2 4+ 2

x, = 2. Usando esse valor na segunda equação, obtém-se

xi

nto, a solução do sistema é ( â€” 3, 4, 2).

estritamente triangular pode ser resolvido da mesma forma 
o último exemplo. Primeiro, a n-ésima equação é resolvida para obter o valor de x„. 
1)ésima equação para obter x„,. Os valores de x„e 
2)ésima equação para obter x„,' e assim por diante. Vamos nos 
sabstitui-

reversa.

Resolva o sistema

2xi â€” xz + 3xs â€” 2' = 1

xz â€” 2xs + 3' = 2

4xs + 3' = 3

4x4 =4



'z â€” = 2xc=rx 'y= <x

souralqo nssw,as oghnlllsqns v opuns~

0[ â€” =

Bmalsls l?ppa p

2xgâ€”

Bmalsls 0 pA[osag g QgggggQ

([ 'p '[ â€” '[) a og>n[os n onlug

â€” rx

[ â€” = 2X

p =Sx
= j'x

as-malqo 'nssaAal ov&lnlllsqns opunsf[

GEGA[05

tuf[ o[nlldvg 9

021amIJd Q 
ê[ê 50 'asl?pua Ml?J 

amrrd np soluam 

!
as 'oglug 

-.' n Bpnuolalpn a 

( = zmp'm B%ou Bssg

opunõês QU

~ê on op«1[OA

=-. Olêlpn êg
"s' = III ê5

= [ nyIunllP 

= UIn êluêUIsê[d 

O[UV~ 55$

x sop saropw so ous soluama[a sofno soramnu ap g X g ofun1m mn muarsls 
ov mloossn somapod o[dmaxa omrl[n op sao>nnba ap vmalsrs o aluammou somnfa~

sx â€”â€” 

Exp â€” 2xgâ€” 

:m[n8un111 aruamnllrlsa vmalsrs aluln8as o aluam[nug soma> 'onannba npun8as n 
L 

zang â€” â€” a onknnba nrlaozal vp muos n[ad npmlllsqns a mualsls assap ovknnba nllaasal v ag 
[ 

zâ€”

p[ â€” = Sxg â€” 2xgâ€” 

=sx +2' +Ix

alua[Samba vmalsrs o somalqo 'saoonnba sulcou sessa

Sx +2XZ + lx

1od aluamnwllêadsas snpmllrsqns ovs vmalsrs ossou ap saoonnba nzlaaral v a npun8as v ag

p â€” = Sx â€” 2Xâ€” 

nla11non nrlaoIal np ur[ur[ nlramud v saza~ p opuln~lng

nlaIInon npun5as np nqur[ nrlamlrd n saza~ g opulnrlqng
GR&A]GQ

= CX i 2xg~rxp 

â€” Êxg 2X I x/ 

= sx i 2' g rx

( opin[os nalun mun vq onu anb Iua sosno sou 
In[n8un111 aluamnllslsa muzoy n mualsls o IlznpaI [awlssod a ovu anb Or<1[ op og>as nmlxord 
vu somara~) In[n8unul aluamvlrllsa a anb aluap~rnba mualsrs mn ~alqo mlual nrnd $$$ a $ 
sao&nrado sv as-mvsn 'snllu8ooul u v salnaul[ sao>nnba u ap mualsls mn opnp '[nla8 mg



Matrizes e Sistemas de Equaçõe 7

significa sim-
é 
Uma matriz é dita quadrada se tem o mesmo número de linhas e colunas â€” isto 
é,sem=n. 

Se adicionarmos a matriz de coeficientes uma coluna cujos elementos são os números 
no segundo membro do sistema, obtemos a nova matriz

eÍ

1 2 1 

3 â€” 1 â€” 3 

2' 3 1

3

â€” 1

4

'~--e as operações 
~. i Veremos na 

~:- â€” ente triangular
r 
dessa forma, a matriz aumentada é denotada (AIB). 

bii bl2 
b22 b2,

a» a12 

a21 a22

al„

a2„

bl b2 b „aml am2 ' ' ' amn

então

b» bl„ali a in

(A IB) =

b„l b,ami ' a

A cada sistema de equacões podemos associar uma matriz aumentada da forma

al„biali
wltrnzmi--- reswtctivamente por

„bami

0 sistema pode ser resolvido efetuando-se operações sobre a matriz aumentada. Os x, são 

Então, se

marcadores que podem ser omitidos até o fim da computacão. Correspondendo as três 
operações utilizadas para obter sistemas equivalentes, as seguintes operações sobre linhas 1 

7 
-: : t:iangular:

Voltando ao exemplo, verificamos que a primeira linha é usada para eliminar os ele-
pivô. 
Para ênfase, os elementos da linha pivô são apresentados em negrito e a linha é sombreada. 
pivô.

: =--=-: â€” .. Podemos associar ao 

dos x,:

+ â€” linha pivô1 '' .:2 
elementos a eliminar f 3 â€” 1 â€” 3 

a„=3ea„=2f 2

podem ser aplicadas a matriz aumentada:~ ~=rei a equacão e â€” â€” vez 
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Matrizes e Sistemas de Equações 9

-~ â€” = é :ubtraída da 

m .x- =: â€”. i lha. Quando
Em seguida, a segunda linha é usada para eliminar os elementos na segunda coluna abaixo 

1 1 1 1 

0 â€” 1 â€” 1 1 

2 

0 0 â€” 3 â€” 3

6

I3

â€” 15

Finalmente, a terceira linha é usada como linha pivô para eliminar o último elemento da - = operacão III 
: o quociente

: â€” :~amos com a
1 1 l 1 

0 â€” 1 â€” 1 

0 0 â€” 3 

0 0 0

6

do elemento pivô â€” 1:

0

terceira coluna:

0

â€” 13

â€” 2

Esta matriz aumentada representa um sistema estritamente triangular. Resolvendo por 
xmee~~ = = =.:uivalente ao 

-=- =rsa.

pode ser restrito a forma estritamente triangular, 
então terá uma única solução que pode ser obtida aplicando substituição reversa no sistema 
1 
passos. No primeiro passo, um elemento pivô é escolhido entre os elementos não nulos 
linha pivô. 
Intercambiamos linhas (se necessário) de modo que a linha pivô é a nova primeira linha. 
1 linhas restantes de modo a obter 0 
No segundo passo, um elemento pivô é esco-
lhido entre os elementos não nulos da coluna 2 entre as linhas 2 e n da matriz. A linha 

contendo o pivô é então intercambiada com a segunda linha da matriz e usada como nova 
linhas restantes, de modo 
a eliminar todos os elementos abaixo do pivô na segunda coluna. 0 mesmo procedimento 
1. Note que no segundo passo a linha 1 e a coluna 1 
permanecem inalteradas, no terceiro passo as duas primeiras linhas e as duas primeiras 
colunas ficam inalteradas e assim por diante. A cada passo as dimensões totais do sistema 
são reduzidas de 1 (ver Figura 1.1.2). 

Se o processo de eliminação pode ser efetuado como descrito, chegaremos a um sis-
1 passos. Entretanto, o procedimento

::. ~ pis ô. usaremos a ope-
â€” =-curada. A nova primeira

X X X 

X X X X 

X X X X 

X X X

0 x x x 

0 x x x 

0 x x x

Passo 1

a ptvô

0 x x x 

0 0 x x 

0 0 x x

Passo 2

=:- :- ::is elementos não nulos da t

0 

0 0 x x 

0 0 0 x

Passo 3
x 

0 0. x x

substituição reversa, obtemos a solução (2, â€” 1, 3, 2).
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Mostre que o sistema terá uma única solução 
se m1 4 m2. 

Mostre que se m, = m, o sistema só será con-

b, = b,. 
(c) Dê uma interpretação geométrica das partes 

(a) e (b). 
Considere um sistema da forma

onde a», a», a„e a» são constantes. Explique 
por que um sistema dessa forma deve ser consis-
tente. 

Dê uma interpretação geométrica de uma equação 
linear a três incógnitas. Dê a descrição geométrica 
dos possíveis conjuntos solução para um sistema 
linear 3 X 3,

~ ~< . o pivô são tguats 
,x ~ :.:~as de degraus ou 

Elas serão também

a»xt + a12x2 = 0

<21xl + a22x2 = 0x3 â€” I 

x3=3

â€” â€” X2.

X2 +

â€” 2x2 + 3x3 â€” â€” 7

l.2 Forma Linha Degrau
a forma estri-
tamente triangular. Entretanto, este método falhará se, em qualquer etapa do processo de 

EXENPLG l Considere o sistema representado pela matriz aumentada

+- linha pivô1 1 1 

0 0 I 

0 0 3 

1 I 3 

2 2 4

Se a operação III for usada para eliminar os elementos não nulos das quatro últimas linhas 

1 1 1 1 1 

2 

0 0 2 2 

0 0 I I 3 

0 0 1 1 3

~ linha pivôx = â€” I

Nessa etapa, a redução a forma estritamente triangular se interrompe. Todas as quatro pos-

redução, todas as possíveis escolhas para o elemento pivô em uma coluna dada forem 0.

da primeira coluna, a matriz resultante será

síveis escolhas para o elemento pivô na segunda coluna são 0. Como proceder a partir daí? 
Já que nossa meta é simplificar o sistema tanto quanto possível, parece natural passar ã 

1 I 1 1 

0 0 1 I 

0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0

=3-rsa para cada coluna 
é-.= ~1==- â€” do: membros.

O'XL~ =~=

x1+ 2x2 â€” 2x3 = 9 

2x; + >x2+ x3 = 9 

.r1+ 3x2+ 4x3 â€” â€” â€” 2
Na quarta coluna todas as escolhas para o elemento pivô são 0; assim, nos movemos nova-

terceira coluna e eliminar os três últimos elementos:

mente a coluná seguinte. Se usarmos a terceira linha como linha pivô, os dois últimos 
- =. â€” er..uma matriz aumentada 3 X 5 

duas substituições reversas. 
forma

b,

b,

â€”. - eb- são constantes,

entes. mas diferen-
.- â€” ms os sistemas si-

~c»2 primeiro elemento 
: = mentada

1 

â€” 2 â€” 2 

elementos na quinta coluna são eliminados e terminamos com a matriz

â€” 1 

0 0 

1

1

â€” I

1

â€” I

I 

2 

1 

I

1 

0 

3 

â€” 4 

â€” 3
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forma IIM,a degrau
Se o P™iro elemento não nulo em cada linha não nula é 1 
Se a linha k não consiste inteiramente de zeros, o número de zeros iniciais na 

linha k + I é maior que o número de zeros iniciais da linha k. 
Se há linhas cujos elementos são todos nulos, elas estão abaixo das linhas con-

tendo elementos não nulos.

EXENPILQ 2 As seguintes matrizes estão na forma linha degrau.
- â€” c.â€” â€” =isiente.

1 3 1 0 

0 0 1 3 

0 0 0 0

'ltimo exemplo, de

EXEHPLQ 3 As seguintes matrizes não estão na forma linha degrau.

0 1 0 ' 1 0

A primeira matriz não satisfaz ã condição (i). A segunda matriz falha em satisfazer a con-
dição (iii) e a terceira matriz falha em satisfazer a condição (ii). R

au

Definigão 0 processo de usar as operações sobre linhas I, II e III para transformar um sistema 
elimina-
qão gaussiana.

Note que a operaqão sobre linhas II é necessária de modo a normalizar as linhas de 

modo que os coeficientes iniciais sejam todos 1. Se a forma linha degrau da matriz aumen-
tada contém uma linha da forma

- ~=~ : .- ;u:r S-upla. Então, 
-:=-=~ as três primeiras

o sistema é inconsistente. Senão, o sistema será consistente. Se o sistema é consistente e 

as linhas não nulas na forma linha degrau formam um sistema estritamente triangular, o 
=, cada linha da matriz 

ão as variáveis princi-

= -~ =o processo de redução, 
:t=rirmos as variaveis

se há mais equações que incógnitas. Sistemas 

(2) EXEHPLQ 4 Resolva cada um dos seguintes sistemas sobredeterminados.

ente triangu-

sistema terá uma única solução.

(mas não sempre) inconsistentes.

i~ m =:c,icicntes indicam
~ ne~:- = l. mas a largura

lK' 

$ 

I@i 

4 

'4" ú.

'='- - . :- = :.=. Então, para cada par 
. Por exemplo, se x, = x, = 

â€” ". " . 3 i é uma solução para o

ia) xi + x2 â€” â€” 1 

xi â€” x2 = 3 

â€” xl + 2x2 = â€” 2

1 4 2 1 2 3 

0 1 3, 0 0 1 
0 0 1 0 0 0

2 4 6 

0 3 5 

0 0 4

xi + 2x2 + xs = 1 

2xi â€” x2 + xs = 2 

4xi + 3x2 + 3xs = 4 

2xi â€” x2 + 3xs = 5

xi

2xi

4xi

3xi

+2x2+ xs=i 

x2+ xs =2 

+ 3x2 + 3xs = 4 

+ x2+2xs=3



zx9 0 â€” I = x â€” xZâ€” 

xZ'0 = zx

0 0 00

0 

0
:(o) muaysíg

UIn
íuutuIog spíznpaI zugmu vp svInu ovu svquq sv, anbIod uoíun y ov9UIos y (g'I 'í'0 â€” 'I'0)
oyknIOS mun o>uoum>nIío um~ (q) I.un>sís o onb soíuuoguv~ 'vsIowoI OI.DIn>1>sqns opuusg

:(q) mus>síg
I 

I

'(I'Z I SIU81g Ioc) sI,'quII sgI1 sn soluooua>Iad
soguodnq ouu'ou>ug o>uodassoIodvssud ovuuquIIsIIOOIoíI. 'oyuu>aI>ug (I â€” 'p) o>uod
ou Iuu>daoIatuí os svquII suIIoIUIId sunp s~ ouvId ou suquII IuvIuvsaIdoI (1.) víuaísís ou
soo>vnbo sexo s~ 'o>uo~sísuoouí o muo>sís o onb I.píznpoI zII>mu sp vquII muíqn up vs-on8og

0 0

0 :(u) muogsíg

JQAQIoso SOUIQpod 'Og)ug 'SmuQ/SIS
svssvp UIn npso op ov>np@I su soímípoIUIo>UI sossI.d so Iíuíuo soumssod anb @md og>uu
-Iíuíp op ossoooId o Iuoo opuzímIIIIuug cluaíua>uvíogns m>sv vwop IogoI o I.'IníIu e>so Iff

GPSAJG$

tuII oIUIIdag

0 
z 

0

0 0 0

0

I 2 I

0 0 0

I 0 0

0

I

os-Iuyyqo 'x op soguotuop íuo 'x o 'x umd opuaxIosag
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Segue-Se que O OOri)unlO SOlucãO é O OOll)uni dê 1OdOS OS (êmOS OrAêlladOs 6ã (nrmâ 
(1 â€” 0,6n, â€” 0,2n, n) onde n é um número real. Este sistema é consistente e tem um 
número infinito de soluções por causa da variável x,. 8

::wesso de elimi-
-~ .== cada um desses

SuMetetmina6os

1

1 â€” 1

1

se tiver menos equa-
Embora seja possível a um sistema subdeterminado ser inconsis-
tente, eles são em geral consistentes com um número infinito de soluções. ¹o é possível a um 
sistema subdeterminado ter uma única solução. A razão para isto é que qualquer forma linha 
variáveis 
m ) 0. Se o sistema for consistente, pode-
mos atribuir valores arbitrários ãs variáveis livres e resolver para as variáveis principais. Então, 
um sistema subdeterminado consistente terá um número infinito de soluções.

= :~..n=-istente. As três equações 
â€” ::-= linhas se interceptam no 

iam- ~~i= ~oto. Então, não há pontos

EXENPLG 5 Resolva os seguintes sistemas subdeterminados
0 

0 0

xi + 2xz + xq = 1 

2xi + 4xz + 2xq = 3

xi + xz + xq + x4 + xs = 2 

x) + xz + xq + 2x4 + 2xs = 3 

xi + xz + xq + 2x4 + 3xs = 2

~= e~atamente uma solução 
iiru == niatriz reduzida formam

Evidentemente, o sistema (a) é inconsistente. Podemos considerar as duas equacões no 

1 

sistema (a) como representando planos no espaço tridimensional. Em geral, dois planos se 
0

0 0 

0 ~j 0
1 1 1 1 1 I 2 

0 0 0 1 1 1 

0 0 0 0 1 â€” 1

1 

1 1 1 2 2 

1 1 1 2 3

2 

3 

2
Sistema (b) :

0 sistema (b) é consistente e, já que há duas variáveis livres, o sistema terá um número 
infinito de solucões. Em casos como este é conveniente continuar o processo de elimina-
ção e simplificar ainda mais a forma da matriz reduzida. Continuamos eliminando até que 
todos os elementos acima de cada primeiro l sejam eliminados. Então, para o sistema (b) 
continuaremos e eliminaremos os dois primeiros elementos da quinta coluna e o primeiro 
elemento da quarta coluna, como se segue: .

1 1 1 1 

0 0 0 1 

6

Se pusermos as variáveis livres no segundo membro, segue-se que

xt : 1 xz xq 

xs = â€” 1

interceptam em uma reta, mas neste caso os planos são paralelos.

X4 â€” 2



'mun>sis op soo>nlos ous (v 'v 'v â€” 'v) uuuoy np snldn-t sn 
sapos'ogyug v ='xale â€” ='x'v = 'xov>ua'v lsazoxomnusonbp.nbspm8i'xsom~ozgag

0

0 

0

0 Iâ€” 

QP&AJGQ

0 = >x â€” <xZ â€” ~x â€” <xZ 

0 = >x â€” <x â€” zx p Ix[ 

0= ~xg~ sx â€” zx~ ~xâ€” 

muaysls o ~ocioso~ nmd uvp~og â€” ssneg op os5npoz v os[l

ap opmunqo y vplznpvz nvs8op vqull rumor' nu z[umu 
mun muuoysuvxt smd ssqull ozqos somtuomop soo5nsodo vp oekezill>n op ossaoosd g

vplznpcs nm8ap nqull muzog vu ovgsv svzls~mu sayuln8vs s~

sglp y vyrmqnsoz vplznpoz 
zás>mu y sopa>uv oldmaxa op (q) mus>sis ou omoo 'opnulunlo op[s aqui> I ozuurpd npvo 
op mulov soguomap so sopop onb gav, ouonulunp op ossooo~d o mnuiyuoo y ogspud opuser 
-lpooosd o 'soa~li slo~ylm~ nquo> o>uogslsuoo nmaqsis run op nn8op uqull rumos s osni

mus>sis op og>nlos v y

vldn-g v 'g o u smaz sorveu xonbsivnb smd 'ov>ug

gl

1?plznp93

I â€” I â€” I

nu>8op
Bqull 81ILlog

nvz8op 
Qquq 

BUUOI

0 0 0 0 

C I 0 0 

I 0

0 

0 

0

0 

0 

0

0 0 

0 I 0 

I â€” 0 0

8

I 0 +

I Iâ€”

t â€” I 0 

8 f' â€” f'....:9 

I â€” I Iâ€”

0 0 0 0 

0 0 0 

0 2 I 0

I I 0 0

0 I

0 0

8 t â€” t 0

I â€” I

I I 0 0 

0 I 0 

0 0
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Na região central de certa cidade, dois conjuntos de ruas de mão única se interceptam como 
mostrado na Figura 1.2.2. 0 volume horário de tráfego entrando e saindo dessa região 
durante a hora de pique é dado no diagrama. Determine o volume de tráfego entre cada 

SQIUQRQ 
Em cada interseção, o número de automóveis entrando deve ser o mesmo que o número 

uma das quatro interseções.

saindo. Por exemplo, na intersecão A, o número de automóveis entrando é x, + 450 e o 

xi + 450 = xz + 610 (interseção A)

Similarmente

B) 

x3 + 390 = xa + 600 (interseção C) 

D)e:ento não nulo em sua

A matriz aumentada para o sistema é

~~e ~a- para transformar uma

número saindo é x, + 610. Então

-e Gauss â€” Jondan.

0 sistema é consistente e, já que há uma variável livre, há muitas soluções possíveis. 0 
diagrama de fluxo do tráfego não fornece informação suficiente para determinar x,, x,, x, e

610 
A

640

620 xs
B

600 

Então, todas 
a.

â€” :- =-= livres, o procedi-
: -mentos acima de 

~i itr; ===- : anterior. A matriz

0 1

C

0 0 1 3

0 0 0 0

3 : :0 

8 ':, .0 

5 , '0

0

0

9

f) â€” 1 0 forma linha 
1 0 degrau 

1 â€” 1 0 reduzida

1 â€” 1 0 0 

0 1 â€” 1 0 

0 0 1 â€” 1 

â€” 1 0 0 1

A forma linha degrau reduzida para esta matriz é

1 0 0 â€” 1 

0 1 0 â€” 1 

0 0 1 â€” 1 

0 0 0 0

160 

â€” 40 

210 

â€” 330

330

170

210

0
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" ~= =.Mquer par de inter-
=-'.. Por exemplo, se o 

i-~ ~ â€” - ::a em média, então E =iR

lt â€” lp + ls = 0 

â€” li + iz â€” is = 0

(nó A) 

B)

Pela segunda lei

em cada ramo em 

ut=: â€” -'pico é mostrado na 4it + 2iz = 8 (malha superior) 
2iz + Sis = 9 (malha inferior)

1 â€” 1 

â€” 1 1 

4 2 

0 2

1

â€” 1

0

5

0 

0 

8 

9

â€” 1 1 

0 0 1

0 

4 

3 

1

0 0 0 0

- r-rc.e ~ode fluir

das correntes saindo. 

.= == 'odos os ganhos de tensão

"A soma algébrica. de todas

. - ~::- em volts) que alimenta a 
~te6a que é representado 

" - =: -=w=-. As letras representam 
=~== ~a- z adidas em amperes. As 
for 

ersa a da seta.

de Ohm,

a resistência em ohms. 
Calculemos as correntes na rede da Figura 1.2.3. Da primeira lei temos

A rede pode ser representada pela matriz aumentada

Esta matriz é facilmente reduzida a forma linha degrau

1, i, = 2 e i, = l.

se as constantes no segundo mem-
bro são todas zero. Os sistemas homogêneos são sempre consistentes. Achar uma solu-
ção é trivial; é só fazer todas as variáveis iguais a zero. Então, se um sistema homogê-
tem uma única solução, ela deve ser a solucão trivial (0, 0, ..., 0). 0 sistema 
4 incógnitas. No caso 
) m haverá sempre variáveis livres e, em consequência, soluções não triviais adi-
cionais. Este resultado foi essencialmente provado em nossa discussão sobre sistemas 
subdeterminados, mas por causa de sua importância, nós o enunciaremos como um 
teorema.

de equações lineares tem uma solução não trivial 
sen > m.

Um sistema homogêneo é sempre consistente. A forma linha degrau da 
matriz pode ter no máximo m linhas não nulas. Então, há no máximo m variáveis prin-
) m, deve haver algumas variáveis livres.

0 1 



~~s. ba r. Somar 

:optznpo Jd

p = I'xp[â€”

Q â€” OX9 Exp I x + lxp

() = >x9

:='UQDQ r!MQtsts 

oo m0 3 opl?I 

â€” "=-ptp™ V 

~ ~ on3rnq<Jlsrp 
P =-nIoo vpun8os 

oo 8 JrQmrJd p
9pzl~9glx / Epsx ~ pzgzx / Epglx

uríI olntrclsg I)p

puvzsg sopd 

~a"=.Inuvm seq 

SOJrOPUQZBg 
' ~[rznpoJd svd 

~'pIznpo JcI suoq 
~~ op JopL?ttu98 

:.'trova oIopom 

=ãif~IqoJd Q 
~~ vp r!mQlsls 0 

:@roo y or.tsonb 
" soivJd so anb

:npqul 

alutn8vs uu optmnsoJ y opvlInsoJ p 'somsom sep o sol,solJS so OJlua oluomIvn8t apl.'iam 
UJtno v ap@,tp o SOJropuazug som sudnoJ sup apuram U v8aJluo sndnoJ oputznpoJd odnJ8 
u ODJal mn opuv8vJluc 'sodnJ8 soJJ so @Jlu~ ~lu~mIvn8r suoq so m~pt~rp 
sonsotJU sp .(g) SOJpJntsoo scopo~l sor. OJJenb mn o ~) sonsalJU sou olnpoJd op otJnnb 
mn mu8aJlua a olnpold nos op vpvlam mvpJvn8 (y) SOJtopuazr.g so anb uotpur UJU8tg ~ 

l.orlvJd r.u r.uotoung nlnmJvd vp 
vmalsrs o omoo uotput I p I vJn8rg vu opr,luctJO ogvJ8 o anb vtIuodns ~ 'vtuomv~ttoadseJ 'g 
~ py g Jod sodnJ8 soJl so mlouop somr~ sopvlnmJvd mvívs sohwJvs v seq so sopol anb a 
r,malsrs r.rIual o@u oqgl I, cluvmImorur vnb vs-vttuodng .Svluomrtsow op vJnlsoo o 
m~8r.'poial o 'sotItsuoln o svluoml.'xny ~p v Jnluynuum 'm Jr,'no@d o r,'JnlInorJ8l. ': Sooor.dnoo so Jt 
ma maquadma as oqgl @mn op SOJquum so mtttmrJd opnporoos mun mo onb as-urIuodng

9P«g9g / zP9 + â€” Pzg9+ zPg9 

vmJog e muol on>r.nb' e a 9 = 'x = 'x = x outua 'I = 'x somJazg as 'JvInotlJsd mg

I x9 â€” Êx = Ex â€” tx 

a aJwtI pal,'IJr,'~ vmn a 'x anb sotuuogtJa~ 'pnsn umJog uu muolsts o somJ~~IOSOJ 
og 'sowtlv8ou onu SOJplut meus saJopw soíno ( x 'x 'x 'x) soo&nIOS Jl.'Jtuoauo somr.sro 
-oJd 'ovounba u moouvpq vmd stulwrJt orou soo>nIOS met emalsrs o I Z I mu~Jo~d. Opd

oouo8omorI mautI umalsts o
os-mylqo 'svokunba sq Jl sr.p SOJqmam so Jromr Jd so I.J[d snprxom unJog sp~nrm~ sn supor og

@nb ostoaJd y 'otuq8OJpttI o maouupq uJud 'aluomIuug v 

onb ostoaJd p 'oruo8txo o moouupq UJr.d 'atuomJvItmtg

vnb ostoaJd y ouoqmo ~p somolu

IX9~ cx' = zxy lxp 

so Jv~our.I@q I.JUd 'sns mytuoo osootI8 l. o omoln mn myluoo ouoqJr.o op optpcotp o ~nb r,í
ou>cnbb up SOJqmam stop sou somsvm so muíos otug8tlco o otuy8OJprtI 'ouoqmo ap somolu

ap SOJamnu so anb opom ap 'x o "x 'x "x JatIIooso somvsro~Jd 'onknnb~ v mooul.pq rad

muJog vp y on>vaJ vp vvrmmb
on&nnbo ~ '('p) otuq8no a ('p"~'g) osoorI8 mo (p'II) un8s o ('pg) ouoqmo op optx
-otp JarJawuoo eard Iog op alumpnJ nt8Joua u musn sr,luUId su 'vsclutssotoy ap ossoooJd o~

QQ)pgíI3$

r.molsrs o vmd ou&nIOS I,'mn utI svJwrI srowyrJUw
sn soJOIm, op ovotnqtJln npno uma 'SOJwrI spwnrJnw sv. SormJttqm soJOInw JtnqrJln os-opod



Matrizes e Sistemas de Equações 21

~ ~ : .cão de valores ãs
R

~: 5- para converter dió-
--. :-ê o (0,). A equação

A primeira coluna da tabela indica a distribuição dos bens produzidos pelos fazendeiros, a 
segunda coluna indica a distribuição dos bens manufaturados e a terceira coluna indica a 
distribuição das roupas. 

A medida que o tamanho da tribo aumenta, o sistema de permuta fica muito desajei-
tado e, em consequência, a tribo decide instituir um sistema monetário de troca. Para este 

sistema econômico simples, supomos que não haverá acumulação de capital ou dívidas e 
que os precos dos três tipos de bens reflete os valores do sistema de permuta existente. A 
questão é como atribuir valores aos três tipos de bens para representar de forma equilibrada 
o sistema de permuta corrente. 

0 problema pode ser transformado em um sistema de equacões lineares usando um 
modelo econômico que foi originalmente desenvolvido pelo economista Wassily Leontief, 
ganhador do Prêmio Nobel. Para este modelo vamos considerar xy 0 valor monetário dos 
bens produzidos pelos fazendeiros, x, o valor dos bens manufaturados e x, o valor das rou-
pas produzidas. De acordo com a primeira linha da tabela, o valor dos bens recebidos pelos 
fazendeiros equivale a metade dos bens por eles produzidos, mais um terço do valor dos 
bens manufaturados e metade do valor das roupas. Então, o valor total dos bens produzidos 

1 1 1 
pelos fazendeiros é â€” x + â€” x + â€” x . Se o sistema é equilibrado, o valor total dos bens 2' 3' 2' 
produzidos pelos fazendeiros deve ser igual a x„o valor total dos bens produzidos. Então 
temos a equação linear

- = :, ~ :.:~c que os números de 
. > ;: n:=- membros da equação. 

=-cr= â€” ==is. para balancear os

-- :-- u.ês equações, obtém-se

1 1 1 
â€” xt + -xz+ -xs = xt 
2 3 2-â€”

' ~-. :=-== balancear a equação, pre-
inteiros não negativos. Se 

~ â€”. = ~a variável livre e

= â€” ; :. equacão toma a forma

â€” : H-0

=:= áe uma tribo se empenhem em 
entas e utensilios, e tecelagem 

=- = ~ c ~ não tenha sistema monetário 

M e 
. =- ~,=-ura 1.2.4 indica como o sistema

:ie:-=e de seu produto e entregam um
:=-==iões costureiros (C). Os artesãos

=::e.-ando um terço a cada grupo. 0
aos fazendeiros e divide a outra

0 =esultado é resumido na seguinte
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1 â€” 1 3 

0 1 2 

0 0 1 

0 0 0

x( â€” xq + 2xs â€” â€” 4 

2x> + 3xz â€” xq â€” 1 

7x( + 3xz + 4xs â€” â€” 7

7 

2 

0

xt + xz + xs + 

2x( + 3xz â€” xsâ€” 

3X(+ 2xz+ xs + 

3xt + 6xz â€” xsâ€”

x4=0

x4=2 

x4 =5

x4 â€” â€” 4

I 0 0 

0 I 0 

0 0 1

â€” 2

5

3

x( â€” 2xz = 3 

2x(+ xq= 1 

â€” 5xt+ 8xz =4

1 4 0 2 

0 0 1 3 

0 0 0 1

1 â€” 3 0 

0 0 1 

0 0 0

2

â€” 2

0

0 0 1 3 4

1 5 â€” 2 0 

0 0 0 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0

3 

6 

0 

0

0 1 0 2 

0 0 1 â€” 1 

0 0 0 0
xt â€” 3xz + xs â€” â€” 1 

2xt + xz â€” xs â€” 2 

x( + 4xz 2X3 â€” 1 

5xt â€” 8xz + 2xs = 5

x( j xz= â€” I 

4x( â€” 3' â€” â€” 3

(c) x( + xz + xs = 0 

x( xz xs â€” 0

(b) 2x( â€” 3xz = 5 

â€” 4X(+ 6xz = 8xz â€” â€” 9

x(+ xe=0 

x(+3xz=0 

x( â€” 2xz â€” â€” 0

x( + 2xz â€” xs =

xt â€” 2xz + 2xs = I 

xt + 2xz + xs â€” â€” 14

t + 3xz+ xs â€”â€” 1 

( j xz + xs = 3 

t + 4xz + 2x; = 4

matrizes aumentadas a seguir estão na forma 
degrau reduzida. Em cada caso, encontre o 

nto solução dos sistemas lineares correspon-
s.

cada um dos sistemas do Problema 3, faça 
lista das variáveis principais e uma segunda 
das variáveis livres. 

cada um dos sistemas de equações seguintes, 
eliminação gaussiana para obter um sistema 
alente cuja matriz de coeticientes está na 

a linha degrau. Indique se o sistema é con-
te. Se o sistema é consistente e não envolve 

veis livres, use substituicão reversa para obter 
ução única. Se o sistema é consistente e há 

veis livres, transforme-o para a forma linha 
u reduzida e obtenha todas as soluções.
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x, + 2xz â€” x, = 2

â€” 2x(+2xz+ xs = 4

3X(+2xg+2xs = 5

â€” 3X( + 8' + 5xs = 17

x( + 2xz â€” 3x; + x4 â€”â€” 1 

x( xz j4xs x4=6 

â€” 2x( â€” 4xz + 7xs x4 â€” 1

x( +3xp jxs j x4=3 

2x( â€” 2xz + xs + 2x4 = 8 

xt â€” 5xz + x4=5

Use a reducão Gauss â€” Jordan para resolver cada 
um dos seguintes sistemas

x(+3xz+ xs j x4= 3 

2xt â€” 2xz + xs + 2x4 = 8 

3x( + xz + 2xs â€” x4 = â€” 1

x( + xz + xs j x4 = 0 

2x( j xz â€” xs j 3X4 = 0 

x( â€” 2xz + xs + x4 = 0

uma interpretação geométrica de por que um 
sistema linear homogêneo com duas equações 
a três incógnitas deve ter um número infinito de 

soluções. Quais os possíveis números de solucôes 

Dê 

uma explicação geométrica para sua resposta. 
8. Considere um sistema linear cuja matriz aumenta-

da tem a forma
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16 vo1ts

2 ohms

2 ohms

(c)

g volts

4 ohms

5 ohms

Mostre que, para qualquer número real n, o par 
ordenado (Rcy Acp) também é uma solução. 

Na Aplicacão 3, a solução (6, 6, 6, 1) foi obtida 

fazendo a variável livre x, = 1. 

(a) Determine a solução correspondente a x4 = 0. 
Que informação, se alguma existe, dá esta 

solução a respeito da reação química? A 

expressão "solução trivial" se aplica a este 
caso? 

(b) Escolha outros valores para x4, tais como 2, 4 
ou 5 e determine as soluções corresponden-
tes. Como se relacionam estas soluções não 
triviais? 

19. 0 benzeno líquido queima na atmosfera. Se um 
objeto frio é colocado diretamente sobre o benze-

no, haverá condensação de água no objeto e tam-
bém se formará um depósito de fuligem (carbono) 

sobre o objeto. A reação química para esta reação 
é da forma

xtCsHs + xzOz ~ x;C + x4HzO

Determine valores de x„xz, x, e x~ para balancear 
a equação. 

3). 0 ácido nítrico é preparado comercialmente por 
uma série de três reações químicas. Na primeira 

reação, nitrogênio (N,) é combinado com hidrogê-
nio (H,) para formar amônia (NH,). Depois, a amô-

nia é combinada com oxigênio (Oz) para formar 
e água. Finalmente, 

reage com parte da água para formar ácido 
quantidade 
de cada um dos componentes é medida em mols 

fuma unidade padrão de medida para reações quí-

micas). Quantas mols de nitrogênio, hidrogênio e 
oxigênio são necessárias para produzir 8 mols de 
ácido nítrico? 

1. Na Aplicação 4, determine os valores relativos de 

x] xg e x, se a distribuição dos bens é descrita na 

seguinte tabela
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para 
cada uma das redes seguintes:
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â€” â€” = ::zespondentes sao
A+0 = 0+A =A

A+ ( â€” 1)A = 0 = ( â€” 1)A+ A

plicacão de cada

â€” A=( â€” 1)A

j) é na,,

(2)

~i.~i: :-=e seus elementos Ax= b

é amatrizm X

3xi + 2xq + Sxs = 4

Se fizermos

xl

A= 3 2 5 e x=

9 = -:t ~ subtraindo-se cada ele- e definirmos o produto Ax por

l

b

') 
3

Se 0 representa a matriz, com as mesmas dimensões de A, cujos elementos são todos 0, 

Ela age como identidade aditiva no conjunto de 

então

tem uma inversa aditiva. É claro 

E costume denotar a inversa aditiva de A como â€” A. Então,

Temos ainda de definir a operação mais importante: a multiplicacão de duas matrizes. Boa 

que

parte da motivação por trás da definicão deriva das aplicações a sistemas lineares de equa-
ções. Se temos um sistema de uma equação linear a uma incógnita, ele pode ser escrito na 

como escalares; entretanto, eles poderiam ser 
tratados como matrizes 1 X 1. Nosso objetivo agora é generalizar a equação (2) de 
por uma simples equação matricial da 
forma

é um vetor de incógnitas em Zl' " e b está em R"'. Consideramos 

Caso 1. Uma Equação em Várias Incógnitas 
Inicialmente examinamos o caso de uma equacão a várias variáveis. Considere-se, por 

xi

forma

primeiramente o caso de uma equação em várias incógnitas.

exemplo, a equação

Ax= 3 2 5 xz =3xi+2xz+Sxs

Então, a equacão 3x, + 2x, + Sx, = 4 pode ser escrita como a equação matricial 

Ax=4 

incógnitas da forma
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u >< m lsaur[ mualsrs mn 1,108@ as-alaplsuog 
sn1[u5oaug ~ e saobnnb-ZI ~ 'Z org

ap opmu
-nqa sazaw sslrnm a og>nol[drl[nm ap odrl arsa 'aluamaluanbasuog lnposa mn a slrallp s
nun[oa lolaw mn lod nplanbsa s nqul[ lolaw run ap os>nar[dhr[nm np oper[Usai o anb as-arog

ol?Iua

t 6 â€” I 2 =y

as 0[clHIaxa Jozl 

"x"v+ + zxzv+ [x[u = xy

lod xy olnpold o somlrugap a

zv

soUllazlg as

UIQ O[llhldBQ Qf

Ullss+
"=. pn81 a anb

Ia oHIlsa-I 0 

olnpold p (g) 
smn npng

zq 
[q

zx 

Ix

zzv 12v 

2[v I lu

Xy I? Ullog I?U Olllasa laS apOCI I?marsls 0 Oh?lua
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a uma matriz m X n e um vetor x em R", é possível computar um produto Ax por 
produto Ax será uma matriz m x 1, que é um vetor em R". A regra para determinar 

<in<n

x.

Ax=

x

A= 5 3, x=

4xt + 2x2 + xs 

5xt + Sx2 + 7xs

â€” 3 2+14 

2 2+5 4 

4.2+2 4

screva o seguinte sistema de equações como uma equação matricial da forma Ax = b:

Sxt + 2x2+ xs = 5 

xt â€” 2x2 + 5xs = â€” 2

2xt + x2 â€” Sxs = 1

S 2 1 

1 â€” 2 5 

2 1 â€” 3

atx 

a2x

X1 

X2 

xs

X1 

X2 

xs

â€” 2 

24 

16

5

mo elemento de Ax é

Ax= 

â€” 2

1



t+ 6+ 

ou>uo g o[dhuoxg ou y = x a g = x p : x sohuhah[[oosv sou ag y gqggggg 

uohox rod zphmu ap oyknoh[dkh[nhu ap oh.hu 
-@ap e ohuoo hvauh[ og5vuhqhuoo ap opor>uvsahdaa vhsv huvsn pm sou h[ sun8[~ y op nun[oo 
op sohoiax sop mouh[ on5nuhqhuoa mun a xy ohnpohd o onb (9) oh,onnbo vp os-on8ag 

sx+ zx+ hx 

[h.pphvhu on5nnba mun ohuoo ohuas~ hás apod 

9 : sxp + ~x/ â€” ~xg 

g = exp â€” zxg+ hxZ 

Q 5 Qgggg@g 

hehx 

BLUJQJ h:P [PhoUhBhu 

og5nnba mun ohuoo (y) saoonnbv vp muagshs o hv>uasohdah sohuapod 'n[nuuog nssv opuvsg 

g . p zn~x p Iuhx = xy 

sohu0$ 'op/Ug 

l hg zlp 

hXhw~ 

~x"zp ~... ~ zxzr~ y hxhZp 

~xul~ + ~ Zxzhg + hxl l~ 

h.un[oo s~hoha~ op muos mun ohuoo xy ohnpohd o hoxahoso y 
[mopgnhu oy5vnbv mun ohuoo (g) hnvuh[ muahshs o mhuasvhdah op mhhnuhvh[v muhog mn[[ 

hugo o[nhhdvg
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Í51. 

Assim, o vetor [ ] é uma combinacão linear dos três vetores coluna da matriz de coefi-
cientes. Segue-se que o sistema linear no Exemplo 5 é consistente e

,, ~ =~ := :quacão matricial

2 

3 

4

é uma solução do sistema.

A equação matricial (7) provê um modo agradável de caracterizar se um sistema 

linear de equações é consistente. Realmente, o teorema seguinte é uma consequência 

(6)

eer errIa ll.3.ll teorema de Consistência para Sistemas Lineares

pode ser escrito como um com-

~: e. = . amo uma equação
=.XEHPEG 7 0 sistema linear

(7l 
I,

XI+2xz = 1 

2xt + 4xz = 1

1 ) 
é inconsistente, já que o vetor não pode ser escrito como uma combinação linear dos 

1 

2 4

forma

+ z 4 2x +4x

e portanto o segundo elemento do vetor deve ser o dobro do primeiro.
:--. =-:::o uma soma da forma

"-:."..:acão linear dos vetores de 

-:biuação linear como a defi-
Ab„)

Ele é determinado 
B.

~' efini ce%0

u~- ='e:~io >. então

se o número de 
A primeira coluna do produto é deter-
é Ab„a segunda 
é a matriz cujas colunas são 
Ab„Ab„..., Ab„:

direta de (7).

binação linear dos vetores coluna de A.

vetores coluna e . Note que qualquer combinação linear desses vetores seria da 
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2 2 0 0 2 2

AB 4 BA.

Uma companhia manufatura três produtos. Suas despesas de produção são divididas em 
três categorias. Em cada categoria é feita uma estimativa do custo de produção de um item 
de cada produto. Essas estimativas são dadas nas Tabelas 1 e 2. Na reunião de acionistas, a 
companhia gostaria de apresentar uma simples tabela mostrando custo total para cada tri-
mestre em cada uma das três categorias: matérias-primas, mão de obra e outras despesas.

Tabela II Custos de Produção por Item (dólares)
Produto

Despesas

Matérias-primas 

Mão de obra 

Tabela 2 Quantidade ProduzIda por Trimestre

Estação

Verão Outono Inverno Primavera

Soluqão 
Considere-se o problema em termos de matrizes. Cada uma das tabelas pode ser represen-

0,10 0,30 0,15 
0,30 0,40 0,25 
0,10 0,20 0,15

as, em

4000 4500 4500 4000 

2000 2600 2400 2200 

5800 6200 6000 6000

representa os custos do trimestre 

Matérias-primas: (0,10)(4000) + (0,30)(2000) + (0,15)(5800) = 1870 
Mão de obra: (0,30)(4000) + (0,40)(2000) + (0,25)(5800) = 3450 
Outras despesas: (0,10)(4000) + (0,20)(2000) + (0,15)(6200) = 1670

m pro-
s sível 

B e BA

ual ao

Outras despesas

tada por uma matriz, ou seja

de verão:

8

A 

B 

C

4000 

2000 

5800

0,10 

0,30 

0,10

4500 

2600 

6200

0,30 

0,40 

0,20

4500 

2400 

6000

0,15 

0,25 

0,15

4000 

2200 

6000
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160 

= 3940 

= '900 

w =.: : primavera, res-
Segue-se de (8) que a j-ésima linha de Ar tem os mesmos elementos respectivamente 

que a j-ésima coluna de A.

1 4 

2 5 

3 6

~~= :=-primas para cada
@m~~: o custos totais de

-uo trimestres. As

~ :-- :lementos em cada

vr~= '= proilucão. R

31

"~ = :- :bter os custos totais

(a)SeA= [ 5 6],entãoAr =
â€” 3 2 1 

4 3 2 

1 2 5

â€” 3 4 1 

2 3 2 

1 2 5

Br =(b) Se B =

Se C â€”, entao C

Primavera Ano A matriz C no Exemplo 11 é sua própria transposta. Isto frequentemente acontece com 
matrizes que aparecem em aplicacões.8060

14.780

7140

29.980

o960

:-580

se A' = A.1 '40

'80

Os seguintes'são alguns exemplos de matrizes simétricas

2 3 4 

3 1 5 

4 5 3

0 1 2 

1 1 â€” 2 

2 â€” 2 â€” 3. â€” =- :--.-o multiplicação quanto 
vee.~.e-. :-. multiplicações são efe-

==ão por escalar quanto a

APLICAPG 2 Obtenção de informações

10 15

X m, cujas colu-

0 crescimento de bibliotecas digitais na Internet levou a melhorias dramáticas no arma-
zenamento e obtencão de informações. Métodos modernos de pesquisas são baseados na 
teoria matricial e na álgebra linear. 

Em uma situação típica, a base de dados consiste em uma colecão de documentos e nós 

queremos procurar na colecão e encontrar documentos que melhor se adaptam a condicões 
particulares de busca. Dependendo do tipo de base de dados podemos procurar por itens 
como artigos de pesquisas em periódicos, páginas da Internet, livros em uma biblioteca, ou 
filmes em uma coleção de filmes. 

Para ver como as pesquisas são feitas, vamos supor que nossa base de dados consiste 
palavras no dicionário que podem ser usadas como chave 
para a pesquisa. Nem todas as palavras são permitidas, já que não seria prático procurar 
por palavras comuns como artigos ou preposicões. Se as palavras-chave do dicionário 
são ordenadas alfabeticamente, então nós podemos representar a base de dados por uma 
Cada documento é representado por uma coluna na matriz. 0 pri-
meiro elemento da j-ésima coluna seria um número representando a frequência relativa 
da primeira palavra-chave no j-ésimo documento. 0 elemento a,, representa a frequência 
relativa da segunda palavra no documento e assim por diante. A lista de palavras-chave
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==sirno elemento de x

está em nossa lista

l~ ~: sa nós simplesmente

Se fizermos y = A'x, então

=-.-- =- e.tão em cada docu-

., ~~:w.a. por exemplo que

0 valor de y, é o número de vezes que as palavras buscadas aparecem no título do primeiro 
livro, o valor de y, é o níímero de compatibilidades no título do segundo livro e assim por 
diante. Já que y, = y, = y, = y, = 3, os títulos dos livros Bl, B3, B4 e BS devem conter 
as três palavras de busca. Se a busca é organizada para encontrar títulos contendo todas 

as palavras, o mecanismo de busca irá informar os títulos do primeiro, terceiro, quarto e 
quinto livros.

Buscas em bases de dados não comerciais geralmente encontram todos os documentos con-
tendo as palavras-chave de busca e então ordena os documentos baseado nas relativas fre-
quências das palavras-chave. Nesse caso, os elementos da matriz da base de dados devem 
representar as frequências das palavras nos documentos. Por exemplo, suponha que no 
a oitava 
onde todas as palavras são listadas alfabeticamente. Se, por exemplo, 
o documento 9 da base de dados contém um total de 200 ocorrências das palavras-chave 
aplicada 

10 6 
ocorre 6 vezes, então as frequências relativas para essas palavras seriam de e e os 

200 200

r~ .-: â€” â€” = ::mente 0 e 1, em vez 

" ~s= ==dos. Então, o elemento 
â€” ésimo livro e 0 se não 

=ado o bastante para 
em nossa lista de títu-

~~= : rmo formas da palavra 
m : â€”, ::= = o arranjo definido na

elementos correspondentes na matriz da base de dados seriam 

ass = 0,05 e as9 = 0,03â€” ~;rros de Álgebra Linear

ser o vetor cujos 

Ki B6 B7

0 

0 

0 

0 yv = asq 1+ asp 1 = 0,08

Note que 16 das 200 palavras (8% das palavras) no documento 9 combinam com as pala-

elementos x, e x„são ambos iguais a 1 e os restantes são todos 0. Então calculamos

vras-chave de busca. Se y, é o maior elemento de y, isto indicaria que o j-ésimo documento 

e e g então a matriz da

pode facilmente retornar centenas de documen-
tos, alguns dos quais podem nem ser sobre álgebra linear. Se aumentarmos o número de 

palavras de busca e exigirmos que todas essas palavras sejam compatíveis, então poderí-
amos correr o risco de excluir alguns documentos cruciais de álgebra linear. Em vez de 
combinar todas as palavras da lista de busca expandida, nossa busca na base de dados 
deve dar prioridade aos documentos que combinam com a maioria das palavras-chave 
com altas frequências relativas. Para obter isto, precisamos encontrar as colunas da matriz 
base de dados A que são "mais próximas" ao vetor de busca x. Um meio de medir quão

1 

1 

0 

1 

0 

0

1 

1 

0 

0 

1 

0

1 1 0 1 0 0 

1 0 1 1 0 0 

1 1 1 1 0 0 

1 1 0 1 0 0 

1 1 0 1 0 0 

1 1 0 0 1 0 

0 0 0 0 1 1

y=A x

na base de dados é o que contém as palavras-chave com a maior frequência relativa.

0 elemento de y correspondente ao documento 9 é

1 

1 

0 

1 

0 

0

3 

2 

3 

3 

3 

2 

0
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verifique quet mos isto na Seção 1 do

8. Se

9. Seja

(c) 2xi + xz + xs â€” â€” 4 

Xi â€” Xz + 2xs = 2 

3x] â€” 2xz â€” xs â€” 0

Se

A= 1 1

b = a~ + az = az + as

6. Se

(a) A+B=B+A 

3B 

â€” 2
Br

5

0

0

1 2 0 3 1 

0 0 1 2 4 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0

B 

(2A) â€” (3B) 

(BA)

. Se

A= 

â€” 2 4

~ri~:es depois de estudar a 
: . :--.~ =--omposição pode ser 

~ = â€” --base de dados, o que 
:=:ertte isto traz a vanta-

x~ =- matriz-base de dados 

as palavras-chave 
W ria;.~: â€” : =;a e um estudante de 

=- busca. Já que a lista 

-~:ntológicos, uma busca 
.- . =~iente eliminará todos 

%:~~~-=-= = matemáticos seriam

~':i- =: ".lhões de documentos

BA 

~ u : : := '008 havia mais de 1

~ ~ ~:- -dquiram ou atualizem
ne ~:= na lnternet seja extre-
~. -: : = as matrizes e vetores

m ~m.' :meo simples buscas de
=: =oluna é 0.

=- = :om as palavras-chave,
.w =-.â€” =~~as ras-chave. Devido a

~ ~c=utos podem deliberada-
.~~ â€” :=~ que seu domínio esteja

De fato, é fácil listar

:: da fonte da palavra é
:==s ra é listada repetida-

: -. -..= ticado para hierarqui-
t apítulo 6, estudaremos 

alea-
Na 

â€” :-- :~a modelar a navegação 
f

Search Engines: 
-s lohia. 1999.

2. Para cada um dos pares de matrizes que se seguem, 
determine se é possível multiplicar a primeira ma-

triz pela segunda. Se for possível, execute a multi-
plicação.

(a)

4 â€” 2

6 â€” 4 1 2
8 â€” 6

'" [' ') [' ' ']
2 1 1 4 1 6

2

1 3
3

3. Para que pares no Problema 2 é possível multipli-
car a segunda matriz pela primeira e qual seria a 
dimensão da matriz produto? 

Escreva cada um dos seguintes sistemas de equa-
cão como uma equação matricial 

XJ+ xi =5 

2xi â€” 3xi = 5 2xi+ xz â€” xs=6 

3X( â€” 2' + 2xs â€” â€” 7

verifique que 

(A')' =.A

4 

(a) 3(AB) = (3A)B = A(3B) 

c 

C) 

+ C) = AB + AC 

[4] [-g]
Escreva b como uma combinação linear dos 

a,. 
(b) Use o resultado da parte (a) para determinar 

0 sistema tem 
outras soluções? Explique 

(c) Escreva c como uma combinacão linear dos 

a,. 
Para cada uma das escolhas de A e b a seguir, de-

é consistente, exami-

nando como b se relaciona com os vetores coluna 

de A. Explique suas respostas em cada caso.

b= 

3 2 1 1 

b= 0 
3 2 1 â€” I

SejaA uma matriz 5 X 3. Se

Então, o que você pode concluir sobre o número de 

Explique. 
Seja A uma matriz 3 X 4. Se 

b = ai + a> + as + a<

Então, o que você pode concluir sobre o número de 

Explique. 
Seja Ax = b um sistema linear cuja matriz aumen-

tada (Alb) tem a forma linha degrau reduzida

Ache todas as soluções do sistema.

verifique que

(AB) = B A

verifique que

(AB)C = A(BC) 

BC

b=
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Câ€” 

n 

+ kj) 
k=l

n

Segue-se que

<íkckj
k= 1 k=j

Mas

pa;kckj
k=i k=1

Pa;kbki pbklclj
k=i

é
1 n 

clJ 
1

AEé
r 

bkl clj 
k=i k=l 1=1

Já que

r 

polkbki clj = p pa;kbkiciJ = pa;k pbkiclJ
k=1 k=i

segue-se que

(AB)C = DC = AE = A(BC)

As regras algébricas dadas no Teorema 1.4.1 parecem muito naturais, já que são simi-
lares as regras que usamos com números reais. Entretanto, há diferenças importantes entre 
as regras da álgebra matricial e as regras algébricas para números reais. Algumas dessas 
diferenças são ilustradas nos Problemas 1 a 5 ao fim dessa seção.

EXENPEQ II Se

1
AC.

AC. R 

uma matriz 
Pela definicão de multi-
plicacão de matrizes
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do Status Marital

Em uma certa cidade, 30% das mulheres casadas se divorcia a cada ano e 20% das mulhe-
res solteiras se casam a cada ano. Há 8000 mulheres casadas e 2000 mulheres solteiras. 

Supondo que a população total de mulheres permanece constante, quantas mulheres casa-

Sol@pão 
Forme uma matriz A como se segue: os elementos da primeira linha são as porcentagens de 

das e quantas mulheres solteiras haverá após um ano? Após dois anos?

mulheres casadas e solteiras, respectivamente, que estão casadas após 1 ano. Os elementos 

0,30 0,80

80001 

Se fizermos, x = [ 2 ], o número de mulheres casadas e solteiras depois de um ano 
pode ser computado multiplicando A por x.

I= =I
0,30 0,80 2000 4000

Depois de um ano haverá 6000 mulheres casadas e 4000 mulheres solteiras. Para encontrar 

0 30 0 80 4000 5000

Após dois anos metade das mulheres estará casada e metade estará solteira. Em geral, o

8

ABC. 0

=--o em que uma 
",r= =-:=nte usar notacão

Figura ll.4. II Tartaruga Marinha Comum.

gerenciamento e preservação de muitas espécies de vida selvagem depende de nossa 
habilidade de modelar a dinâmica populacional. Uma técnica de modelagem padrão é divi-
dir o ciclo de vida de uma espécie em um certo número de estágios. Os modelos supõem 
que os tamanhos da população em cada estágio dependem somente da população feminina 
e que a probabilidade de sobrevivência de uma fêmea individual de um ano para outro 
depende somente do estágio no ciclo de vida e não na idade real do indivíduo. Por exemplo, 
consideremos um modelo de quatro estágios para analisar a dinâmica populacional da tar-
taruga marinha comum (ver Figura 1.4.1).

na segunda linha são as porcentagens de mulheres que estão solteiras após 1 ano. Então

o número de mulheres casadas e solteiras após dois anos calcule

anos pode ser determinado calculando A"x.
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0 0 127 79

067 07394 0 0

0 0,0006 0 0
0 0 0,81 0,8077

=LXp=

(As computacões foram arredondadas ao inteiro mais próximo.) Para determinar o vetor de 

Marinha Comum

xp 
2

Ovos postos

L:

poÉ" Ágio Para ver tendên-
x» e x». Os resultados estão resumidos na 
Tabela 2. 0 modelo prevê que o número total de tartarugas em idade de procriação decres-

Vabella 2 Projeções para a População de Tartarugas Marinhas Comuns

Populaçao

cerá em 80% em um período de 50 anos.

.inicial

Número 

~:r.r - i»ência anual para do Estágio
o próximo ano

~~: . â€” 1 no ano seguinte
Um modelo de sete estágios descrevendo a dinâmica populacional é apresentado na 

referência [1] a seguir. Nós usaremos um modelo de sete estágios nos exercícios computa-
cionais no fim deste capítulo. A referência [2] é o artigo original de Leslie.

(2)

>: ;.:-'wi i ti â€” 2, 3,4) em
Crouse, Deborah T., Larry B. Crowder, and Hal Caswell, "A Stage-Based Population 

Ecology, 
68(5), 1987. 

2. Leslie, P. H., "On the Use of Matrices in Certain Population Mathematics," Biometrika, 
33, 1945.

(3)

Assim como o número 1 age como uma identidade na multiplicação de números reais, 
que age como uma identidade para a multiplicação de matrizes; 

(4)IA=AI =A

como uma matriz 

isto é

satisfaz a equacão (4) para qual-

(6i), onde
1 sei=j 

0 sei<j

:mss o período dê um 
:é c número esperado 

~os na Tabela l. As 

:: ximo ã descrição

0 

0 

127 

c~ estágio nos anos 
= :~i~io de população cor-

~:„.= L :ando os valores da

i.s1.000 300.000, 500 

ações iniciais por um 
~lnadas pela equação

1 

2 

3 

4

200.000

Mais formalmente, temos a seguinte definição:

6, = 

79

300.000

500

1500

114.264

329.212

214

1061

200.000

300.000

500

1500

74.039

213.669

139

687

182. 000

355.820

180

1617

35.966

103.795

68

334
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- tem um inverso mul-

a â€”. :=a de uma matriz não

10 34 15 

6 23 8 

5 14 9

3 2 

2 3 4 

1 5 1

10 34 15 

6 23 8 

5 14 9

Mah ixeS Siméh ices e RedeS

(5)

pela j-ésima 
a j-ésima 

BrAr é

Vi 
~-

r~: -= ; produto escalar

Figura L4.2

caie=:!-=- =.o de sua validade. 

de 
=,,-ões sejam possí-

. Ele é calculado 

= B.

(AB)r:

é calculado tomando-se o produto escalar da 

Em ambos os casos, a aritmética para o cálculo do elemento (3, 2) é a mesma.

Um tipo de aplicaqão que leva a 

Ar

matrizes simétricas são problemas envolvendo redes. Estes problemas sâo muitas vezes 

A teoria dos grafos é uma importante área na matemática aplicada. É usada para modelar 
problemas em virtualmente todas as ciências aplicadas. A teoria dos grafos é particular-
mente útil em aplicações envolvendo redes de comunicações. 

é definido como um conjunto de pontos chamados de vértices, juntamente 
com um conjunto de pares nâo ordenados de vértices chamados de arestas. A Figura 1.4.2 
dá uma interpretaçâo geométrica de um grafo. Podemos considerar os vértices como cor-
respondendo aos nós de uma rede de comunicações. 

Os segmentos de reta unindo os vértices correspondem as arestas.

{Vi, Ug), {Vz, Vsi, {Us, V4), {Vs, Vsi, {Vn, Us)

Cada aresta representa um elo direto de comunicaqão entre dois nós da rede. 
Uma rede de comunicações real pode envolver um grande número de vértices e arestas. 

Na verdade, há milhões de vértices. Uma figura da rede seria profundamente confusa. Uma 

alternativa é utilizar uma representaqão matricial para a rede. Se o grafo contém um total 
por

1 se {U;, Vj)é uma aresta do grafo 
<ij 

0 se não, há aresta unindo V; e Vj

grafos.
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Então, o número de caminhos de comprimento 3 de U, a V,- é a',,' = 4. Note-se que a matriz 
A' é simétrica. Isto reflete o fato de que há um mesmo número de caminhos de compri-

m ~4tacência para o

PROBLEMAS DA SEÇAO 1.4

Seja
0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

0 0 0 0

211sinc=-ct:- deve ser simé-

mento 3 entre V,e V,centre V,e Ve

~ não há arestas

A=

+ bz 
~ :--estas unindo um

AC=BC e A%B

5. A matriz

[1 â€” 1](I j)

a

- â€” =-'L eV
I'

Seja

11 12al 1 al2 B b„ 

Cl 1 C12 Mostre que se d = a„a» â€” a»a» 4 0, então

-- =omprimento I + e mostre que

(AB)C = A(BC)

7. Seja
=no pol'

(b) ~ „ (c)

Mostre que se
Calcule A' e A-'. 0 que será A"? 

8. Seja AB=A e B%I

dois vértices
1 

2

1 

2

1 

2

1 

2

1 

2

1 

2

1 

2

1 

2

I 

2

I 

2

1 

2

1 

2 T

Calcule A' e A'. 0 que serão A" e A'" ' '? [Sugestatn1 (AB)T = BTAT.]

epre sentam um
trtn =- dito ser 2, já que
- = := car o movimento

:'~primento 2 de V,
ento 3 de V4 a

--:. Por exemplo V,
0, =~ == â€” ~. calculando-se

m ".â€” nhos de qualquer

:-=„: ~» = 1, segue-se 
zë lhos de compri-

-' igual ao número 
"-::=-=. Então, a,'. ' é o 

~. ~:. se há uma aresta 

-~--: nl â€” 1 de V, a V,

Explique por que cada uma das seguintes regras 
algébricas não funciona em geral quando os nú-

são substituídos por matrizes 
n Xn,AeB.

2. As regras do Problema 1 funcionarão se a for 

substituí-

I? 

não nulas tais que 
AB = 0. 

tais que

tem a propriedade que At = 0. É possível para uma 
matriz simétrica 2 X 2 não nula ter essa proprieda-
de? Demonstre sua resposta. 

Demonstre a lei associativa da multiplicação para 
matrizes 2 x 2; isto é, considere

4. 
Para cada 

um dos seguintes, determine se a matriz dada deve 
ser simétrica ou pode ser não simétrica: 

(a) C=A+B (b) D=A2 

F = ABA 

H = AB â€” BA

não simétrica. Para cada 

um dos seguintes, determine se a matriz dada deve 
ser simétrica ou pode ser não simétrica:

B = C â€” C 

E=C C â€” CC 

+ C') 

G=(I+C)(I â€” C')

Use o resultado do Problema 12 para encontrar a
inversa de cada uma das matrizes seguintes

então A deve ser singular. 

Seja A uma matriz não singular. Mostre que A ' 
também é não singular e (A ') ' = A. 

Mostre que se A é não singular, então AT é não sin-
gular e
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m -. Mi~sm qzzc AzA c AAr

Demonstre

: â€” ~ -tõ' é cezzzbézn ez'mé-

z eua

,â€” =-: â€”.ca e C é antissimé-

l.5 Matrizes Elementares
pode ser repre-

ma matriz simétrica Nesta seção, veremos o processo de resolução de sistemas lineares em termos de multiplica-
ção de matrizes em vez de operações sobre linhas. Dado o sistema linear Ax = b, podemos 
multiplicar ambos os lados por uma sequência de matrizes especiais para obter um sistema 
equivalente na forma linha degrau. As matrizes especiais que usaremos são chamadas de 
Nós as usaremos para ver como calcular a inversa de uma matriz não 
singular e também para obter uma importante fatoracão matricial. Iniciamos considerando os 
efeitos de multiplicar ambos os membros de um sistema linear por uma matriz não singular.

~ â€” - :-eras casadas e quan-
= :.cós 3 anos.

Q
Ax = b, podemos obter um sistema equivalente multipli-

se =.: 4 como sua matriz

~-.~ ~:=--~ de marcar os vérti-
Ax= b

cando ambos os membros da equação por uma matriz m X m não singular M.

MAx = Mb; ~=--. 'termine o número 

".z::emo 2 de V, a V, e de
(2)

Evidentemente, qualquer solução de (1) deve também ser uma solucão de (2). Por outro 
use-a para 

=- =aminhos de compri-
' - a I',. M '(MAx) = M '(Mb)

lado, se x é uma solução de (2) então

b

e segue-se que os dois sistemas são equivalentes. 
em uma forma mais simples de resolver, podemos 

a ambos os membros da 

EzEyb. 0 sistema transformado será equivalente ao original, 
seja não singular. Entretanto, M é não singular, já que é o produto 
de matrizes não singulares. 

Mostraremos em seguida que quaisquer operações elementares sobre linhas podem ser 
realizadas multiplicando A a esquerda por uma matriz não singular.

realizarmos exatamente uma operação elementar 
elementar. 

Há três tipos de matrizes elementares, correspondendo aos três tipos de operações ele-
mentares sobre linhas.

TIpo I Uma matriz elementar do tipo I é uma matriz obtida intercambiando duas 

: := =d',acência do grafo. 

= =1ementos na primeira 
:- :ctpeito de caminhos de 

: re ''~eiam em V,? 
n â€” ::s caminhos de compri-

â€” = 'i,? Quantos caminhos 

:=::: ou igual a 3 há de V,

condicionais que se 
o enunciado é sempre 

caso 

e:aplique ou demonstre

um 

equação. 0 novo sistema será da forma

I.

exemplo para mostrar que o enunciado não é sempre 

para algum vetor não nulo x, então as 

devem ser iguais.

B 
é também singular. 

(AB)'é 
não singular e 

((AB) ) ' = (A ') (B ')

z erdadeiro. 
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é uma matriz elementar do tipo IIL Se A é uma matriz 3 X 3, então

at t + 3ast atz + 3asz ats + 3a33 
azt azz azs 

ast asp ass

EsA =

at t atz 3a» +- a/3 

3azt + az3 
a3t asz 3ast + a33

AEs =

adiciona 3 vezes a terceira linha ã primeira linha. Multipli-
cação a direita adiciona 3 vezes a primeira coluna a terceira coluna. R

como 
tendo sido obtida de I seja por uma operacão sobre linhas ou por uma operação sobre colunas. 
tem o efeito de realizar a mesma 
é 
B.

pelo inter-
intercambiando as 
é uma 
um escalar não nulo 
ou sua 
por I/rr. Assim,

â-ésima linha

é uma matriz elementar do tipo III formada a partir de I pela adição de m 

â-ésima linha

E=

0 j-ésima linha

0 0 0

é uma matriz elementar 
do mesmo tipo.

a linhaj, isto é
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ãe.~ vezes a linha i da

Eis, t . EiI = EkEt t Et

=Ei'Ez' ..Et,'

E,,

Ax+ Az = b + 0 = b

= â€” -ão 4 é equivalente

:.'. Os detalhes das

Et Eg i EiA = I

=A

plica a proposicão

EXEMPLG 4 Calcule A-' se

1 4 3

A= â€” 1 â€” 2 0

2 2 3

;~== de A por um número 

>JLh 

:==ilmente estabele-

que a proposição 
--=: â€” ; linhas, o sistema 

~ =- ~u. Se algum dos 
zr~:=:ente em zeros. Mas 

:;,~ equações e, portanto, 
=- ~- uma matriz estrita-

é a forma linha 
I. 

Finalmente, mostraremos que a proposicão (c) implica a proposição (a). Se A é equiva-
tais que

é também inversível. 

incógnitas tem uma íínica solução se 
e somente se A é não singular.

então 

Ax=b

deve ser igual a 
A 'b. 

Inversamente, se Ax = b tem uma única solução x, então podemos dizer que A é não ~entadas (Alb) e (Blc) 

Portanto, A é não singular e

0. 

Portanto, se Ax b tem uma única solucão, então A deve ser não singular.

portanto, existem matrizes ele-
tais que

Multiplicando ambos os termos dessa equacão a direita por A ', obtemos

Então, a mesma série de operações elementares sobre linhas que transforma uma matriz 
em A '. Isto nos fornece um método para calcular A '. 
executarmos as operações elementares sobre linhas necessárias 
será transformada em A '. Isto é, a 
forma linha degrau reduzida da matriz aumentada (A II) será (IIA ').

já que
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são ambas triangulares. A primeira é triangular superior e a segunda, triangular inferior. 
Uma matriz triangular pode ter zeros na diagonal. No entanto, para um sistema linear 

estar na forma estritamente triangular, a matriz de coeficientes A deve ser triangu-
lar superior com elementos diagonais não nulos. 

As matrizes

0 0

I 0

1 0 0 

0 3 0 

0 0 1[o z]
são todas diagonais. Uma matriz diagonal é simultaneamente triangular superior e 

pode ser reduzida a forma estritamente triangular superior 

inferior.

usando somente a operação sobre linhas III, então é possível representar o processo 
de redução em termos de uma fatoração matricial. Ilustraremos como isto é feito no 

EXEMPLG 6 Seja

2 4 2 

1 5 2 

4 â€” 1 9

A=

e usemos a operação sobre linhas III para executar o processo de redução. No primeiro 

exemplo seguinte.

passo, subtraímos a metade da primeira linha da segunda e em seguida subtraímos o dobro 

2 4 2 

0 3 1 

0 â€” 9 5
â€” :. A solução do sis-

1

da primeira linha da terceira.

= â€” el =2.slMantemos os múltiplos da primeira linha que foram subtraídos, fazemos 1» 

2 4 2 

0 3 1 

0 0 8

nnngular inferior 
expor ou inferior. Por

Seja l.„= â€” 3, o múltiplo da segunda linha subtraído da terceira. Se chamarmos a matriz 

1 0 0 

lz) 1 0 

lsi lsg I

1 0 0 

1 0 

2 â€” 3 I

2 4 2 

1 5 2 

4 â€” 1 9

2 4 2 

0 3 1 

0 â€” 9 5

0 0 0 

0 2 0 

0 0 0

Completamos o processo de eliminacão eliminando â€” 9 na posicão (3, 2) :

resultante de U e fizermos
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PROBLEMAS DA SE/AO l.5
1. Quais das ma(rizes seguintes são elementares? Clas-

sifique cada matriz elementar por tipo.
FF = 

C. 

(c) C é equivalente linha de A? Explique. 

6. Seja2 2 )
2 1 1

A= 6 4 5

4 1 3

1 0 0

0 1 0
5 0 1

1 0 0 

0 5 0 

0 0 1

(d)

tais que

EiEzE,A = U

2. Encontre a inversa de cada matriz no Problema 

1. Para cada matriz elementar, verifique que 
sua inversa é uma matriz elementar do mesmo

(c~t o de redução em 
- - - -- = matriz A podem

onde L é uma matriz triangular superior. 

faça 

L? 
LU. 

7. Seja

tipo. 
cada um dos pares de matrizes seguintes, 

EA = F.
(3)

A 
Í2

F= 5 3
2

A= â€” 2
3

(a) Expresse A como um produto de matrizes ele-
mentares. 

Expresse A ' como um produto de matrizes 
elementares. 

de cada uma das seguintes 
matrizes :

4

1

â€” 2

A =

4 â€” 2 3 

1 0 2 

0 3 5

(a)Para cada um dos pares de matrizes seguintes,
que AE = F.Entretanto, quando 

..â€”.â€” ficam abaixo da (c)4 1 3

A = 2 1 4
1 3 2

9. Seja
1 0 1

A= 3 3 4

2 2 3

F

A = Verifique que

2 â€” 3 

1 â€” 1 

â€” 2 3

1

â€” 1

0

para as seguintes 
b.5. Sejam

(1 I 1)r
2, 1, 0)

(1,2,3)r1 2 4

A= 2 1 3

1 0 2

1 2 4

1 3

2 2 6
Ache a inversa de cada uma das seguintes matri-

zes:2 4 

â€” 1 â€” 3 

2 6

tal que 
EA =F.

m. ~ nU. Dizemos que 
m m-b- to de uma matriz 

de fatora-

0 0

1 0

1

mo cada uma das 

z =::. ão (3) por suas

=--:-alar superior estrita 
L 

i

~i ~2- eliminacão. Veremos 

.; :e=odos computacionais 
tr -.â€” =-= em álgebra linear 

.tras fatorações inte-

4 â€” 2 

2 4 

6 1 

2 â€” 2 

1 4 

3 1

3 1 4

,F= 4 1 2
2 3 1

[2 â€” 2)
3 

2 

â€” 2 

3 

2 

â€” 2

(b> 
1 1 1 

(d) 
â€” 2 2 7

(d)

-' ') 
â€” 2 1 2 

4 1 â€” 2 

â€” 6 â€” 3 4
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+a,=a,+2a„, 
então A deve ser singular. 

quanto de C, 
+ C.

=-~ctat é não comu-

: â€” â€” -tanto, em certos

e~ . 3mutativa é válida.

então

, w â€” .â€ .-'- â€” .. - ~ ak A 
wk

l.6 Natrizes Particionadas
AB

Frequentemente é útil pensar em uma matriz como composta de submatrizes. Uma matriz 
C pode ser particionada em matrizes menores traçando-se retas horizontais entre as linhas 
blocos. 

~: simétrica não singu-

- ~- : =-: â€” ; linha de B, então

1 â€” 2 4 1 3 

2 1 1 1 1 

3 3 2 â€” 1 2 

4 6 2 2 4

B e 

" ~ :. =ntãoA é equiva-

~= =nas smatrizes não

~. = â€” : ~ :-entes linha

Se retas são traçadas entre a segunda e a terceira linhas e entre a terceira e a quarta colunas, B 
-" = : =- ::=1uuer forma ltnha

=---- linha de U.

~- = â€”.â€”.:=- 1 tha de A se e so-

.ingular M tal que

( C11 C12 C21 C22ser equi-
não singular A?

Uma forma útil de particionar uma matriz é em colunas. Por exemplo, se1) X(n+ 1),

â€” 1 2 1 

2 3 1 

1 4 1â€” :.....n+1

~ =-:enmonde.
em três submatrizes coluna:

(bt,bz,b3) =

tx"

pode ser visto 

Por exemplo, seja

então C será subdividida em quatro submatrizes, Ct u C „C,, e C„:

é multiplicado por A e o resultado é :..... n+1

Ab3)

Por exemplo, se

A= 2 1 2
então

Ab3

são todos distintos.

então

isto é

dev em ser todos iguais
=- ser não singular.

.ondicionais que se
enunciado é sempre

contrário. No caso

=..aplique ou demonstre
um
c-z otciado nem sempre é

B 
deve ser igual a C. 

EF, 
então G é não singular.

â€” 1

2

1

2 

3 

4
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AMhPlieaeatI de BitlCOS

B e 
Considerem-se os quatro casos 

então

ABI AB2

Assim,

BI B2 = ABI AB2

A11 
então 2

81 B

ak ãkB

ak+ I ak+I B

Ba777

ãI

I

a 777

Portanto,

(BI 1

seguintes:

X s, Az uma lB.J
então

n

<il~lj
/=I I =s+ I

A(bI, 

= (Abt, 

= (A(bI,

[" a

) 

Ab„) 

= [„77

))
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onde Portanto, 

C<j : p A/kBkj

A multiplicação pode ser efetuada dessa forma somente se o número de colunas de A,k é 

EXEMPEG I Seja 
1 1 1 1 

A= 2 2 1 1 

3 3 2 2 
u â€” s 

B= 

Bzt Bzz 

Particione A em quatro blocos e realize a multiplicacão de blocos. 

Sollvqão 
tem duas linhas, os A, devem ter duas colunas. Então, temos uma de duas 

A)) A)z 
(i) 

Ant Azz 

tal que 

gf-.] 

â€” AtzBzz ]

ou 

i:c~:=c de blocos pode ser 
I=to é. se 

A(t Atz 
(ii) 

Azt Aza 

tal que

k=l

para todo k. 

possibilidades: 

= - â€” A" Bzp J
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~ =- : ~mente se A ~ ~ e A„

Xl 

x2

xiy2 

xzyt x232

Xl yn 

Xzyn
xy 

T
(yl y2 ~ ~ , y.) =

Xnyi Xny2 Xnyn

e y. A matriz produto externo tem uma 
estrutura especial em que cada uma de suas linhas é um múltiplo de yr e cada uma de suas 

4 

1 

3

3 

5 

2
e y=

então

4

colunas é um múltiplo de x. Por exemplo, se

1
3

12 20 8 

3 5 2 

9 15 6

3 5 2

da mesma forma

Note-se que cada linha é um múltiplo de (3, 5, 2) e cada coluna, um múltiplo de x. 
Estamos prontos para generalizar a ideia de produto externo de vetores a matrizes. 

Podemos 
formar a matriz produto XV'. Se particionarmos X em linhas e Vem colunas e executarmos 
uma multiplicação de bloco, vemos que X&pode ser representada como a soma de produ-
tos externos de vetores:

y2 T T 

XryXY = (xl, x2,..., x,)

y

Estes tipos de expansões 
desempenham um papel importante em muitas aplicações. Na Seção 5 do Capítulo 6, vere-
mos como expansões de produto externo são usadas em processamento digital de imagens 

ente.

t.c~ :-: matricial entre eles 

x y =- - produto de um vetor 
0 resultado será uma

EXENPLG 3 Dados

3 1 

2 4 

1 2

1 2 

2 4 

3 1

X=

y»
calcule a expansão de produto externo de XV.

(N. Td

produto escalar é 
uma das operacões mais comumente executadas. Por exemplo, quando multiplicamos duas 
matrizes, cada elemento do produto é calculado como um produto escalar (um vetor linha 
vezes um vetor coluna). 

produto matricial xyr é 
n.

e em aplicações de busca de informações.
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6. Dados

~A„' C0 Azz'

4= [""

~c: â€” :== multiplicações de

AX= B

se e somente se

Ax, =b;,

(a) y 0 (b)

=~z:zes multiplicações de

'=[ ]

1 2

UZ = UiZ,

» 12

Seja

Aii Aiz

A 1 1 A iz

onde

AziA

4 2 3 2 3 1

(a) Calcule a expansão de produto externo de 
XP. 

Calcule a expansão de produto externo de YV. 

Como a expansão de produto externo de YX 

se relaciona a expansão de produto externo de 
XP? 

7. Seja

T T 

e A Azi 

12 22

É possível executar as multiplicacões de bloco de 
AÁ e AA? Explique. 

r e 
Mostre que

uma matriz diago-
naln Xn. 

(d»e„d»e„..., d„„e„). 
(d»a„d„a„..., d„,a„). 

X 
seja

com elemen-
tos diagonais o „o;, ...,oA e 0 é a matriz nula (m 
n) Xn. 

n 
colunas, então

Mostre que se A = M)T', então A pode ser 
escrita como uma expansão de produto externo 
da forma

ozuzV2 + ' ' + o4unv 
T T T

n. 

(a) Se A» e A„são não singulares, mostre que A 
deve ser também não singular e que A ' deve 
ser da forma
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Determine C. 

seja M uma matriz 
bloco da forma

Use a condição (b) do Teorema 1.5.2 para mostrar 
é singular, então M deve ser singu-
lar. 

Seja

onde as quatro submatrizes são k X k. Determine 
Az e AA. 

Ache uma forma 

em bloco para a inversa de cada uma das seguintes 
2n:

Sejam 0 a matriz I x k cujos elementos são todos 
uma matriz 

Se

determine a forma de bloco de A ' + A' + A'. 

definam-se as matri-
S e M por

Determine a forma em bloco de S ' e use-a para 
calcular a forma em bloco de S 'MS. 

17. Seja

onde A» é uma matriz não singular k X k. Mostre 

A„] A 

que A pode ser fatorada como um produto da 

e C = Azz â€” A21A '11A12

forma
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:=- membros do sistema

c z

: â€” c' x

max(abs(x â€” z)) 

max(abs(y â€” z))

-ão todos números

c=A*y

[1 : 6]

8)', A3 = 8' s A',

D=B+C

â€”, ::m a propriedade que 

:= . mestre etue A O. 
n.] 

â€”. com a propriedade 

8 = C.

I! ' I=(.'.,] 
a, b e c

- = angular equivalente. 
=x = -' b. Mostre quc sc ]3â€” 

x ..» c : : do sistema pode ser

operação trans-

n e 8 
equivalente

s aleatÁiias 4 X 4

zr ::= enunciados seguintes
:o indicado e determine

.1s tvocê node ntBILzar

â€” :zas matrizes são iguais

8')',

= . -'.' = inv(A) e inv(B), 
-' â€” ' = inv(B) s inv(A)

8'), 
winw8 I. 

v BI)'

dois veto-
res em R", ambos com elementos inteiros fazendo

A = floor(10 ~ rand(n)); 

z = ones(n, 1) 

(Já que a matriz e os vetores são grandes, usamos 
ponto e vírgula para suprimir sua escrita na tela.) 
(a) A solução exata de Ax â€” b deveria ser o vetor 

Por quê? Explique. Pode-se calcular a solu-

ção em MATLAB usando a operacão "1" ou 

calculando A ' e então multiplicando A ' por 
b. Vamos comparar os dois métodos compu-
tacionais tanto para velocidade quanto para 
precisão. Pode-se usar os comandos tic e 

toc do MATLAB para medir o tempo decor-
rido em cada computação. Para isso, use os 
comandos

tic, x = Atb; toc 

Que método é mais rápido? 
Para comparar a precisão dos dois méto-

dos, podemos medir quão próximas as solu-

ções x e y estão da solução exata z. Faça isto 
com os comandos

Que método produz a solucão mais precisa? 
n = 

1000. 

3. Faça A = floor(10 " rand(6)). Por construção 
a matriz A terá elementos inteiros. Vamos mudar a 

sexta coluna de A de modo a tornar a matriz singu-
lar. Faça 

A', A(:,6) = â€” sum(B(1 : 5, :))'

ones(6, I) e use MATLAB para 
calcular Ax. Como sabemos que A deve ser 
singular? Explique. Verifique que A é singular 
calculando sua forma linha degrau reduzida. 

(b) Faca

deve ser igual a matriz nula. 
Por quê? Explique. Verifique que isto é ver-
com a operação * de 
MATLAB. 

(c) Faça

C = floor(10* rand(6))

devem 
ser iguais. Por quê? Explique. Calcule A"'C 
verifique que eles são realmente 
iguais. 

4. Construa uma matriz como se segue: Faça

exte(10) â€” triu(ones(10), 1)

b = sum(A')';

tic, y = inv(A) s b; toc

deve ser não singular? Faça

C(:, 10)

ligeiramente fazendo B(10, 1) = 
â€” 1/256. Use MATLAB para calcular o produto 
Do resultado dessa computação, o que você 
Ela ainda é 

não singular? Explique. Use MATLAB para calcu-
lar sua forma linha degrau reduzida. 

5. Gere uma matriz A fazendo 

rand(6))

e gere um vetor b fazendo 

1)) â€” 10

(a) Como A foi gerada aleatoriamente, esperamos 
que seja não singular. 0 sistema Ax = b deve 

ter uma única solução. Encontre a solução 
usando a operação "V'. Use MATLAB para 
calcular a forma linha degrau reduzida U de 
[A b]. Compare a ííltima coluna de U com a 
Na aritmética exata elas deveriam 

ser a mesma. Por quê? Explique. Para compa-
ou 
examine ambos usando format long. 

(b) Vamos agora mudar A para fazê-la singular. 
Faça

A(:, 3) = A(:, 1 : 2) s [4 3]'

Use MATLAB para calcular zzef([A b]). 
Quantas solucões tem o sistema Ax = b? 

Explique. 
(c) Faça

y = floor(20 s rand(6, 1)) â€” 10

Como sabemos que o sistema Ax = c deve ser 
consistente? Explique. Calcule a forma linha 
degrau reduzida U de [A c]. Quantas soluções 
tem o sistema Ax = c? Explique. 

(d) A variável livre determinada pela forma linha 
degrau deve ser xz. Examinando o sistema cor-
respondente ã matriz U, você deve ser capaz 
de determinar a solução correspondente a x, = 
0. Entre essa solução em MATLAB como um 

vetor coluna w. Para checar que Aw = c, cal-
cule o vetor resíduo c â€” Aw.
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A matriz de Leslie correspondente é=:~ eetnra para quando não 

ae == nrprirnento par entre os
0 

0,6747 
0 

0 

0 

0 

0

0 

0,7370 

0 

0 

0 

0

0 

0 

0,6610 
0,0147 

0 

0 

0

0 

0 

0 

0,6907 

0,0518 
0 

0

127 4 80 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0,8091 0 0 

0 0,8091 0,8089

da 
d- comprimentos 3, 5 

arte (c) é válida para 
:caro ímpar? Explique. 
~ soobre se haverá cami-

.- .â€”. entre os vértices V, e 

â€” k é par ou ímpar. 

[V„V,} e [V„V,} 

para o novo 
A e então

Suponha que o número de tartarugas em cada estágio da populacão inicial é descrito pelo vetor 

Kp = (200.000 130.000 100.000 70.000 ÓOO 400 1100)

e considere o sistema Ax = b. Este sistema 

deveria ser consistente. Verifique isto calcu-
lando U = rref([A. b]). Devemos ser capazes 
de encontrar uma solucão para qualquer esco-
lha das variáveis livres. Com efeito. faca x2 = 

f loor(10 ".' rand(5, 1)). Se x2 representa as 
cinco últimas coordenadas de uma solução do 

sistema, então devemos ser capazes de deter-

(x,, x„xo)r em função de x2. Para 

isto, faça U = rref([A, b]). As linhas não 

nulas de U correspondem a um sistema linear 
na forma bloco

B 6. 3) = 1, 

a = : :-. -'.. Ó. Sua conjectura

0,0486 

B q.Ó) =1

para o novo grafo?
=- figura e construa a

:ma determinar se sua

: :=v-a o grafo resultante.

da vale para o novo

~ â€” '. os números de mu-

r~õs 1 e 2 anos foram 

urodutos AX e A'X 

r ~. Lse format long 
~ M aTLAB. Calcule A' e 

0 que acontece com 

Igual é a distribuição 
= . :r-=:==s na cidade a longo

[r( v} [*,'] =. 

V = U(1 : 3, 4 : 8), c = U(1 : 3, 9) 

Para resolver a equação (1), faça

em função 

é uma solução do sistema.~ modelo de sete es-

r=- =' tartaruga marinha 10. Faça

â€” 1,â€” 1; 1,1]

e Colrlulll B]

pastos

x2] e verifique 

por BI10

0 

0 

0 

0 

127 

4 

80

b= [8 â€” 8 â€” 8 8 8 â€” 8 â€” 8 8]'; A' ~ A

xo em MATLAB e use o comando

x50 = round(L"50sx0)

para calcular x„. Calcule também os valores 

de xioo, xiso xpo xiso e xsoo. 
(b) As tartarugas marinhas comuns põem seus 

ovos em terra. Suponha que conservacio-
nistas tornem cuidados especiais para pro-
teger esses ovos e, como resultado, a taxa 
de sobrevivência para os ovos e recém-nas-

cidos aumente para 77%. Para incorporar 
esta mudança em nosso modelo, precisamos 

para 
L e 
repita a parte (a). 0 potencial de sobrevivên-

cia da tartaruga marinha comum aumentou 
significativamente? 

(c) Suponha que, em vez de aumentar a taxa de 
sobrevivência para ovos e recém-nascidos, 

podemos visualizar um meio de proteger os 
pequenos jovens de modo que sua taxa de 
sobrevivência aumente para 88%. Use as 

equações (1) e (2) da Aplicação 2 da Seção 

4 para determinar a proporção de pequenos 

jovens que sobrevivem e permanecem no 
mesmo estágio e a proporcão que sobrevive 

e passa ao estágio seguinte. Modifique sua 

original apropriadamente e repita a 
parte (a), usando a nova matriz. 0 potencial 
de sobrevivência da tartaruga marinha comum 
aumentou significativamente? 

9. Faça A = magic(8) e calcule sua forma linha 

degrau reduzida. Os uns principais devem corres-
ponder ãs três primeiras variáveis x„x, e x, e as 
cinco variáveis restantes são livres. 

(a) Faça c = [1: 8]' e determine se o sistema 
Ax = c é consistente calculando a forma linha 

degrau reduzida de [A, c]. 0 sistema é consis-

tente? Explique. 
(b) Faça

B' = O. 
(a) Use MATLAB para calcular A', A', A' e A'. 

Faça uma conjectura sobre como a forma 

bloco de A" será em função de submatrizes L 

Use indução matemática para provar que sua 

conjectura é verdadeira para qualquer inteiro 
positivo k. 

(b) Use MATLAB para calcular A-', A', A' e A'. 
Faça uma conjectura sobre como a forma 
bloco de A" ' será em funcão de submatrizes 

Demonstre sua conjectura. 
Os comandos MATLAB
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b=3a,+a,+4a,

= : nsistente.

A=2 2
-' :i%e ser fatorada em

c=untares.

r : -. ==o singulares, então

0 I 0
w â€” I

I.
tão

â€” :-' 8 â€” w

,x ~:: ~ala), então B = C.

2 1 3

A= 4 2 7

1 3 5

2 1 3

1 3 5

4 2 7

a- â€” a, = 0, então

a., + a„então o 0 1 3

C= 0 2 7

â€” 5 3 5

m ". c=:stente.

a. â€” a,.Sebâ€” 

é também

â€” : ; =mentareséumama-

emR'eA = xy', 
de A terá exatamente

LO

o sistema linear

' envolve variáveis li-

>m = b terá um níímero infi-

a. = wt = aguiar se e somente

terá um núme-

(a matriz

= =~ incógnitas corres-

:í- : anO. Dê uma interpre-
~ a um sistema linear a

Dado um sistema linear consistindo em duas 

equações a três incógnitas, qual é o número 

possível de soluções? Dê uma interpretação 

geométrica a sua resposta. 

Dado um sistema linear homogêneo consistindo 

em duas equações a três incógnitas, quantas 

soluções terá? Explique. 

equações lineares a 

são ambas solu-

çõesex,W x,, 

(a) Quantas soluções tem o sistema? Explique. 

(b) A matriz A é não singular? Explique. 

4. Seja A uma matriz da forma

onde n e 13 são escalares fixos não ambos nulos. 

deve ser inconsistente. 

b 
seja consis-

tente'? Explique. 
5. Seja

tal que 
EA â€” B. 

tal que 
AF=C.

79

6. SejaAumamatriz3 X 3 e seja

é consistente? Explique. 

7. Seja A uma matriz 3 X 3 e seja

(vetor zero)

A é não singular? Explique. 
S. Dado o vetor

tais que 
Explique. 

seja 
é simétrica" .Explique. 

seja 
é não singular? Explique. 

Dado

determine a 
forma bloco de A 

matrizes 10 X 10 que são particiona-

das em submatrizes como se segue:

Ali 11 w li lz

Se A» é uma matriz 6 X 5 e B» é uma matriz 

?r. X r, que condições, se houver, devem ser 

satisfeitas por k e r para que a multiplicação 

seja possível? 

Supondo que a multiplicação em bloco seja 

possível, como seria determinado o bloco (2, 2) 

do produto?

Explique por que o sistema
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( 0» Q»022 021012

a»a22 â€” a21a12 p 0

021 022

det(A) = a»a22

A é não singular se e somente se det(A) 4 0. 

-2 de determinante da

A â€” 2 1

então

3 4 

2 1

representa o determinante de A.

-" . cujo valor dirá se a 
-:rrt-: :remos os seguintes

> ~. :- :tna inversa multipli-

011 012 013

ai 1 a12 a13 

HORRçRO

021 022 02 
0

031 032 033

ai ia22 â€” a2iai2 ai ia23 aziai3

0» 011

a»a32 â€” asia12 ai ia33 â€” asi a13

0» 011

Então, se aiia22 â€” aaiai2 aiia73 0210]3

0» 011
$0011

aiia32 â€” a3iai2 aiia33 a3iai3

0» 011

Secão 2, estudamos 

-~2 para avaliar determi-
:- :--. aliacão do determi-

~terminantes podem 
ser utilizados para 

x =rografia e a mecânica 
-::-~ ie determinantes são

2. Subtrair a„vezes a primeira linha da nova segunda linha

se e somente se

Se a» = 0, podemos comutar as duas linhas de A. A matriz resultante

se e somente se 0» 0» 4 0. Este requisito é equivalente a condi-

Podemos nos referir ao determinante de uma matriz específica incluindo o arranjo entre 

Podemos testar se uma matriz 3 X 3 é não singular executando 
Para 
executar a eliminação na primeira coluna de uma matriz 3 X 3 arbitrária A, vamos supor 
que a» 4 0. A eliminacão pode ser executada subtraindo 0»/0» vezes a primeira linha da 
segunda e a„/a» vezes a primeira linha da terceira:

A matriz a direita será equivalente linha de I se e somente se

Embora a álgebra possa ser um tanto complicada, esta condição pode ser simplificada para

â€” =-= ~guintes operações:

ção (1) quando a» = 0. Então, se A é qualquer matriz 2 X 2 e definirmos

linhas verticais. Por exemplo, se
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musog vu (g) OUAUnba U sa~asosaax soulapod 'y'g >< g zlslmu mun Umd 

(2 t@y)[ap 'Zlg (Il@y)gap 11g â€” IZgZlg 22g I lg = (y)[ap

rumos nu ossasdxa sas apod [í ap aIunuluuaIap p
'nun[oo npun8as a Uqul[ nlatupd sns opunuttul[a y ap npnuuog

a "py a nun[oa nzIaUII~d a I.quI[ nzlatulxd snns opunuluu[a y ap npuuuog a "~ ztsImu y'

oBIUa
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~=: â€” = =os«22 + 0 (2) em que

(3)

..â€” =;--. Aj 5 0,

omente se

2) (6)
==-o li) são deixados

(7)

(primeira coluna)
portanto, 

jr --~ula (3), o resultado
(segunda coluna)

= .«:==-ente para que uma

Para uma matriz 3 X 3, A, temos
-. Para ver como fazer

det(A) = ajjAjj + a12A12+ aj3A13 (8)

EXEMPLQ I se

=ira coluna e M» é

então

det(A) = aj j A j j + a 12A 12 + a 1 3 A 13
(4)

1 2 3 2 3 1 

4 6 5 6 5 4
ií: â€” 031022)

c. --=- = primeira linha e a 
-,. --: =- forma 

M.: j

rj22 rj23 M <2 j ~123 M <2 j <22

) 3, introduzimos a seguinte definição:

Tendo em vista esta definição, para uma matriz 2 X 2, A. podemos reescrever a equação 
(4) sob a forma

de det(A) ao longo da primeira linha 

det(A) â€” <21 ( <12) + <22<1 1 â€” <21A21 + <22A22

A equação (7) exprime det(A) em função dos elementos da segunda linha de A e seus 

de A. Note-se que poderíamos também escrever

cofatores. Na verdade, não há nenhuma razão para que precisemos expandir ao longo de 
uma linha da matriz; o determinante poderia muito bem ser representado pela expansão em 

det(A) = ajjn22+ a21( â€” a12) 

A 2 1

det(A) â€” <12( <21) + <22jíj j 

â€” <12A 12 + <22A22

Portanto, o determinante de uma matriz 3 X 3 pode ser definido em função dos elementos 

2 5 4 

3 1 2 

5 4 6

= ( â€” 1) rjj j det(M») + ( â€” 1)3aj2 det(M12) + ( â€” 1) a13 det(Mj3)

= 2(6 â€” 8) â€” 5(18 â€” 10) + 4(12 â€” 5) 

cofatores ao longo de uma das colunas:

da primeira linha da matriz e seus cofatores correspondentes.

= â€” 16
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~ â€” nante. Escreva sua res-

=m x.

C 

0

~ .~ara os quais o seguinte

= 0 e Q„W 0. Mostre 
somente se

ll 012 ' ' Qln

j-ésima linha0;1 0;2 ai n

~ Á=onstracão do Teorema

0;1 0;2 Qin

uma coluna de uma

rnteiramente em zeros,
an 2 ' an n

:;.-a demonstrar que se A 
-. â€” l) com duas linhas

2 scjôII1

tvocadas. 

,.> â€” Bi = det(A) + det(B) +

B) =
então

~ M-- i â€” a,zdet(B)

=~ no determinante de uma 

emos que uma matriz

â€” det(B)? 

3A

~~==a tridiagonal listo é, A

Se A é uma matriz V x V e

AGc B. 

) 1). Seja
de A eliminando-se as

..lunas. Mostre que

é singular se e somente se seu determinante é nulo e desenvolveremos um método de cálculo 
de determinantes usando operações sobre linhas. Também estabeleceremos um importante 
teorema sobre o determinante do produto de duas matrizes. Começamos pelo seguinte lema:

então

i = j 
011Ajl + 012Aj2 + ' ' ' + QinAj 

0 sei/j

(1) é simplesmente a expansão em cofatores de det(A) ao longo 
seja A"' a matriz obtida substituin-
do-se a j-ésima linha de A pela i-ésima linha de A:

Como duas linhas de A":. são iguais, seu determinante deve ser zero. Segue-se da expansão 

+ a;2A*2 + - - . + 0;„A>„ 
Qi n Aj n

Consideremos agora os efeitos de cada uma das três operações sobre linhas no valor do 
determinante.

det(EA) = 
021 022 

= a21 a12 â€” a22011 = â€” det(A) 
011 012

de A. É uma simples 
demonstração por indução mostrar que det(E„A) = â€” det(A). Ilustramos a ideia por trás da 
Suponha que a primeira e a terceira linhas de uma matriz 
A 3 X 3 tenham sido trocadas. Expandindo det(E,v1) ao longo da segunda linha e usando o 
resultado para matrizes V x V, vemos que

031 032 033

em cofatores de det(A ) ao longo da j-ésima linha que

det(E13A) = a21 a22 a23
011 012 013





Determinantes 89

RESUNG Ez- i Qgz 

z Q]z

m resumo, se E é uma matriz elementar, então

det(EA) = det(E) det(A)
aiz

em quezsz

â€” I se E é do tipo I

det(E) = u g 0 se E é do tipo II

1 se E é do tipo III

(2)-. :.rmada pela troca da

Resultados similares valem para operações sobre colunas. Com efeito, se E é uma matriz 
elementar, então E também é uma matriz elementar (ver Problema 8 ao fim desta seção) e

) 
= det(E ) det (A ) = det(E) det(A)

Portanto, os efeitos que operacões sobre linhas e colunas têm sobre o valor de determi-

A troca de duas linhas (ou colunas) de uma matriz muda o sinal do determi-
n ante. 

A multiplicação de uma única linha ou coluna de uma matriz por um escalar tem 
o efeito de multiplicar o determinante por esse escalar. 

A soma de um múltiplo de uma linha (ou coluna) a outra não muda o valor do 
determin ante.

â€” ~r- " i-ésima linha pela

nante podem ser resumidos como se segue:

: = '-ésima linha, então

se uma linha (ou coluna) de uma matriz é um múltiplo de outra, 

Podemos agora usar os efeitos de operações sobre linhas nos determinantes para demons-

o determinante deve ser nulo.

trar dois importantes teoremas e estabelecer um método mais simples para calcular deter-
minantes. Segue-se dc (2) que todas as matrizes elementares têm determinantes não nulos. 

A, é singular se e somente se

det(A) = 0s ezes a i-ésima linha 

são todos 1, segue-se

Et,Ei, i EiA

Esta observaqão pode ser usada para demonstrar o seguinte teorema:

em que U está na forma linha degrau e os E, são todos matrizes elementares. Segue-se quedo Lema 2.2.1 que

-. â€”,' cz;,) A ~, 

â€” r-,„Á,„)

det(U) = det(Et,Ei i EiA) 

= det(Ei,) det(Ei, i) . det(Ei) det(A)

Como os determinantes das E, são todos não nulos, segue-se que det(A) = 0 se e somente 
se det(U) = 0. Se A é singular, então U tem uma linha consistindo inteiramente de zeros e, 
portanto, det(U) = 0. Se A é não singular, então U é triangular com uns ao longo da diago-

A matriz A pode ser reduzida ã forma linha degrau com um número finito 
nal e, portanto, det(U) = 1.

de operações sobre linhas. Portanto,
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~ nara calcular detíP). E,

det(EA) = det(E) det(A) = det(AE)

Este é um caso especial do seguinte teorema:
~ : det(A) = 0. Caso

det(AB) = det(A) det(B)
:=guiar. Isto pode ser

também é singular 

det(AB) = 0 = det(A) det(B)

pode ser escrita como um produto de matrizes elementares. Já vimos 

E)) 

= det(A) det(Ei,) det(E), )) . det(Ei) 

Ei) 

= det(A) det(B)

a operacão sobre átrio.
Se A é singular, o valor calculado de det(A) usando aritmética exata deve ser 0. Entretanto, 

este resultado é improvável se os cálculos são feitos por computador. Como computadores 
usam um sistema de números finitos, erros de arredondamento são geralmente inevitáveis. 
Em consequência, é mais provável que o valor calculado de det(A) será somente próximo 
de 0. Por causa de erros de arredondamento, é virtualmente impossível determinar com-
putacionalmente se uma matriz é exatamente singular. Em aplicações digitais é frequente-
mente mais significativo perguntar se uma matriz é "aproximadamente" singular. Em geral, 
o valor de det(A) não é um bom indicador da proximidade de singularidade. Na Seção 5 do 
Capítulo 6, discutiremos como determinar se uma matriz é aproximadamente singular.

DA SECAO 2.2 
dos seguintes determinantes por

PROBLEMAS
Avalie cada um 

inspecção:

0 1 2 3 

â€” 2 â€” 2 3 3 

1 2 â€” 2 â€” 3 

1 1 1 1

0 1 

1 1 

â€” 1 â€” 1 

2 3

2 3 

1 1 

4 4 

â€” 1 â€” 2

1 1 

0 3 

0 0 

â€” 1 â€” 1

1

(ver Problema 14 do Capítulo 1, Seção 5) e, portanto,

que o resultado é válido para matrizes elementares. Portanto,

1

2

â€” 1

3 

1 

2 

2

0 0 3

(a) 0 4 1
2 3 1

(b)

0 0 0 1 

1 0 0 0 

O I OO 

0 0 1 0
<b) [ < > [HhlBlHBCao

MultiplicÕ anões e
91v18Ões

3 3 I

(c) 0 1 2
0 2 3

2 I 1

(d) 4 3 5
2 1 2

2. Seja
0 1 2 3 

I 1 1 1 

â€” 2 â€” 2 3 3 

1 2 â€” 2 â€” 3

2 â€” 1 3

(e) -1 2 â€” 2
1 4 0

Use o método da eliminação para avaliar det(A) 

A. Se 

;iente, no sentido de 
: :=- operações envolvido 

~- :-- fórmulas gerais para 
' e=.= '0 e 21 ao fim desta

3 

10 

23 

44 

339

então

3. Para cada uma das seguintes matrizes, calcule o 
dctcrminante e diga se a matriz é singular ou não 
singular:

Use o valor de det(A) para avaliar
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uis

uzs

0 uss

pro-
são

Nesta seção, aprendemos um método para calcular a inversa de uma matriz não singular A 
usando determinantes e aprendemos um método de resolução de sistemas lineares usando 
determinantes. Ambos os métodos dependem do Lema 2.2.1. Vamos também mostrar como 
usar determinantes para definir o produto vetorial de dois vetores. 0 produto vetorial é útil 
em aplicações físicas envolvendo o movimento de uma partícula no espaço 3D.

se Ar â€” A.

A Adjunta 6e Uma Mah iiz 

de A porI- ' l
AI i A21 ' ' ' Anl 
A 12 Azz Anz

adjA =

Atn Azn Ann
é ímpar,

Portanto, para formar a adjunta, precisamos substituir cada termo por seu cofator e então ,í 

-. :ão singular com um

j 

0 sei/j

de a„„então a matriz
e segue-se que

uma matriz A(adj A) = det(A)I

Se A é não singular, det(A) é um escalar não nulo e podemos escrever

I

Portanto,

1 
A ' = adj A quando det(A) g 0 

det(A)

c e seJa

EXENPLQ i Para uma matriz 2 X 2,

I- :]
adjA =

Se A é não singular, então

A

transpor a matriz resultante. Pelo Lema 2.2.1,

a; I A, i + arãA/2 + + a/n Aj „â€”â€” 

â€” 1 1 ( azz â€” aiz )
aIiazz â€” aizazi l azI ali J

~ .= -: escalares x,, x, e x, 

«'a não singular? 

â€” = = 3. A, é fatorada em

".. Demonstre que se 
r=I o significado deste 

~ á-=~cão de uma matriz

i "l 
~ â€” - â€” izes identidade k X k e

==--. Bh 

: = =-nA)det(B).

detlA) det(B). 
=:: determinante de uma 

1) adi-

Mostre que o método de eliminação para o cálculo 
en-

volve [n(n â€” 1)(2n â€” 1)]/6 adições e [(n â€” 1) 

+ 3)]/3 multiplicações e divisões. [Suges-

no i-ésimo passo do processo de redução, são

2.3 Tópicos Adicionais e Aplicações

divisões para calcular os múlti-
plos da i-ésima linha que deve ser subtraída das 

outras linhas sob o pivô. Precisamos então calcu-

nas 
n.]
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EXENPLQ 3 Use a regra de Cramer para resolver

xi + 2xz + xs = 5 

2xi + 2xz + xs = 6 

xi + 2xz + 3xs = 9

1 2 1 

2 2 1 

1 2 3

5 2 1 

6 2 1 

9 2 3

det(A) = = â€” 4 det(Ai) =

1 5 1 

2 6 1 

1 9 3

1 2 5 

2 2 6 

1 2 9

1 â€” 2 

4 2 det(Az) = = â€” 4 det(As) =

3 1

Portanto,

â€” 8
xs= â€” =2

â€” 4

A regra de Cramer fornece um método conveniente para escrever a solução de um sistema 
de equações lineares em função de determinantes. Para calcular a solucão, entretanto, 
precisamos avaliar n + 1 determinantes de ordem n. A avaliacão de apenas dois desses determi-
nantes envolve mais cálculos do que a resolucão do sistema usando eliminacão gaussiana.

~ ::~çao de determinan-

SEND MONEY

pode ser codificada como

5, 8, 10,21,7,2, 10, 8, 3

: rbtida pela substitui-
ntao

Aqui o S é representado por um 5, o E por um 8 e assim por diante. Infelizmente, este tipo de 
código é fácil de quebrar. Em uma mensagem mais longa poderíamos adivinhar que letra é 
representada por um número na base da frequência relativa de ocorrência desse número. Por 
exemplo, se 8 é o número que ocorre mais frequentemente na mensagem codificada, então é 
provável que ele represente a letra E, que ocorre com mais frequência na língua inglesa. 

Podemos disfarçar melhor a mensagem usando multiplicação matricial. Se A é uma matriz 

cujos elementos são todos inteiros e cujo determinante é + 1, então, como A ' = +adj A, os 
elementos de A ' serão inteiros. Podemos usar tal matriz para transformar a mensagem. A 
mensagem transformada será mais difícil de decifrar. Para ilustrar esta técnica, seja

1 2'1 

2 5 3 

2 3 2

com três linhas

5 21 10 

8 7 8 

10 2 3

Um modo comum de envio de uma mensagem codificada é associar um valor inteiro a cada letra 
do alfabeto e enviar a mensagem como uma cadeia de inteiros. Por exemplo, a mensagem
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Em livros de cálculo, é padrão usar vetores linha

x = (xi, x2, x3) e y = (Vi, V2, Vs)

e definir o produto vetorial como o vetor linha

y â€” (<2V3 V2>3)l (>1V3 Vl>3)j + (<iV2 Vi<2)k

no qual onde i, j e k são os vetores linha da matriz identidade 3 X 3. Se usarmos i, j e k 
em lugar de tc„ tti, e tia„respectivamente, na primeira linha da matriz M, então o produto 

i j k
Xi X2 X3

V2 V3

xxy=

Em cursos de álgebra linear, é geralmente mais usual ver x, y e x X y como vetores coluna. 

vetorial pode ser escrito como um determinante

Neste caso, podemos representar o produto vetorial em função do determinante de uma 
matriz cujos elementos na primeira linha são e„e, e e„os vetores coluna da matriz iden-

ei e2 e3 

Xt X2 X3x x y =

A relação dada pela equação (2) tem aplicações na mecânica newtoniana. Em particular, 
o produto vetorial pode ser utilizado para definir uma direção binoimai, que Newton utili-
zou para derivar as leis de movimento para uma partícula no espaço 3D.

de x, denotado ~ x ~, por

tidade 3 X 3:

ffx[f = (x x)2

x'y = llxll llyll cos í~ (3)

Esta equação pode também ser usada para definir o ângulo 
entre vetores não nulos em R'. Segue-se de (3) que o ângulo 
é reto se e somente se xry = 0. Neste caso, dizemos que os

se x = 1. Vetores unitários foram usados por 
Newton para derivar as leis do movimento no plano ou no espaço 3D. Se x e y são vetores 
entre os vetores é o menor ângulo de rotação necessário 
para girar um dos dois vetores no sentido dos ponteiros do relógio, de modo a terminar na 
mesma direção do outro vetor (ver Figura 2.3.1). 

Uma partícula movendo-se em um plano traça uma curva no plano. A posição da partí-
pode ser representada por um vetor (x,(t), x,(t)). Ao descrever 
o movimento da partícula, Newton achou conveniente representar a posição de vetores 

T(t) 
é um vetor unitário na direção da tangente 
x,(t)) e N(t) como o vetor unitário 

na direção da normal (uma linha perpendicular a tangente) a 
curva no ponto dado (ver Figura 2.3.2). 

No Capítulo 5, mostraremos que se x e y são vetores não 
nulos e 0 é o ângulo entre os vetores, então
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PROBLEMAS DA SEÇAO 2.3 
Para cada um dos seguintes itens, calcule (i) det(A), 

(ii) adj A e (iii) A ':

A =
1 3 1

1 1
â€” 2 2 â€” 1 det(adj A) = (det(A))"

1 1 1 

0 0 1

2 0 0 0 

0 2 1 0 

0 4 3 2 

0 â€” 2 â€” 1 2

adjA =
2. Use a regra de Cramer para resolver cada um dos 

seguintes sistemas:

xi + 2x, = 3 

3xi â€” xz = 1

2x, +3xz =2 

3xi +2xz =5

2xi +

A= 0 

4xi +

â€” 2xi

xz â€” 3x3 â€” 03,5

5xz + x3 â€” â€” 8

xz + 4x3 â€” â€” 2 

3xz+ x3 = 1 

xz+x3= 5 

2xz â€” x3 = â€” 8

adj(adj A) = A
XZ + X3

+ 2x3xi

xi + xz
(4)

3. Dado

1 2 1

A=093

1 2 2

0

0

1

â€” 1

â€” I

1

0

1

determine o elemento (2, 3) de A ' calculando o 
quociente de dois determinantes. 

4. Seja A a matriz do Problema 3. Calcule a terceira 
coluna de A ' usando a regra de Cramer para re-
solver Ax = e,. 

5. Seja

â€” 1 2 

1 â€” 1 

0 â€” 1 

0 0

e enviada como

(5) 1 2 3

A= 2 3 9

3 4 5

(a) Calcule o determinante de A. A é não singular? 

(b) Calcule adj A e o produto A adj A. 
6. Se A é não singular, o que você pode dizer do pro-

duto A adj A? 

a matriz obtida pela substituição da j-
ésima coluna da matriz identidade por um vetor

yxx= â€” (xxy)

If) J(N(t) f] sen â€” = 1 
2

Xi XZ X3 

Vt y y3 

zt zz z3

y) =

=- : ::.â€” unitários ortogo-

n-~ =' â€”. Segue-se de (3)

é o ângulo entre

=ur = no espio 3D. Nesse 
=:terminam um plano 

â€”.=-mto a um plano. Para 

~ '.=ento, Newton preci-
tt= =- or na direcção normal 

qualquer 
rui~d a esse plano, então 
e N(t) devem

5 ; : ortogonal simulta-
~~to. está na direcção da 

ttz: etor unitário, já que se

binor-

xi +

2xi +

â€” 2xi +

xi + xz =0

â€” 2x4 â€” â€” 1

+ x4 â€” â€” 0

+ x4=0

Use a regra de Cramer para 

=det(B,) para j = l,...,n

) l. 
Mostre que

Seja A uma matriz 4 X 4. Se

calcule o valor de det(adj A). Qual seria o 
use o resultado do 
Problema 8.] 

encontre A. 

Mostre que se A é não singular, então adj A é não 

singular e

(adj A) ' = det(A ') A = adj A

Mostre que se A é singular, então adj A também é 
singular. 

Mostre que se det(A) = 1, então

Suponha que g é uma matriz com a propriedade

mostrar que

Q ' = Q'. Mostre que

Qu
det(Q)

Ao codificar uma mensagem, um espio foi represen-
tado por 0, A por 1, B por 2, C por 3 e assim por diante. 
A mensagem foi transformada usando a matriz

â€” 19, 19,25, â€” 21,0, 18, â€” 18, 15, 

3, 10, â€” 8, 3, -2, 20, â€” 7, 12 

Qual era a mensagem? 
vetores em O'. Mostre cada um dos 

seguintes enunciados: 

(a) xxx=O

z)
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Em teoria,

det(U) = det(U ) = 10

:) = A(2, :)

rand! 6)) 

~z-=- matrizes aleatórias

,6))

= 0):

x 1 1 

1 x â€” 1 

â€” 1 â€” 1 x

1 1 1 1 

1 2 3 4 

1 3 6 10 

1 4 10 20

- = rand('6))

format short

prod(diag(U))
round(d)

..!!. = rand(10)); 
.! - eye(10)

=2 :A(4,:) 
â€” - â€” - 6 X 6 aleatória, A, 

:=: =omente cm zeros e

~ ~ ==timar a porcentagem

'„'((í((!.' ~~es de teste e fazendo 

= -:galar e 0 em caso con-
es lazer isto em MATLAB 

~e, laço como se segue:

:=: a no fim de uma linha 

: ==omendável que você 
-'- linha de cálculo que 

zrc ~z ~br.) Para determinar 

m r rres foram geradas, use 
:='~ sum(y). Que porcenta-

--- eram singulares? 
podemos gerar 

.- 6A cujos elementos 
' = â€”. :~endo

es aleatórias inteiras 

3? 
. Podemos estimar as res-

do MATLAB. Em 

' ~ :( =--mes de teste e determine

erros de arredondamen-

- m ~. determinante pode di-
= :" exato. Para um exem-

det(U) det(U ) = 10

Calcule det(U), det(U') e det(U ~ U') com MATLAB. 
Os valores calculados se ajustam aos teóricos? 

6. Use MATLAB para construir uma matriz A fazendo

A = vandez(1 : 6); A = A â€” diag(sum(A')) 

(a) Por construção, os elementos em cada coluna 

de A devem somar zero. Para testar isto, faca 
~ = ones(6, 1) e use MATLAB para calcular 
o produto Ax. A matriz A deve ser singular. 
Por quê? Explique. Use as funções MATLAB 

det e inv para calcular os valores de det(A) 
e A '. Que função MATLAB é um indicador 

mais confiável de singularidade? 

(b) Use MATLAB para calcular det(A). Os valo-
res calculados de det(A) e det(A) são iguais? 
Outra forma de testar se uma matriz é singular 
é calcular sua forma linha degrau reduzida. 
Use MATLAB para calcular as formas linha 
degrau reduzidas de A e A'. 

(c) Para ver o que está errado, ajuda saber como 
MATLAB calcula determinantes. A rotina 

MATLAB para determinantes primeiramente 
calcula uma forma da fatoracão LU da matriz. 0 

é :1. dependendo se 
foi usado um número par ou ímpar de trocas de 
linhas nos cálculos. 0 valor calculado do deter-

minante de A é o produto dos elementos diago-
nais de Ue det(L) = + 1. No caso especial em 
que a maniz original tem elementos inteiros. o 
determinante exato deve ser inteiro. Nesse caso. 

MATLAB arredondará sua resposta decimal ao 

inteiro mais próximo. Para ver o que está aconte-
cendo com sua matriz original, use os seguintes 
comandos para mostrar o fator U.

format short e 

U] â€” lu(A); U 

Em aritmética exata, U deveria ser singu-
lar. A matriz calculada U é singular? Se não, 
o que está errado? Use os seguintes comandos 

det(A):

TESTE A QQ CAP/TVLQ 

Para cada um dos enunciados que se seguem, responda 
falso

caso contrário. No caso de um enunciado verdadeiro, 

explique ou demonstre sua resposta. No caso de um 
enunciado falso, dê um exemplo para mostrar que o 
enunciado nem sempre é verdadeiro. Suponha que 
n.

1. det(AB) = det(BA) 
det(B) 
3. det(cA) = cdet(A) 
4. det((AB) ) = det(A) det(B) 
B 
6. det(A') = det(A)' 
7. Uma matriz triangular é não singular se e somen-

te se todos os seus elementos diagonais são não 
nulos. 

8. Se x é um vetor não nulo em IR' e Ax = 0, então 
det(A) = 0. 

são matrizes equivalentes linha, então 
seus determinantes são iguais. 

10. Se A 4 0, mas A" = 0 (em que 0 denota a matriz 
nula) para algum inteiro positivo k, então A deve 
ser singular.

TESTE 8 QQ CAPITULQ

matrizes 3 x 3 com det(A) = 4 e 
uma matriz elementar do tipo 
1. Determine o valor de cada um dos seguintes: 
(a) det(vz A) 

(b) deuu 

(c) det(EA-) 

2. Seja

(a) Calcule o valor de det(A). (Sua resposta deve 
ser uma função de x.) 

(b) Para que valores de x a matriz será singular? 
Explique. 

3. Seja

de A. 
determinar o 

valor de det(A). 

mostre que 
ArA é não singular e det(ArA) ) 0. 

Bâ€” 
S 'AS para alguma matriz não singular S, então 
det(B) = det(A). 

Usede-
é singular, 
então C deve ser singular.

Verdadeiro ou Falso
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~t W~tos em R* (isto é, x 0 y), 

n x n com a propriedade 
d t(A) = 0. 

com elementos inteiros. Se 

- ;ocê pode concluir sobre a 

de A '? Explique. 

Espaços Vetoriais 

As operações de adição e multiplicação por escalar são usadas em vários contextos em 
matemática. Independentemente do contexto, entretanto, estas operações em geral obe-
decem ao mesmo conjunto de regras algébricas. Portanto, uma teoria geral de sistemas 
matemáticos envolvendo adição e multiplicação por escalar será aplicável a várias áreas 
da matemática. Sistemas matemáticos desse tipo são chamados de espaços vetoriais ou 
espaços lineares. Nesse capítulo, a definição de espaço vetorial e um pouco da teoria geral 
de espaços vetoriais é desenvolvida. 

3.1 Definit-„ão e Exemplos 

Nesta seção, apresentamos uma definição formal de espaço vetorial. Antes de fazer isto, 
no entanto, é instrutivo observar alguns exemplos. Começamos com os espaços vetoriais 
euclidianos R'. 

.: Espaços Veloipii ais EueHdiatios 

n = 
1, 2, .... Por simplicidade, consideremos inicialmente R'. Vetores não nulos em R podem 
ser representados geometricamente por segmentos de reta orientados. Esta representação 
esca-

íxl1 

podemos associá-lo ao segmento [.J 
de reta orientado no plano de (0, 0) a (xo x,) (ver Figura 3.1.1). Se equacionarmos segmen-
pode ser 
a (a + x„b + x,). 

Í21 

Por exemplo, o vetor x = [ ] em R' pode ser representado também pelo segmento 
orientado de (2, 2) a (4, 3) ou de ( â€” 1, â€” I) a (I, 0), como mostrado na Figura 3.1.3. 

'No original em inglês está simplesmente diret ão. No Brasil, convenciona-sc chamar direcção a da reta suporte de 
um segmento orientado e sentido para a direita ou esquerda (ou para cima ou para baixo) na reta. (N.Tõ
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0 vetor 3x tem a mesma direção de x mas seu comprimento é três vezes o de x. 0 vetor 
tem o mesmo comprimento de x, mas aponta no sentido contrário. 0 vetor â€” 2x é duas 

é definida por

3.)A xt + yi 

X2 + y2
x+y=

<n + yn

como o compri- para quaisquer x, y E R' e qualquer escalar n.
z- «~ento de (0, 0) a (x,, 

e ~ escalar n, o produto + 1'l)

Z=Il+V 

ii

=l ) (0, 0)

., ) (<o <z xl) 

f Xl

â€” 2x

(a)

v é representado pelo 
u 
quanto v são colocados na origem e um paralelogramo é formado, como na Figura 3.1.7, 
u. De forma 
similar, vetores no Rl podem ser representados por segmentos orientados no espaço 3D 
(ver Figura 3.1.8). 

Em geral, a multiplicação por escalar e a adição em R' são definidas, respectivamente 
por

vezes mais longo que x e aponta no mesmo sentido de â€” x. A soma de dois vetores

x 
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+ g(x)

Isto se segue porque

--: <e fechamento das duas

:. considere o seguinte
(p + q)(x) = p(x) + q(x)

(np)(x) = np(x)
. 0s elementos (3, I) e (5,

z(x) =Ox" '+Ox" '+ +Ox+0

X I com elementos

' =-' simplesmente a adicão e
o conjunto de todas as

é definida

~cr -alar a, podemos definir
. ' do operações no espaço
. =- niultiplicação por escalar
: â€” os axiomas usados para

'cação por escalar são 

e v em Vpodemos 
elemento x em V e 

= " . 0 conjunto V, junta-
espaço

em V. 

x) =0. 
em V. 

em V. 
x=V.

=m o espaco vetorial. Seus 
u, v, 

número real, embora 

- ~i-rão geralmente repre-

-z"- pegas como n, P e' y. 
:= â€” emá sempre a números 

='icar que o conjunto de 
foi usado no Axioma 3

não é um elemento de W.A operacão + não é realmente uma operação no conjunto W, pois 
a propriedade C2 não é válida. De modo similar, a multiplicação por escalar nao é definida 
em W, pois a propriedade Cl não é válida. 0 conjunto W, com as operacões de adição e 
multiplicacão por escalar, não é um espaco vetorial. 

Se, no entanto, é dado um conjunto U no qual as operações de adição e multiplicação por 
escalar são definidas e satisfazem as propriedades Cl e C2, então devemos verificar se os 
oito axiomas são válidos para determinar se U é um espaço vetorial. Deixamos ao leitor a 
verificação de que R" e ]R'" ' ", com as usuais adição e multiplicação por escalar de matrizes, 
são ambos espaços vetoriais. Há vários outros exemplos importantes de espaços vetoriais.

conjunto de todas as funcões reais que são definidas e contínuas no intervalo 
Neste caso, nosso conjunto universo é um conjunto de funções. Então, nossos 

já que a soma de 

é definida por

n é um número real, 

nf(x)

que uma constante vezes uma fun-

nf por 

ção contínua é sempre contínua. Portanto, definimos as operacões de adição e multiplica-
Para mostrar que o primeiro axioma f+ g = g + fé satisfeito, 

b]

(g+ f)(x)

axioma 3 é satisfeito, já que a função

devemos mostrar que

b J

age como o vetor nulo, isto é

b]

Deixamos para o leitor a verificação de que os demais axiomas do espaço vetorial são todos 

Definam-se p + q e np, 

para todos os números reais x. Nesse caso, o vetor nulo é o polinômio nulo

satisfeitos.

respectivamente, por
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â€” 3o â€” = â€” =8

2 EI3 5 = 2 5 = 10

x+y=x+z

n[a„} = [na„}

b„}

d)i 

por escalar por 

i+ubl

Então, P„com as 
~mo vetorial.

-~s- es fundamentais adi-

~2 são apresentadas nos

(2, 1) e

: meros complexos. Defina

e = s :esds u. Mostre que C é um 

:-= operações.

Mostre que R"" ", com as operações usuais de adi-

cão e multiplicação por escalar de matrizes satis-

faz os oito axiomas de um espaço vetorial. 

com as adição e multiplicação 

por escalar de funções, satisfaz os oito axiomas de 

um espaco vetorial. 
conjunto de todos os polinômios. Mostre 

juntamente com as adição e multiplicação 

por escalar de funções, forma um espaço vetorial. 

y7.' Mostre que o elemento 0 em um espaço vetorial é 
único. 

vetores em um espaço vetorial V. 

Demonstre que se

z. 

E V. Mostre 
que 

(a) PO = 0 para todo escalar P. 
0. 

10. Seja S o conjunto de todos os pares ordenados de 
números reais. Defina adição e multiplicação por 

escalar em S por

n(xi, x2) = (uxi, ux2) 

(xl, x2) ER (yi, y2) = (xi + y1 0)

Nós usamos o símbolo 8 para denotar a opera-

ção de adição neste sistema para evitar confu-

y de vetores linha. 
Mostre que S, com a multiplicação por escalar 

ordinária e a operação de adição EI3, não é um 

espaço vetorial. Quais dos oito axiomas não são 
satisfeitos? 

Seja V o conjunto de todos os pares ordenados de 
níimeros reais com a adição definida por

(xi X2) + (Vl V2) â€” (x] + Vi X2 + V2) 

e a multiplicação por escalar definida por 

u o (xl x2) â€” (uxi x2)

A multiplicação por escalar para este sistema é de-

finida em uma forma não usual e em consequên-

cia usamos o símbolo o para evitar confusão com 

a multiplicação por escalar ordinária de vetores 

linha. V é um espaço vetorial com estas opera-

ções? Justifique sua resposta. 

Seja R+ o conjunto de todos os números reais po-

sitivos. Defina-se a multiplicação por escalar, de-

notada o, por

para todo x 2 R+ e todo número real n. Defina-se 

x63y =x y paratodo x,y e R"

Portanto, para esse sistema, o produto escalar de 
I 

â€” 3 por é dado por 
2

e a soma de 2 e 5 é dada por

R é um espaco vetorial com estas operações? 

Justifique sua resposta. 
Seja = o conjunto dos números reais. Defina-se 

multiplicacão por escalar por

u x (a multiplicação usual de 
números reais)

e defina-se adição, denotada EB, por

x íi) y = max(x, y) (o máximo de dois 

números)

R é um espaço vetorial com estas operações? De-

monstre sua resposta. 

Seja Z o conjunto de todos os inteiros com a adição 

definida na forma usual e defina-se a multiplicação 

por escalar, denotada o, por

n ok = [[ni' k paratodo k c Z

em que (n) denota o maior inteiro menor ou igual 

2 25 o 4 = (2 25}} 4 = 2 4 = 8

Mostre que Z, com estas operações, não é um espa-

co vetorial. Que axiomas não são válidos? 

Seja S o conjunto de todas as sequências infinitas 

de números reais com as multiplicação e adição 

por escalar definidas por

Mostre que S é um espaço vetorial. 

Podemos definir uma correspondência biunívoca 

R" por

p(x) = ai j azx + + a„x" ' 

e q m b, então 

(b) p+qma+b. 

isomó r-

a operação de adição, denotada gír, por

Por exemplo,

a

np m ua para qualquer escalar u. 

se seus elementos podem ser postos em uma 
correspondência biunívoca, que é preservada sob 

(b) }
multiplicação por escalar e adição como em (a) e 
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é qualquer vetor de S, então

nx= (na,na,nb) c S

EXEMPEG 3 Seja

fx 1

S= l]
~=.--mático consistindo no 

etorial. 8

I' ~faz as condições

Se A E S, então A deve ser da forma

toman-
I é um espaço vetorial, 
induzirão outro vetor em V. 

~r conjunto universo, ser um 
: de adicão e multiplicação 

= ser um elemento de S e o 

= â€” elemento de S.

- ~.~i -scalar. Isto é, sempre 
: : um elemento de S. A 

dois elementos de S 

~cnjunto S que é fechado

~anões de adição e mul-
xc: novo sistema matemá-

~ .i%os os oito axiomas 

~ se seguem do Teorema 
:mornas são válidos para

qualquer elemento de V, assim, em particular, são válidos para os elementos de S. Portanto, 
o sistema matemático com o conjunto universo S e as duas operações herdadas do espaço 

Todo subespaço 

Em um espaco vetorial V, pode ser imediatamente verificado que {0) e V são subes-
Nos 
subespago nulo. 

2. Para mostrar que um subconjunto S de um espaço vetorial forma um subespaço, 
devemos mostrar que S é não vazio e que as propriedades de fechamento (i) e (ii) na 
definição são satisfeitas. Como todo subespaço deve conter o vetor nulo, podemos 
verificar que S é não vazio mostrando que 0 E S.

EXENPLG 2 Seja S = {(x„x„x,)' ~ x, = x,). 0 conjunto S é não vazio, já que x = (I, I, 0)' E S. 
Para mostrar que S é um subespaço de R', precisamos verificar que as duas propriedades 
de fechamento são válidas:

(c, c, @' são elementos arbitrários de S, então

+ (c, c. d) = (a+ c, a+ c, b+d) c S

Como S é não vazio e satisfaz as duas condicões de fechamento, segue-se que S é um subes-
paço de R'.

Se qualquer das duas condições na definição não é válida, então S não é um subespaço. 

Portanto, S não é um subespaço. Na verdade, ambas as condicões falham. S não é fechado 

EXEHPLG 4 Seja S = {A E R' ' ' ~ a„= â€” a»). 0 conjunto S é não vazio, já que 0 (a matriz 
nula) está em S. Para mostrar que S é um subespaço, verificamos que as propriedades de 
fechamento são satisfeitas:

neuza!de p!eno dire!ro.

Nesse caso, a primeira condição falha, já que

em relação a adicão, já que
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da equação diferencial y" + y = 0 forma um 
Note-se que f(x) = sen x e g(x) = cos x estão ambas em S. Como S é 
um subespaço, segue-se que toda a função da forma c, sen x + c, cos x devem também estar 
em S. Podemos verificar facilmente que funções dessa forma são soluções de y" + y = 0. e

nnAES.

Matriz 

conjunto de todas as soluções do sistema homogêneo 

c R" ~ Ax = 0] 

é não 

0 

com a propriedade 
~~ :ulo. Afirmamos que S

= 0 

Ax = 0. Portanto,

n é um escalar, então

então

é um subespaço de R". 0 conjunto de todas as 
é 

se

2 1 0 1

Solução 
obtemos

2 1 0 1 0 0 â€” 1 â€” 2 1 0 

0 â€” 1 â€” 2 1 0 0 1 2 â€” 1 0

sima derivada contínua 

b].

A forma linha degrau reduzida envolve duas variáveis livres, x, e x4.

Xi = Xs â€” X4 

Logo, se fizermos x, = n e x, = P, então

â€” :: â€”.aestáemS. Sef E Se

consiste em todos os vetores da formaâ€” -~.0 â€” 0

a(x)

de A.

xz = â€” 2xs + X4

g(x)]

nos quais n e P são escalares.

--= =I em x = 0 e, portanto, 
â€”.~o próprio de C[ â€” 1, 1]. 

- =-'. ein todos os pontos de 
â€” 1 1], já que g" (x) não 

~espaço próprio tanto de 
R

1

â€” 2

1

0

1

â€” 2

1

0

â€” 1

1

0

1

â€” 1

1

0

1
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em R-' está em Cob(eu e,) se e somente se fica no plano 
x,x, no espaço 3D. Portanto, podemos pensar no plano xixz como uma 
interpretação geométrica do subespaço Cob(e,, e,) (ver Figura 3.2.1). 
e y, se (0, 0, 0), (x,, x,, x,) e (y,, 
z = 
é uma soma de vetores paralelos a x e y e, portanto, 
deve ficar no plano determinado pelos dois vetores (ver Figura 3.2.2). 
Em geral, se dois vetores x e y podem ser usados para determinar 
um plano no espaço 3D, esse plano é a representação geométrica de 
Cob(x, y).

3.2.2
Sejam v,, v„..., v„vetores em um espaço vetorial V. Vamos nos referir 
v„. 

Pode acontecer que Cob(v,, v,, ..., v.) = V, caso em que dizemos que os vetores v„v„..., 
de V. Portanto, temos a 
seguinte definição:

l 

EXEMPLQ I l Quais dos seguintes são conjuntos de cobertura para R ".

(a) {e„e,, e,, (I, 2, 3) } 
(b) {(I, 1, 1)', (1, I, 0)', (1, 0, 0)'} 
(c) {(1, 0, 1)', (0, 1, 0)'} 

So}uqão 
b, 

(2 1 3)r (4 1 1)r

c)' em R-' pode ser escrito como uma combinação linear dos vetores do conjunto. Na parte 

c) = aei + bez + ces + 0(1, 2, 3)

c)r pode ser escrito como

Para a parte (b), devemos determinar se é possível determinar constantes n,, n, e n, tais que

a 1 

1 +nz 
C

1 

1 

0

1

+na 0
0

Isto conduz ao sistema de equações

a

ni + nz

Já que a matriz de coeficientes do sistema é não singular, o sistema tem uma única solução. 

C 

b â€” c 

>u"»irão 0 conjunto { v„v,, ..., v„} é um conjunto de cobertura de V se e somente se todo vetor 
de V é uma combinação linear de v„v,, ..., v„.

De fato, vemos que

b
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No Exemplo 11(a) vimos que os vetores e„e,, e„(1, 2, 3)' cobrem IR'. Evidentemente, 
e,, e„,. 0 vetor (1, 2, 3)" não é realmcntc 
necessário. Na próxima seção consideraremos o problema de encontrar conjuntos de cober-
tura mínimos para um espaco vetorial V (isto é, conjuntos de cobertura que contêm o menor 
número possível de vetores).

1 

0 

0

. '3i. 1)' e (0, 1, 0)' produ-
â€” em R3, no qual a 4 c,

= â€” -~anão gaussiana impli-

7. 

8.

S=(B I AB=BA)

é impor-

R

+ c é qualquer

10

(a)

---: â€” (nt + 2nz)
1 2 â€” 3 

â€” 2 â€” 4 6
(b)

1 3 â€” 4 

2 â€” 1 â€” 1 

â€” 1 â€” 3 4

(c)

(b)
1 1 â€” 1 2 

2 2 â€” 3 1 
â€” 1 â€” 1 0 â€” 5

PROBLEMAS DA SE/AO 3.2 
I 

Determine se os seguintes conjuntos formam su-
bespacos do R-': 
((xi,x2)' I xi+x2 

((xi,x2)' I xix2 = 0) 

(c) ((»,x2)' I xi = 3x2) 

((xl X2)' I lxil = lx2I) 

(e) ((xi,x2)' I x,' = x2) 

2. Determine se os seguintes conjuntos formam su-
' bespaqos do R': 

((xi, x2, x3) I xl + x3 : I) 

((xi, X2i x3)' I xi = x2 â€” x3) 

((xi, x2 'X3)' I x3 = xi + xz) 

((xi, x2, x3) I x3 â€” â€” xi or x3 â€” x2) 

3 Determine se os seguintes conjuntos são subespa-
ços do R" ': 

0 conjunto de todas as matrizes diagonais 2 X 
2 

0 conjunto de todas as matrizes triangulares 
2 X 2 

(c) 0 conjunto de todas as matrizes triangulares 
inferiores 2 X 2 

2 X 2, tais 
que a„= 1 

X 2, tais 
b„= 0 

0 conjunto de todas as matrizes simétricas 
2X2 

(g) 0 conjunto de todas as matrizes singulares 
2 X 2 

MdDd i pp 1 d d d d 
tes matrizes:

Determine se os seguintes conjuntos formam su-
(seja cuidadoso): 
Pd 
(b) 0 conjunto de todos os polinômios de grau 3 

em P„ 
tais que p(0) â€” 0 

ten-
do pelo menos uma raiz real 

Determine se os seguintes conjuntos são subespa-
gos de C[ â€” 1, 1]: 

0 conjunto de funcões f em C[ â€” 1, 1] tais que 
f( â€” 1) =.f(1) 

(b) 0 conjunto de funções ímpares em C[ â€” 1, 1] 
(c) 0 conjunto de funcões contínuas não decres-

centes em [ â€” 1, 1] 

0 conjunto de funções f em C[ â€” 1, 1] tais que 
I) = O e f(1) = 0 

(e) 0 conjunto de funções f em C[ â€” 1, 1] tais que 
1) 0 ou f(1) = 0 

b]. 
um vetor fixo em R' ' " e seja S o conjunto 
isto é

Mostre que S é um subespago de R" ' ". 

Em cada um dos seguintes casos, determine o su-
bespaqo de R' ' consistindo em todas as matrizes 
que comutam com a matriz dada

um vetor particular em R" '. Determine se 

i '. 1 3)r e (4 â€” 1 1)r.

os seguintes são subespaqos de R' ". 

AB g BA) 

0) 

0) 

Determine se os seguintes conjuntos são cobertu-
ras de R'i
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~=: â€” ai de certaaneiaa infinitas 

' te=- ' ~ da Seção 1. Seja S, o 

".ir= = propriedade que a„~ 0 

%j@-» â€” nq~v c é >sm cgsh~cnppp

: =- ~i subespaço de IR', então 
'i

n. Demonstre que os se-
=-quivalentes: 
=' é não singular. 

tem uma
â€” 2

3

1

1

â€” 1

2

â€” 1

3

8

Xi Xz = X3 =

~: = =: um espaço vetorial W. 
:==:s=cão U n V é também

T o 
um subes-

x3 = 3xi + 2xz

de um espaço vetorial W.

a â€” vsendouE Uev E V)

Portanto,

5 = Cob(xi, xz, xs) = Cob(xt, xz)

A equação (1) pode ser reescrita sob a forma

0 (2)

nc

i= distributivas similares

tçe=çCms com subes paços.

te :.==:=-=ção para subespaços é

:==. o a operação de adição?

3 1 
xz = â€” â€” xi + â€” xs, x3 = 3xi + 2xz 

2 2

2 1 

3 3

Segue-se que
(S n U}

~ ~=ão para subespaços é dis-

ã operação de interseção?

n (S+ U)

0 (3)

",i = : =ubespaço de W. 

::=~ : de um espaço vetorial 

:: â€” es subespaços usando as 
~=- das nos Problemas 20 e 

: . :-:~ética com números, sa-

-a- := multiplicação é distri-

- i t~re:ação de adição no senti-

~':ttS vetariaiS. IniCialmente, 

- i~i =- partir de um conjunto 
=,:r ~ídO COm OS elementOS 

- = multiplicação por escalar. 
. ~a. Em particular, é dese-

jável encontrar um conjunto de cobertura mínimo. Por mínimo,.queremos dizer um con-
junto de cobertura sem elementos desnecessários (isto é, todos os elementos no conjunto 
são necessários para cobrir o espaço vetorial). Para encontrar um conjunto de cobertura 
uns dos outros. Em 
dependência linear e independência linear. 
Estes conceitos simples fornecem as chaves para o entendimento da estrutura dos espacos 
vetoriais. 

Considere os seguintes conjuntos em R'.

xa x,. Na verdade, S Pode ser rePresentado em 

Qualquer combinação linear de x„x, e x, pode ser reduzida a uma combinação linear de 

ni xi + nzxz + n3x3 = n ixi + ngxg + n3 (3xi + 2xz)

Xi = â€” â€” XZ + â€” X3, 

e x,; isto é,

x~'.

= (ui + 3u3)xi + (n3 + 2u3)X3

Já que três coeficientes em (2) são não nulos, podemos resolver para qualquer vetor em 

Cob(xl X2, x3) = Cob(X3, x3) = Cob(xi, x3) = Cob(xi, xz)

Por causa da relação de dependência (2), o subespaço S pode ser representado como a 

Em contraste, não há tal relacão de dependência entre x, e x,. Com efeito, se houvesse 

então, poderíamos resolver para um dos dois vetores em função do outro:

cz Ci 
xi = â€” â€” xz (ci g 0) ou xz â€” â€” â€” â€” xi (cz g 0) 

Ci C2

Entretanto, nenhum dos dois vetores em questão é múltiplo do outro. Portanto, Cob(x,) e 

ésec, = C,=O.

função dos outros dois:

cobertura de dois quaisquer dos vetores dados. 

escalares c, e c„não ambos nulos, tais que

Cob(x,) são ambos subespaços próprios de Cob(x] xp) e a única forma em que (3) é válida 
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ihes

~s ."tores pode ser escrito 
1 vetores

C1 +C2
=.ores como uma com-

~ =-- =tem escalares c„..., c„,

: â€”. - Combinação linear dos

C1V1 + Csvs + ' ' ' j Cnv7[ 0

1Vn â€” 1) 

eaI'dev„v~, ..., v„

por exemplo vn, pode

CnVn â€” 0

Faça somente

Cn = 0

ente independentes se

C2 

C1
CObertura mínimO, entãO 

r ..., v„são linearmente 
~ le cobertura mínimo de V 

base. 

çao.

1 ) 

EXENPLG I Osvetores [ ] e [ ] sãolinearmenteindependentes,jáque

então 

C1 + C2 = 0 

C1+2c2 =0 

e aúnica solução paraeste sistemaéc, = Oe c, = 0.

g 

~e~~n1çao Os vetores v,, v,, ..., vn em um espaco vetorial V são ditos linearmente dependentes se 
existem escalares c,, c,,..., cn, não todos nulos. tais que

! EXENPLG 2 Seja x = (1, 2, 3)r. Os vetores e,, e,, e, e x são linearmente dependentes. já que

1) Vn â€” 1

y 

e1 + 2e2 + 3es â€” x = 0

R

Dado um conjunto de vetores {v„v,, ..., v„) em um espaço vetorial V, é trivial achar 
escalares C„C„..., c, tais que

Se há escolhas não triviais de escalares para os quais a combinacão linear c,v, + c,v, 
+ ... + Cnvn é igual ao vetor nulo, então v,, v,, ..., vn são linearmente dependentes. Se 
forma de a combinação linear c,v, + c,v, + ... + Cnvn ser igual ao vetor nulo é 
que todos os escalares co ..., c, sejam nulos, então v,, v,, ..., vn são linearmente inde-
pendentes.

Se x e y são linearmente dependentes em R', então 

ctx+ c2y = 0 

Se dois vetores em R' são linearmente dependentes, um dos vetores pode ser escrito como 

sendo que c, e c, não são ambos 0. Se, por exemplo, c, 4 0, podemos escrever

um múltiplo escalar do outro. Então, se ambos os vetores são colocados na origem, eles 
estarão sobre a mesma reta (ver Figura 3.3.1)
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Ci + C2 + C3 â€” 0

=0 

=0

Cl + C2

ci(1, 0, 1) + c2(0. 1. 0) = (0. 0. 0)

então

(ci. c . ci ) = (0. 0. 0)

então

ão esta-

equação

0

3?
pode ser reescrita como uma equação matricial 

Xc=0

mostrar

(4)

x,,x,)e 
e plano, 
ortanto, 
rão line-

é que os escalares c„c,, c, sejam todos nulos. A equação (4) pode ser escrita como um 

A única solução para este sistema é c, = 0, C. = 0, c,. = 0. 
Se

logo c, = c, = 0. Portanto, os dois vetores são linearmente independentes. 
(c) Se

ci(1,2,4) +c2(2, 1,3) +cs(4 â€” 1 1) = (0.0,0)

ci + 2C2 + 4cs = 0 

2ci + c2 â€” cs =0 

4ci + 3C2 + cs = 0

A matriz de coeficientes do sistema é singular e, portanto, o sistema tem soluções não 

Note no Exemplo 3, partes (a) e (c), que foi necessário resolver um sistema 3 X 3 para 
determinar se os três vetores eram linearmente independentes. Na parte (a), na qual a matriz 
de coeficientes era não singular, os vetores eram linearmente independentes, enquanto na 
parte (c), na qual a matriz de coeficientes era singular, os vetores eram linearmente depen-
dentes. Isto ilustra um caso especial do seguinte teorema:

x„ 
serão linearmente dependentes se e somente se X for singular.

Esta equação terá uma solução não trivial se e somente se X for singular. Portanto, x] xg, 

vetores são linearmente independentes 
em R". Simplesmente forma-se uma matriz X cujas colunas são os vetores sendo testa-

sistema linear com incógnitas c,, c,, c,:

triviais. Logo, os vetores são linearmente dependentes.

..., x. serão linearmente dependentes se e somente se X for singular.
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z = 0, os vetores são 

~=.:~ independentes.
Pnvzz (6)

linearmente depen-

(7)

Ql =gl. Q2 =$2..... Q, = j9n

:=- . podemos reescrever

C,zVn (8)

Agora se fizermos

então, somando (5) e (8), obtemos

IHnvn

Xc = 0

P„

~2 .=ões não triviais e, por-

(9)cl PI + c2P2 j ' ' ' + ckpk = z~-e de vetores linearmente 

:~nependentes são únicas.
no qual z representa o polinômio nulo; isto é

z(x) = Oxn '+Oxn + +Ox+0
U: . eior v B Cob(v,, v„..., 
v„se e somente

- ~~to como uma combina-

zi = " :ntão a matriz X não é

:: 'etores são linearmente

He terá soluções não
~: â€” â€”."- livres. Se há solucões

.~wveis livres, então c =
~ndentes.

Suponha que v pode também ser escrito como uma combinação linear

I, ..., 
se v„v„..., vn são linearmente dependentes, então é possível escolher os p, diferentes 

Se v,, v„..., vn são linearmente independentes, então subtraindo (6) de (5) resulta

II

Pela indePendência linear de vu v„..., vn. os coeficientes de (7) devem ser todos 0. 

são linearmente indePendentes. 
vn são linearmente dependentes. então existem c,...., cn não 

Pl = Qi + Ci, P2 = Q2+ C2,..., Pn = Qn + Cn

(Ql + Cl )Vl + (Q2 + C2)V2 + . + (Qn + C )Vn

Portanto, se v„v„ 

dos Qn 

Portanto,

todos nulos, tais que

..., v„são linearmente dependentes, a representacão de um vetor como uma combinação 

Para determinar se um conjunto de vetores é linearmente independente em R", precisamos 

é úniCa.

resolver um sistema linear homogêneo de equações. Uma situação similar é válida para o 

Para testar se os seguintes polinômios pu p,, ..., P, são linearmente independentes em Pn, 

Se o polinômio no primeiro membro da equação (9) for reescrito na forma azxn '+ a,xn ' + 
... + an,x + an, então, já que dois polinômios são iguais se e somente se seus coeficientes 
são iguais, segue-se que os coeficientes a, devem ser todos nulos. Mas cada a, é uma com-

c, 
Se o sistema tem somente a solucão trivial, os polinômios são linearmente independentes; 
caso contrário, eles são linearmente dependentes.

espaço vetorial Pn.

fazemos
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DBAI Al/ËG
z 

+8x+7

â€” i=Ox +Ox+0

: há solucões não triviais.

X â€” X

=.,erminamos com o sis-

W[x, x/x[] =

-.i =0
cix + cixixi = 0

=-:ares eram linearmente 

para ajudar a decidir se 
Com efeito, sejam 
cote dependentes, devem

(10)

=--"os os membros de (10)

=0 

=0

â

€”. --...., f„são linearmente 
:- matriz de coeficientes do 
.--:= é nulo.

tal que 
f„](x,) 4 0, então f„ f„..., f„são linearmente independentes.

Se f„ f,, ..., f„ forem linearmente independentes, então, pela discussão 
por-
b].

elas serão também linear-
b].

EXEHPLQ 7 Mostre que e' e e ' são linearmente independentes em C( â€” ~. ~).

Como W[e', e "] não é identicamente nulo, e'e e 'são linearmente independentes. g

EXENPKG 8 Considere as funções x' e x~x~ em C[ â€” 1, 1]. Ambas as funções estão no subespaço
C'[ â€” 1, 1] (ver Exemplo 7 da Seção 2), então, podemos calcular o wronskiano

x' x]xl 

2x 2/x /

Como o wronskiano é identicamente nulo, não dá qualquer informação sobre se as funções 

para todo x em [ â€” 1, 1]. Então, em particular para x = 1 e x = â€” 1, temos

ci + cz = 0 

ci â€” cz = 0

e a única solução para este sistema é c, = c, = 0. Portanto, as funções x'- e x~x ~ são linear-
mente independentes em C[ â€” 1, 1] embora W[x', x~x~] â€” = 0. 

Esse exemplo mostra que a recíproca do Teorema 3.3.3 não é válida. W

são linearmente independentes. Para responder a essa questão, suponha que
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Define-se y, = Ax, para i = 1, ..., k. 
y, são linearmente indepen-
dentes. 

SejaA uma matriz 3 X 3 e sejam x„x„ex, vetores 
em R'. Mostre que se os vetores

entes em C( â€” ~, ~).

y,=Ax~, yz=Axz, y,=Axs

=: :es linearmente indepen-
=--cria V.

ã coleção, 
: ecão linearmente inde-

Explique. 
: ' etor, por exemplo, xi 

~~i:- .e-amos uma coleção li-

:==ate de vetores? Expli- 3.4 Base e Dimensão

Na Secão 3, mostramos que um conjunto de cobertura para um espaco vetorial é mínimo se 
seus elementos são linearmente independentes. Os elementos de um conjunto de cobertura 
mínimo formam os blocos básicos de construcão para o espaco todo e. em consequência, 

'nearmente independen-

ys = xe +xi

BGRA{QËG

. â€” = =rmente independentes?

para um espaço vetorial V se e somente se.nearmente independen-

v„..., v„são linearmente independentes. 
v„..., v„cobrem V.ys = xq â€” x~

m~ â€” ente independentes? De-

entretanto, há várias bases que poderíamos 
escolher para R'. Por exemplo,

":-=-. ietores são linearmente

2, x', x, 2x + 3 
1 

1 

0

1 

0 

1

2 

0 

1

0 

1 

1
:=:-: seguintes, mostre que os 

-=:ente independentes em

x-"' são ambas bases para R'. Veremos daqui a pouco que qualquer base de IR-" deve ter exata-
mente três elementos. 8

=os x, 1, sen'-(x/2) são li-

rr]. 

- .,- â€” n) e sen x em C[ â€” ~o 

re- '=- u serão os dois vetores 

ce:ies'. Dê uma interpretação

no qual

El 1 : 0 0 ~ E12 0 0 

Ezt = 1 0, Ezz=:. =- .' . mostre que 
=ão linearmente indepen-

Se

ente dependentes em
coEzz = ~

Demonstre que qualquer conjunto finito de veto-
res que contém o vetor nulo deve ser linearmente 
dependente. 

e v, dois vetores em um espaço vetorial 
são linearmente dependentes 
se e somente se um dos vetores é um múltiplo es-
calar do outro. 

Demonstre que qualquer subconjunto não vazio de 
um conjunto linearmente independente de vetores 
é também linearmente independente. 

Seja A uma matriz m X n. Mostre que se A tem 
vetores colunas linearmente independentes, então 

{0]. 
+ 
... + x„a„.] 

vetores linearmente indepen-
dentes em IR" e seja A uma matriz não singular

são linearmente independentes, então a matriz A 
xg e xi devem 
ser linearmente independentes. 

um conjunto cobertura para o es-
paço vetorial V e seja v qualquer outro vetor em V. 
Mostre que v, v„..., v„são linearmente dependen-
tes. 

v„vetores linearmente indepen-
v„..., 

v„não pode cobrir V.

para o espaço vetorial.

x+2,x â€” 1

(d) e',e ',e"
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êzc .~ente independentes.

iitrr: =.:"-e para R'- '.

m.l "micular de um espaço 
â€” : :- de base do subespaço.

Be6nição

vetores

tormam uma base para

= ==paco vetorial V, então 

Cob(x, y) = {ux+ Py ~ u e P são escalares)Então, uma vez que

::= sob a forma

Cob (x, y)

Cob (x) 

Cob(x, v. x) = Ri

(b) (c)(a)

1>1 

a( jcl vj 
i=l

Este é um sistema homogêneo com mais incógnitas que equações. Portanto, pelo Teorema 

0 
j=l

linearmente dependentes.

são ambas bases Para um esPaço vetorial V, 
m.

ambas bases para V. Como v, vp, 
u„..., u„, são linearmente independentes, segue-se do Teorema 3.4.1 
u,, ..., u„, cobre V e v„v„..., v„são linearmente 
m.

Tendo em vista o Corolário 3.4.2, podemos nos referir ao número de elementos em 
qualquer base para um espaco vetorial dado. Isto leva ã seguinte definição:

vetores, dizemos que 

.~:te dependente.

(xl, xi, xi)

1.2.1, o sistema deve ter uma solução não trivial (c] cg c ) . Mas, então,

dimensão 
se há um número finito de vetores que cobre V; caso contrário, dizemos que V 

Se x é um vetor não nulo em R', então x cobre um subespaço unidimensional 

Cob(x) = {ux ~ u é um escalar}

c) está na reta 

dimensão infinita.

determinada por (0, 0, 0) e (x„x„x,). Portanto, um subespaço unidimensional em R' pode 

e y são linearmente independentes em R', então

c)r estará em Cob(x, y) se e 
c) está no plano determinado por (0, 0, 0), (x,, x,, x,) e (y,, y,, y,). 
Portanto, podemos pensar em um subespaço bidimensional de R' como um plano atra-
são linearmente independentes em R', eles formam uma base

ser representado geometricamente por uma reta passando pela origem. 
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vetores pode ser podado para 
formar uma base para U.

c)' deve estar em

enunciado (i) se segue pelo mesmo raciocínio usado para demonstrar 
a parte (I) do Teorema 3.4.3. Para demonstrar (ii), suponha que v,, ..., v,. são linearmente 
Segue-se de (i) que Cob(v] ~ ~ ~ vt) é um subespaço próprio de V e, 
Segue-se que v„ 
então, da mesma forma, 
vr vr,) Pode ser estendido a um conjunto com k + 2 vetares linearmente inde-
pendentes. Este processo de extensão pode ser continuado até que um conjunto (v, ~ vr, 
vetores linearmente independentes seja obtido. 

Então, pelo Teorema 
3.4.1, v,, ..., v„, devem ser linearmente dependentes. Segue-se que um dos vetores, por 
exemplo, v„„pode ser escrito como uma combinacão linear dos outros. Portanto, se v„, é eli-
podemos 
continuar a eliminar vetores desta maneira até chegar a um conjunto de cobertura contendo 
elementos.

tem dimensão 
â€”.. qualquer conjunto de 

â€”..... x" são linearmente 

n. 

b] 
R

obre V.

c " ates.

. ~ ~- inearmente indepen-
' r = = :em uma base consis-

v„,

Para o R-'. Nos 
referimos a esta base como padrão porque é a mais natural para representar vetores no R'. 
Mais geralmente, a base padrão para o R' é o conjunto (e„e„..., e„) . 

E,„E„, 
dada tio Exemplo 2. Esta é, então, a base padrão para R"'-. 

A forma padrão para representar um polinômio em P„é em termos das funcões 1. x, x-', 
..., x" ' e, consequentemente, a base padrão para P„é (1, x, x', ..., x" '). 

Embora essas bases padrão pareçam as mais simples e mais naturais para se usar, elas 
não são as mais apropriadas para muitos problemas aplicados. (Ver, por exemplo, os pro-
blemas de mínimos quadrados no Capítulo 5 ou as aplicações de autovalores no Capítulo 
6.) Com efeito, a chave para resolver muitos problemas aplicados é mudar de uma das 
bases padrão para uma base que é, em algum sentido natural, para a aplicação particular. 
Uma vez que a aplicação tenha sido resolvida para a nova base, é simples retroceder e 
representar a solução em função da base padrão. Na próxima seção, aprenderemos como 
mudar de uma base para outra.

v„são linearmente

:=-io em V, segue-se que

v„são linear-
. â€” e~~to como uma combi-

: â€”.í :=o >'. Se v„v„..., v„, 

=- .---da ter um conjunto de 
.:=' ;hegar a um conjunto 

, )tr =- 1-to contradiz dim V =

PROBLEMAS DA SE/AO 3A

3 â€” 3 â€” 6 

xi =' â€” 2, x<= 2, xs= 4 
4 â€” 4 â€” 8

:=-, =tores são linearmente

qual é a dimensão de Cob(x,, x„x,)? 

5. Sejam

xs =
xt= 1, x<= â€” 1, xs â€” 6

â€” :.-= independentes pode ser

No Problema 1 da Seção 3, indique se os vetores 

dados formam uma base para R-'. 
2. No Problema 2 da Seção 3, indique se os vetores 

dados formam uma base para IR-'. 
3. Considere os vetores

formam uma base para R'. 
devem ser linearmente 

dependentes? 
(c) Qual é a dimensão de Cob(x~ xp xp)? 

(a) Mostre que x„x, e x., são linearmente depen-
dentes. 

e x, são linearmente indepen-
dentes.Dados os vetores
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mgr 2, a/guns dos conjuntos 
cada um desses

Mudanca de Coordenadas em R'

- basse para o subespaço e de-

a dimensão do subespaço 
cos X. 

m=:unes itens, ache a dimensão 

xtci + xzez

x = uy+Pz

x =3y+z

= ' ~s=. subespaços de IR" e U íl

x = z+3y

U+ dim V

:Z

-~-do-se de um sistema de 

.== em um espaço vetorial é 

P = =xemplo, ao descrever o 
:--. é frequentemente con-

-':e T tangente e um vetor 
. Ver Aplicação 2 na Seção

~;ema de coordenadas para 
-. - de um vetor coordenado 

=.o- -oordenado para o novo

consistindo em todos 

.-que@(01 =PesejaTo 
= pohnômios q(xl tais que 

"=ses para 
ei SllT 

- ":=-o de todos os vetores da 

=- ~-'a V o subespaço de todos 

.. -. i -,. 01'. Quais são as di-
U + V? Encontre uma 

~s»s quatro subespaços. (Ver 

=: S=;ão 2.). 

:: par de subespacos bidi-
tais que U A V = lp}? 

-=. Dê uma interpretação 

sejam 
respectiva-
u-. v,, v, são linearmente

A base padrão para o R'- é [e„e,}. Qualquer vetor x em R' pode ser expresso como uma 

de x em relação a base 
P :-betta pelos vetores dados:

combinação linear

para R'-, segue-se do Teorema 3.3.2 que um 

Vamos ordenar os 
é considerado 
o segundo e denotar a base ordenada por [y. z]. Podemos então nos referir ao vetor (n, P)' 
em relacão a [v. z]. Note-se que, se revertermos a 
ordem dos vetores da base e usarmos [z, y], então também precisamos reordenar o vetor 
de coordenadas. 0 vetor de coordenadas de x em relacâo a [z. y] será (p. n)r. Quando nos 
referimos a uma base usando subscritos, como [u,, u,], os subscritos impõem uma ordem 
aos vetores da base.

são linearmente independentes 
e, portanto, formam uma base para R'. 0 vetor x = (7, 7)r pode ser escrito como uma 
combinacão linear

é (3, 1)'. Geometricamente, o 

pode ser representado univocamente como uma combinação linear

vetor de coordenadas especifica como ir da origem ao ponto (7, 7) movendo-se primeiro na 
como o primeiro 

y] é (1, 3)'. Geometricamente, 
e depois 
na direcão de y (ver Figura 3.5.1). R

vetor da base e y como o segundo vetor da base, então
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--- â€” -a de coordenadas, con-

Au? â€” â€” Riu> j = 1,2,...,n

= após 1 ano pode ser 
x, = 

A"x„. Se calcular-
- ~ :er entil mais próximo,

Ui =, uz=

3ei + 2ez 

et+ ez
â€” â€” c .- dos novos vetores da

Segue-se então que

: ..:=u â€” 0,05uz

n â€” 27, 
=-.-dondados de x sejam

Í3 11 

,~ ~ tma permanece relati-
.. =-:~c na cidade se mudam 

~ : dam para a cidade. Se 
~cr ~ios. quais serão estas 
i-c=.=ões a longo termo? 
:= .cação de matrizes. Se

x = 
para o processo. 

: ~c:-=ionário, é interessante 

tema de coordenadas, 

-' :ultiplicação pela matriz 
: ; -tor de estado estacio-

" =-u- = i â€” 1, 1)'. 0 segundo 

=-=-mente escaloná-lo por

Essa aplicacão é um exemplo de um tipo de modelo matemático chamado de processo 
A matiiz A 
tem uma estrutura especial em que os elementos são não negativos e a soma dos elementos 
Definições mais 
precisas serão dadas mais tarde quando estudarmos esses tipos de aplicações no Capítulo 
6. 0 que queremos salientar aqui é que a chave do entendimento de tais processos é mudar 
então 
queremos escolher vetores da base tais que o efeito da matriz A em cada vetor de base u, é 
simplesmente escaloná-lo por um fator A,; isto é,

a chave para a resolução 
do problema é muitas vezes encontrar vetores de base u,,..., u„e escalares A,,..., A„ tais 
que (1) seja satisfeita. Os novos vetores de base podem ser encarados como um sistema de 
coordenadas natural para usar com a matriz A e os escalares podem ser encarados como 
frequências naturais para os vetores de base. Estudaremos estes tipos de aplicacão em mais 
detalhes no Capítulo 6.

Uma vez que tenhamos decidido trabalhar com uma nova base, temos o problema de encon-

l2 l

trar as coordenadas com respeito a essa base. Suponha, por exemplo, que em vez de usar a 

Com efeito, podemos querer comutar entre os dois sistemas de coordenadas. Consideremos 

u,. 
e e,.

(u„ 

base padrão (e,, e,) para R', desejemos usar uma base diferente, digamos

os dois problemas seguintes:

em função dos 

czez) 

= (3ci + cz)ei + (2ci + cz)ez

c,u, em relação a (e„e,) é 

2ci+cz 2 1 cz 

elementos da nova base e, e e,. Portanto, temos

Se fizermos
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e portanto

x = 7bi+3bz

X = CiVi + Czvz

(3)dzu>

~r ~s- coordenadas em rela-

Ud

Segue-se que
= =- coordenadas de x em

d= U 'Vc

u-) é a inversa de

=ansicão de (e„e,) para

civi + czvz = x~ et + xzez = diui + dzuz

e U 'x=dx

e, portanto,

U 'Vc=U 'x=d

pata encontrar o
~plesmente multiplica-

(2)

para a base (e,, e,}. 
(u„u,). 

são linearmente inde-

Agora consideremos o problema geral de mndanca de uma base (v„v,} de R' para 
Nesse caso, supomos que, para nm vetor x dado, suas coordenadas em 

d,u,. Portanto, precisamos encon-

up), então a equação (3) pode ser escrita na forma 

em R' e sen vetor de coordenadas c em relação a base ordenada 

relação a (v,, v,) são conhecidas

trar escalares d, e d, tais que

matricial:

sim-

EXEHPLG 4 Encontre a matriz de transicão correspondente a mudança de base de {v„v,} para 
na qual

íc = e Ui = , uz =

Solução 
u-) é dada por

S=U V= 2 3 7 3 â€” 4 5

u,) também pode ser vista como um processo 
de duas etapas. Primeiramente, mudamos de (v,. v,) para a base padrão (e,, e,) e então 
é o vetor de coorde-
(u„u,), 
então

(e,, 

u,) é U 'V (ver Figura 

plesmente multiplicamos c pela matriz de transicão S = U ' V.

segue-se que

3.5.2).
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1 1 â€” 3 

â€” 1 â€” 1 0 

1 2 4

[y]r =

0 leitor pode verificar que

3us = 3vi + 2v2 â€” vs 

2u2 + 3us = vi â€” 3v2 + 2vs

Se V é qualquer espaço vetorial n-dimensional, é possível mudar de uma base para 
Mostraremos que tal matriz de transição 
F = 
vn} duas bases ordenadas Para V. 0 Passo chave é exPressar cada vetor da base wj 
como uma combinação linear dos v,.:

Wi = SilVl + S2lV2 + + SnlVn 

Sn2Vn

(4)

SnnVn

E V. Se x = [v]e, segue-se de (4) que 

XnWn

Vn 
j=l

: denadasemR'. Técnicas 

n. [v]r, então

i =l,...,n 
j=l

e, portanto,

Sx

Uma vez que S tenha sido 
determinada, é simples mudar os sistemas de coordenadas. Para encontrar as coordenadas 

x,w, + ... + x„w„em relação a [v„..., v„}, precisamos somente calcular y = Sx. 
A matriz de transição S correspondente a mudança de base de [w„..., w„} para ] v„..., 

v,} pode ser caracterizada pela condição

o Vs

Sx = y se e somente se xlwl + + xnwn = ylvl + .. + ynv„

implica que

0

são dados por 0 
tem somente a solução trivial e, portanto, a matriz S é não singular. A matriz inversa é 

se e somente se yivi + . + ynvn = xiwi + .. + xnwn

1 1 â€” 3 

â€” 1 â€” 1 0 

1 2 4

n 

Si jXj Vi j 
j=l

n 

S2j Xj 

1

caracterizada pela condição

j=l

â€” 3

2

â€” 8

2

3
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V ou, de forma equivalente,

Sx=0

[l. x, x'] para a base 
~x P-. é mais fácil encontrar a

Como S é não singular, x deve ser igual a 0. Portanto, wo..., w„são linearmente indepen-
dentes e, portanto, formam uma base para U. A matriz S é a matriz de transição correspon-
v, j. 

Em muitos problemas aplicados, é importante usar o tipo correto de base para a aplica-
cão particular. No Capítulo 5, veremos que a chave para resolver problemas de mínimos 
No Capítulo 
associados a 
A. A chave para resolver estes tipos de problemas é mudar para uma base 
de R' consistindo em autovetores de A.

PROBLEMAS DA SEÇAO 3.5
r 4xs â€” 2]. 7. Dados

Vl = , V2 ~ S =

:.-~::denadas de p(x) em rela-

v2=, S=

~sde. qualquer matriz não 
" = uma matriz não singular 
-~ ;wo..., w„j por (4). Para

[1, 1 + x, 1+ x + xz]

(v>...,, v„)

1. Para cada um dos seguintes itens, encontre a ma-
triz de transição correspondente a mudança de 
para {e„e,}. 
1,1) 

(2, 5)

(c) u, = (0, 1)r, u, = (1, 0)r 

u,} no 
Problema 1, encontre a matriz de transição cor-
respondente a mndanca de base de {e„e,} para 
{u„u,}. 

3. Seja v, = (3, 2) e v, = (4, 3) . Para cada base or-
dada no Problema 1, ache a matriz 

{u,, u,}. 
f(5, 3)r, (3, 2)'] e sejam x â€” (1, 1)r, y = 

(10, 7)~. Determine os valores de 

[z]E. 
(2, 3, 4) . 

Encontre a matriz de transição correspon-

dente a mudança de base de {e„e,, e,} para 
{u] u2 u3 } 

Encontre as coordenadas dos seguintes veto-
j. 
(1, 1,2)' 
(2, 3, 2)r 

6. Sejam v, = (4, 6, 7), v2 = (0, 1, 1)', v3 = (0, 1, 2) 
os vetores dados no Problema 5. 
Encontre a matriz de transição de { v„v„v3 

{u„u„u3}. 

2v, + 3v, â€” 4v„determine as coorde-

{uo u„u,}.

tais que S seja a matriz de 
v,}. 

8. Dados

tais que S seja a matriz de 
{U, u2}. 

9. Sejam [x, 1] e [2x â€” 1, 2x + 1] bases ordenadas 

P,. 

(a) Encontre a matriz de transição representando a 
mudança de coordenadas de [2x â€” 1, 2x + 1] 

para [x, 1]. 

(b) Encontre a matriz de transicão representando a 
mudança de coordenadas de [x, 1] para [2xâ€” 
1,2x+ 1]. 

Encontre a matriz de transição representando a 
da base ordenada 
[I, x, x2] para a base ordenada

{v„..., v„j duas ba-
ses ordenadas para R", e seja

pode 
ser determinada calculando a forma linha degrau 
reduzida de (Ul U).
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Claramente, (1, â€” 2, 3) e (0, 1, 5) formam uma base para o espaço linha de U. Como U e A 

Os conceitos de espaco linha e espaco coluna são úteis no estudo de sistemas lineares. Um 

bt 

bz

at~ 

az~ azz

at„

az„

+xz +..+x,

am t amz amn

No Capítulo 1, usamos esta representação para caracterizar quando um sistema linear é 

são equivalentes linha, elas têm o mesmo espaco linha e, portanto, o posto de A é 2,

pode ser escrito sob a forma

resultado, Teorema 1.3.1, pode agora ser reenunciado em função do espaço 

Teorema 3.6.2 Teorema. da Consistência para Sistemas 1 ineares

está no espaço coluna de A. 
é substituído pelo vetor nulo, então (1) se torna

0 (2)

0 se e somente se 

está no 

B R"' se e somente 
se os vetores coluna de A cobrirem R"'. Para demonstrar o segundo enunciado, note-se que 
0 
pode ter somente a solução trivial e, portanto, os vetores coluna de A devem ser linearmente 
independentes. Por outro lado, se os vetores coluna de A forem linearmente independentes, 
b, 
0.

b â€” b = 0

x, â€” 0, logo x, deve ser igual a x,.

deve ser maior 
ou igual a m, já que nenhum conjunto de menos de m vetores pode cobrir R . Se as colunas 
deve ser menor ou igual a m, já que qualquer 
conjunto de mais de m vetores em R é linearmente dependente. Portanto, se os vetores 
deve ser igual a m.

A, é não singular se e somente se os vetores coluna de A formam 
uma base para R".

Em geral, a soma do posto e da dimensão do espaço nulo é o número de colunas da 
da matriz.

E R 
sistema Ax = b tem no máximo 

uma solução para todo b E R"' se e somente se os vetores coluna de A forem linearmente 
independentes.

coluna da matriz.

os vetores coluna de A forem linearmente independentes.
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são linearmente inde-

~ ~éigualan.

f 

aq = 3at + 2as
O =i=-tema Ax = 0 é equiva-
-- :ão nulas e consequente-

~dáveis livres. A dimen-

Em geral, se A é uma matriz m X n e U é a forma linha degrau de A, então, já que Ax = 0 
se e somente se Ux = 0, seus vetores coluna satisfazem ãs mesmas relações de dependên-
cia. Usaremos esta propriedade para demonstrar que a dimensão do espaço coluna de A é 
igual ã dimensão de seu espaço linha.

'«Al. Verifique que dim Se A é uma matriz m X n de posto r. a forma linha degrau U de A terá 
r uns principais. As colunas de U correspondentes aos uns principais serão linearmente 
independentes. No entanto, elas não formam uma base para o espaco coluna de A, já 
que, em geral, A e U terão diferentes espacos coluna. Seja Ui a matriz obtida de U 
pela eliminacão de todas as colunas correspondentes as variáveis livres. Eliminem-se as 
mesmas colunas de A e chame-se a nova matriz Az. As matrizes Ai e U, são equivalente 
deve também ser uma solução 
Já que as colunas de U, são linearmente independentes, x deve ser igual a 
Segue-se das observações que antecedem o Teorema 3.6.3 que as colunas de A, são 
colunas, a dimensão do espaço coluna de A 
r. 

Demonstramos que, para qualquer matriz, a dimensão do espaço coluna é maior ou 
igual a do espaço linha. Aplicando este resultado a matriz Ar, vemos que

-- = de A e A tem posto 2. 
se e

dim(espaço linha de A) = dim(espaço coluna de A1 
) dim(espaço linha de Ag 
= dim(espaço coluna de A)- =-- .ariáveis livres x, ex,:

Portanto, para qualquer matriz A, a dimensão do espaço linha deve ser igual ã do espaco 
coluna. 8

:~t . :tores da forma Podemos usar a forma linha degrau U de A para encontrar uma base para o espaço 
coluna de A. Precisamos somente determinar as colunas de U que correspondem aos uns 
principais. Estas mesmas colunas de A serão linearmente independentes e formarão uma 
base para o espaco coluna de A.

iA). Note-se que A forma linha degrau U diz somente que colunas de A usar para formar uma base. Não 

pendentes, enquanto

podemos usar os vetores coluna de U, já que, em geral, U e A têm espaços coluna dife-

EXEHPLG 4 Seja
: â€” - no entanto, seus vetores 

=-mz U os vetores coluna
1 â€” 2 

â€” 1 3 

0 1 

1 2

1 1 2 

0 2 â€” 2 

1 3 4 

5 13 5

Teorema 3.6.6 Se A é uma matriz m X n, a dimensão de seu espaco linha é igual a do espaco 
coluna.

rentes.
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1 , 2 , 3

1, 2

3. Seja

8 

' 'I '=(' 
6

A =

A =

A =

zi = 1 , zi = 01 1 2 

1 1 2 

1 1 2
A =

0 1

1 0
0 1

b=

1 2

A = 2 4
1 2

5

10

5

1 0 2 1 

0 1 1 4 

0 0 0 0 

0 0 0 0

b=

Se

3 

5 

2 

1

4

â€” 3

7

1

ai a,=

1 2 2 3 1 4 

A= 2 4 5 5 4 9 

3 6 7 8 5 9

Calcule a forma linha degrau reduzida U de A. 
Que colunas de U correspondem as variáveis 
livres? Escreva cada um desses 0etores como 

uma combinação linear das variáveis princi-
pais. 

Que 0etores coluna de A correspondem as 
variáveis principais de U? Estes 0etores coluna 

formam uma base para o espaço coluna de A. 
Escreva cada um dos outros 0etores coluna de 

A como uma combinação linear desses 0etores 
de base. 

de-
termine se b está no espaço coluna de A e enuncie 
é consistente.

5. Para cada sistema consistente no Problema 4, de-
termine se haverá uma ou um número infinito de 

soluções examinando os 0etores coluna da matriz 
de coeficientes A. 

se b 

está no espaço coluna de A e os 0etores coluna de 

A são linearmente dependentes? Explique. 

seja b um 
que 
se seguem, indique as possibilidades relativas ao

número de soluções que se pode ter para o sistema 

n=7,r=5 
n=7,r=6 

n=5,r=5 

n=5,r=4

é R"' 
(0). 
(a) 0 que você pode concluir a respeito dos veto-

res coluna de A? Eles são linearmente inde-

pendentes? Eles cobrem R"? Explique. 
b 

não estiver no espaço coluna de A? Quantas 

estiver no espaco coluna 
de A? Explique. 

N(A) = 2, 
qual é o posto de A? Se o posto de B é 4, qual será 
a dimensão de N(Bi? 

SeAcâ€” 
E se o 
posto de A for menor que n? Explique suas respos-
tas. 

Demonstre que 
n) 

matrizes equivalentes linha. 
(a) Mostre que a dimensão do espaço coluna de A 

B. 
Os espaços coluna das duas matrizes são ne-

cessariamente os mesmos? Justifique sua res-
posta. 

Seja A uma matriz 4 X 3 e suponha que os veto-
res

a„ 
b. 

Seja A uma matriz 4 X 4, com a forma linha de-
grau reduzida dada por

encontre a, e a4. 

Seja A uma matriz 4 X 5 e seja U a forma linha 
degrau reduzida de A. Se

Ax = b. Explique, suas respostas. 
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n

â€” i m subespaço do espaço

Por exemplo, o comando

1>= = 6 sa e somente se o espaco 

- bespaco do espaço nulo de

m -'m = O. então a soma dos pos-
n. 

0 = :-' : sejax„umasoluçãopar-

4w = b. Demonstre o seguinte: 
b 

â€”. z,ra quvhx&.<(A). 

4 . = â€” =:o a solução x„é única. 

== nulos em R e R', respec-
~ a. 4 

= ' ma base para o espaço 

é uma base para o

~n- ==- V(A)? 

Mostre que 
t é um sunespaço do

zntt : =zo -lh posto(B)].
Mostre que

=.ores coluna linearmente

.. =-::-' os vetores coluna de C

-o.== ente independentes. 
u:r :- â€”. etores linha linearmente

.. =:::: os vetores linha de C 

~z .=ente independentes. 
1 :;=:=- i al a Cr,] 

Mostre que 
são linearmente de-

- 'etores coluna de C de-

c â€” -= dependentes. 
-, --- - == 4 são linearmente de-

-= "etores linha de C serão

x-.e: -'entes. 

' ::==e > a') a C ] 
inversa a 

se 

DA = I„. 
uma inversa a direita, 

ter uma

- =- : â€” a matriz m X n cos vetores

X m, C, tal que 

~= :-aluna de A cobrem R .

m? Explique.

:: . então A tem uma inversa

resolva 

..... ni.] 
tem uma inversa a direi-

X m cujas colunas são line-

tem uma 
inversa a esquerda. 

tem uma inversa 
são linearmente 

independentes.

EXERC ÍCIGS NATLAB

~ 9 tem uma inversa ã direita.

Faca

10, 

e faça b = ones(4, 1). 

Podemos usar a funcão zank' do MATLAB 

para determinar se os vetores coluna de uma 
matriz são linearmente independentes. Qual 
deve ser o posto se os vetores coluna são line-

armente independentes? Calcule o posto de U 
e verifique que seus vetores coluna são linear-

mente independentes e, portanto, formam uma 
base para R'. Calcule o posto de V e verifique 
que seus vetores coluna também formam uma 

base para R4. 
(b) Use MATLAB para calcular a matriz de transi-

cão da base padrão de R4 para a base ordenada 

[Note-se que em MATLAB a 

é U(:, 
j).] Use essa matriz de transição para calcular 

E. 
Verifique que

Uc

(c) Use MATLAB para calcular a matriz de tran-
[v„v„v>p 

v,] e use esta matriz de transição para calcular 

F. 
Verifique que

Vd

(d) Use MATLAB para calcular a matriz de tran-
a matriz de transicão 

T? 
Td = c. 

Neste exercício 

consideramos como usar MATLAB para gerar 
matrizes com postos especificados. 
com posto 

Por quê? Explique.

36. Mostre que se uma matriz U está na forma linha 

linha não nulos de U forâ€” 

mam uma base para o espaço linha de U.

Se os elementos de A são níimeros aleató-

Por 
quê? Explique. Teste isto gerando matrizes 
aleatórias 6 X 6, 8 X 6 e 5 X 8 e usando 

o comando MATLAB rank para calcular 
seus postos. Sempre que o posto de uma 
dizemos 
Em caso 
deficiente 
posto. 

Os comandos MATLAB rand e round po-
ale-
atórias com elementos inteiros em um domínio 

Isto pode ser feito com um coman-
do da forma

a

A = round(4 * rand(6, 8)) + 3

gerará uma matriz 6 X 8 cujos elementos são 
níimeros inteiros no domínio de 3 a 7. Usando 

o domínio [1, 10], crie matrizes aleatórias 

inteiras 10 X 7, 8 X 12 e 10 X 15 e em cada 

caso teste o posto da matriz. Estas matrizes 
inteiras têm posto completo? 

Suponha-se que queremos usar MATLAB pa-
ra gerar matrizes sem posto completo. É fácil 
e y são vetores 

não nulos em R" e R", respectivamente, então 

com posto 1. 
Por quê? Explique. Verifique isto em MATLAB 
fazendo

zound(9 * zand(8, I)) + 1 

y = zound(9 " rand(6, 1)) + I

e usando estes vetores para construir uma 
matriz 8 X 6, A. Teste o posto de A com o 
comando zank de MATLAB. 

Em geral,

min(posto(A), posto(B)) (1)

são 

matrizes aleatórias não inteiras, a relação (I)

V = round(10 "' rand(4))
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são subespacos de um espaco vetorial V10 =: zand(8, 1)), 

1(] ": rand(8, 1)], um subespaco de V. 
x,,..., x„cobrem R', então eles são linear-

mente independentes.

x„cobrem um espaco vetorial V, então 
eles são linearmente independentes.

8. Se x„x„..., x„são vetores em um espaço vetorial 
Ve

então A e Ai têm o 

mesmo posto.

então A e Ai têm a

= v' "'.y, 

"~i- = =: ução x por

1 1 

xi = 2 , xi = 3 
2 3b+ cu

1

d)

xs â€” â€” 5
5

1

x4= 2
3

(1 + d)u

TESTE 8 BQ CAPIITUEG

1 

2

ITUl 0

yi =Ax,, yi = Axz, ys â€” â€” Axs
Seja

1 3 1 3 4 

0 0 1 I 1 

0 0 2 2 2 

0 0 3 3 3

A=

de
~!~ t~:LAB para verificar que o

: = = operação "3" de MATLAB
e então calcule

por um novo

r=b â€” Ax.

:ita o fato de que A e C
: .n z de posto 1. Este novo
atuo-

;enx =:-tduo b â€” Cx e compare-o 

.~n: t :a parte (b). Este novo mé-

=ais complicado, mas real-
ente mais eficiente. 

:=todo de atualização pos-

:~ 5LATLAB para calcular e

= todos os cálculos tivessem 

~ :-=ética exata, estes dois ve-

~=:=-. Calcule também

sue = tsdos os cálculos tivessem sido 

=:- exata, estes dois vetores se-

:~ ~~ identidades para demons-
= la5 nxindo que A é não singular, 

ne ~ação posto-1 funcionará 

q â€” =ondicões falharia? Explique.

ver-

explique ou demonstre

:~la de um espaço vetorial V, 
â€” ~= 'etorial.

' ::ut:.- um par de subespaços bidi-

: ~ ::- tais que S A U = [0). 
â€” :=aços de um espaco vetorial V, 

spaco de V.

11. 

12. 

13. 

14. 

15.

x„ 

mesma nulidade. 

Se U é a forma linha degrau reduzida de A, então 

Se U é a forma linha degrau reduzida de A, então 

Sejam x„x,,..., xi vetores linearmente indepen-

x„são linearmente dependentes.

A e U têm o mesmo espaco linha. 

A e U têm o mesmo espaco coluna. 

ex,+, é um vetor que não 
x„ 

w,] bases para R'. Se 
são linearmente independentes. 

X é a matriz de transição correspondente a mudan-
e Y é a matriz 

de transição correspondente a mudança de base de 
w,], então Z = XY é a matriz de 

transicão correspondente a mudança de base de 

que têm o mesmo posto, 

vetores linearmente indepen-
e x„são li-

nearmente independentes? Demonstre sua resposta. 
Para cada conjunto que se segue, determine se ele 
é um subespaço de R'. Demonstre suas respostas

(xt1

[w„w,]. 

B'.

Si = x= [ ] xt jxi=Ox2

x,x,=O 
(xi ] 

l"J

(o espaço nulo 
N(A)? 

(b) Encontre uma base para o espaço coluna de A. 
Qual é o posto de A?

4. Como as dimensões do espaco nulo e do espaco 
coluna se relacionam com o número de variáveis 

principais e livres na forma linha degrau reduzida 
da matriz? Explique. 

5. Responda as seguintes questões e, em cada caso, 

dê interpretacões geométricas a suas respostas: 
(a) É possível ter um par de subespacos unidi-

mensionais U, e U, de R' tais que U, íl U, = 
(0)? 

É possível ter um par de subespaços bidimen-
it 0]? 

6. Seja S o conjunto de todas as matrizes simétricas 
2 X 2 com elementos reais. 

Mostre que S é um subespaço de R-"'-. 
(b) Encontre uma base para S. 

7. SejaA uma matriz 6 X 4 de posto 4. 
Qual é a dimen-

são do espaço coluna de A? 
Os vetores coluna de A cobrem R'? Os vetores 

coluna de A são linearmente independentes? 
Explique suas respostas. 

b 
está no espaco coluna de A? Explique. 

8. Dados os vetores

e x„são linearmente independentes 
em R'? Explique. 

e xi cobrem R'? Explique. 
cobrem R'? Eles são linearmente 

independentes? Formam uma base para Rs? 
Explique. 

x„x, e x, cobrem R'? Eles são linearmente 

independentes? Formam uma base para R'? 
Explique ou demonstre suas respostas. 

e x, vetores linearmente independen-
tes em R4 e seja A uma matriz não singular 4 X 4, 
demonstre que se

então y „y, e y, são linearmente independentes. 
Seja A uma matriz 6 X 5 com vetores coluna li-

e cujos outros 
vetores coluna satisfazem

a4 â€” â€” ai + 3a, + a,, a, = 2a, â€” a,

Explique. 
Determine a forma linha degrau reduzida 

de A.
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( â€” sen O, cos O)

(0, 1)

(cosO, sen ~O)

(1, 0)

4.1 Definit;ão e Exemplos

(2)

vi, P = 0) (3)

Use esta matriz 

(l, 1]' em 

de transição corresponden-

para 
u,]. Use esta matriz para 

2v, + 3v, 
% . u-

Transformações Lineares

Representacões lineares de um espaco vetorial para outro têm um importante papel em 
matemática. Este capítulo fornece uma introducão a teoria de tais representações. Na Seção 
1 é dada a definição de uma transformação linear e são apresentados vários exemplos. Na 
representando um espaço vetorial 
n-dimensional, V, em um espaço vetorial m-dimensional, W, pode ser representada pela 
L. 
representa V nele mesmo, a matriz representando 
pode ser representada por 
em relação a outra base 
ordenada. Na Seção 3, consideramos a relação entre diferentes matrizes que representam 
a mesma transformação linear. Em muitas aplicações, é desejável escolher uma base para 
V tal que a matriz representando a transformação linear seja diagonal ou em alguma outra 
forma simples.

No estudo de espaços vetoriais, os tipos mais importantes de representações são as trans-

é uma transformação linear representando um espaço vetorial V em um espaço 
vetorial W, então segue-se de (1) que

+ vz) = L(vi) + L(vz) (u = P = 1)

formações lineares.
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e1XO Xa

«=~ 2) e (3).

e1xo x1

-1 a >1 seráescrita

~c=avos vetoriais.

e segue-se que

(x) = (x ], â€” xp)

(x,, x,)' em R'-. Já que

PL(y)

L(v)

eixo .ri

-xai 
r

Se V = (y„y,)r, então
definido por

L(x) = ( â€” xq, xi)

-«. =e:eiir-nos-emos a trans-

~ :. um operador hrrear é 
'JR e :esmo. 

. Começamos com ope-
: :.=' I néirico do operador.

=.:r: â€” um estiramento por um 

o operador linear F(x) = 
am fator de n. R

PL(y)

é um operador linear. Podemos pensar em Z como uma projecão sobre o eixo x1 
(ver Figura 4.1.2). 8

um operador definido por

tem o efeito de refletir vetores em rela-
ção ao eixo x, (ver Figura 4.1.3). 8



Jod UpIugop c@ m,@ : 7 on>n>uasoJd@J ~

(xv)K g (x)pov

onb os-on8os

(x)pyÍvÍ = >,( r v+ 'r v) = (xv)py

anb UfU)UQ ~ IBIJ 

BUIn 0 7 05

onb eí 'mouII og>muJogsuUJ) UIUn y

cr + ! r = (x) 7

Jod UpIUIgap,@ m,g : 7 ozhnyuosoJdaJ y.
opo) Bmcl

DIc. : Bmcl „g 0p 
IUJBõ UIQ

opo) Bmcl
=

OP/UQ

onb Uf 'mauII y

vnb as-@go~

nb yf 'maUII y

ggy

:II! mJ)suoIuop 

=luocu)lona dos 

Í!!' : opmounuo ~ 

i â€” )7 (III) 
! 

~ v)Z 

(II) 
0)7 (I)

sp sookmu 
mu mun cp 

UJDXQ Og 

QP mQUI[ 

A 'o)UB)Jod

'mauII JopUJodo Iun y ovu ~ 'o>un)Jog 'I) g x a p ~ v onb opsap

Jod zpIugap py on>U)uosoJdaJ n vJapIsuog q gqgggyg

(5) 7 g' + (x) 7 v = 

Ir) v = 

xv)7

„,g! 8286 „P 3P S3383MQ S3658tU205SU88+

8 '(y I y UJUBIg 
Jo~) ooIJ)yIUOUOBIJI opI)uos ou,pg ap,@ Ius Jogas npno JnJI8 op oyngo o Iuoy 7 JopnJodo p



Transformações Lineares 159

é linear, já que

uL(x)

L(x + y) = (x> + y>, x1 + yi, xi + yi + x2 + y2) 

â€” (X2 Xi X1 + X2)' + (y2, yi, yi + y2) 

= z(x) + z(y)

oro xa) 
r

Note-se que se definirmos a matriz A por

0 1 

1 0 

1 1

A=

então

x2 

Xi 

Xi + X2

=AxL(x) =

E R'-.
ométrico (ver

R LA 
de R" para R" por

LA(x) = Ax

é linear, já que

py) = A(ux+ py) 

= uAx+ PAy 

+ PZA(y)

A, como definindo uma transformação 
linear de R" para R"'. 

poderia ter sido definida em função 
de uma matriz A. Na próxima seção, veremos que isto é verdadeiro para todas as transfor-
mações de R" para R'".

é uma transformação linear representando um espaço vetorial V em um espaco veto-

são os vetores nulos em V e W, respectivamente). 

L(ulVI + u2V2 + ' ' + unvn) : u1L(V1) + u2L(V2) + ' ' ' + u~z(vg)

E V.

0 enunciado (i) segue da condição L(uv) = uL(v) com u = 0. 0 enunciado (ii) pode 

rial W, então

Se v„..., v, são elementos de Ve u„..., u„são escalares, então

ser facilmente demonstrado por indução matemática. Deixamos isto para o leitor. Para 

v)

demonstrar (iii), observe-se que
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Transtoma -, ;-- :=:=- ~ 1ti 1

Seja L : V w W uma transformação linear. É fácil de ver que nucl(L) é um subespaço de 
é um subespaco de W. Com efeito, temos o 
seguinte teorema:

é definido por

nucl(L) é um subespaço de V. 
é um subespaço de W. 

o vetor nulo de V, está em 
nucl(L). Para demonstrar (i), devemos mostrar que nucl(L) é fechado em relação a multi-
plicacão por escalar e a adicão de vetores. Para o fechamento em relação a multiplicacão 
por escalar seja v E nucl(L) e seja n um escalar. Então 

Ow

Portanto nv E nucl(Z). 
E nucl(L). Então

+ v2) = L(v1) + L(v2) = Ow + Ow = Ow

Portanto, v, + v, E nucl(L) e, então, nucl(L) é um subespaco de V. 
Se w E 

nL(v) = L(nv)

é fechado em relação a multi-

Para qualquer escalar n,

tais que L(v,) = w, e 

+ v2)

é um subespaco de W.
8

operador linear em IR'- definido por 

L(x) =

está em nucl(L) se e somente se x, = 0. Então, nucl(L) é o subespaço unidi-
se e somente se y é um 
múltiplo de e,. Logo, L(R'-) é o subespaço unidimensional de R'- coberto por e,. 8

Ra m R"- a transformacão linear definida por 

Z(x) = (xi jx2 x2+xs)

subespaço de IR-' coberto por e, e e,. 
Se x E nucl(L), então

e x2+xs =0xi+x2 = 0

Fazendo a variável livre x., = a, obtemos

X2= â€” a, Xi =a

e, portanto, nucl(L) é o subespaço unidimensional de R' consistindo em todos os vetores 

é um subespaço de V, então

L(v,) = w,. Logo,

da forma a(1, â€” 1, 1)r.
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Seja Z um operador linear em R' e seja a = L(1). 
ax para todo x E R'. 

um operador linear em um espaco vetorial 
I, recursivamente por 

L' =L

â€” i a. b) . Evidentemente,
-~ =ne o oodomínio inteiro de

W

V

é um operador linear em V para 
1. 

Vm Wtransformacões line-

a representação definida por
L(x) (xl~ x1 + x2~ xl + x2 + xs)L(u) = L,(L,(u))

representa R' sobre R-'. 
23. Quais dos operadores definidos no Problema 17 

são biunívocos? Quais representam R-' sobre 
R"? 

um operador 
linear definido por

m=-: â€” := são operadores lineares

ib) Z(.A) = Ar 

Ax
r. fixa. Determine se os 

- res lineares sobre R" ' ": 

CzA
Mostre que 

representa R-' no espaco coluna de A. 
representa R' 

sobre R-'. 

seja
~~ : â€” :==- são transformações li-

S = (p c Ps l p(0) = 0)
T 

escri-
é definida por

Mostre que 

> 
não é biunívoca. 

é biunívoca, mas não sobre.

â€” xpix) + x'p'(x)

onde
L(v) c T)

0<x<1

uz -orador linear em C[0, 1 j, e

4.2 Representat;ão Matricial de Transformat„ões Lineares==:tes são transformações li-

L~ f(0)l

LA(x) = Ax

represen-L 
tear de Vpara W, então

â€” a-.vn) L(x) = Ax
tx„L(v„')

Veremos também como qualquer transformacão linear entre espaços de dimensão finita " :=- para um espaço vetorial V e 

:-:.-' ormações lineares represen-

.â€” ~c ; etorial W. Mostre que se

é uma transformação linear representando R" em R, então existe matriz m x 
A, tal que

= Z.(v;)

[isto é, mostre 
:=-a todo v 6 Vl. L(x) = Ax

é uma transforma-

ção linear representando U em W. 
17. Determine o núcleo e o codomínio de cada um dos 

seguintes operadores lineares em R-': 
L(x) = (xs,xq,xi) 

(b) L(x) = ( , x , 0) 

(c) L(x) = (xi, x~, xi) 

18. Seja So subespaçode R'cobertopore, ee,. Paracada 
L(S). 

19. Encontre o núcleo e o codomínio de cada um dos 

P,: 
L(p(x)) = xp'(x) 

L(p(x)) = p(x) â€” p'(x) 

(c) L(p(x)) = p(0)x+ p(1)

'(T) é um subespaço de V. 
V â€” iWé ditabittní-

(isto 
v, em V não são re-

E ~. Mostre 
é biunívoca se e somente se nucl(L) = 

) t)v). 

V m W é dita re-

W. Mostre que a 
defmida por

A â€” A

de R" em R", onde

A, tal que

pode ser representada por uma matriz.
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Para testar o resultado, calculamos Ax:

Ax = 0 1 1

cos 0 â€” sen 0 
A 

sen 9 cos 0

(0, I ) 
( â€” sen 0. cos 9)

(cos 9, sen ~&)

( b)(a)

~r é um operador linear. 
Para isto, devemos xtv) + xzvz + + x„v~

F â€” Ax

ser representada em ter-
=niz ( correspondente a 

L 
obter a segunda coluna 

r :~are. Como os elementos 

t~= -. X n) são usados para 

nma base para R", nos 
ncnte (Teorema 4.2.3) 

bases.

um operador linear em Re que gira cada vetor por um ângulo 0 no sentido 
trigonométrico. Podemos ver da Figura 4.2. 1 (a) que e, é representado em (cos 0, sen 0)r e a 
imagem de e, é ( â€” sen 0, cos 0)'. A matriz A representando a transformação terá (cos 0, sen 0)r 
como sua primeira coluna e ( â€” sen 0, cos 0)r como sua segunda coluna:

no sentido trigonométrico por um ângulo 
0, simplesmente multiplicamos por A [ver Figura 4.2. I (b)]. 8

Agora que vimos como matrizes são usadas para representar transformações lineares de 
R' em JR"', podemos perguntar se é possível encontrar uma representação similar para trans-
m, respec-
( v,, v,,..., v„] uma base ordenada para V e 
uma transformação linear representando 
E.

no 

y~ w~ + yzwz + . j y,„w„

é o vetor de coordenadas de 

0 procedimento para determinar a representacão matricial A é essencialmente o mesmo de 

sentido de

é dado por

em relação 

1 <j<n

isto é,
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uma transformação linear representando Rs em R' definida por

L(x) = xtbt + (xz+ xs)bz 

E R"', onde 

bi = 1 e bz = 

(b,, b,}. 

L(ei) = lbi + Obz 

L(ez) = Obi + lbz 

L(es) = Obi + lbz

para 

uma transformação linear representando R' nele mesmo e definida por

+ P)bi + 2Pbz

Ksiabelecemos o seguinte b,} é a base ordenada definida no Exemplo 3. Encontre a matriz A represen-

Sol@pão

L(bi) = lbi + Obz 

L(bz) = lbi+ 2bz

"'-- pwin os espaços vetoriais 
V m W, há

Logo,

= =- .. Com efeito,

em relação

E)

F)

2x+0 1 

Ox+ 1 1 

D(1) = Ox+0 1
E W

D(1) são (2, 0)r, (0, 1)r e (0, 0)r, res-

0 1 0ts=[w]r ~ R

Dadas as 
respectivamente, queremos determinar 
a cada um dos elementos da 
P,.

Solvqão

=1,2,3.Logo,

em relacão a (bu b,}.

pectivamente. A matriz A é formada com esses vetores como suas colunas.
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ja- :=- ação ã base, ordenada de 
=: relaçau a base ordenada

u1 = (1,2) (3, 1)

(1,0,0)', bz = (1, 1, 0), bs = (1, 1, 1)

1 1 1 

0 1 1 

0 0 1

2 1 

3 4 

â€” 1 2

â€” 1 â€” 3 

4 2 

â€” 1 2

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1

- - :ara 2" e R"', respecti-
em â€” 1 â€” 3 

4 2 

â€” 1 2

0 leitor pode verificar facilmente que

= l,...,n, bi +4bz â€” bs 

- base para R". Logo,

= ;epresentação matricial 
~ :: matriz aumentada. 0

:: m R"' em relação as

0 1 â€” 1 0

IA).

: n.. i é equivalente linha de

.. 8 'L(u„))

L(x) = cx

R" i R . 

. b, . devemos representar 
: -=-. rema seguinte mostra 

- ' -estiver o sistema linear

b„b„ 

Sol ttqão 
para a 

4, 2)

em relacão as bases ordenadas dadas é

Um desenho no plano pode ser armazenado no computador como um conjunto de vértices. 
Os vértices podem então ser mostrados e conectados por tetas para produzir o desenho. Se 
As coordenadas x dos vértices 

são armazenadas na primeira linha e as coordenadas y na segunda. Cada par sucessivo de 
pontos é conectado por um segmento de reta. 

Por exemplo, para gerar um triângulo com vértices (0, 0), (1, 1) e (1, â€” 1), armazenamos 
os pares como colunas de uma matriz:

Uma cópia adicional do vértice (0, 0) é armazenada na última coluna de T de modo que o 
ponto anterior (1, â€” 1) seja conectado a (0, 0) [ver Figura 4.2.3(a)j. 

Podemos transformar uma figura mudando a posição dos vértices e então redesenhando 
a figura. Se a transformação é linear, pode ser executada como uma multiplicação matri-

cial. Vendo uma sucessão de tais desenhos produzirá o efeito de uma animação. 
As quatro transformações geométricas primárias usadas em gráficos computadorizados 

são as seguintes:

Um operador linear da forma

se 0 < c < 1. 0 operador L é representado 

a matriz identidade 2 X 2. Uma dilatação aumenta o tamanho da

L(uz) = â€” 3bi + 2bz + 2bs

onde

forma linha degrau reduzida:
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L(x) = x+ a

xt 

xz 

1

)' ')
temos a matriz 3 X 3

3 0 0 

0 3 0 

0 0 1

Note-se que

eixo y. 3 0 0 

0 3 0 

0 0 1

3xt 
3xz 

x] 

xz 

1

1 0 6 

0 1 2 

0 0 1

x>+6 

1

xi 

xz 

1

Ax=

A Figura 
T. 

vetor x 

sentado

ao eixo 

reflexão 

origem. 
elação a 
or linear

por 60' no sentido 
trigonométrico. 

é uma transformação da forma

não pode ser repre-
sentada por uma matriz 2 X 2. Entretanto, em computação gráfica, é desejável efetuar 
todas as transformações através de multiplicações matriciais. A forma de contornar 
coordenadas 
homogêneas. Este novo sistema nos permitirá efetuar translações através de trans-
formações lineares.

é formado correspondendo cada vetor em R' a um 

1

xz + 2 

vetor em lR' tendo as mesmas duas primeiras coordenadas e tendo 1 como terceira coor-

Quando queremos mostrar um ponto representado pelo vetor de coordenadas homo-
gêneas (x„x,, 1), simplesmente ignoramos a terceira coordenada e mostramos o par 
(x,, x,). 

A transformação linear discutida anteriormente deve agora ser representada por uma 
matriz 3 X 3. Para fazer isto, pegamos a matriz de representação 2 X 2 e a aumentamos 
acrescentando a terceira linha e a terceira coluna da matriz identidade 3 X 3. Por exemplo, 
em lugar da matriz de dilatação 2 X 2

em R', podemos encontrar uma representação matri-
em relação ao sistema de coordenadas homogêneas. Simplesmente pegamos 
a matriz identidade 3 X 3 e substituímos os dois primeiros elementos da terceira coluna 
Para ver como isto funciona, considere, por exemplo, uma translação 
correspondente ao vetor a = (6, 2)'. Em coordenadas homogêneas, isto é efetuado pela 
multiplicação matricial

denada:
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Esqu 
~v

Direita Direita

6 g 

(a) Posição Original do Avião (b) Guinada de 45'

Esqu
. : =triz 3 X 81, S. Se multi-

~ = ==m transladada mostrada

cita

(c) Arfagem de â€” 30' (d) Rolamento de 30'

cos v 0 â€” sen v

e- == :=.gura tnmsladada AS

0 1 0

senv 0 cos v
(2)

. -:-:e~a de eixos FEA, é fácil 

" r esponde a guinada por um 
.w : :-" ões (cos u, â€” sen u, 0) e 

e =::- inalterado pela guinada. 
ey., são as imagens dos

0 

0 

1

1 0 0 

0 cos w â€” sen w 

0 senw cos w

y: = L(es) = (3)

â€” :; â€” -. a indústria aeroespacial 
é : :o traaposiçãoinicialde 
e -. : =istema de coordenadas 

=c =to que a aeronave está 
â€”. positivo e a asa esquerda 
-: o avião se move, os três 

:: stra uma guinada de 45'. 
sentido horário). Visto 

=- - rnplesmente uma rotação 
~- :,;século de avião são repre-

: :-uinada ainda serão (I, 0. 

M ~-s;:ção inicial do avião, os 
m =- .= - alto-baixo, mostrados 
:=-: =. e-querda, alto, como o 
- ='=" da aeronave em relação

é uma rotação da aeronave no plano xz. A Figura 4.2.5(c) ilustra uma arfa-
gem de â€” 30'. Como o ângulo é negativo, o nariz da aeronave é girado de 30' para baixo 
em direção ao eixo inferior da figura. Vista como uma transformação linear no espaço 
3D, uma arfagem é simplesmente uma rotação em torno do eixo y. Como com a guinada, 

podemos encontrar uma matriz para a transformação de arfagem em relação ao sistema de 
é uma transformação de arfagem com ângulo de rotação v, a representação 
é dada por

é uma rotação da aeronave no plano yz. A Figura 4.2.4(d) ilustra um rola-
mento de 30'. Neste caso, a asa esquerda é girada de 30' para cima, em direcão ao eixo supe-
rior da figura, e a asa direita é girada de 30' para baixo, em direção ao eixo inferior. Vista como 
uma transformação linear no espaço 3D, um rolamento é simplesmente um giro em torno do 
eixo x. Como com a guinada e a arfagem, podemos encontrar uma representação matricial 
é uma transfor-
é dada por

Se realizarmos uma guinada de um ângulo u e depois uma arfagem de um ângulo v, a 
é igual ao 
efeito da guinada nos vetores da base padrão e,, e, e e, é girá-los para as 
novas direções y„y, e y,. Logo, os vetores y„y, e y, definem as direções dos eixos x, y e z
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7. Seja

cos v 0 â€” sen v

0 l 0

senv 0 cos v

9. Seja

0 0 1 1 0 

1 1 0 0 

1 1 1 1 1

x = (2, 1, 1)

1 

p(0)

0 0 

0 -' 0 

0 0 1

A=

i 0 

0 + Px) = AA =

I 0 2 

0 1 â€” 3 

0 0 1

Z(p(x)) = p'(x) + p(0)b=p,b,= 1 A =

é então nma rotação em 

t ~z ~- rores y, e y, formam um 
.. ~z: um ângulo v nesse plano. 

FJLzcvM' 
- eíores da base padrão:

m :~r matriz representando a

..itu=: das duas matrizes indivi-

=- ~r feito na ordem inversa, 

.~ ~ =-:ita. Similarmente, para a 
~ â€”. uma arfagem com ângu-
YPR.

ão matricial padrão para ca-
. -~radores lineares: 

=ear que gira todo x em R-
:: horário. 

x 
â€” =: ao eixo x, e então gira-o 90'

ii."5 : ~: í íílétrlc o. 

e então gira-o 30= 

em relação a linha xz = 

~ -e~ :obre o eixo x,.

. =ão linear de R' em R' defini-

â€” x:bz + (xi + xz)bz 

em relação as 
l.

1 1 1 

yi = 1 , yz = 1 , yz = 0 
1 0 0

e seja 2 o operador identidade em R'. 
(e,) 

em relação a [yn y„y,]. 

Encontre uma matriz A tal que Ax é o vetor de 

coordenadas de x em relação a [y„y,, y,l. 

8. Sejam yn yz e y, definidos como no Problema 7 e 
operador linear definido por

+ czyz+ c3y3) 

= (ci + cz + cs)yi + (2ci + cs)yz â€” (2cz + cs)ys

em rela-
ção ã base ordenada [y„y„y,l. 

Para cada um dos seguintes, escreva o vetor 
e y, 
e use a matriz da parte (a) para determinar 
L(x) : 

(3,2, 1)r 
(1,2, 3)r

representam as coordena-
das homogêneas de pontos no plano. 

Desenhe a figura cujos vértices correspondem 

Que tipo de figura 
é'? 

Para cada uma das escolhas seguintes de A, 
esboce o gráfico da figura representada por 
AR e descreva geometricamente o efeito da 
trans formação linear.

10. Para cada um dos seguintes operadores lineares em 
R', encontre a representação matricial da transfor-

mação em relação ao sistema homogêneo de coor-
denadas: 

que gira cada vetor por 
120 no sentido trigonométrico.

que translada cada ponto 
de 3 unidades para a esquerda e 5 unidades 
para cima. 

que contrai cada vetor por 
um fator de um terço. 

(d) A transformação que reflete um vetor em rela-
ção ao eixo y e então o translada 2 unidades 

para cima. 

Determine a representação matricial de cada uma 

das seguintes transformações compostas: 

(a) Uma guinada de 90', seguida por uma arfa-
gem de 90'. 

Uma arfagem de 90', seguida por uma gui-
nada de 90'. 

Uma arfagem de 45, seguida por um rola-
mento de â€” 90'. 

Um rolamento de â€” 90', seguido por uma 

arfagem de 90'. 
(e) Uma guinada de 45', seguida por uma arfa-

gem de â€” 90' e então um rolamento de â€” 45'. 

Um rolamento de â€” 45', seguido por uma arfa-
gem de 90' e então uma guinada de 45 . 

as matrizes de guinada, arfagem e 
rolamento dadas nas equações (1), (2) e (3) e seja 
YPR. 

têm determinantes iguais 
a l. 

A matriz Yrepresenta uma guinada com ângu-
lo u. A transformação inversa deveria ser uma 

guinada com ângulo â€” u. Mostre que a repre-

sentação matricial da transformação inversa é 

Y'e que Y' = Y '. 
(c) Mostre que Q é não singular e expresse (7 ' 

P e R. 
em 

R' definida por

Encontre uma matriz A tal que

definida por

Encontre a representação ma-
em relação ãs bases ordenadas [x', x, 1] 

e [2, 1 â€” x]. Para cada um dos seguintes vetores 

p(x) em P„encontre as coordenadas de L(p(x)) em 
relação ã base ordenada [2, 1 â€” x]: 

x y2x â€” 3 (b) x + 1 

4xz+ 2x

L(p(x)) = 

i 

0 1

'ic' r' :~ :Ilétrico. 
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L(u2) = Au2 =F. e

(uá, u2) =

U 
â€” á

á 

2

á á 

2 2
2

U 'L(uá) = U 'Auá â€”â€”
á á 

2 2
0

á á 

2 2U 'L(u2) = U 'Au2 =
á á 

2 2
0

Portanto,

L(uá) = 2uá + Ou2 

ador linear representando o

e 1 â€” â€” U 'Au2

Logo,

Portanto, se
mudará. Se, por

{u,, u,) 
o combinaçôes lineares de

então

'AU

W m Z são transforma-

G são bases ordenadas para 

represen-
em relação 

Z, : 
mostre que 

paratodov E V.] 
-~ = 'etoriais com bases ordena-

V â€” > W é uma 

L(u2) = â€” luá + lu2

~~- =- - 4 e s matri~ representando 

, ~ =- somente se lv]s E nucl(A). 
=- =rmente se [vv]„está no espaço

t. a representação matri-
.:~r-'O diferenteS baSeS, é pOS-
m==- :. consideramos diferentes 

, --os a relação entre matrizes

e u„usamos a matriz de transição para 
u,). Primeiramente calculamos a matriz de tran-
sicão de {U] u,) para {e„e,). Esta é simplesmente

uz) será então

u,), multiplicamos os 

u,) é

são

U 'AU

em relação a {u„u,) 
em relação a {e,, e,) 
U é a matriz de transição correspondente a mudança de base de {u„u,) para {e„ 

e,)

Os resultados estabelecidos para este operador linear particular em R' são típicos do 
que acontece em um contexto mais geral. Mostraremos em seguida que um tipo de relacão

: = :. mostre que 
vetores por U ':
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é similar aB. Logo, podemos sim-
são matrizes similares. 

representando o mesmo 
em 
Se 
w„..., w„são definidos por

Snlvn 

$~2V„

Wa â€” Si„V1 + S2„V2 + + S„„V„

em relação 

em

{w„..., w,}.

em relação a [1, 2x, 4x' â€” 2].temos

(3)

é então dada por

0 1 0 

0 0 2 

0 0 0

a 1, 2x e 4x' â€” 2, obtemos

D(1) = 0 1 p0 2x ~0. (4x2 â€” 2) 

D(2x) = 2 1+0 2x+0 (4x â€” 2) 

2) = 0 1+4 2x+0 (4x â€” 2)

Logo,

0 2 0 

0 0 4 

0 0 0

correspondente ã mudança de bases de [1, 2x, 4x' â€” ' 2] para [1, x, 

1 0 â€” 2 

0 2 0 

0 0 4

S â€” 1

S 'BS.

e:.:~ matriciais de um operador 

~~ ordenadas para um espaco 
= transição representando 

é a matriz

D(1) = 0 1+0 x+0 x 

=1 1+0 <+0 x' 

1+ 2. x + 0. x

1 0 

0 2 0 
0 0

x'] e sua inversa são dadas por





ílo por L(x) â€” Ax, onde Verifique que

2xi â€” xs â€” xi

L(x) = 2xq â€” xi â€” xs

2xs â€” xi â€” xi é similar a C,
então A é similar a C. 

8. Suponha que A = SAS ', onde A é uma matriz

3 â€” 1 â€” 2

A= 2 0 â€” 2

2 â€” 1 â€” 1

onde S é não singular. Seja
é similar aA. 

Mostre que se A é
e seja

A=ST e B=TS

: -r =- :base (y„y„y,}.

-= ['} 

x = ~ â€” xi,xp) 
T

L

y„y,) e calculando

em relacão 
~~ ;um A, Por exemplo, é mais 

."- ~ =-I encontrar a representação 

~ a operador pode ser repre-
i â€” -ão preferida. 0 problema de 
~ré estudado no Capítulo 6.

(u„u, }

de nansição S correspondente 

v,}. 

em rela-
SBS '.

L(vi) = aiivi + azivz 

L(vi) = aisvi + aszvq 

a transformação linear em Rs definida por

(ver 
u, = 
é 
é a 

matriz de transição correspondente a mudanca de 

para a base padrão (e,, e„es }. 
representando L em relacão 
calculando U 'AU. 

operador linear representando Rs em R' 
delinido por L(x) = Ax, onde

1 1 0 

vi= 1, vz= 2, vs= â€” 2 
1 0 1

Encontre a matriz de transição V correspondente a 
e 
L 
(v,, v,, v,}. 

definido por

L(p(x)) = xp'(x) + p" (x)

em rela-
ção a [1, x, x']. 

representando L em rela-
ção a [1, x, 1 + x']. 

(c) Encontre a matriz S tal que B = S 'AS. 
Se p(x) = a, + a,x + a,(1 + xi)) calcule 

L"( (x)) 

e') e ' 
operador diferenciação em V. 

(a) Encontre a matriz de transição S representando 
a mudança de coordenadas da base ordenada [1)

EXERCIICIIQS MA%LAB

1. Use MATLAB para gerar uma matriz W e um 
fazendo

[1 : 5]'

11. 

12. 

13. 

14. 

15.
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e", e '] para a base ordenada [1, cosh x, senh x]. 

em rela-
cão a base ordenada [1, cosh x, senh x]. 

em rela-
ção a [1, e', e ']. 

S 'AS.

diagonal com elementos na diagonal A,, A, 

n. 
n„s„, 

então

<n)P,sn

que 
acontece com A'x quando k m ~? Explique.

T, 

são matrizes similares, então 

matrizes similares. Mostre que 

são similares para todo inteiro positivo k. 

t:)ção linear definida por

[cosh x = > (e + e '), scnh x â€” > (e e "),]

)t„. 

com S não singular, tais que

det(A) = det(B). 

são similares. 

A é não singular, 

8 ' 

matrizes similares e seja A qualquer 

são similares. 

Itl). 
A, escrito tr(A), é a 

tr(A) = ai i + aqui + . + a„„

Mostre que 
(a) tr(AB) = tr(BA). 

então tr(A) = tr(B).

As colunas de W podem ser usadas para formar 

Wi) Wi Ws) Wg) W)

são similares. 

escalar. Mostre que 

soma de seus elementos diagonais; isto é,

uma base ordenada

R' m Rs um operador linear tal que
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L(x) = (x, +xs, x,)'

'ÍTULO

lli= ) Uz=

xz â€” xz 

xs â€” xp 

xs â€” xi

ui â€” ) uz =L(x) =

L(x) = xi 
xz+xz

A =

xz+xz 

xi â€” xz 

3xz + 2xz
L(x) =

e R

6'

= ~st -1 â€” 3I)

ni'. n tr~n z)e zims
~= ;alculado com o comando

: «=ãn válidas em geral para 
:==- similares (ver Problemas

tIue se seguem, responda 
=' sempre verdadeiro e res-

enunciado 

:onstre sua resposta. No 
exenzplo para mos-

verdadeiro.

: iterador linear. Se L(x,)â€”

:oradores lineares em um

devem ser iguais.

também um

é a transfor-

para todo v c V

mzz z~=dor linear e x E nucl(L), 

de 60' e então reflete

.='izzç5c 'ao eixos x, e 5e Lz é 

-= â€” ::= efetua as mesmas opera-

L, L,. 
== vetores x usados no siste-

m "- :-.denadas (ver aplicação em 
acão na Secão 2) forma 

zm fiador linear, e seja A a repre-
é definido por

~:: linear e sua representacão 

=- â€” --= por A'. 

uma base ordenada para R'. 
:- . := â€” i R" têm a mesma repre-

I, 
operador linear. Se A é a 

então uma 

~i=' ambém uma representação 
é similar a A.

B 

iu"--~luer que têm o mesmo traço 

~ = â€” unciado é o inverso da parte 
: rs Secão 3.]

8 DV CAPÍTULO

Determine se os operadores seguintes são lineares 
em R-': 

Z é o operador definido por

é o operador definido por

= : v "ara todo v E V. 

-1 é similar a C.

L(x) = (xzxz, xi)

um operador linear em R' e seja

vi = , vz = , vs =

L(v) = S e L(v)

encontre o valor de L(v,). 
operador linear em R' definido por

Cob((1, 0, 1)). 
L. 

L(S). 

operador linear em iR' definido por

L.

R m Ri definido por

Encontre uma matriz A tal que L(x) = Ax para 

183

operador linear em Rz que gira um vetor 
de 30 no sentido trigonométrico e então rellete 0 

vetor resultante em relação ao eixo y. Encontre a 

L. 
operador de translação em R' definido 

poi'

Í21

lSJ
em rela-
ção ao sistema homogêneo de coordenadas. 

8. Seja

operador linear que gira vetores em iR' 
de 45' no sentido trigonométrico. Encontre a re-

em relação a base orde-
uz j. 

9. Sejam

operador linear em Rz cuja representação 

Determine a matriz de transição da base (v„v,) 

„uz) . 

em 
relação a (v„vz}. 

matrizes similares. 
Mostre que det(A) = det(B). 
MOStre que Se z1 é qualquer eSCalar, entãO 

det(A â€” )tI) = det(B â€” z').todo x em R'-.

ondea= [ J

é
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5.I 0 Produto Escatar em R"

y = xi yi + xzyz + + x„y

EXENPII Q 1 Se

3

â€” 2

1

4 

3 

2
e y =

então

4 

3 

2

x y = 3 â€” 2 1 =3.4 â€” 2.3+1 2=8
ir : â€” oduto escalar ou interno. 

asso-
definir o produto 

em R-' como segmentos 
- : .â€” -ulo entre dois segmen-
~r:: -orrespondentes é nulo. 
=-::o dois vetores em V são

SexeR 

Sexe R

IIXII = (x x)'

= llxllllyll cosO

perpen-
ver o significado 

- : mia origem e seja Q um 
deste 
(ver Figura 5.0,1), 
OQ como um 

â€” ~-' que está "mais próximo" 
~ p é ortogonal a v â€” p (ver 
tr : â€” produto interno, pode-

: . 8estes problemas, é dado 
ittn - eior em W que está "mais 
~ :: â€” dicão de ortogonalidade 

~::. Problemas de mínimos 

tamento de dados.

X 1. Podemos então formar o 
produto matricial x' y. Este produto é uma matriz 1 X 1 que pode ser encarada como um 
de produto 

Para ver o significado geométrico do produto escalar, comecemos por restringir nossa aten-

de x e y. Emparticular, se x = (x,, ...,x„) e y = (y,, ..., „), então

cão a R' e R-'. Vetores em R' e R' podem ser representados por segmentos de reta orien-
pode ser definido em 

Dados dois vetores não nulos x e y, podemos pensar neles como segmentos de reta orien-
tados iniciando no mesmo ponto. 0 ângulo entre os dois vetores é então definido como 
o ângulo 0 entre os segmentos. Podemos medir a distância entre os vetores medindo o 

comprimento entre o ponto terminal de x e o ponto terminal de y (ver Figura 5.5.1). Logo, 
temos a seguinte definiqão.

e y vetores em R' ou R'. A distância entre x e y é definida como o número

EXERC PEQ 2 Se x = (3, 4)r e y = ( â€” 1, 7)r, então, a distância entre x e y é dada por

0 ângulo entre os dois vetores pode ser calculado usando o seguinte teorema:

Teorema 5.II. I Se x e y são dois vetores não nulos em R' ou R' e Oé o ângulo entre eles, então

função do produto escalar:



~Z 
gsoo

a
y svzo>ow s1op scgsc arguo g o1n8uu op ouossoo p

+z s
L

gzs
I

x

sc>uapuodssxxoo ou>ozip
saro>ow sop mposa ognpozd o a1uamsc(duns y 5 o x svzogaw so argua o1n8um op ouossoa p

= /soo
X x

â€” :=~:= somazonQ

ougue 'X a x argua o1n8un o y g og

x =n 

SolJBflun SQ3 

~g

5 x=

((x â€” X) ~(x â€” X) â€” zll~ll +- zllxll)
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Cor ol avio S. l .2 Desigualdade de Cauchy â€” Schvvarz 

e y são vetores em R' ou IR', então

(2)

ou um vetor é múltiplo do 

â = 0, 
o ângulo entre os vetores é reto.ar um triângulo como

se xry = 0.

é ortogonal a todos os vetores em R'.

Os vetores [2 J e [ < J são ortogonais emR'-.

são ortogonais em R'.â€” 3

outro.

1

(c) Os vetores

r-.-= direcões formando veto-

0 produto escalar pode ser usado para encontrar a componente de um vetor na direcão de 
outro. Sejam x e y vetores não nulos em R' ou R'. Gostaríamos de escrever x como uma 

(ver Figura 5.1.2). 
é um vetor unitário (comprimento 1) na direcção de y. 
x â€” nu. Para p

oduto escalar dos vetores

são dadas pelos

serem ortogonais, o escalar n deve satisfazer

u = IIxII cos â

Ilxll IlyII «»

II yll

então ambos os 

membros de (2) são nulos. Se ambos os vetores são não nulos, segue-se de (1) que a igual-
~1. Mas isto implicaria que os vetores estão 
no mesmo sentido ou no oposto e logo um dos vetores deve ser múltiplo do outro. @
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Ortogonalidade 1S9

(x„y,, z,), esta equação pode ser escrita sob a forma

yo) + c(z â€” zo) = 0

EXENPLQ 6 Encontre a equacão do plano passando pelo ponto (2, â€” 1, 3) e normal ao vetor N = 
4)r

Solttqão 

(x â€” 2, y + 1, ' â€” 3) . A equação é (P,P) N â€” 0, ou

2(x â€” 2)+3(y+1)+4(z â€” 3) = 0

A cobertura de dois vetores linearmente independentes x e y em R." corresponde a um 
plano no espaco 3D. Para desenvolver a equacão do plano, precisamos encontrar um vetor 
perpendicular ao plano. Na Seção 3 do Capítulo 2, foi mostrado que o produto vetorial de 
dois vetores é ortogonal a cada vetor. Se tomarmos N = x X y como nosso vetor normal, 
então a equação do plano é dada por

: ::- mais próximo do ponto

ntx+n~y+nsz =0

EXEMPLQ 7 Encontre a equação do plano que passa através dos pontos

=(3,â€” 3,3)

Soluqão 
Sejam

PtPg = PPs=

e y. Se fizermos

N=xxy=

então N será um vetor normal ao plano que passa pelos pontos dados. Podemos então usar 
qualquer dos pontos para determinar a equação do plano. Usando o ponto P„vemos que a 

= ~ = t 1, 4)r. Se g é o ponto

6(x â€” 1) + (y â€” 1) â€” 8(z â€” 2) = 0

EXEMPLQ 8 Encontre a distância do ponto (2, 0, 0) ao plano x + 2y + 2z = 0.

Solução 
0 vetor N = (1, 2, 2)r é normal ao plano e o plano passa pela origem. Seja v = (2, 0, 0)'. 

equação do plano é

A distância d de (2, 0, 0) ao plano é simplesmente o valor absoluto da projecão escalar de 

fvrNi 2

- = aP.como P,P,. 
é 

r = . 0 vetor N e o plano vr são 
â€”. se e somente se

1 

2 

1

6

em N. Logo,

1

â€” 8

2

â€” 4

1
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se x"y = 0. Seguidamente o símbolo i é usado para 
indicar ortogonalidade. Logo, se x e y são ortogonais, escrevemos x J y. Projecções esca-
lares e vetoriais são definidas em IR" da mesma forma em que foram definidas para R' então 

Se x e y são vetores em R", então

y)'(x+ y) = llxll'+ 2x'y+ llylf' (4)

lei de Pitá goras:

llx+yll' = llxll + llyll

e y são 
vetores ortogonais em R', podemos usar estes vetores e sua soma x + y para formar um 
triângulo retângulo como na Figura 5.1.4. A lei de Pitágoras relaciona os comprimentos 
dos lados do triângulo. Com efeito, se fizermos

llyll, e = llx+yll

então

(o famoso teorema de Pitágoras)

Em muitas aplicações, o cosseno do ângulo entre dois vetores não nulos é usado como 
é próximo de 
1, então o ângulo entre os dois vetores é pequeno e os vetores estão aproximadamente na 
mesma direção e sentido. Um valor do cosseno próximo de zero indicaria que o ângulo 
entre os vetores é quase reto.

llvll 

i~=.i:== é v â€” x /f. 
:nstraremos isto na Secão

a = llxll

: c a definicão do ângulo 
entre dois

-t= = â€” iente escalonar os vetores

=ne x e y e seu cosseno pode

c = Ilx + vil,'

: dois vetores unitários:

Na Seção 4 do Capítulo 1, consideramos o problema de pesquisar uma base de dados para 
encontrar documentos que contenham certas palavras-chave. Se há m palavras-chave de 
documentos na coleção, então a base de dados pode ser 
A. Cada coluna de A representa um documento na 
base de dados. Os elementos da j-ésima coluna correspondem as relativas frequências das 
palavras-chave no j-ésimo documento. 

Técnicas de busca refinadas devem lidar com disparidades de vocabulário e com as 
(palavras com 
(múltiplas palavras com o mesmo significado). Por um 
lado, algumas das palavras que você está pesquisando podem ter múltiplos significados e 
podem aparecer em contextos completamente irrelevantes para sua busca particular. Por 
exemplo, a palavra cálculo ocorreria frequentemente tanto em artigos matemáticos quanto 
em odontológicos. Por outro lado, a maior parte das palavras têm sinônimos e é possível 
que muitos documentos usem os sinônimos em vez das palavras de busca especificadas. 
Por exemplo, você poderia buscar um artigo sobre raiva usando as palavras-chave cães; 
em todo o documento. 
Para manipular estes problemas, precisamos de uma técnica para encontrar os documentos 
que melhor se ajustem a lista de palavras de busca sem necessariamente igualar todas as
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Se fizermos y = Qrx, então

=q,x=cos0;

no qual 0, é o ângulo entre os vetores unitários x e q,. Para nosso exemplo,

y = (0,000, 0,229, 0,567, 0,331, 0,635, 0,577, 0,000, 0,535)

Como y, = 0,635 é o elemento de y mais próximo de 1, a direção do vetor de busca x está 
mais próxima da direcção de q, e, portanto, o módulo 5 é o que melhor se ajusta a nosso 
critério de busca. Os próximos melhores ajustes vêm dos módulos 6 (y„= 0,577) e 3 (y, = 
0,567). Se um documento não contém nenhuma das palavras de busca, então o vetor coluna 
correspondente da matriz base de dados será ortogonal ao vetor de busca. Note-se que os 
módulos 1 e 7 não contêm nenhuma das três palavras de busca e em consequência

T

y,=q,x=o
T 

e y7=q7x=0

Este exemplo ilustra algumas das ideias básicas por trás de buscas em base de dados. 
Usando técnicas matriciais modernas, podemos melhorar significativamente o processo de 
busca. Podemos agilizar as buscas e ao mesmo tempo corrigir erros devidos a polissemia 
indetamento setnântico latente 

decomposiçao por valores singulares, 
que discutiremos na Seqão 5 do Capítulo 6.

= ' â€” := dados que mais apro-
~ o cosseno do ângulo 

-t=-s se ajustam. 
:=s palavras-chave pos-

=::-ideremos um exemplo 
=»ódulos para o aprendi-

=:=:= separada. Nossa lista Há muitas outras aplicações importantes envolvendo ângulos entre vetores. Em parti-
cular, estatísticos usam o cosseno do ângulo entre dois vetores como uma medida de quão 
próximo os dois vetores estão correlacionados.

.%co, 

vê to i

- i - =:ste livro.) A Tabela 1 
lemento (2, 6) na tabela 

no sexto módulo. 

- ' =-..la de modo que todos 
. rrespondente ã Tabela 

-.~ â€” ':ndo

Suponha que queremos comparar quão próximo os graus de prova de uma turma se correla-
cionam com os trabalhos de casa. Como um exemplo. consideramos os graus totais em tra-
balhos e testes de uma turma de matemática na Universidade de Massachusetts Dartmouth. 

Os graus totais para trabalhos de casa durante o semestre são dados na segunda coluna da 
Tabela 2. A terceira coluna representa os graus totais para as duas provas dadas durante o 
semestre e a última coluna contém os graus da prova final. Em cada caso, um grau perfeito 
seria 200 pontos. A última linha resume as médias da turma. 

Gostaríamos de medir como o desempenho dos estudantes se compara entre cada con-
junto de graus de provas e de trabalhos. Para verificar quão próximo os dois conjuntos deformamos 

. em cada uma das 
i 

3 

~.. = matriz base de dados Q e 

â€”.iais) são dados por

Tabela 2 Graus de Prova Outono 1996

Graus

Aluno Final

Média 161 163 131

ij. 154 

0.309 

0.463 

0.309 

0.463 

0.309 

0. 154 

0.154 

0.000 

0.463

3 

3 

4 

0 

0 

1 

1 

0

3 

2 

3 

2 

1 

1 

0 

3

0,000 

0,000 

0,000 
0,000 

0,000 

0,577 
0,577 

0,000 

0,000 
0,577

SI 

S2 

S3 

S4 

S5 

S6 

S7

198 

160 

158 

150 

175 

134 

152

200 

165 

158 

165 

182 

135 

136

196 

165 

133 

91 

151 

101 

80

:='-- 'inhas correspondentes 
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60
as em diiiculdade, preci-

== de 0. Se, em cada coluna, 

=; os graus corrigidos terão 
2=- matriz:

40

30

20

10

â€” 10

â€” 20

â€” 40

â€” 50 
â€” 60

então

- ;= dois conjuntos de graus 
graus corrigidos deve-

l 0,92 0,83 

0,92 l 0,83 
0,83 0,83 l

=-= correspondência e então 
em nosso exemplo não 
-e:=tente indica que estão for-

: : : pares reais estão de ficar 
â€” =,- â€”..tazgnrln

para os

n T 

2 l ~ 2 X X 
l 

1

-= =- pode ser calculado sim-
:=- três conjuntos de graus

Xi X2

S ~X; 

T

cov(Xi, X2) =
l

S= X X 
T 

l

um dos três conjuntos
=elos vetores coluna de X

rr :ros de graus, calculamos
:: â€” X. Xm valor de cosseno

~ente correlacionados. Por

ovas parciais é dado por

-40 -20 0 20 40 60

representa a correlação entre o i-ésimo e o j-ésimo conjuntos de 
matriz de correlação. 

correlacionados positivamente, 
já que os coeficientes de correlação são todos positivos. Xm coeficiente negativo indicaria 
um coeficiente nulo 
Então, dois conjuntos de graus de testes 
seriam não correlacionados se seus desvios em relação a média fossem ortogonais. 

Outra quantidade estatística importante relacionada estreitamente com a matriz de cor-
dados representando valores de 
alguma variável x, calculamos a média x dos dados e formamos um vetor x de desvios da 
s' é definida como

e o desvio-padrão s é a raiz quadrada da variância. Se tivermos dois conjuntos de dados X, e 
de desvios 

Se tivermos mais de dois conjuntos de dados, podemos formar uma matriz X cujas colunas 

é definida como

matriz de 
fazendo
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a habilidade intelectual particular representada por essa coluna. A matriz W mede em que 
extensão cada teste depende dos fatores hipotéticos. 

A construcão dos vetores componentes principais se baseia na matriz de covariância 

de S, adiaremos os 
1 

detalhes do método até o Capítulo 6. Na Seção 5 do Capítulo 6, reveremos esta aplicação e 
decomposição em valores singulares, 
que é a ferramenta mais importante da análise de componentes principais.

1==-mática é

37 65 

2 34 

â€” 5 2 

2 â€” 40 

20 

â€” 28 â€” 30 

â€” 27 â€” 51

37

â€” 1 

â€” 3 

â€” 11 

14 

7 

â€” 9

Spearman, C., " 'General Intelligence', Objectively Determined and Measured," 
1904. 

2. Hotelling, H., "Analysis of a Complex of Statistical Variables in Principal Com-
1933. 

Chapman and Hall, 
London, 1977.

i~t - de graus e os elementos

ovariância, consideremos

PROBLEMAS DA SEÇAO 5.1
r<' 'ius

: os esforços de psicólo-
~==: ;=. A pessoa mais respon-

«:earman. Em um artigo de 
escola preparatória. As 

- =tuas padrões e também na 

-=p por Spearman é resu-

(3, 4, 4)

6(x â€” 1) + 2(y 3) + 3(z + 4) = 0

uma hierarquia de corre-
=-., iu a concluir que "Todos 
=ndamental (ou grupo de 
funções, ou-

.â€” = â€” â€” ; .-,. atemó ria associativo.

e-: â€”.e usando-se um método 

: :=- ;a é formar uma matriz 

â€” : í (V. onde as colunas de 

-' =- =olunas de X são correla-

orrelacionados. Logo, os 
~-. =-. u u = 0 sempre que i 4 

individuais exibem

Disc rim. Música

0.66 

0.65 

0.54 

0.45 

1 

0.40

0,63 

0,57 

0,51 

0,51 

0,40 

1

al

N ( 362)r Pp=(4,2,â€” 5) 

(3, 2, 4)

em cada 
um dos seguintes: 
(6, 3, 9)r 

(3 2)t 

(c) v = (4, 1)r, w = (3. 2)r 

2 4)r 

Encontre também a 

w. 
e y, 

e verifique 
p são ortogonais. 
(3,4)r, y = (1,0)r 

(3, 5) r, y = (1, 1) r 
r 
(2, â€” 5, 4)r, y = (1, 2, â€” 1)r

Sejam x e y vetores linearmente independentes em 
R'. Se ~x~~ = 2 e ~~y ~ = 3, o que, se for o caso, 
podemos concluir sobre os valores possíveis de 

/x y[? 
5. Encontre o ponto da reta y = 2x que está mais pró-

ximo do ponto (5, 2). 
6. Encontre o ponto daretay â€” 2x+ 1 que está mais 

próximo do ponto (5, 2). 

7. Encontre a distância do ponto (1, 2) a reta 4x 
3y = 0. 

S. Em cada um dos seguintes, encontre a equacão 
do plano normal ao vetor N dado e passando pelo 
P,. 
(0, 0, 0)

9. Encontre a equacão do plano que passa pelos pon-
tos

Encontre a distância do ponto (1, 1, 1) ao plano 
2x+ 2y+ z = 0. 

Encontre a distância do ponto (2, 1, 2) ao plano

z = 
(z~ zp) são vetores arbitrários em R', então 

yrx 
(c) x (y+z)=x y+x z 

são quaisquer vetores em R'-, 

u + 
Dê 
uma interpretação geométrica da desigualdade. 

e 
Demonstre sua 
resposta. 

SejaA uma matriz 2 X 2 com vetores coluna line-
são usa-

h 
(ver a figura anexa), mostre que 

~det(A)

2. Para cada par de vetores no Problema 1, encontre 
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~ ~~soa usando os pesos 2, 1, 1 

> o'entes as palavras de busca e
Logo,

x y=xt.0+0 y2+0 0=0

Portanto, X l Y.

0 conceito de subespacos ortogonais nem sempre concorda com nossa ideia intuitiva de 
perpendicularidade. Por exemplo, o piso e a parede da sala de aula "parecem" ortogonais, 
mas o plano xy e o plano yz não são subespaços ortogonais. Com efeito, podemos pensar 
nos vetores x, = (1, 1, 0)r e x, = (0, 1, 1) como estando nos planos xy e yz, respectiva-
mente. Como

xtx2=1 0+1 1+0 1=1

os subespacos não são ortogonais. 0 próximo exemplo mostra que o subespaqo correspon-

xl 0+x2 0+0 y3 = 0

é qualquer vetor de R' que é ortogonal a todos os vetores 

z3 =z e3 =0

dente ao eixo z é ortogonal ao plano xy.

J e„e, portanto,

T

E X. Logo, Xé o conjunto de todos os vetores em R' que são orto-
gonais a todos os vetores de Y (ver Figura 5.2.1). W

BeAniqao

Os subespaqos X = Cob(e,) e Y = Cob(e,) de R' dados no Exemplo 1 são ortogonais, mas 

X = Cob(e2, e3) e Y = Cob(et, e3)

EXENPLG 2 Seja X o subespaco de R' coberto por e, e e, e seja Yo subespaco coberto por e,. Se 
x GXey E Y então

eles não são complementos ortogonais, Com efeito
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- r aço de R".

0.
8

g~= ;ualquer y E Y,

â€” :--. de R'.

então S- = Rn e

n = n

N(X)

Segue-se do Teorema 3.6.5 que

N(X) = n â€” r

y+z=0

y= â€” z

0 

Cr~]xr~( + . + CnXn = 0

Como x,, ..., xy são linearmente independentes,

ct â€” cz : ' ' ' â€” cy : 0

Cr+1 = Cr+2 â€” .. = Cn

0 = :: está no espaço coluna
=: 4 como uma transfor-

.~ .-" = igual ao codomínio de

ii -- - :: -t. exceto que consiste 
se e somente se y' 
c=- .='rema mostra que N(A)

R(A9-. 
â€” :-I a cada um dos vetores 

por-
â€” e-- ws de A. Em particular,

Ax então

0 esp ac o nulo de Ar consiste em todos os vetores da forma P ( â€” 2, 1) r. Como (1, 2) r e ( â€” 2, 1) r 
são ortogonais, segue-se que todo o vetor em R(A) será ortogonal a todo vetor em N(A). A 
N(A) 
consiste em todos os vetores da forma Pe,. Como e, e e, são ortogonais, segue-se que cada 
N(A).

0 Teorema 5.2.1 é um dos mais importantes deste capítulo. Na Seção 3, veremos que o 
resultado N(A) â€” R(A) ~ fornece uma chave para a solução de problemas de mínimos qua-
drados. Por enquanto, usaremos o Teorema 5.2.1 para demonstrar o teorema seguinte, que, 
por sua vez, será usado para estabelecer mais dois resultados importantes sobre subespaços 
ortogonais.

Além disso, se (x,,..., x,.) 
Xn ) é uma 
base para R'.

n 
R(X') = S. 

vetores 

0 

c. ] x ~ + . + cnxn. Temos então

Portanto,

x„são linearmente independentes e, portanto,

Pelo Teorema 5.2.1,

são linearmente independentes. Suponha que
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E R(A). Como 
temos o seguinte resultado, que pode ser considerado um corolário dO 

:~: demonstrar que todo x E-
-y=SezES~.

b 
4 0.e ser escrito unica-

soma 0 Corolário 5.2.5 é ilustrado na Figura 5.2.2 para o caso em que R(A) é um espaço bidi-
mensional de R'. 0 ângulo O na figura será reto se e somente se b E R(A).

N(Ar)
' ~ : =aso em que a dimensão 
x = = pode ser representado

w~ para S-. Se fizermos

â€” c xn n

quc x possa tambcm

EXEMPLG 4 Seja
C:mo

A=

N(A), R(A'), N(A ) e R(A).

Soluqão 
Podemos encontrar bases para N(A) e R(A) transformando A para a forma linha degrau:

Como (1, 0, 1) e (0, 1, 1) formam um base para o espaço linha de A, segue-se que (1, 0, 

Teorema 5.2.1 :

segue-se da forma linha degrau 

Logo,

xi =xz = â€” xs

Fazendo x, = n, vemos que N(A) consiste em todos os vetores da forma n( â€” 1, â€” 1, 1)'. 
Note-se que ( â€” 1, â€” 1, 1)' é ortogonal a (1, 0, 1)" e (0, 1, 1)'.)= Ri 4)

= todos os y em S . Logo, 
é um elemento arbitrário 

E S e 

$e â€” -.e--e então que

:r : =-anal de um subespaço S,

reduzida de A que

são
R(A) são

~i=: complementos ortogonais.

1 1 2 

0 1 1 

1 3 4

1 1 2 

0 1 1 

1 3 4

1 1 2 

0 1 1 

0 2 2

xt+xs = 0 

xz+xs = 0

1 0 1 

0 1 1 

0 0 0
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a. forma linha degrau: E R' pode ser escrito como uma soma

x=y+z

onde
0

(xi, xz,0)" E- R(A ) N(A)V(A), x, = â€” x„x, =
. Note que ( â€” l, â€” 2, l)'é

8
Se nos restringirmos aos vetores y C R(A), então

X[ 

X2a mesma dimensão. Se

0

Nesse caso, R(A) = R' e a transformação inversa de R(A) para R(A ) é definida por

rr.~:=ia biuníVOCa entre R(AT) -bi 
i 

2 

-bz 
i 

3-::c mação linear de R" para

0

PROBLEMAS DA SE/AO 5.2

A =

4 â€” 2 

1 3 

2 1 

3 4

1 0 0 0

0 1 1 1

( ) 0 0 I I
1 2 2

(c) A =

~--a R(A) em R(A). Além

xi xz xs

. : â€” =mos pensar em A como 

em R(A) 
â€” â€” ~ansformação inversa de 

-. â€” =. quando vista como uma

A i é coberto por e,.

Para cada uma das seguintes matrizes, determine 
N(A), 
N(A').

2. Seja S o subespaço de R-' coberto por x = (1, â€” 1, 
1)T 
Encontre uma base para S'. 
Dê uma interpretação geométrica para S e ST. 

Seja S o subespaço de R' coberto pelos veto-

res x = (x„x„x,) e y â€” (y„y„y,) . Seja

Mostre que S' = N(A). 

Encontre o complemento ortogonal do subes-
paço de R' coberto pelos vetores (1, 2, 1)T e 
(1, â€” 1, 2)T. 

Sejao subespaçodeR4cobertoporx, = (1,0, â€” 2, 

1) e xz = (0, 1, 3, â€” 2) . Encontre uma base para 
ST. 

5. SejaA uma matriz 3 X 2 composto 2. Dê descrições 
descreva geometrica-
mente como os subespaços estão relacionados. 

6. É possível que uma matriz tenha o vetor (3, 1, 2) 
em seu espaço linha e (2, 1, 1)T em seu espaço 
nulo? Explique.

um vetor coluna não nulo de uma matriz A, 
Explique. 

8. Seja S o subespaço de R" coberto pelos vetores x,, 

x„..., x,. Mostre que y E S-' se e somente se y J 
1..... k. 

quais são as 
Explique. 

Demonstre o Corolário 5.2.5. 

2", 

tal que xr y 4 
0. Faça um desenho semelhante a Figura 5.2.2 para 
ilustrar este resultado geometricamente no caso em 
é um subespaço bidimensional de R'. 

Explique por que os 
seguintes enunciados são verdadeiros: 

em R" pode ser escrito unica-
N(A) 
N(AT). 

E R' pode ser escrito unica-
N(A') 
E R(A). 

Mostre que 
então Ax está tanto em R(A) 

). 
N(A). 
(c) A eA'têm o mesmo posto. 
se A tem colunas linearmente independentes, 

então ATA é não singular. 
r e 

Mostre que 
é um subespaço de N(C).
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de Sistemas Sobredetermiuados~ an armente independentes em 

y). Podemns usar x e y para 
: A fazendo 

)> = v" +yx

Um problema de mínimos quadrados pode, geralmente, ser formulado como um sistema 
linear sobredeterminado de equações. Lembre-se de que um sistema sobredeterminado é 
um envolvendo mais equações que incógnitas. Tais sistemas são, em geral, inconsistentes. 
não podemos esperar encontrar um 
Em vez disso, podemos procurar por um vetor x para o 
Como era de se esperar, a ortogonalidade exerce um papel 
importante na busca de um tal x. 

eb E R, então, 
E R' podemos formar um resíduo

< =- =itnétrica.

: ~t to de A deve ser 2.

r(x) = b â€” Ax

A distância entre b e Ax é dada por

Ilb â€” Axll = llr(x)ll

Queremos encontrar um vetor x E R" para o qual fl r(x) I I será um mínimo. Minimizar I I r(x) I I 
mínimos 
do sistema Ax = b. 

Ax, então p é o 
0 próximo teorema garante que 
não só existe, mas é único. Adicionalmente, fornece uma importante caracteri-
zação do vetor mais próximo.

llb â€” yll > Ilb â€” pll

em S será mais próximo a um dado 

em Rm pode ser expresso como 

b=p+z

onde p E- S e z F S'. Se y é qualquer outro elemento de S, então 

(p â€” y)ll' 

III â€” yll' = llb â€” pll'+ llp â€” yll'

Então,

llb â€” yll > Ilb â€” pll

p C S~, então p é o elemento de S que está mais próximo de b. 

Ilb â€” qll > llb â€” pll

está no subespaço S para começar, temos

pcs, ZESb =p+z,

de S que 
está mais próximo de b; isto é,

p E St.

uma soma

p = z 6 5", segue-se da lei de Pitágoras que

e segue do anterior (comy = q) que
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as equacões normais

b
têm uma única solucão

x=(AA) 'A b

b.se e somente 

de b uma 

A Ax=Q (3)

{0}, 
os vetores coluna de A são linearmente indepen-
0 e (3) tem 
somente a solucão trivial. Portanto, pelo Teorema 1.5.2, A'A é não singular. Segue-se que 
x = (ArA) 'Ar b é a única solução das equações normais e, em consequência, a única solu-
K

ic â€” : de mínimos quadrados

0 vetor projeção

b
r(x) 

'"" R(A)

é o elemento de R(A) que está mais próximo de b no sentido dos mínimos quadrados. A 

= matriz 3 X 2 de posto 2.
A lei de Hooke afirma que a força aplicada a uma mola é proporcional ã distância a que a 
é a força aplicada e x é a distância a que a mola foi esticada, 
mola. 

Alguns alunos de física querem determinar a constante de mola para uma determinada mola. 
Eles aplicam forcas de 3, 5 e 8 libras, que tem o efeito de esticar a mola em 4, 7 e 11 polegadas, 
respectivamente. Usando a lei de Hooke, eles derivam o seguinte sistema de equacõcs:~ ~ =.-solução do problema de

4k = 3 

7k = 5 

llk = 8se e somente se

0 sistema é claramente inconsistente, já que cada equação fornece um valor diferente para 

solução de 

matriz de pvoj eçã o.

k. Em vez de usar qualquer um desses valores, os alunos decidem calcular a solução de 

4

mínimos quadrados do sistema:

(4,7, 11) 7
11

3 

5 

8

(k) = (4,7, 11)
= b precisamos resolver

(2) 186k = 135

=-=. Essas equações são cha-
== :olução para as equações 
de b

k -0,726

EXEHPLG I Encontre a solução de mínimos quadrados do sistema

xi + xz = 3 

â€” 2xi + 3' = 1 

2xi â€” xz = 2

~oblema de mínimos quadra-
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Dada a tabela de dados

3 

1 

2

l,...,mctxi

1 xi 

1 x2 y2

(4)

xm ym

EXEHPLQ 2 Dadas as medidas

Soluqão 
Para este exemplo, o sistema (4) se torna

Ac=y
onde

1 0 

1 3 

1 6

1 

4 

5
= (")A=

As equações normais

ArAc = Ary

são simplificadas para

9 45 ci 42

y = -+-x 
4 2 

3 3

8,00

-t-'= uma relação funcional 
T,, T,, ..., T„de 

pode 
- ~oide ser usada para prever 
= n â€” 1 pontos no plano, 
por todos os pontos. 

. erdade, uma vez que os 
~~ para querer que a fun-
~ â€” or mau que não passam 

-.:.-. mais precisa da relacão 
- - =-=- é realmente linear e os 

=-~ mio de interpolação (ver

queremos encontrar uma funcão linear 

y =cp+c[x 

que melhor se ajuste aos dados no sentido dos mínimos quadrados. Queremos que

Obtemos um sistema de m equações a duas incógnitas:

A funcão linear cujos coeficientes são a solução de mínimos quadrados de (4) é dita ser a 

Encontre a melhor ajustagem de mínimos quadrados por uma função linear.

A solução deste sistema é (3 3) Logo, a melhor ajustagem de mínimos quadrados é 
dada por

0 Exemplo 2 poderia também ter sido resolvido usando cálculo. 0 resíduo r(c) é dado por

melhor ajustagem de mínimos quadrados aos dados por uma função linear.

r(c) = y â€” Ac
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Solução 
Para este exemplo, o sistema (6) se torna

â€” : â€” (cp + 6ci) j cp 

C1 

c2

=-má~ eis, f (cp, c,). 0 mínimo

Logo, as equações normais são

1 1 1 1 

0 1 2 3 

0 1 4 9

1 1 1 1 

0 1 2 3 

0 1 4 9

cp 

C1 

C2

Isto é simplificado para
i ver Figura 5.3.4). 

=~=ps usar um polinômio de 
~~or ajustagem de mínimos

4 6 14 

6 14 36 

14 36 98

13 

22 

54

cp 

C1 

C2

A solução deste sistema é (2,75; â€” 0,25; 0,25). 0 polinômio quadrático que dá a melhor 

p(~) = 2,75 â€” 0,25' + 0 25'os quadrados do sis-

Muitos bens manufaturados como hastes, discos e tubos têm forma circular. Uma compa-
nhia frequentemente empregará engenheiros de controle de qualidade para testar se os itens 
produzidos na linha de fabricaqão preenchem os padrões industriais. Máquinas com senso-
res são usadas para gravar as coordenadas de pontos do perímetro dos produtos manufatu-
rados. Para determinar quão perto estes pontos estão de serem circulares, podemos ajustar 
um círculo de mínimos quadrados aos dados e testar quão próximo ao círculo os pontos 
medidos estão. (Ver Figura 5.3.5.)

(6)

,+ eix

0,6

0,4

0,2

â€” 0,2 

â€” 0,4

0.8:«:s dados

figura 5 3 $ â€” 1,5 â€” 1 â€” 0,5 0 0,Õ 1 1„5

1 0 0 

1 1 1 

1 2 4 

1 3 9

1 0 0 

1 1 1 

1 2 4 

1 3 9

3 

2 

4 

4

3 

2 

4 

4

ajustagem de mínimos quadrados aos dados é
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(xi xz ..., x„) y = (yi, yz, ..., y„) 
T T

a 

â€” Px, 
n 

i=1

1"

y = -Py;
fl

i=1

xry
X X

ca=y

0 Ar r 0

5A Espaços de Produto Interno

Produtos escalares não são úteis somente em IR', mas em uma larga variedade de contextos. 
Para generalizar o conceito a outros espaços vetoriais, introduzimos a seguinte definicão.

Definiqão em um espaco vetorial V é uma operaqão em V que atribui a cada 

x = 0. 
(x, y) = (y, x) paratodosx e y em V. 

em x e y em V e todos os 
escalares n e P.

espio com produto interno.

0 produto interno padrão para R" é o produto escalar 

(x, y) = x y

Encontre a melhor ajustagem de mínimos quadra-
dos dos dados no Problema 5 por um polinômio 
quadrático. Fia um gráfico de sua funcão, salien-

tando os pontos x = â€” 1, 0, 1, 2. 

7. Dada a colecão de pontos (x„y,), (x„y,), ..., (x„, 
y„), sejam

e seja y = c, + c,x a função linear que fornece a 

e c> â€”â€”

par de vetores x e y em V, um número real (x, y) satisfazendo as seguintes condições: 

melhor ajustagem de mínimos quadrados aos pon-

de massa para a cole-
cão de pontos no Problema 7. Mostre que a reta 

de mínimos quadrados deve passar pelo centro 
use uma troca de variáveis 

z = x â€” x para mudar o problema de modo que a 
nova variável independente tenha média 0.] 

P = 
A(ArA) 'Ar 

E R(A). 
Explique esta propriedade em termos de pro-
jecões. 

Pb = 0

(c) Dê uma ilustraqão geométrica das partes (a) e 
(b) se R(A) é um Plano através da orioem de 
R-'. 

um 
vetor não nulo em N(A). 

deve ser incon-
sistente. 

Quantas soluções de mínimos quadrados terá 
Explique. 

n 
n. 

P- '= P. 
para k = 1, 2, ... 
é 

')' = (B') '.] 
Mostre que se

é uma solução de mínimos quadrados do 
é o vetor resíduo. 

SejaA E R"'" e seja x uma solução do problema 
Mostre que um 
vetor y E R' será também uma solução se e so-
E N(A). 
N(A).] 

Encontre a equação do círculo que dá a melhor 

ajustagem de mínimos quadrados aos pontos ( â€” 1; 
â€” 2), (0; 2,4), (1,1; â€” 4) e (2,4; â€” 1,6).

tos. Mostre que se x = 0, então
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É facilmente visto que (5) satisfaz as condições (ii) e (iii) da definição de produto interno. =-finir um produto interno

Se (p, p) = 0, então x,, x,, ..., x„devem ser raízes dep(x) = 0. Como p(x) é de grau menor 

Se to(x) é uma funcão positiva, então

(p, V) = P p(x)V(x)~(x) 
i=l

(2)
P„.

:~,>duto interno em R'"+ ".

Os resultados apresentados na Seção 1 para produtos escalares em R" todos são generali-

Para mostrar que (i) é válida, note-se que

ele deve ser o polinômio nulo. 

zados para espaços de produto interno. Em particular, se v é um vetor em um espaço com 

llvll = J(v, v>
(3 l

v) = 0. Como em R', um par de vetores 

Teorema. 5.4. l A Lei de Pitágoras

são vetores ortogonais em um espaço de produto interno V, então

I 

fizermos p representar
llu+ vil' = llull'+ llvll'

v, u+ v) 
= (u, u) + 2(u, v) + (v, v) 

= llull'+ llvll'
= = . Deixamos para o leitor 
":cadas na definição de um

Interpretado no R', isto é justamente o familiar teorema de Pitágoras como mostrado 
na Figura 5.4.1.

(4)
i

peso.

~:~ômios em P„defina-se

1

de v é dado por

ortogonais satisfaz a lei de Pitágoras.

(1, x) = 1 . x dx = 0
â€” i

EXENPLG I Considere-se o espaco vetorial C[ â€” 1, I] com produto interno definido por (3). Os 
vetores 1 e x são ortogonais, já que
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Se

então (A,B)=1. â€ 1.1+1 3y2.0+3. â€ 3 4=6 
As normas destas matrizes são dadas por

IIAIIF â€” (1+ 1+ 1+ 4+ 9+ 9) 

1, 2, ..., 5. 
0 comprimento da função p(x) = 4x é dado por

I/2 I /2 

Befiniqão
1/r(

(6)

são ortogonais. 
é um múltiplo escalar de v.

:= ~ a este produto interno.
Como

2 
Q 

(»v) =(é 
II v II II v II II v II

2 
v)â€” : interno (2) é chamada de 

. então

segue-se que

(I â€” (I = 0

são ortogonais.

~~.=- ms de análise de Fourier 

algumas dessas aplica-

1 1 

1 2 

3 3

Gbs( rvaqões 

em v, então

â€” 1 1 

3 0 

â€” 3 4

IIBIIF = (1+1+9+0+9+16)' =6

1) = ~30 R

(H. P) = 
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pOr H1BS

Befirtição

t=or ma:

V, então

~=dentes.

pararodov a V
define a norma em V.

p, segue-se

Logo,

llu+vll < llull+ llvllforem vetores

n

i=i

-: entre dois vetores não nulos
= máxl>l

I <r <rr

i~li-~ acão II que a igualdade 
Enunciado mais simples-

em matemática tem seu próprio significado que é independente de um 

(ver Figura 5.4.2).

7eot"ema 5.4.3 Se Vé um espaço de produto interno, então a equação

da definição são satisfeitas. 
III 
é satisfeita.

v) 

= (u, u) + 2(u, v) + (v, v) 

( f/u[/ + 2f/u[f ffvf/ + fjvf[ (Cauchy â€” Schwarz) 

= (llull + llvll)'

E possível definir muitas normas diferentes em um espaço vetorial dado. Por exemplo, 
em R" poderíamos definir

(x„x„..., xo)r. É facilmente verificado que ~~ ~~, define uma norma em R". 

-~ente dependentes.

produto interno e seu uso aqui deve ser justificado.

que é definida por



g = (lyl 'lg â€” I 'It'l)xB[-U = llxll 

~é+ st + or 

Z[ = Ibl+ IS â€” I+ Itl = 'llx

oB[ua 'Bpvsn Joy 'ff . Il '0>UB>ua ou 'ag
(B) 

«p JO'[BA 0 aUUUJa[ap 9[ = ill x+ [xlf

Z P I =V
0[UBnbua

oz = 9[+ t =,II'xll+,II'XII

'o>UB>ua ou '.Smuo80[lo oBS

[x

,(I'xl Q = ' Ilxll 
~/[

VCI SVN31803d

OOUIQ 0[n[ICIBQ

~~~ W[ugop vuunu o p[

OlnpOJC[ 0 IUOO g IIIQ
'[ = I PJPCI P/(g â€” I)

oul2IUI 0[UPOJã U[oo

= = s20oung SB anb al>so~
:= ; BIQP so OJIU2 BIOUBI

J012< OBS soq[UB anb
= "-~ soo anb al[soUI *(9)
= ~02 (-" '-" â€” ]a ~Z

= '. 2 SBJOQB[IC[ ap
ã â€” Il 2[ns[Bg (2)

anbgIJ2~
@er.-.a Jd v 2UIUIJ2[ag (q)
(B)

Wvgeh'Vv YZJ j6vvs

o?c=vid U[00 '[[ 'p]g Iuq

[q[ (.. 2 2) (B)
Q[Ho[Ba

?11:0 d UIoo '[[ p]g UIQ
. Olnpold Uln ap OB%U

SB ZB[SI[BS (g) OBS
:Irpold 0 anb 2JIsol(1[

„,g Ula OU

:=:Bnba v anb 2JIsol/I[

(2)

SOPBg

: =--IUI oynPOJã 2[sa

2B -= 0[BX so a[no[Bg (q)

Ic-=Inl OInPold 2[sa
(B)

=.ia,(I [ [) =x
I:-mild Uln JIUgaP BJBã

~BJQBB[1$ aP 12[
= ã xll a[no[Bg (p)

::. i [) 0BDBnba v, así[

(2)
íold B al[uooug (q)

:::-UB 0 aultulagag (e)

['[ '[) = x[UB[ag
:g 2p 12[ B anb anbglla(

anb aJ>so~

IUBtag

ll 

0[ 

't 

Y 

Y 

'l

085as I? Lu[xoJd QU a[Uo[UQ8 

-uo[ S[B[u op[[nos[p a oBomu[xoldB ap vu[a[qold ap od[[ a[sp g ooBdsaqns ou x ap [B[io>a(1 
OBDaíold Btun ouloo opB[no[Bo las apod oul[xold SIBUI Jogas o oB>ua 'ou»>ul o>npold u[n 
ap Bpm[lap a /[ BJBd Bpvsn Btulou B ag 'g [B[io>aw 05Bdsa uln u[a opBp x Jo>aw Uln B (I 
0>Bdsaqns tun u[a otulxold s8UI Io[aa oo[un Iun JBJ>uooua ulaw[owua saooBol[dB SB>ln~

'ffx â€” h ff olaulnu 0[ad

'[I

Bp[ugap a 5 a x al>ua BlouB[slp ~ opmulou JBau[[ o>Bdsa u[n u» solo>aw X a x [uvíag

saio[aa al[ua B[ouB[slp v. J[patu ap o[a[u u[n aoauloy mulou mun '[B»8 [ug 
'salBau[[ sBula[sls sop 

apvpl[lqlsuas Bp oy>Bulul»[ap Bu sla>n oBS anb S[B[o[J>mu smulou ap sodl> sol>no sotuaJBp 

Bcas S GqdggXH

,'Ilzx+ 'xll = sz = or+ s =',ll'xll+ 'll'xll

'0[dtuaxa Jod 'Bpl[vw a ovu SBJOBB>ld ap Ia[ B 'ou»>ul 
ognpold u[n ap Bp«1»p a onu anb Bu[lou mun ap osvo o~ 'ou»pui o>npold»nb[Bnb B 
apuodsalloo OBU "II II 'p g c/ag 'ou»[ul 0[npold op Bp«1»p p Ula mulou B 2'll II Bullou v

~(> '>> 
v/[ 

oB>ua 'Z = d as 'JB[nol[JBd [ug [ â€” d [Bal o»[unu»nb[Bnb BJBd

lod „p u[a Btulou mun Jlugap so[uapod 'aguatu[B»8 s[B[/I[

-nlsa 'g 0[n>ldBg ob[ „„„g vlBd s[B[o[l>BUI SBtulou sa>ua»pp Jlugap [aalssod tuaqtuB[ q





p ~ruralur 1anhslnnh 
:a () oluníuoo o

o =,(( 's â€” 't ) (c- '> 'r) 

o =,(t 's- 't)(t 't 't) 

slod 

K GlJH3X3

onlua 'f g I opunnb 0 
= ('x "x) ag g oulalul olnposd tuoa oondsa run ura so(nu ovu são)a~ "x ' " "x 'x umíag

sopnlpnnb 
sotururtu ap sntua{qo1d la~<osa1 vmd tuaqtunl sstu 'saloias ap snpuuap1ooa m11uoaua nmd 
os onu alualuawuoa a asnq (ng smuoBO11o aluatunnlntu sormlrun são)a~ ruoo asvq mun Ual 
pwvíasap aluatupla8 a 'g ou>a)ur olnpold tuoo o>ndsa tun uloo opunqpqulg slnuo8o11o 
sormlrun saloias oms on1pnd asnq np soluaruap sp ovlpnd asnq v. Ovavps ura ('r 'x) ap sup 
-Uuaplooo sv m1)uooua {ro@y srslu moas 'o{dtuaxa 1og ' { I(g 'g) ' ({ 'p) ) otuoa 'sasvq snllno 
smun8(n msn anb op {'a 'a) on1pnd asvq n msn aluaruawuoo srntu aluatupla8 a ',@ tuq

:= -n a {r~ '~ 'w) 

-= sotu'A Z 038H3X3

siem~ouo>~g so>un fuog g g
apocl Jolla[ Q

(~)ll

'a olsr '.srvuo8mp solualuap snas sop vuros 
s g '(g)I1 olrIosa 'g 'u >< u zrsmru srun ap odor p 

= ' I V II anb aliso~ ( =,I y,s apuo ,Il~ li Z +,linllr =,li~ â€” nll +,il~ + nli

oUIalur olnpoId Iuoo o6 
0 0 0 0 

„s â€” I „s Q Q 0

I ll + Il â€” II rrll I ( ll + + rrll

oPvUIIQU Pr JolaA sâ€”

o = ,(c â€” 't 'z)(< 't '()

',@ tua puuouo11o oluníuoa um a { (( 'g 'y) ' (g '( 'p) ' (( '( '()) oluníuoo p ii gqgg3X3

gp

lanbsrsnb smd 'anb aIlso~ 'cp3$â€”

s â€” s 0 0 

3$ â€” ~ ~ ~ 3$ â€” s 0 

3 â€” ~ ~ ~ 3 â€” 9 â€” [

vluJOU 

il

)nnb o

sum Iuoa prIolaw oasdsa aanbpnb Ura 'anb azlso~ 'yp

o[nu ovu solas Iun ap o[dtuaxa um ag

oaurg o[nlrdsg

(x 'xv,v) (q)
(c)

+ rr

zrlmtu Ianbpnb vmd anb allsovrl X,x = (5 'x) ou
-Ialur ornpo~d ruoa „g prIoraw o5vdsa o aIaprsuog

(q)
(v,v)I1 = ',li vil (~)

anb arlsoru 'u >< m sazrimur oss p a V ag

sruro) vp u ~ U zralsru vIun ~ síag

(U)
anb srsl

,1{i rua,x = ("x 'I) soluod ap oluníuoo o aquasaC1

(q) a (v) salmd svu Uprdsw y apsppn8r
n srnnb so vmd „@ rua sacola~ ap so(druaxa aC)

(U)
Uíag

l(>)f I xs~ = li f il (>)

Il f II (q)
l (V) f I + I (>) f I = II f Ii (<)

:N 'z]S

Ura seu+ou ruaugap salurn8as so as aUIIUIalaC) gp
'il ~ II opuvsn,@ Iua olsr vmd o)duraxa

Iun aC1 'oUIalur olnpoad op sspv<IIap onu smuIoU
vmd oprdy~ a osu gp srua(qoid op opsqnsaI p

,p prIolaa okvdsa o vmd
opslínsaI arsap sarIlaruoa8 os&vlaIdralur mun a~



Ortogonalidade 225

em R" paza os quais a 7eorerrta 5.5.l Se (v,, v,, ..., vn} é um conjunto ortonormal de vetores não nulos em um espaco 
com produto interno V, então v,, v„..., vn são linearmente independentes.

Suponha que v„v„..., vn são vetores não nulos mutuamente ortogonais e

CnVn
'. da forma

então, fazendo o produto interno de v, com ambos os lados da equacão (1), 
â€” SC

vemos que

â€” s c
2

â€” sc 

2

0â€” s c 

cj Ilvj II = 0
Sn 2 â€” Sn â€” 2C

n â€” z e, portanto, todos os escalares cz c2 . ~ ., c„devem ser nulos.

de vetores é um conjunto ortogonal de vetores unitários.

u,, ..., u„} será ortonormal se e somente se
-- â€” ... + Cnn

azj-: =', », mostre que

em que
-' = â€” 2 tr(>' ll) + II jl IIF .

vn} é possível formar um 

1 
n 

II

u„..., un } será um conjunto ortonormal.

EXENPLG 2 Vimos no Exemplo 1 que se v, â€” (1, 1, 1)', v, = (2, 1, â€” 3)'e v, = (4, â€” 5, 1)', então

conjunto ortonormal definindo

(v„v„v, } é um conjunto ortogonal em R'. Para formar um conjunto ortonormal

1 1
v, = â€” (1, 1,1)r

v3

1 
v2 = (2, 1, â€” 3)" 

II v2 II sz 14

1 1
vs = (4, â€” 5, 1)

~42

n

dx
zl

(2)

o conjunto (1, cos x, cos 2x, ..., cos nx} é um conjunto ortogonal de vetores, já que, para 

â€” -- pazteS (al e (bi. 

ntos (xu xz) = xr em Rz 

=1 (c) Ilxll =1

~n. 
~ : .,'< zz, C, escrito tr(C), é a 

:: = diagonais; isto é,

=---=:al Sln com produto inter-
~~2 â€” e que para qualquer matriz

EXENPLQ 3 Em C[ â€” zr, zr] com produto interno

1 z = j 

0 i+j

quaisquer inteiros positivos j e k,



'h)

ovSv.tgsBoMBQ

ír[ rr[r as-an5~s

'q'v g = (h 'n)

g = n ag 
U U 

oUJog

"n 'n) uíag g g'g olap[oaog
OBS']OQ

OU Ouros 

=-.--b opta S GldggX j
:sQJum 

'h)
I op os-onBos ~

' g oP Qs-QU80$

II J>[no[<o 
@md svpvsn Jas luapod sn[a 'supvururnrop oprs luzi[nor snpvuaplooo sess' onb zoh mn[[ 
Joroh Uln op sspuuoplooo SU Já[no@o [long 
srmu orrnuJ y 'm[norrlnd urg nrlvurplo os@q mun luoo onb pruJOUOJJO osvq ruoo Jvr[pqvlr 
'" "n 
'n)qog = ç o>ndsaqns o vi@d osnq mun y g ogrua 'g ounrur ornpold ap okndsa Uln rua 
"n 'n) = p os 'onb [ g g vruoloog op os-on8vg

~= =Um rusurlog

G18H3X3
R saloia op pruJOUOJJO orunfuoo 

um y (m soo ' " 'xp soo 'x soo '+pl[ ) 'orumlod 'a ounrrun Joroh uln y ~pl[ 'oruvrlog
uâ€” 

[ ap ov>

-Jodun sopm[nsoJ srop srmu Jmounuo soruapod 'p g g vruoloog op mougnbosuoo oruog

u

-OJrp vu orlvrrun Joroh uln Jslruoouo sourusroold os [muJOUOJJO oruníuoo Uln Jmulog vlvg

[ = xp xy soo â€” = (xysoo 'xy soo)Q'[ = 3/ BJBdn-'3 / = h
U

=n 'n) ag
anb uí 'sorlnirun solorah ous ví xu soo ' " 'xp soa 'x soo sookung s~

~ "~ 'oj p'g'$ ord'(GAGAS
uâ€” 

soo)

uâ€”

p = xp xy soo â€” = (xy soo ' [)
[

'orupr Jod

gpp

g = h og 
U 

.g OUJorur ornpold ruoo o>@dst um vlvd pruJOUOJJO asnq vuln ( "n ' " "n 'n} Uíag Z g g nmeaoeg



Ortogonalidade 227

Portanto,

Corolário 5.5.4 Fórmula de Parseval

= ..=1.2,...,n
11 

!Ivll' = pc,' 
i=l

â€” :=. vetor unitário na dire-

n 

Se v = pc,ul, então, pelo Corolário 5.5.3, 
i=l

11 

=(v,v) =Pc; 
i=l

:= 'r...., cos nx) é um
8

EXEMPEG 4 Os vetores

e ug=

xt +xq Xi â€” Xl 
x up =

â€” ~:: ;om produto interno V. Segue-se do Teorema 5.5.2 que

Xt + Xg Xt â€” XP

x ut =

x= ut+ ug

e segue-se do Corolário 5.5.4 que

!Ixll = + ' =x +x)

=-.= dois resultados impor-

â€” ~o com produto interno V. Solluqão 
Como

1 â€” cos 2x 1 1 1 
sen xâ€” + â€” â€” cos 2x 

2 ~2~2 2

segue-se da fórmula de Parseval que

conjunto ortonormal
: subespaco S = Cob(u„

~ =-= geral, muito mais fácil
: â€” â€” "articular, é muito mais

poóerrÍ set usauas pala

Pa;b;

é uma base ortonormal para um espaço com produto interno V e 
n 

v = g c,u„então

E IR-', então

EXENP1G 5 Dadoque, cos 2x) éumconjuntoortonormalemC[ â€” v, v](comprodutointerno 

como no Exemplo 3), determine o valor de J sen' x dx sem calcular antiderivadas.

f
l 1 37T 

sen x dx = rr!! sen x!! = n â€” +â€” 
2 4 4

" -." ~ :- uma base ortonormal.
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-: rmal em R" são de parti-

é uma matriz formada a partir da matriz identidade pela reorde-
nação de suas colunas. Evidentemente, então, as matrizes permutação são matrizes ortogo-
na ordem (kn 

(ak,,..., ak„)

então

reordena as colunas de A na ordem (k„k,, ..., k„). Por exemplo, se

0 1 0 

0 0 1 

1 0 0

então

[~ ( ~]
(e,, ..., ek ) é ortogonal. se ue-se que

eT
k)

p â€” 1 pT

eT
k>,

bk,eT
ki

B
k)

eT B
k„ bk„eT

k/I

na ordem (k„..., k„). por 

0 0 1 

1 0 0 

0 1 0

1 1 

2 2 

3 3

B=

é uma 
reordenando as linhas 
reorde-
nando as suas linhas ou suas colunas. 

na ordem (kn kg, ~ ~ ~,k„) 
X r, então

exemplo, se
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r 

reordena

(u;, p â€” x) = (u;, p) â€” (u;, x) 
n 

= (x;, Q cj u j ) â€” c;
lemas de mínimos 

Í

tão, o problema de 
ada resolvendo as 

que está mais pró-
esolver no caso em

n 

ci 
j=l

ores em R"', então 
.2I'

Se y E S, então
22 

ni ui 

de A'e da j-ésima 
e j-ésima colunas e, portanto,

n

i=l

0
i =1 i=l

m .;~~cremos um método 

..: â€”.-.2"-éOS uma fatOraçãO de 
~::.-.,"es coluna e R é trian-

~:-'~:~s pode ser resolvido
Ily â€” xlf > Ilp â€” xll

â€”.â€” :,.: ~Í" 2 ~~%e ser determinada 

é 

''-".":"'...-,~cial do problema de 
~:,~~paço S de um espaço 

,:x em V. Este problema 
m:w=;:t . demonstraremos o

em S. 

então

x)ll'

x E V. Seja (uÍ,

p=UU b

écl ééé' 'Í é n

r

l &'--min

é

': -' : :--:::-.ma
Í~é

i:

x = 0. 
x. 

é o elemento de S que está mais próximo de x; 
;Í isto é

E S, segue-se do Teorema 5.5.7 e da lei de Pitágoras que 

Ily â€” xll' = Ily â€” pll'+ Ilp â€” xll' > llp â€” xll'

ff ) ffp â€” x ff. 

de x em S. 

é uma base 
de b em S é dada por
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p(:"im 4 em S é dada por UU"

3 

0

w=

Em muitas aplicações, é necessário aproximar uma função contínua em termos de funções 
de um tipo especial de conjunto de aproximação. Mais comumente, aproximamos por um 
ou menor. Podemos usar o Teorema 5.5.8 para obter a melhor aproxi-

EXEMPLO 8 Encontre a melhor aproximação por mínimos quadrados para e' no intervalo [0, lj 
por uma funcão linear.

SQIOQËG 
Seja S o subespaço de todas as funções lineares em C[0, 1]. Embora as funções 1 e x 

mação por mínimos quadrados.

cubram 5, elas não são ortogonais. Procuramos uma função da forma x â€” a que seja orto-

1 

(l,x â€” a) = (x â€” a) dx = z â€” a 
) 

0

.' .:n ert subespaço 5 de R"' é

p u)(x) = 1 e uz(x) = M12 (x â€” -)

formam uma base ortonormal para S. 
Sejam

, j;:;e :,=-::-"m uma base ortonormal

I 

c) = ut(x) e'dx = e â€” 1 
0

e3!

1 

cz = uz(x) e'dx = K3(3 â€” e) 
0

1,0 A projeção

p(x) = c1u)(x) + czuz(x) 

= !e â€” 13 I + v 313 â€” e! [~12 (x â€” -')] 
= (4e â€” 10) + 6(3 â€” e)x

0,5

0,5 1,0
é a melhor aproximação linear por mínimos quadrados de e' em [0, 1] 

~~~".n~=,nte ao subespaço S

gonal a l.

(ver Figura 5.5.4).

~"e=:-:=:tc encontrar uma base

-ntâo, para qualquer
b.

==": '"-= projecão correspon-

1 0 0 

0 1 0 

0 0 0

Então, a = â€”. Como ~~ x â€” â€” ~~ =, segue-se que 
1 1 1 

2'

5 

3 

4
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um polinô-

A última igualdade segue da identidade

senâ

: . Deixamos para o leitor
1 

(k > 0) 
2

"> = i(ck â€” c â€” k)+ c

Destas identidades, segue-se que

e, portanto, o polinômio trigonométrico

pode ser reescrito na forma complexa como
n 

t„(x) = P cke'k'
k= â€” n

kx

~» ~s harmônicas simples.

~.- . Então, podemos usar o 
o: quadrados a uma gun-

ou menor,

: â€” :: aproximação por míni-
que ocorrem 

: -, de um objeto se movendo 
Se fizermos

Em aplicações de processamento de sinais, é usual representar a aproximação trigono-
métrica na forma complexa. Para isto, definimos os coeficientes complexos de Fourier c„ 
b,:.

1 i7 

senkx) dx 
2 27r 

1 
dx (k > 0) 

27r

Definimos também o coeficiente c k como o complexo conjugado de c,. Logo,

então

k) senkx

~:r séries geométricas. 

sen kx

Il 

ao 

sen kx) 2 
k=l

A função f (x) representada na Figura 5.5.5(a) corresponde a um sinal ruidoso. Aqui, a variá-
vel independente x representa o tempo e os valores do sinal são mostrados como função do 
tempo. Neste contexto, é conveniente iniciar no tempo 0. Então, escolheremos [0, 2~] em 
vez de [ â€” vr, vr] como o intervalo para o nosso produto interno. 

Vamos aproximar f (x) por um polinômio trigonométrico

n

t„(x) = Q cke"
k= â€” n

Como mencionado na discussão prévia, a aproximação trigonométrica nos permite 
representar a função como uma soma de harmônicos simples. 0 k-ésimo harmônico pode 
k. Um sinal é 
suave se os coeficientes c, se aproximam de 0 rapidamente quando k cresce. Se alguns dos
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então a equação (5) pode ser reescrita sob a forma

N â€” 1 

N

de (y,, y„..., 
y~, ). A transformada discreta de Fourier pode ser determinada por uma simples multipli-
4, os coeficientes são dados por 

1 
áo = -(yo + yi + y2 + y3) 

4

1 
2 3 

Cil = -(yu + CO4yí + co4y2 + CO4y3) 
4 

1 2 4 6 
4

1 
3 6 9 

d3 = -(yo + ui4yí + co4y2 + co4y3) 
4

Se fizermos

1 1 
= - (yo, yi, y2, y3) 

4 4

pela matriz

1 1 

1 co4 

1 co4 
1 co43

1 1 
2 3 

ú)4 Cs' 

Czi M 4 4 
6 9 

co4 co4

1 1 

1 â€” i 

1 â€” 1 

i

1 1 

l 

I â€” 1 

â€” 1 â€” l

parecerá 

es iguais 
frequên-

matriz de Fourier. 
amostras, y„y„..., y~ „os coeficientes são calculados fazendoatemática 

instantes
1 

Fívz 
N

ientes de

integral.

(5)

ou 
é um eficiente algoritmo para calcular a transformada discreta de 
Fourier. Ela aproveita a estrutura especial das matrizes de Fourier. Ilustramos este método

tamanho

"'A sigla DFT é normalmente usada no Brasil, daí não ter sido traduzida. (N.T.1 

cujo elemento íj, ic) é dado por 

pela multi-
cálculo DFT requer um múltiplo 
já que é usada aritmética complexa). 

geralmente muito grande e em consequência 
o cálculo da DFT pode ser proibitivamente lento e custoso mesmo em potentes computadores 
modernos. Uma revolução em processamento de sinais ocorreu em 1965 com a introdução por 
James W. Cooley e John W. Tukey de um método drasticamente mais eficiente para calcular a 
transformada discreta de Fourier. Na verdade, acontece que o artigo de 1965 de Cooley â€” Tukey 
é uma redescoberta de um método que era conhecido por Gauss em 1805.

cii = â€” Q yicoív 

Ci2 â€” -(yO + ~4yí + ~4y2 + ~4y3) 

'*A sigla FFT é consagrada no Brasil. (N.T.)
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aproximadamente 100 milhões de operações. A relação entre as duas quantidades de ope-que as 
6 raarranjo é equivalente a

8N 
= 0,08 1.048.576 = 83.886 

N

Nesse caso, o algoritmo FFT é aproximadamente 84.000 vezes mais rápido que o algoritmo 

PROBLEMAS DA SEÇAO 5.5

( ) ((),0)',(0,1)'} v = u1 + 7us

13 1 

=: : se fizermos

2. Sejam
:;-. 0 cá)cu)o da traizsfor-

- -.:=: de blocos 1

racões é

DFT.

1)" }

SV2

] 
â€” V-Z-vvz J

, U2 ,Uz =U1

4

=omprimento 2. Se fizer-

0 conjunto

1 
S =, cosx, cos2x, cos3x, cos4xero de amostras for par. 

Fz. de modo que as colunas 
~Me ser particionada em

cos 0 â€” sen 0

. A transformada discreta de 

=x mprimento m. Além disso, 
ser calculada como duas

'i + 'z = llyll = yi + yz 
2 2 2,2 2

]â€”

. então podemos aplicar o 
~ca requerido para calcular 

:.â€” Zl de operações aritméticas 
- dramático é o aumento de 

5 = 2-' = 1.048.576, então 

adamente 8,8 trilhões 

100 2", ou

Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam 
uma base ortonormal para R'?

é uma base ortonormal 

para R'. 
(1, 1, 1)'. Escreva x como uma com-

usando o Teorema 
5.5.2 e use a fórmula de Parseval para calcular 

uz 
(1, 2, 2)r. Encontre a 
e 
u,. 

Seja 0 um número real fixo e sejam

é uma base ortonormal 

para R'. 
em R', escreva-o como uma 

c,x,. 
(c) Verifique que

uma base ortonormal para R' e seja 

= z, determi-
u'u,.

uma base ortonormal para um es-
paço com produto interno V e sejam

Determine o valor de cada um dos seguintes 
(a) (u, v) 

e v 
u„u,) uma base ortonormal para um espa-

csui 

(u„x) = 
t u„então quais são os possíveis valores de 

c,, c, e c,? 
8. As funções cos x e sen x formam uma base orto-

normal em C[ â€” zr, 4r]. Se

3cosx+2senx e g(x) = cosx â€” senx 

use o Corolário 5.5.3 para determinar o valor de

é um conjunto ortonormal de vetores em C[ â€” 2r, 

zr] com produto interno definido por (2). 
Use identidades trigonométricas para escrever 

a função sen4 x como uma combinação linear 
dos elementos de S. 

Use a parte (a) e o Teorema 5.5.2 para encon-
trar os valores das seguintes integrais: 

sen xcosxdx 
J sen xcos2xdx 

sen xcos3xdx 
sen xcos4xdx 

F,P, 
pode ser particionada em forma de blocos:
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1 â€” uB = (1 â€” u)(l + u + u'+ a matriz de pro-
=- ;: de RB'emR(A) e Seja Q 

: : projeta vetores de R" em BI

N(A'). 

I)]

N(A). 
correspondente a um 

. cujos vetores coluna são 

E R . Mostre que 
os quadrados do siste- ~U â€” nÍI â€” ii u* â€” Í fiB ~B

a matriz definida por

1

" M "sare que

.k â€” â€” â€” uÍ

fsk

1 <s<n, 
1<k<n

~ = â€” espio com produto in-

c ão de v em um subespaÍ;o 

Mostr q Ilpll â€” Ilvll Sob 
~ . Inlaldade? 

= : â€” espio com produto in-

' mr =-ão de v em um subespaço 

v). 
= â€” :~ al C[ â€” 1, 1] com produto

FBG„é 

+ + (uz)"
(x, x,) 

1 1 

n n

em que F„é a matriz cujo elemento (i, j) é o com-

-'Irr)glx) dx 1+u+u + +un'=0

â€”. ))) Í

=-..= - 1 e x são ortogonais. 5.6 0 Processo de Ortogonalização de Gram â€” Schmidt

= :: aproximaqão por mínimos 

[ â€” 1, 1] por uma função
Nesta seção, aprenderemos um processo para construir uma base ortonormal para um 
espaqo com produto interno n-dimensional V. 0 método envolve o uso de projeções 
(u„u,,..., 
u„). 

de modo que

scr

d- Ír"s e l(x) em [ 1, 1]. 

-:: com produto interno C[0, 1] 
c : Iiiii(10 pol'

Cob(xi,..., Xk)
- cr)g(x) dx

Para iniciar o processo, seja

=oberto pelos vetores 1 e

Xi

=- :-.. â€” 1 são ortogonais. 

= -r â€” ill. 
aproximaqão por mínimos 

~ > r por uma função do subes-

a projecção de x, 

(X2,UI)ui

Pelo Teorema 5.5.7,
cos nxI

ulnx)

~I, 
com produto interno definido por (2). 

32. Encontre a melhor aproximagão por mínimos qua-

por um polinô-
mio trigonométrico de grau menor ou igual a 2. 

33. Seja [x„x„...., x,, xk„, ..., xB) uma base orto-

normal para um espaco com produto interno V. 
Seja S, o subespaco de V coberto por xÍ xk ... xk 

e seja S, o subespaqo coberto por x, , „xk „..., xB. 
Mostre que S, i S,. 

um elemento do espio com produto inter-
as projecções 

em SÍ e S,, respectivamente. Mostre que 
(a) x = p, + p, 

0 e, portanto, S' = S,. 
35. Seja S um subespaqo de um espaco com produto 

xB) uma base ortogonal 
para S e seja x E V. Mostre que a melhor aproxi-
por elementos 
de S é dada por

36. Um escalar (real ou complexo) u é dito ser uma 
da unidade se uB = l. 

daunidade e u 4 
1, então

Use a fórmula de Euler (e" = 

sen t)) para mostrar que ÍoB é uma 
da unidade. 

(c) Mostre que se j e k são inteiros positivos e 
Í â€” Í â€” Ík â€” 0 u=to,', ez=to„' ), então u, z e uz são 

da unidade. 

37. Sejam ÍoB, u e z defmidos como no Problema 36. 

então seu ele-

mento (j, s) é

38. Use os resultados dos Problemas 36 e 37 para 
mostrar que FB é não singular e(x;, x;)

F '= â€” GB= â€” FB 

de f„".

em Cob(x,) = Cob(ur); isto é,
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k 

(2)

x„, são linearmente independentes, segue-se que xk, â€” p, é não nulo e, 
é um conjunto 
u„, são linearmente independen-
tes, formam uma base para Cob(x„..., x„,) e, em consequência,

(3)

Cob(ul,..., uk3 7) = Cob(xt,..., xk+7) 

é uma base ortonormal para V.
C 

é

em Cob(x„x,) =

ondex, = â€” 1, x„= 0 ex, = 1.

Solução 
Começando pela base {1, x, x'}, podemos usar o processo de Gram â€” Schmidt para gerar 

][1[] = (1, 1) = 3

assim

v 3

Faça-se: t. Seja

Portanto,

x â€” pt =x e llx â€” ptll = (x,x) =2
.. 77 â€” 1

Logo,

1 

. u, )Uk

Finalmente,

1 1 2 1 1 2
~2

2 2 2 2 2 2 2 
IIX â€” P2II 

3' 3 3==ente. Cob(u,) = Cob(x,). 

e, então,

x

e
Polinômios ortogonais serão estudados com mais detalhes na Seção 7.

é definido por

Xk~t â€” P Cixi

uma base ortonormal

~x

p2 = (x, â€” ) â€” + (x, â€” x) â€” x =â€”

a . u-...., uk} é um conjunto

3

(p. e) = P p(x;)e(x;)
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então A pode ser fatorada em um produto QR, onde g 
com vetores coluna ortonormais e R é uma matriz triangular superior 
cujos elementos diagonais são todos positivos. [Nota: R deve ser não singular, já 

pn, os vetores de projecção definidos no Teorema 5.6.1 
e seja (q J q,, ..., q„) uma base ortonormal para R(A) derivada pelo processo de Gramâ€” 
Schmidt. Definam-se

=--:o. formam uma base para 
dt pode ser usado para

n

parai = l,...,k â€” 1 e k=2,...,n

Pelo processo de Gram â€” Schmidt,

(4)r»qt = al 

rk â€” l,kqk â€” 1 n

0 sistema (4) pode ser reescrito sob a forma

al â€” rl 1 ql 

r22q2

as = â€” 2 
T

rlnql + .. + rnnqn

Se fizermos

(q» q2 ", q.)

e definirmos R como a matriz triangular superior

rll r12 

0

rin

r2n

os produtos internos 
são

0 0

então, a j-ésima coluna do produto QR será

a,

Portanto,

a2,..., a„) = A

EXEMPLO 3 Calcule a fatoraqão QR de Gram â€” Schmidt da matriz

Jorrado no seguinte teorema.

Teorema 5.6.2 A Fatoraqão QR de Gram â€” Shmidt

1 â€” 2 â€” 1 

2 0 1 

2 â€” 4 2 

4 0 0

que det(R) ) 0.]
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garantida pelo 

b

Se A é fatorada em um produto QR, estas equações se tornam

(QR) QRx = (QR) b

ou

R (Q Q)Rx=R Q b

portanto,

é a solucão das equações normais

RRx=R Qb

Como Rr é inversível, esta equação é simplificada para

Rx=Q"b ou x=R 'Q bEXERC PLG 4 Ache a solucão por mínimos quadrados de
Soluqão 
A matriz de coeficientes deste sistema foi fatorada no Exemplo 3. Usando esta fatoraçâo, 

2 2 4 

5 5 5

QTbrit=- de R. A fatoração é dada 2 

5

1 4 2 

5 5 5

4 

5

2 2 i 

5 5 5

0 sistema Rx = Q'b é facilmente resolvido por substituição reversa

5 â€” 2 1 

0 4 â€” 1 

0 0 2

A solução é x =( â€” >,0,1)

No Capítulo 7, consideraremos métodos computacionais para a solução de problemas de 
mínimos quadrados. 0 método QR do Exemplo 4 em geral não fornece resultados precisos 
quando executado em aritmética de precisão finita. Na prática, há uma perda de ortogona-
Podemos obter melhor 
precisão numérica usando uma versão modificada do método de Gram â€” Schmidt.

w .-' formam um conjunto orto-
= simplesmente x = A'b. Se A 

ta ortogonal em n, então a 
os quadrados.

-" - por mínimos quadrados de 
: rbtidas da fatoração dada no 

:mição reversa para resolver

1 â€” 2 â€” 1 

2 0 1 

2 â€” 4 2 

4 0 0

xi 

X2 

Xs

â€” 1

temos

â€” 1

2

â€” 1

1

1

â€” 2
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Q=Q e R=R
2 1 

1 1 

2 l

b=

7. Os vetores

{vi v2 . ) Ví}
1 1 1 â€” 1

:«Mo a serem ortogonais a 

.. :==- mtes para torná-los orto-

'ço íí}timo passo precisa-

. ~=:híte resume o processo:

2. Fatore cada uma das matrizes no Problema 1 em 

um produto QR, onde Q é uma matriz ortogonal e 

R é triangular superior. 

3. Dada a base ((1, 2, â€” 2)', (4, 3, 2)', (1, 2, 1)'} para 

R-', use o processo de Gram â€” Schmidt para obter 
uma base ortonormal. 

Considere o espaço vetorial C[ â€” 1, 1] com produto 
interno definido por

Encontre uma base ortonormal para o espaço co-
berto por 1, x e x'-. 

5. Seja

Use o processo de Gram â€” Schmidt para encon-

trar uma base ortonormal para o espaço coluna 
de A. 

Fatore A em um produto QR, onde Q tem um 
conjunto ortogonal de vetores coluna e R é 

triangular superior. 
(c) Resolva o problema de mínimos quadrados 

Ax=b. 

Repita o Problema 5, usando

20

formam um conjunto ortonormal em R4. Estenda 

q-

este conjunto a uma base ortonormal para R' en-
contrando uma base ortonormal para o espaço 

[Sugestão: primeiramente encontre uma base para 
o espaço nulo e então use o processo de Gramâ€” 
S chmidt.] 

8. Use o processo de Gram â€” Schmidt para encontrar 

uma base ortonormal para o subespaço de R4 co-

x, = 
(1, 1, â€” 1, 1)'. 

9. Repita o Problema 8, usando o processo modifica-
do de Gram â€” Schmidt. Compare suas respostas. 

Seja A uma matriz m X 2. Mostre que se tanto o 
processo clássico de Gram â€” Schmidt como o pro-

cesso modificado de Gram â€” Schmidt são aplicados

aos vetores coluna de A, então ambos os algorit-
mos produzirão a mesma fatoração QR, mesmo 

que os cálculos sejam realizados em aritmética de 

precisão finita (isto é, mostre que ambos os algo-

ritmos executarão exatamente as mesmas opera-

ções).

Seja A uma matriz m X 3. Seja QR a fatoração
QR obtida quando o processo clássico de Gramâ€” 

Schmidt é aplicado aos vetores coluna de A e seja 

QR a fatoração obtida quando o processo modi-

ficado de Gram â€” Schmidt é usado. Mostre que se 
todos os cálculos fossem efetuados usando aritmé-

tica exata, teríamos

e mostre que, quando os cálculos são feitos em 

nulo de

aritmética de precisão finita, r„não será neces-
q, 

0 que acontecerá se o processo de Gram â€” Schmidt

v,, v,}, 

q,.

são linearmente independentes, mas 

vi E Cob(v] v,). 0 processo falhará? Se falhar, 

E
R'". Mostre que se Q e R são as matrizes derivadas 

como? Explique.

pela aplicação do processo de Gram â€” Schmidt aos 

+ czqz + + c„q„

em R(A), então: 

QQTb 
QQT = A(ATA) 'A'

Seja U um subespaco m-dimensional de R" e seja
V um subespaço k-dimensional de U, onde 0 < 

Mostre que qualquer base ortonormal

de V pode ser expandida para formar uma base 
v,, ..., v, v„„, ..., v„,} para U. 

(b) Mostre que se W = Cob(v„4n v, „..., v,„), 
então U = V EB W.

Sejam Ue Vsubespaço de

R". No caso em que U A V = {0}, temos a seguin-

dim (U + V) â€” dim U + dim V

(Ver Problema 18 na Seção 4 do Capítulo 3.) Use 

vetores coluna de A e

(a) c = Q'b 

k < m. 

te relação de dimensões

o resultado do Problema 14 para demonstrar o teo-

dim (U + V) = dim U + dim V â€” dim(U 0 V)

rema mais geral
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~ -ados e como aproxima-
~ ~ problemas de mínimos

base ortonormal para
de polinômios

n â€” 1

p(x) = Qc;p;(x)
i=0

e, portanto,
n â€” 1 1

(pn, p) = (pn, Pc; p;) = Pc;(p„p;) = 0
i=0 i=0

P„'.

1 

1 
llp II

cesso de Gram â€” Schmidt é 

de VetOreS em um 

n., 
up,...

sequência

P

p) 

,, (p,p)
- ~~ :omado como aberto ou

para todo 

: â€” =- sequência de pnlinô- I 
anuência de polinômios',

em que n, = y, = 1 e

-. então

n+1

CnkPk(X)

pi 

k=o

(2)

n).

tr.=.s associados com vários 

= â€” =ada uma destas classes 

' -.:-.: de recursão é particular-
' :i:c nômios ortogonais têm 

'=:-=os-emos a estes polinô-
e. Em particular, os 

- =e diferenciais lineares de 

~ =-:enciais parciais da física

Segue-se do Teorema 5.5.1 que p,, p„..., p„, são linearmente indepen-
vetores devem formar uma base para P . Seja p(x) 
Então,

P„e

então

n â€” 1 

Q(p, u;)u; 
i=0 

(lle II) (lit II) 
pi 

,, (p;, p;)

f 

em que p„p„..., p„, são polinômios ortogonais. 

Outra característica interessante das sequências de polinômios ortogonais é que elas 

Teorema 5.7.2 Seja p„p„... uma sequência de polinômios ortogonais. Seja ai o coeficiente do

(p,p;) 

por elementos de P„é dada por

satisfazem uma relação recursiva em três termos.

defina-se p,(x) como o polinômio zero. Então

n.).p.-i (x) (n o)

<n= Pn â€” Yn= 
1 (Pn â€” 1~ XPn â€” 1) (Pn~ Pn) 

> 1) 
1)

Como ps, p„..., p„+, formam uma base para P„„podemos escrever
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(3)

)» p»-1(x)

Vejamos alguns exemplos. Devido a sua importância, consideraremos os polinômios clás-

Polinômios de L,egenrire 

Os polinômios de Legendre são ortogonais em relacão ao produto interno

(p, q) = p(x)q(x) dx 
â€” 1

~ . â€”. -"-.â€” i(x) Se escolhermos os coeficientes dos primei-

sicos, começando com os mais simples: os polinômios de Legendre.

então a fórmula recursiva para os polinô-

(4) 1(x)
-~~»os em cada membro de

Os 

Po(x) = I 

Pi(x) = x 

Pz(x) = -(3x â€” 1) 

mios de Legendre é

cinco primeiros polinômios da sequência são

Ps(x) = z(5x. â€” 3x) 

(5)

.,â€” . -.-P»-1) n

Poiinômios 6e Chebysitev 

polinômios de Chebyshev são ortogonais em relacão ao produto interno

1 

(p, q) = p(x)q(x)(1 â€” x ) '~ dx 
â€” 1

E usual normalizar os primeiros coeficientes de modo que a, = 1 e a, = 2' ' para k = 1, 

s(35x" â€” 30x + 3)

polinômios de Chebyshev são denotados por T„(x) e tem a interessante proprie-

cosn9

Esta propriedade, juntamente com a identidade trigonométrica,

cos(n+ 1)9 = 2cos9cosn9 â€” cos(n â€” 1)9

pode ser usada para derivar as relacões recursivas

xTo(x) 

> 1

: â€” ; acão recursiva no Teorema

, para o primeiro termo

a cada passo. Isto é razoável, já que qualquer múltiplo não nulo de um p„, particular será 

dade

também ortogonal a p,, ..., p». Se escolhermos nossos a, como 1, por exemplo, a relação 
recursiva seria simplificada para
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de 

H 

f(x;)L;(x) 
i=l

são definidas por
n 

x j) 

L;(x) = 

x j) 
j =1 
ji

pontos x„..., x„em 

n 

A; f (x; ) 
i =l

(7)

em que
b 

n

(x) for um polinô-
mio de grau menor que n. Se os pontos x„..., x„ forem escolhidos adequadamente, a fór-
mula (7) será exata para polinômios de maior grau. Com efeito, pode ser mostrado que se 
pb, p,, p,, ... é uma sequência de polinômios ortogonais em relação ao produto interno (1) 
ex,, ..., x„são os zeros de p„(x), então a fórmula (7) será exata para todos os polinômios de 
teorema seguinte garante que as raízes de p„são todas reais e ficam 
b) :

para os quais p„(x) 

1, ..., 
m. Podemos escrever

p„(x) = (x â€” xl) '(x â€” xz) . (x â€” x~) q(x)

q(x,) 4 O parai = 1, ..., m. Evidentemente m ~ 

(x â€” xl)(x â€” xz) ..(x â€” x )

produto

p„(x)r(x) = (x â€” xl) ' '(x â€” xz) ' ' . (x â€” x~) "' 'q(x)

portanto, não muda de sinal 

b 

dx g 0

Teorema 5.7.3 Se p„, p„p„... é uma sequência de polinômios ortogonais em relação ao produto 
b).

Lagrange,

A integral (6) é então aproximada por

Seja

em (a, b). Logo.,
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(x)"'"2 = ((x)"1)"'J. (q)
(B)

:sêpBpêpdozd sêlurn8ês

sB Tuêr AêqsAqêqg êp sorruour[od so ênb êxrsolzl[ 'g

'[ êl

-uêpgêoê onêrurzd o TuêzêArl sonuouqod so sopol

ês (x)'d ê (x)'d m[no[Bo Pmd Z Í C Bruêzoêy o êsíl

ouzêlur olnposd 

'H'"H(q) O'X 
'g (v) m[no[Bo Bmd ovs~noêz êp SB[nruloy sv êsí[ ']

oB OB>B[ar ruê STBU08olxo (x)'d ê (x)'d '(x)"d IUB rês Z 
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QpP) 
Qi(? )

f)i 
ptz

Q -z()) 
Q„r Q)

etn â€” )ixn â€” z

interno
A,yAz+ . +A« â€” â€” 2

1 â€” x)' dx Qp(7.) 
Q i(k)

satis-
Qp-z(k) 
Q -rP)

+ 1)y = 0

â€” BnH„(x) = 0,

Sejam

Azf(xz)
é satisfeita. 

Se

xry 
flxl l[y[f

n ~ 0.

- ordem

t = 

l.
~:=z= no Problema 6 são or-

- linômios de Chebyshev

)prn :.- =eguintes enunciados: 
.»=0,1,...

: : passa através dos pon-
:-. -'). use a fórmula de inter-

-onstruir um polinômio 

nos pontos dados. 
=- :. polinômio de grau menor 

~ =- -:r igual ao polinômio in-

=-. portanto, a soma em (7) 
â€”,x) to(x) dx. 

para 
~ : zadratura de dois pontos

- que grau a fórmula de 
-: ~zblema 13 será exata? 

Problema 13 para aproxi-

Como as aproximacões se comparam com os 
valores reais? 

Sejam x,, xz>.... X„pontos distintos no intervalo 
[ â€” 1, 1] e seja

r 

/;(x)dx> i = 1,...,)) 
â€” i

são as funcões de Lagrange para os 

Explique por que a fórmula de quadratura

f
r 

A„f(x„) 
â€” r

fornecerá o valor exato da integral quando 

(x) for um polinômio de grau menor que 
n. 

Aplique a fórmula de quadratura a um polinô-
mio de grau 0 e mostre que

Sejam x,, xz>..., x„as raízes do polinômio de 
Se os A, são definidos como no 
Problema 15, então a fórmula de quadratura

r 

(xn) 
â€” I

será exata para todos os polinômios de grau menor 

EXERCIIC[[Q5 MA%LAB

[0 : 4, 4, â€” 4, 1, 1]r e y ones(9, 1) 

(a) Use a função MATLAB norm para calcular 

os valores de [fx[[, [y[[ e [fx + y[[e para verifi-
car que a desigualdade triangular é válida. Use 
MATLAB para verificar também que a lei do 
paralelogramo

l[x+ v[l'+ ilx â€” yll' = 2(l[x[f'+ l[y[[z)

deve ser menor 
ou igual a 1? Use MATLAB para calcular o 
acos

então 

P[ = 0

Use os resultados da parte (a) e do Problema 
15 para formar um sistema linear não homo-
para determinar os coeficientes 
de quadratura A,, A,>..., A„. 

17. Seja Qp Qr .. uma sequência ortonormal de Poli-
nômios; isto é, é uma sequência ortogonal de poli-

nômios e f[Qil[ = 1 para todo k. 
Como pode a relacão recursiva no Teorema 

5.7.2 ser simplificada no caso de uma sequên-
cia ortonormal de polinôrnios? 

Seja A uma raiz de Q„. Mostre que A deve 
satisfazer a equação matricial

13, são os coeficientes da equacão 

Converta o 
ângulo para graus, multiplicando-o por 180/pz. 
(Observe que o número pr é dado por pi em 
MATLAB.) 

(c) Use MATLAB para calcular a projecção veto-
x â€” p e verifique 
calculando o produto 
[[z[[' + 
[[z e verifique que a lei de Pitágoras é satis-
feita. 

um conjunto de 
seguinte tabela de 
foi dada na Seqão 3 deste capítulo 
(ver Figura 5.3,3):

x: â€” 1,0 I 0,0 2,1 2,3):24;5,3 !6,0;:6,5 8,0 

Os nove pontos dados são aproximadamente linea-
res e, portanto, os dados podem ser aproximados

POntOS Xr > Xz» X». 

2n. recursiva.

yí â€” Í >02T â€” Ó,52 Ó,55 0,70 i Ó,7Ó [2, Í 3 ) 2,52." 2,82 3, S4
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y â€” y + 0,1 "" zand(1, 13)

e use o comando

y, 'x')
q=! :01:10;

x)

â€” csx + cp

x = polyval(c, q)

(ul, us,..., Uk)1+2sent

cl "- xand(1, 13)

~ :-e~. somente as duas úftiznas

de Vandermonde completa 
)':-= formações sobre a função 

~w obtidas digitando help 
nr" = que Vtenha sido construída, 

do sistema 
='-= usando-se a operação "i"

- :e: a funcão linear se ajusta 
~=.-~ um intervalo de valores

zrrr:=: cadentes da função podem 
- -:. :azando

x = polyval(c, q); 

:nção e os dados com o

.c =- um ajuste melhor usando 
::r um polinômio cúbico. 

calcular os coeficientes

, rr=-- 'iuste por mínimos qua-

e:;ontrando a solução por 
~sis de um sistema sobrede-

A matriz de coeficientes 

' -: ::mando as quatro últimas 

Para ver 
ente, novamente faca

= .bica e os dados, usando o 

plot de antes. Onde você 

~ c :-inste, no topo ou na base

ajuste tanto no topo quanto 
» - :e=ra. tente usar um polinômio 

~.==~e os coeficientes como 

' z ~ = últimas colunas de A. Faca 

r q i e trace os resultados. 

As equações pa-

kr : â€” ;ulo com centro em (3, 1) e

- =- .se MATLAB para gerar ve-
~ i e y para os pontos corres-

: . Em seguida, adicione algum 
s :t sendo

e o raio 
do círculo que fornece o melhor ajuste por míni-

0 : 0.1 : 6.3 

xl = c(1) + r "' cos (tl) 

para desenhar o círculo e os dados. 

Os 
R(A) são os 

quatro subespacos fundamentais associados a uma 
matriz A. Podemos usar MATLAB para construir 
bases ortonormais para cada um dos subespaços 
fundamentais associados a uma matriz dada. 

Podemos então construir matrizes de projeção 
correspondentes a cada subespaço. 

Faca

A = rand(5, 2) "' rand(2, 5) 

0 que você espera sejam o posto e a nulidade 

de A? Explique. Use MATLAB para testar sua 
resposta calculando rank(A) e Z â€” nu l l(A). 
As colunas de Z formam uma base ortonormal 

N(A). 
(b) Em seguida, faça

Q = Orth(A), W= null(A'), S = [Q, W] 

A matriz S deveria ser ortogonal. Por quê? 

Explique. Calcule S "' S' e compare seu resul-
Em teoria, ArW e WA 
deveriam ambas se constituir inteiramente em 

zeros. Por quê? Explique. Use MATLAB para 
calcular A' W e W'A. 

(c) Demonstre que se Q e W tivessem sido calcu-
lados em aritmética exata, então teríamos

A

mos quadrados aos pontos. Faça

y1 = c(1) + r "' sin(tl)

escreva SS' em função de Q e W.]

Demonstre que se Q tivesse sido calculado
Use MATLAB para verificar estas identidades.

em aritmética exata, então teríamos QQzb =

b para todo b 6 R(A). Use MATLAB para
A
* xand(5, 1) e calculando Q e Q' e b e

Como os vetores coluna de Q formam uma
b.

base ortonormal para R(A), segue-se que QQ'

Logo, para todo c E R', o vetorq = QQ'c é a

é a matriz de projeção correspondente a R(A).

projecão de c em R(A). Faça c = x anâ(5, 1) e

0 vetor r = câ€” 

Por quê? Explique. 

r. 
(f) A matriz WW» é a matriz de projeçâo corres-

pondente a N(A ). Use MATLAB para cal-
N(A') e 
r. 

(g) Faça Y â€” oxth(A') e use-a para calcular a 

matriz de projeção U correspondente a R(A). 

Seja b = xand(5, 1) calcule o vetor projeção 

de b em R(A'). Calcule também U" 

y deve-
ria estar em N(A). Por quê? Use MATLAB 

para calcular A "' s. 
Use a matriz Z = null(A) para calcular a 

N(A). 
e compare-o com s.

TESTE A BQ CAPlTULG 

Para cada um dos enunciados que se seguem, responda 

sempre verdadeiro e res-
ponda falso, caso contrário. No caso de um enunciado 

verdadeiro, explique ou demonstre sua resposta. No 
caso de um enunciado falso, dê um exemplo para mos-

verdadeiro.

são vetores não nulos em R", então o vetor 

projeção de x em y é igual ao vetor projeçâo de y 
em x. 

1, 
e y são linearmente independentes. 

3. Se U, V e W são subespacos de R' e U 1 Ve V 
W, então U J W. 

4. É possível encontrar um vetor nâo nulo y no espa-
co coluna de A tal que A'y = 0. 

então AA' e A'A têm o 

mesmo posto. 

A, tem colunas linearmente 

não 

tem uma única projeção no espaco coluna de A. 
tem uma 

única soluçâo por mínimos quadrados. 

8. Se Q, e Q, sâo matrizes ortogonais, então Q,Q, 

também é uma matriz ortogonal. 

é um conjunto ortonormal de 
vetores em R" e

então UrU = I, (a matriz identidade k X k). 

é um conjunto ortonormal de 
vetores em R' e

(ul,u2~ -. uk) 

n).

Verdadeiro ou Falso
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Mostre que

1 2

2 â€” 2

0 4 

0 0

I T)g(x)dx

n x.

-hx)g(x)dx

-r -'uste por mínimos quadrados

- h = e ortonormal para um su-
I x) = ci + cix.

".:~ S de um espaço com pro-

+Ui 4UI 

x [i. 
p e 

. â€”.: activamente.

â€” 6

(x, y). 

m ~ :o que nroietam vetores de 

1

1

6

:~ â€” â€” Schmidt é aplicado para 

'xse = â€” :-normal para R(A) e uma 

> =:: c depois que os dois pri-
forem calcula-

e preencha 
"-.;i~I.=.- '= 0 e R. 

-- . :P. para encontrar a solução 
b. 

â€” = ~:.c são ambas vetores unitá-

: produto interno definido

cos x + scn xiii.
= :ital C[ â€” 1, 1] com produto

1 
u,(x) = e u(x)= x 

~2 2

formam um conjunto ortonormal de vetores.

(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar a 
melhor aproximação por mínimos quadrados 
de h(x) = x'" + x'-'-' por uma função linear.
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6. I Autovalores e Autovetores

=-=: â€”.ção ocorre em muitas 
então A é dito um

A 03 08

para resolver
~~ =-= aplicações, incluindo
.' ='= molas e as vibrações

~:r .m sistema de equações

é o vetor formado 

â€” zção da equação é deter-

5996 ' zu 6ppp ' - 6ppp

0,3 0,8 6000 6000

exos. Nesse ambiente, nos 

~'s para formar uma base 
-úmeros complexos). Na

sto ou não. Onde hou-

.: =-,ões. Se você já afi-
- ~: engenheiros projetam 

atura. Esta preocupa-
-omo a Califórnia. Os 

~= ~.-ados para determinar 
~~~ flexão em uma viga.

::-mrais associadas a ope-
-' ;omo representando um 

i. :==. : para entender como 
-' ~r em qualquer autovetor 

-.:-: por um fator constante. 
:~=: qualquer combinação 
= base de autovetores para 
:i =m relacão a essa base e :-. 'eternos como isto é feito

Secão 5, introduzimos a decomposicão por valores singulares de uma matriz e mostramos 
quatro aplicações. Outra importante aplicação desta fatoração será apresentada no Capítulo 7. 

A Secão 6 trata de aplicacões de autovalores a equações quadráticas a várias variáveis e tam-
bém com aplicações envolvendo máximos e mínimos de funções de várias variáveis. Na Seção 
7, consideramos matrizes simétricas definidas positivas. Os autovalores de tais matrizes são reais 

e positivos. Estas matrizes ocorrem em uma grande variedade de aplicações. Finalmente, na 
Seção 8 estudaremos matrizes com elementos não negativos e algumas aplicacões a economia.

Muitos problemas de aplicações envolvem aplicar uma transformação linear repetidamente 
a um vetor dado. A chave para resolução destes problemas é escolher um sistema de coor-
denadas ou base que é em algum sentido natural para o operador e no qual seja mais sim-
ples fazer os cálculos envolvendo o operador. Em relação a estes novos vetores de base 
que representam as frequências 
naturais do operador. Ilustramos com um exemplo simples.

EXEHPLQ II Lembremos a Aplicação I da Secão 4 do Capítulo 1. Em uma certa cidade, 30%
das mulheres casadas se divorciam a cada ano e 20%o das mulheres solteiras se casam

a cada ano. Há 8000 mulheres casadas e 2000 mulheres solteiras e a população total
permanece constante. Vamos investigar a tendência de longo prazo se essas porcentagens

Para encontrar o número de mulheres casadas e solteiras após um ano, multiplicamos o

de casamentos e divórcios continuarem indefinidamente no futuro.

(8000, 2000)'por

0 número de mulheres casadas e solteiras após um ano é dado por 

0 3 0,8 2000 4000 

wz=Awi =A wo 
2

anos, devemos calcular w„= A"w,. 
Vamos calcular w», w„, w» desta maneira e arredondar os elementos para o inteiro 

A partir de um certo ponto, parece que obtemos sempre o mesmo resultado. De fato, w„â€” 

segue-se que todos os vetores seguintes na sequência se mantêm inalterados. 0 vetor (4000, 
para o processo. 

Suponha-se que inicialmente tivéssemos uma proporção diferente de mulheres casadas 
e solteiras. Se, por exemplo, tivéssemos começado com 10.000 mulheres casadas e 0 sol-
(10.000, 0) e podemos calcular w„como anteriormente multiplicando

Para determinar o número de mulheres casadas e solteiras após dois anos, calculamos 

mais próximo:

(4000, 6000) r e como
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como um sistema linear~~=~io. terminaremos com o

2ci â€” cz = p 

3ci + cz = 10.000 â€” p

~:é o mesmo vetor de estado 

uma base para 
~ : â€” ear A é facilmente deter-

~ : tado estacionário, por
Somando as duas equacôes, vemos que c, = 2000. Logo, para qualquer inteiro p no inter-

2000xi =

r ~ base naturalpara usar, já 
:-é~i- interessante usar outro 

" ~- =- possível, pois todos os 
1, 1) r,

Os vetores x, e x, eram os vetores naturais para usar ao analisar o processo no Exemplo 
1, já que o efeito da matriz A em cada um desses vetores era tão simples:

e Axz = zxz 
I

Axi = xi = lxi

Para cada um dos dois vetores, o efeito de A era simplesmente multiplicar o vetor por um 
escalar. Os dois escalares 1 e i podem ser pensados como as frequências naturais da trans-2 
formacão linear. 

Em geral, se uma transformação linear é representada por uma matriz n X n A e pode-
mos encontrar um vetor não nulo x tal que Ax = Ax, para algum escalar A., então, para esta 
é uma escolha natural para usar como um vetor da base para K" e o escalar 
A. define uma frequência natural correspondente a este vetor da base. Mais precisamente, 
usamos a seguinte terminologia para nos referirmos a x e A.

~:res da base. Se expressar-
e x„então

â€” -',000xz

EXEHPLG 2 Seja

Como

Ax= = =3 =3x
"-:=~o e o segundo compo-

(2, 1)r é um autovetor associado a A. Na ~- :~s'o para qualquer esco-
mo há um total de 10.000 

. =::: inicial é então
A(nx) = nAx = nAx = A(ux)

Por exemplo, (4, 2)r é também um autovetor associado a A = 3: 

(' ') (') = (':) ='(:) 
A equação Ax = Ax pode ser escrita sob a forma 

0

como antes,

~==. :mos a equação
Então, A é um autovalor de A se e somente se (1) tem uma solução não trivial. 0 conjunto 
que é um subespaço de R". Logo, se A é um autovalor de A,

característico 
ou 
associado a A.

valo 0 ~ p ~ 10.000, o vetor de estado estacionário será

será um autovetor, pois
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+ 3I) e qualquer múltiplo não nulo de ( â€” 1, 3)r 
é um autovetor associado a?t,. R

'EV? ZAX4?vauVuSSuCiú4+(2

EXENPLQ 4 Seja

2 â€” 3 1 

1 â€” 2 1 

1 â€” 3 2

Encontre os autovalores e os autoespaços correspondentes. 

2 â€” X â€” 3 1 

1 â€” 2 â€” 2 1 

1 â€” 3 2 â€” 2

= â€” XP. â€” 1)

Logo, o polinômio característico tem raízes A, = 0, A, = A., = 1. 0 autoespaço correspon-

1 0 â€” 1 

0 1 â€” 1 

0 0 0

Em consequência, o autoespaço correspon-

Solução

dente a A, = 0 é N(A), que determinamos da maneira usual:

dente a A., = 0 consiste em todos os vetores da forma n(1, 1, 1)'. Para encontrar o autoes-

1 â€” 3 1 

0' 0 0 

0 0 0

P. Logo, o autoespaço correspondente a A = 

3 

1 +P 
0

~.â€” 1 =0

EXEHPLG 5 Seja
: autovetores associados

A= [,' ',] 
Calcule os autovalores de A e encontre bases para os autoespaços correspondentes. 

Solluqão

-2 1 â€” ~ =(' )+
.~~iado a A„e ((2, 1)') é uma 
==a encontrar os autovetores 2i.

2 â€” 3 1 

1 â€” 2 1 

1 â€” 3 2

1 â€” 3 1 

1 â€” 3 1 

1 â€” 3 1

0 

0 â€” + 

0

0 

0 â€” + 

0

â€” 1

paco correspondente a A = 1, devemos resolver o sistema (A â€” I)x = 0:

1 consiste em todos os vetores da forma

0

1

0 

0 

0
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Os autovalores desta matriz serão todos reais e positivos. (Ver Exercício MATLAB 24 no 
suficientemente grande, cada autovalor A de A pode ser usado para 
sob a qual poderá ocorrer flexão. A mais importante 

destas cargas críticas é a correspondente ao menor autovalor, já que a viga poderá quebrar 
se esta carga for excedida.

Zi

APUCApG 2 Aeroespacial â€” A Qrientação do ónibus Espacial

Na Seção 2 do Capítulo 4, vimos como determinar a representação matricial correspondente 
Y, P 
e R. Lembre-se de que guinada é a rotação de uma aeronave em torno do eixo z, arfagem 
é uma rotação em torno do eixo y e rolamento é uma rotação em torno do eixo x. Vimos 
também na aplicação do avião que a combinação de uma guinada seguida de uma arfagem 
Os mesmos 
termos-guinada, arfagem e rolamento â€” são usados para descrever a rotação de um ônibus 
espacial de sua posição inicial a uma nova orientacão. A única diferença é que, para um 
ônibus espacial, é costume ter os eixos x e z positivos apontando nas direções opostas. A 
Figura 6.1.2 mostra o sistema de eixos para o ônibus, comparado com o sistema usado para 
um avião. Os eixos do ônibus para guinada, arfagem e rolamento são chamados de Z„Y, e 
X,, respectivamente. A origem do sistema de eixos é o centro de massa do ônibus espacial. 
Poderíamos usar as transformações de guinada, arfagem e rolamento para reorientar o ôni-
bus de sua posição inicial; entretanto, em vez de executar três rotações separadas, é mais 
eficiente usar somente uma rotação. Dados os ângulos para guinada, arfagem e rolamento, 
é desejável que o computador do ônibus determine um novo eixo único de rotação R e um 
ângulo de rotação P em torno desse eixo. 

No espaço 2D, uma rotação no plano de 45', seguida de uma rotação de 30', é equi-
valente a uma simples rotação de 75' da posição inicial. Da mesma forma, no espaco 3D, 
uma combinação de duas ou mais rotações é equivalente a uma única rotação. No caso do 
ônibus espacial, gostaríamos de executar as rotações combinadas de guinada, arfagem e

- o caso de uma viga. Se 
-uando a carga atingir um 

=' ;o. podemos esperar que 
-~w~ r ético e assim por diante. 
- ct. =o do eixo x no plano com 

' "'- -- =-a em qualquer ponto x e 
= :. Ver Figura 6.1.1.) 
::-:dições de fronteira

(3)

.=-.- 1 m procedimento padrão
'- para aproximar a equação

= -. subintervalos iguais

n

-~ Se fizermos h = ~ e usar-
11 

equa-

mc:enças padrão é dada por

Pli
=-= â€” ~s X = ~', então o sis-

-'~ =,'t>, onde
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Az = Az = ).i

~~ a.o eixo R e passa pela ori-
6 1.3.) 0 ângulo de rotação

ai 1 â€” x a 12

a 21 a22

ain

a2~

p(X) = det(A â€” ) I) = (4)

a„„â€” 2a„i a~2

(a / / â€” ).) (a22 â€” 1) . (a„„â€” Z) (5)

(6)

Segue-se de (4) e (6) que

2„= p(0) = det(A)

p~-.alor de A, entaobi

=ixo R. 0 novo eixo pode 
tormacão Q. 

=-~ada, arfagem e rolamento 
=rrrunante igual a 1. Então, 
~ = 1 como autovalor. (Ver 

per-
é um autovetor unitário 

: : xo de rotação. 
- <' rote-se que e, representa a 
~:- a rransformaqão. Sc proje-

é 
usado para denotar o complexo conjugado de A. Uma notarão similar pode scr usndn 

para matrizes: Se A = (a,,) é uma matriz com elementos complexos, então A = (a,,) 
é a matriz formada de A fazendo-se os conjugados de cada um de seus elementos. 

como uma matriz com a propriedade A = A. Em geral, se 
é possível, então 
(ver Problema 20). 

Não só os autovalores de uma matriz real ocorrem em pares conjugados, mas o mesmo 
ocorre com os autovetores. Com efeito, se A é um autovalor complexo de uma matriz real 
é um autovetor associado a A, então

é um autovetor de A associado a ~. No Exemplo 5, o autovetor calculado 
era 

A. Se p(A) é o 

Expandindo ao longo da primeira coluna, obtemos
n 

det(A â€” XI) = (ai 1 â€” 2) det(M11) + p a;1( â€” 1)'+' det(M;1) 
1=2

não contêm os dois elementos diagonais (a~~ A) e 

n â€” 2 

z=(l,-i) .

polinômio característico de A, então

(a,, â€” A). Expandindo det(M~,) da mesma forma, concluímos que

dos elementos diagonais. Quando (5) é expandida, o coeficiente de A" será ( â€” 1)". Logo, 
o primeiro coeficiente de p(A) é ( â€” 1)' e, portanto, se A„..., A.„são os autovalores de A, 

pp,) = ( â€” 1)" () â€” Xt)p. â€” 22) p, â€” ),„)

então

= (Xt â€” 2)() 2 â€” 2) .. P,„â€” 2)

ii 

De (5), também verificamos que o coeficiente de ( â€” A)" ' é ga„.. Se usarinos (6) para 
i =1 

il 

determinar este mesmo coeficiente, obtemos gA, Segue-se que 
i=1
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EXENPLG 7 Dadas

0 3 3 2

S 'TS, A : escrita tr(A).

" = {-: ') (: ') {' ') = ( ' :) 
Deixamos para o leitor verificar que os autovalores desta matriz são A, = 2 e A, = 3.

PROBLEMAS DA SECAO 6.1 
Encontre os autovalores e os autoespaços corres-

pondentes para cada uma das seguintes matrizes:

6 â€” 4](b)

(d):-: l3oserve-se que

: =- 4. Para valores maiores 

= â€”. ;o. No Capítulo 7, apren-
~ ~: métodos não envolverão 

=-=:lados por algum método 
com o traco de A.

2 0 0 0 

0 2 0 0 

0 0 3 0 

0 0 0 4

A= cosH â€” senH] 
sen& cosH J2. Mostre que os autovalores de uma matriz triangu-

lar são os elementos diagonais da matriz. 

Demonstre que A é sin-

gular se e somente se A = 0 é um autovalor de A. 

Seja A uma matriz não singular e seja X um au-

tovalor de A. Mostre que 1/A é um autovalor de 
A ' 

Mostre que se ne-
nhum dos autovalores de A é igual a 1, então a 

equação matricial

iss =-os alores de matrizes simi-

4 se existe uma matriz

- w ='nas matrizes têm o mesmo 

respectiva-
'AS.

A/=a;;+g(an â€” )„) para j=l,...,n 
>PiXA+8 = X

terá uma única solução. 

um autovetor as-
sociado a X. Use indução matemática para mostrar 

é um 
autovetor de A" associado a X"'. 

2A + 
A' 

é um autovetor de A, asso-
ciado a um autovalor X de A, então x é também

: característico. Como as duas 

8

0 1 

0 0 

0 0 

1 2 

0 3 

0 3 

â€” 2 

1 

0 

3 0 

4 1 

0 0 

0 0

0 

1 

0 

1 

1 

â€” 1 

0 1 

0 â€” 1 

1 â€” 1 

0 0 

0 0 

2 1 

0 2

associado a um autovalor 

Como A. e p, são relacionados? 

Mostre que se A = 1 é um autovalor de A, 

será singular. 

se A'- = 
A. Mostre que se A é um autovalor de uma matriz 

idempotente, então X deve ser 0 ou 1. 

se A' = 0 para 
algum inteiro positivo k. Mostre que todos os au-
tovalores de uma matriz nilpotente são 0. 

A â€” uI para 

se 
comparam? Explique. 

É pos-
sejam similares? Explique, 

Mostre que A e Ar têm os mesmos autovalores. 
Elas têm necessariamente os mesmos autovetores? 

Explique. 
Mostre que a matriz

terá autovalores complexos se 0 não for um múlti-

plo de m. Dê uma interpretação geométrica a este 
resultado. 

SejaA uma matriz 2 X 2. Se tr(A) = 8 e det(A) = 
12, quais são os autovalores de A.z 

com autovalores 
X,, ..., X„. Mostre que

+ 
b = 
â€” tr(A) e c = det(A). 

17. Seja A um autovalor não nulo de A e seja x um 

autovetor associado a A. Mostre que A'"x é também 

um autovetor associado a X para I = 1, 2, .... 
seja A um autovalor de 

tem posto k, qual é a dimensão do 

autoespaço correspondente a A? Explique.

T:

~~ : . dores.
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e use inducão matemática para demonstrar (b) Mostre que

XI)

det(D„,P.)) = ( â€” 1)"'(a„,X"'+ a„, ik"' '+

que

+ a tl + a//)

= (a„ i â€” Á.)( â€” 2)" ' â€” det(D/ z) 

a, uma base ortonormal para R" 
"zr=~'ção linear das matrizes de 

Se

-u-u + + c„u„u„ 
T T

.- matriz simétrica com autova-

. =- ::: u. é um autovetor associa-

: z~ias colunas têm todas a 

"m--:= d. Mostre que ô é um auto-
atnyn 

a2nynx 
-" :- eciado a A, e seja y um au-
e y são

/ 

annyn

Viyi 

V2
Y'=

yn

então o sistema pode ser escrito sob a forma10 e 33.] 

a.,A.' ' â€ ... â€” a,A 

l,eseja
Y'=AY

at ad 

0 0 

0 0
y' = ay

1 0

a raiz dep(A.) = 0, então 
r~ :-:: de C com autovetor x =

eÁt

= p(Á)

x eÁt
=e x 

Át

extProblema 35(b) é válido 

.- = tovalores de pQ) não sejam 

â€” = =.o como se segue:

at ad

0 0

AY=e 'Ax=ke 'x=dY= Y'

seja A. um autovalor não 
= : ': se x é um autovetor associa-

Logo, 
zr =pendente a A, é um subespaço 

oeA.

Mostre que 

BA. 

iic . zd.alordeAB, então A = 0é 

BA. 

n A e B

:=-a mostrar que se p(A) tem 
:.-. então p(/1) é o polinômio 

'L . 

de

6.2 Sistemas de Equat„-ões Diferenciais Lineares

Autovalores exercem um importante papel na solucão de sistemas de equações diferenciais 

então ele 

lineares. Nesta secão, veremos como eles são usados na solução de sistemas de equações 
diferenciais lineares com coeficientes constantes. Começamos considerando sistemas de 

Se fizermos

Consideremos primeiramente o caso mais simples, 

Evidentemente, todas as funções são da forma

equações de primeira ordem da forma

1, o sistema é simplesmente

(c uma constante arbitrária)

) 1 é usar

na qual x = (x,, x,, ..., x„)'. Para verificar que uma função vetorial deste tipo funciona, 

XY

calculamos a derivada

como um autovetor associado a )1, então
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então qualquer combi-

Y(0) yt (0) 60

(5 L/min) g/L = g/min 
yz(/) y~(/) 
200 40

e a taxa na qual o sal é bombeado para fora é

(20 L/min) g/L = g/min 
yt(/) yl(r) 
200 10

yz(r) yt (r)
40 10

OcomA = A,eA = 
x- = i 1. â€” 1)r é um autovetor

Água
15 L/min

Mistura 

5 L/min

Então

ë ema de valor inicial é dada

Mistura Mistura 

is L/min

',w:~r de A e x como um autove-

AY. Isto será verdadeiro quer 
solucões de Y' = AY, então

xe:- as funções vetoriais con-
então 
ë:ema tem uma única solu-

Dois tanques são conectados como mostra a Figura 6.2.1. Inicialmente, o tanque A contém 

20 L/min

contém 200 
litros de água pura. 0 líquido é bombeado para dentro e para fora dos tanques nas taxas 

Solução 

respectivamente, no 

A quantidade total de líquido em cada tanque permanece 200 litros, já que a quantidade 
bombeada para dentro é igual a bombeada para fora. A taxa de variação na quantidade de 
sal em cada tanque é igual a taxa na qual ele está sendo adicionado menos a taxa na qual ele 
está sendo bombeado para fora. Para o tanque A, a taxa na qual o sal está sendo adicionado 
é dada por

Logo, a taxa de variação no tanque A é dada por

a taxa de variacão é dada por

20yt (t) 20y~(t) yt (t) yq(t) 
y~(r)â€” 

200 200 10 10

t.

Inicialmente,
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P ; dor inicial 

Yz = â€” (e 'x â€” e 'x) = Im(e 'x) 
21 

são solucões de Y' = AY. Tomando as partes real e 
imaginária de 

).t ta+tb)i 
e x=e 

Imx) 
vemos que 

Rex â€” (senbt) Imx] 

x] 

EXENPLQ 2 Resolva o sistema 

Solução 
Seja 

(1, 1 + i)' e 
respectivamente. 

sent) 
e x= 

ez'(cost+i sent)(1+i) 

'sent 

+ sent) 

Seja 

e 'cost 
z, 

t) 

2t 

x) = [ )
sent 

[ e '(cost+ sent) 
Qualquer combinação linear 

ci Yi + cz Yz 

será uma solução do sistema. 

autovetores linearmente 

independentes, a solução geral pode ser obtida pelos métodos apresentados. 0 caso em que 
autovetores linearmente independentes é mais complicado; em conse-
quência, vamos adiar a discussão deste caso até a Secão 3.
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tem autovalores

22 = â€” 1, k4 : 3

Correspondendo a estes autovalores temos os autovetores

xi = (1, â€” 1, 1, â€” 1), X2 = (1, 5, â€” 1, â€” 5)

x3 = (1, 1, 3, 3) x4 = (1, â€” 5, â€” 3, 15)

Logo, a solução será da forma

cixte + czxze + c3X3e + c4X4e 
â€” t 3t â€” 3t

temos

cixi + czx2 + c3x3 + c4X4 = (4, 4, 4, â€” 4)

ou, de forma equivalente,

A solução para este sistema é c = (2, 1, 1, 0)' e, portanto, a solução do problema de valor 

Y = 2xte' + x2e ' + X3e '
2n de primeira ordem

Portanto,

c3t 

2ct ~ 5C â€” t g C3t 

2ct ~ â€” t y 3~3t 

2ct 5c â€” t y 3c3t

~. então o problema de valor

Em geral, se tivermos um sistema de ordem m da forma

Ai Y+ A2Y'+ + A~Y'"

podemos transformá-lo em um sistema de primeira 

Yi=Y,Y2=Yi,...,Y =Y'

Terminamos com um sistema da forma

Y'i 
Y2

I 0 

I

0 

0

Yi 
Y2

Y'

I Y 

Y

haverá 
exatamente uma solução para o problema. 

Se o sistema é simplesmente da forma Y' ' = AY, não é normalmente necessário intro-
duzir novas variáveis. Neste caso, precisamos somente calcular as raízes de ordem m dos

1

inicial é

ordem fazendo

At A2 A3 A~

â€” 1

1

â€” 1

52 

Xz

1

5

â€” 1

â€” 5

1 1 

1 â€” 5 

3 â€” 3 

3 15

Ci 

c2 

C3 

C4

4

4

4

â€” 4
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é uma raiz
1 
â€” (e" â€” e ")vi = (Ime")vi = (sent)vi 
2l

3t)vz

(Ime .")vz = (sen+ 3t)vz

temos

e xi(0) = xz(0) = 2xi(0) = xz(0) = 0:~ serão as das molas 2 e 3.

Segue-se que

ci + cs = 0 cz+ v3C4 = 2
e

ci â€” cs = 0 c, â€” K3C4 =2

e, portanto,

e cz=2ci = cs = c4 = 0

-- ~aiai de ambas as massas 

r.

(2)

~=o- o autovetor v, = (1, 1)' 

MY"(r) = KY(r)

são fixas. As 

as três molas são uni-
=orlo. Uma força é exercida 

o: horizontais das massas 

= os que não há forças retar-
serão 

2 será k(x, â€” x,). Pela

são também soluções de (2). Similarmente, para A, = â€” 3 temos o autovetor v, = (1, â€” 1)' 

são soluções de (2). Logo, a solução geral será da forma

c4(sen+ 3t)vz 

+ cs cos> 3t + c4 sen ~3t 
cos> 3t â€” c4 sen~3t

Logo, a solução do problema de valor inicial é simplesmente

As massas vão oscilar com frequência 1 e amplitude 2.

Como outro exemplo de um sistema físico, consideramos as vibrações de um edifício. 
Se o edifício tem k andares, podemos representar a deflexão horizontal dos andares no 
(y,(t), y,(t), ..., y„(t)) . 0 movimento de um 
edifício pode ser modelado por um sistema de equações diferenciais de segunda ordem 
da forma

é uma matriz diagonal cujos elementos correspondem aos pesos 
K são determinados pelas 
Y<„= 
associado a um autovalor A e o.é a raiz qua-
drada de A.

~~-~ que

e o., = v3i. Segue-se que
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x,(t) os deslocamentos das respectivas massas uo xr(0) = xz(0) = xa(0) = l 

x',(0) = x,'(0) = x,'(0) = 0
V- =tuza

t.

â€” 'n nnl r lrzz

y" = arry + azy'+ + a„ iy"

6.3 Diagonalizar;ão

A, em um produto 
é diagonal. Vamos dar a condicão necessária e suficiente para 
a existência de tal fatoração e ver vários exemplos. Comecamos mostrando que os autove-

A, com autovetores

tores associados a diferentes autovalores são linearmente independentes.

x, são linearmente independentes.

e suponha-se 
e A, se necessário) que x„..., x, são linearmente 
são linearmente dependentes, existem escalares 
c,, ..., c,, c,.+,, não todos nulos, tais que

clxl + ~ ~ + c,-x, + c>-y]xrs i = 0

x,. seriam dependentes. Assim, c,.+, x,.„r 4 0 

clAxi + + c,.Ax,. + cr'+i Ax,+l = 0

ou

i x[ + ' + Cr r(yxz + Cyptkr +txr pi : 0

Subtraindo zt,+r vezes (1) de (2) fornece 

cl (Xl â€” 2,.+t)xi + + c,. (2, â€” X,+t)x,. = 0 

autovetores 
linearmente independentes.

(a) Deduza um sistema de equacões diferenciais 

de segunda ordem que descreva o movimento 
do sistema. 

nz, = â€” ', 
k=l e

em um sistema de equacões de primeira ordem 

e, portanto, c„..., c,. não podem ser todos nulos. Multiplicando (I) por A, obtemos

deve ser igual a k.

n. 
Determine o poliuômio característico da matriz de 
coeficientes deste sistema.
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EXENPLQ I Seja

2 -S

Os autovalores de A são A., = 1 e A, = â€” 4. Correspondendo a A, e A,, temos os autovetores 

X=

Segue-se que

é não singular

X

1 2 0 4

~ autovetor associado a A,. 
autove-

EXENPLG 2 Seja

É fácil ver que os autovalores de A são A, = 0, A, = 1 e A, = 1. Correspondendo a A, = 

x~ (3 1)re x (1 2)r Seja

0, temos o autovetor (1, 1, 1)r, e correspondendo a A = 1, temos os autovetores (1, 2, 0)r 
são 
= : :-=rovalores corresponden-

w ;.lunas de uma matriz dia-

~ ~ulos produzirá uma nova
1 1 1

e(1,0, 1)'. Seja

1 2 0

1 0 1
e =agonalizável. Se os autova-
n Segue-se que

XDX '. 1 1 1 0 0 0 

l 2 0 0 1 0 

1 0 1 0 0 1

XDX

Embora A = 1 seja um autovalor múltiplo, a matriz ainda pode ser diagonalizada já que há 
x-'

XDX-' = A

para todo k ~ l.vcular potências de A.

g linearmente independentes 
(Alguns dos A, podem 
Segue-se que

AX=â€” 

=[o 4]

3

três autovetores linearmente independentes. Observe-se ainda que

A= 2

2

3 â€” 1 â€” 2 

2 0 â€” 2 

2 â€” 1 â€” 1

â€” 1 â€” 2 

0 â€” 2 

â€” 1 â€” 1

â€” 2 1 2

0

2 â€” 1 â€” 1
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dize-
matriz defeituosa não é dia-

Se escalarmos o vetor inicial de modo que seus elementos indiquem as proporções da 
indicarão as proporções 
anos. A sequência de vetores que geramos desta 
Modelos de cadeias de Markov ocorrem 
em uma grande variedade de campos de aplicacões.

kefiriição Um processo estocástico é qualquer sequência de experimentos para os quais o resul-
é um processo 
estocástico com as seguintes propriedades:-rrespondente a A = 1 deve 

~:c= .er diagonalizada. 8
0 conjunto de resultados ou estados possíveis é finito. 

A probabilidade do próximo resultado depende somente do resultado anterior. 

As probabilidades são constantes ao longo do tempo.
0 

0 0 seguinte é um exemplo de um processo de Markov.

Um negociante de automóveis aluga quatro tipos de 
veículos: sedans de quatro portas, carros esporte, minivans e veículos utilitários esportivos 
(SUV). 0 prazo de aluguei é de dois anos. Ao fim do prazo, os clientes devem renegociar 
o aluguei e escolher um novo veículo. 

0 aluguei de automóveis pode ser visto como um processo com quatro resultados pos-
síveis. A probabilidade de cada resultado pode ser estimada examinando arquivos de alu-
guéis anteriores. Os arquivos mostram que 80% dos clientes atualmente alugando sedans 
continuarão com a prática no próximo aluguei. Além disto, 10% dos clientes atualmente 
alugando carros esporte mudarão para sedans. Ainda, 5% dos clientes dirigindo minivans 
ou veículos utilitários esportivos também mudarão para sedans. Estes resultados são resu-
midos na primeira linha da Tabela 1. A segunda linha indica a porcentagem de clientes que 
alugarão carros esportivos na próxima vez e as duas últimas linhas dão as porcentagens dos 
que alugarão minivans e veículos utilitários esportivos, respectivamente. 

Suponha-se que inicialmente há 200 sedans alugados e 100 de cada um dos outros tipos 
de veículos. Se fizermos

- = ioespaço correspondente
n=armente independentes,

0. 1, 3)' correspondente
tem três

z'- = defeituosa. Embora A =

~==- ".aosa. já que o autoespaco

=-.;res linearmente indepen-
multiplicidade 

=- :. Em contraste, a matriz A 
:='- :. o autovalor A = 2 tem 

' - : liiplicidade geométrica é 
8

0,80 0,10 0,05 0,05 
0,10 0,80 0,05 0,05 
0,05 0,05 0,80 0,10 
0,05 0,05 0,10 0,80

200 

100 

100 

100

Xp =

então podemos determinar quantas pessoas alugarão cada tipo de veículo dois anos depois 

0,80 0,10 0,05 0,05 
0,10 0,80 0,05 0,05 

0,05 0,05 0,80 0,10 
0,05 0,05 0,10 0,80

200 

100 

100 

100

180 

110 

105 

105

Xi =AXp=

Probabilidades de Mudanças para Aluguei de Veículos 

Aluguei Atual

Sedan Carros Esportlvos U SUV Próximo Aluguei

0,80 

0,10 

0,05 

0,05

0,10 

0,80 

0,05 

0,05

0,05 

0,05 

0,80 

0,10

0,05 

0,05 

0,10 

0,80

Sedan 

Carros Esportivos 

SUV

fazendo

Minivan 
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ero total de clientes), então

xi= limx. >0 
(t)

--c -- veículo. Os elementos 

e x, são vetores de pro-
-~s 'os na cadeia serão todos

x
k â€” + oo k â€” + oo k â€” 3 OO

1 
4 4 3, ..., n
1 1 

4 4

1 1 
2 2

0

0 0

=2,3,...,n

gk
t

gk
2

0
=E

-'onário

0

~azo. os aluguéis de veículos

a sequência de 
tran-

~vns c.ujp s~m~ é l . l~~ 
=--.=tuplo, a primeira coluna de 
Cs =lementos desta coluna são 

~: i-uel for renovado. 

:~z são não negativos e a soma 
ser vistas como vetores

" --i pelos autovalores e auto-
~ =EA,=08eA,=A,= 

or s linearmente indepen-
: forem usados para formar

1

â€” 1

0

0

Em geral, supomos que o vetor inicial x, de uma cadeia de Markov é um vetor de pro-
babilidades e isto implica que todos os vetores de estado são vetores de probabilidades. 
Espera-se, então, que se a cadeia converge para um vetor de estado estacionário x, o vetor 
de estado estacionário deve também ser um vetor de probabilidades. Este é, com efeito, o 
caso, como mostraremos no próximo teorema.

A, converge para um 
então

(1) x é um vetor de probabilidades. 

(ii) A, = 1 é um autovalor de A e x é um autovetor associado a A~.

Chamemos o k-ésimo vetor de estado da cadeia de xp : (x] xp", 
..., x'"')'. Os elementos de cada x„são não negativos e têm soma 1. Para cada j, o j-ésimo 
elemento do vetor limite x satisfaz

x~+xz+ +x, = lim(xt +x> + +x„) = 1 
k-+ oo

Portanto, o vetor de estado estacionário x é um vetor de probabilidades.

Dernonstraí.'ao de (ii) Deixamos para o leitor demonstrar que A, = 1 é um autovalor de A. 

então A, = 1 é um autovalor de A e os 
outros autovalores satisfazem

(ver Problema 24 do Capítulo 7, Secão 4.) A existência de um estado estacionário para uma 

(Ver Problema 25.) Segue-se que x é um autovetor associado a A„já que

da matriz de 
transiqão A. Um autovalor A., de uma matriz A é dito um autovalor dominante se os autova-

Teorema 6.3A Se A, = 1 é um autovalor dominante de uma matriz estocástica A, então a cadeia de 
Markov com transiqão A convergirá para um vetor de estado estacionário.

Demonstraí.'ao No caso em que A é diagonalizável, seja y, um autovetor associado a A, = 
cujo elemento 
(1, 1) é 1 e cujos elementos restantes são nulos, então quando k â€” > co,

'x„, então

Y(ctet) = ctyt

lores restantes satisfazem
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1 1

n

zn; z 
n

1

a;i â€” â€” 0,85 â€” j 0,15â€”

+ (1 â€” p)â€”
n

(4)

1 â€” p 1 â€” p 

n n

x>s i = Axi, j = 0, 1, 2,

h ~ 'M.~'áov. 

~ i alor dominante Zt> = l. 
de forma canô-
--.--nilo complementar da rede 

X 
z â€” - matriz bidiagonal superior 
=- == na diagonal diretamente 

utovalor dominante A, = 
..=-o em que A é defeituosa 

»ie= -'triz bidiagonal J. R

~ r e estado estacionário. No 

sicão A são positivos. 
para qualquer vetor 

elementos estritamente 

== 'sIarkov com matriz de 

i:- :- -1 são positivos. 
cujos elementos são todos 

:r==- devido a Perron. 0 teo-

::- =ão A de um processo de

:a pesquisa por palavra-
= - :--.. g-ral, o mecanismo de 

= := busca e categorizará as 
ões de páginas sendo 

r =-= â€” ndem a todas as palavras 

= :-meiro ou segundo lugar 
r çõcs que você está bus-

~- :-. Nesta aplicacão, iremos 

=- efetivamente um gigan-
=.:= 0 algoritmo foi inicial-

::.=-"=-idade de Stanford. Os 

:=.-envolver o mecanismo

esso aleatório. A matriz 

» é o número total de 

referido como "o maior 

:=riores a 20 bilhões. (Ver 

â€” ': que um navegador ale-
=- .â€”.ierarquizacão de páginas 

= =:= atual uma certa porcen-

= :--sui conexões para cinco 
::-: =inco conexões 85% do 

- : ::. Se não houver nenhuma

então alguém poderia seguir essa cone-

No caso em que a página atual j não tem nenhuma conexão para outras páginas, conside-

E 

xão, ou poderia ir para a página fazendo uma navegação aleatória. Neste caso,

Neste caso, partimos do princípio que o navegador na rede 

1 

(3) 
n

Mais geralmente, seja k(j) o número de conexões da página j para outras páginas na rede. 

irá conectar-se a qualquer página na rede com probabilidade igual, e definimos

Se k(j) 4 0 e a pessoa navegando na rede segue apenas conexões na página atual e sempre 

k( il i 
nz;, = 

0 caso contrário

Note-se que no caso que a página j é uma página suspensa da rede supomos que o navegador 

Se fizermos a suposição adicional que o navegador seguirá uma conexão na página corrente 

é dada por

com probabilidade

com probabilidade p e aleatoriamente se conectará a outra página com probabilidade 1 â€” p, 

Note-së que no caso que a página j é uma página suspensa da rede a equacão (4) é simplifi-
cada para a equação (3). 

Devido a navegação aleatória, cada elemento na j-ésima coluna de A é estritamente posi-
tivo. Uma vez que A tem elementos estritamente positivos, a teoria de Perron (Secão 8) pode 
ser usada para mostrar que o processo de Markov convergirá para um único vetor de estado 
corresponde a probabilidade de, no longo prazo, um 
navegador aleatório acabar no endereço da rede k. Os elementos do vetor de estado estacioná-
rio fornecem as hierarquias de página. 0 valor de r,. determina a hierarquia geral do endereço 
da rede k. Por exemplo, se x,. é o terceiro maior elemento do vetor x, então o endereço da rede k 
terá a terceira maior classificação geral de página. Quando é efetuada uma pesquisa na rede, o 
mecanismo de busca primeiramente localiza todos os enderecos que correspondam a todas as 
palavras chave. Ela então os lista por ordem decrescente de suas hierarquias de página. 

Seja M = (m„) e seja e um vetor em R" cujos elementos são todos iguais a 1. A matriz de 
é 
de posto 1 e podemos escrever a Equação (4) na forma matricial

Assim, A é uma soma de duas matrizes com estrutura especial. Para calcular o vetor de estado 

é dada por

estacionário, devemos executar uma sequência de multiplicações
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eszmeial de e, portanto,

(0) ~ 2 (0) 
(0) 

(0) 

3 

(0) ~ 2 (0) Notes,

~ ~4 inograd, "The PageRank 
1999. (dbpubs.stanford.

12 13 
21 3 I

5 ~e~nhamos que x, + x2'
e =I+A+ â€” A + â€” A + 

A 1 2 1 
2l 3!

(6)

~-;-o de genes de daltonismo 
~tão

=- =;.nsequentemente pode ser

a exponencial matricial é fácil de calcular:

D

1 2

1 

2 1 2

e'=1+a+ â€” a + â€” a + 

D 1 2 1
m~ oo 2! tn!

Dl

k=i

0) 

ek i
io) 

e'2

k=l

etn

- :r:~~ X. Por exemplo, o gene

l

x~

- 2 2 sexo. Para conceber um

população, é necessário
:- proporção de genes para

acão feminina. [Como

~ â€”.á inferior a x2'"'.] Como
: =.oporção x,' ' de homens
="=-=es recessivos na presente
~ "enitor, a proporção x,"

~= x e x,('). Logo,

As proporções dos genes para daltonismo nas populações masculina e feminina tenderão para 
o mesmo valor a medida que o número de gerações aumenta. Se a proporção de homens 
daltônicos é p e, durante várias gerações, nenhum estranho entrou na população, é justo pres-
supor que a proporção de genes para daltonismo na população feminina seja também p. Uma 
vez que o daltonismo é recessivo, seria de se esperar que a proporção de mulheres daltônicas 
fosse cerca de p'. Assim, se 1% da população masculina for daltônica, seria de se esperar que 
cerca de 0, 01% da populacão feminina o seja.

Dado um escalar a, a exponencial e" pode ser expressa em termos de uma série de potências 

em 

A exponencial matricial (6) ocorre em uma ampla variedade de aplicativos. No caso de uma 

convergente

termos da série de potências convergente

matriz diagonal
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entãoA. Se, no entanto.

Ae'"Yp = AY

Y(0) = Yp

Logo, a solucão de

AY, Y(0) = Yp
é simplesmente

Y â€” e'"Yp (9)

"'x»

â€” '. 1)'ex, = ( â€” 3, 1)'.

Xc= Yp

Y â€” Xe X Yp

Logo,

:.:; inicial

(7)
= (xi, xz, ..., x„)

eÁ„t n

Át t Áqt 
= cie xi+. +c»e "x„

e'"Yp

Y' = AY, Y(0) = Yo

onde

â€” -l)

~e: da exponencial matricial 
.â€” a termo dentro de seu raio 

=-: ia infinito, temos

Embora a forma desta solução pareça diferente das soluções na Seção 2, não há realmente 

Os ct que satisfaziam as condi-

x,). 
Se A é diagonalizável, podemos escrever (9) sob a forma

eÁ1 t 1 

'2

Em resumo, a solução ao problema de valor inicial (7) é dada por

Se A é diagonalizável, a solução pode ser escrita sob a forma

X Yo 

ci e "xi + cze "xz + . + c„e "'x„(c = X 'Yp)

EXEMPLG 7 Use a exponencial matricial para resolver o problema de valor inicial

(Este problema foi resolvido no Exemplo 1 da Seção 2.)

diferença. Na Seção 2, a solução foi expressa sob a forma

ções iniciais foram determinados resolvendo o sistema
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3u 0 0 

0 u I 

0 0 u

u + 2 I 0 

0 u+2 0 

0 0 2u

4 

7 (g)2 2 I 

0 I 2 

0 0 â€” I

A =(c) A â€” I
u+2 0 0 

0 u+2 I 

0 0 2u
0 0 

I 3 

I â€” I

(e) A =

A =

i alor inicial

a I 0 

0 a I 

b

I I 0

0

u
I I I

I 2 0 

2 I 0 

2 â€” I u

(c)

4 6 â€” 2 

â€” I â€” I I 

0 0 u

(e) 0 u 0

(Iy I) c

~n;ial matricial para calcular

PROBLEMAS DA SE/AO 6.3 
Em cada um dos seguintes, fatore a matriz A em 

é diagonal:

A =

I

â€” 2

I

I

2

3

2. Para cada uma das matrizes do Problema I, use a 
para calcular A'. 

3. Para cada uma das matrizes não singulares do 
para calcular 
A '. 

4. Para cada uma das seguintes matrizes, encontre 
A:

9 â€” 5 3

4 3
0 0 I

não defeituosa commatriz 

diagonalizante X. Mostre que a matriz I' = (X ')' 
diagonaliza A'. 

6. Seja A uma matriz diagonalizável cujos autovalo-
res todos são I ou â€” 1. Mostre queA ' =A. 

7. Mostre que qualquer matriz 3 X 3 da forma

é defeituosa. 

8. Para cada uma das seguintes matrizes, encontre 
todos os valores possíveis do escalar u que torna 
a matriz defeituosa ou mostre que tais valores não 
existem:

9. Seja A uma matriz 4 X 4 e seja A um autovalor
tem posto I, A é 

com autovalores reais posi-
um autovetor asso-
u„x„. 

f! 

x,. 
<=1 

u,xc 
til ~

com elementos reais e
0) um 

defeituosa? Explique.

e y têm 
ambos elementos reais) um autovetor associado a 

devem ser linearmente 
independentes. 

e que x e y são linearmente 
independentes.

com um autovalor A de

Mostre que A é diagonalizável se 

Mostre que uma matriz nilpotente não nula é de-
feituosa.

Seja A uma matriz diagonalizável e seja X a matriz
diagonalizante. Mostre que os vetores coluna de 

íy. 

AI.

X que correspondem a autovalores não nulos de A 

Segue-se do Problema 14 que, para uma matriz
diagonalizável, o número de autovalores não nulos 

(contados de acordo com a multiplicidade) é igual 

ao posto da matriz. Dê um exemplo de uma matriz 
defeituosa cujo posto não é igual ao número de 
autovalores não nulos.

seja A um autovalor de
A cujo autoespaqo tem dimensão k, na qual I < 
x,} para o autoespaqo 
x„} para 
X 'AX. 
é da forma

) I Bp

formam uma base para R(A).

é a matriz identidade k X k.
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â€” 1.0, I z â€” 0,5 e 2, = 0,7 são 

t e fatore A em um produto 
é diagonal. 

:cminará em longo prazo". 
= ~sta calculando lim A"'x.

A =

(b) A =
I I

5
1 1 1 

ee 
0 0 â€” 1

I 2

5 (c) A =

1 1 1 1 

1 0 1, YII = 1 
â€” 1 â€” 1 â€” 1 â€” 1

para um processo de A =

1 â€” p 

n

então

XpA I â€” pWr. +b

(a) A= (b) A=

p(2.) = a12."+az/." + . +a„+i
1 0 â€” 1

b= e 

(c) A = 0 1 0
0 0 1

+ . + a„+I I = 0
A =

1 1 1

(c) A = â€” 1 1 â€” 1
1 1 1

6.4 Matrizes Hermitianas

Seja C" o espaço vetorial de todas as n-uplas de números complexos. 0 conjunto C de 
todos os números complexos será considerado nosso campo de escalares. Já vimos que 
uma matriz A com elementos reais pode ter autovalores e autovetores complexos. Nesta 
seção, estudaremos matrizes com elementos complexos e veremos os análogos complexos 
de matrizes simétricas e ortogonais.

n 
= ==untos são todos iguais a 1. 

ui = toietor de A'. Explique por 
ástica deve ter A = 1 como

Px'o6utos latejos Complexos 

é um escalar complexo, o comprimento de n é dado por

:-- no Exemplo 5 tem a pro-
suas linhas quanto suas 

:-= g-ral, uma matriz A é dita 

- se tanto A quanto Ar são 

rna matriz duplamente esto-
= iovalores satisfazem

6
0 comprimento de um vetor z = (Z,, Z„..., 2„) em C" é dado por

llzll = (Izil + Iz21 + . + Iz I ) 
= (2121 + 2222 + ' ' ' + zzzzzz) 

( 2 )1/2

n

=tor em R' cujos elementos
. e:1ão a cadeia de Markov con-

I 
n

=- ~aço(A) e use estes valore' 

autovalores de A. 

~ o processo de Markov deve 
~ : . etor de estado estacionário. 

6. 15, 15)i é um autovetor 
â€” : := o vetor de estado estacio-

-- :do ay? 
-. istindo em anenas quatro 

. =c.-e =i. como mostrado no dia-

:-oritmo Google PageRank 
' =c '- = tas nágjnas,dererm/rzi a. 

Suponha que o navegador 
ce' :o da página atual 85% do

para todo vetor inicial x„. Logo, para uma matriz 
de transição duplamente estocástica, o vetor de es-

tado estacionário fornecerá probabilidades iguais 
a todos os eventos possíveis. 

27. Seja A a matriz de nansição PageRank e seja x, um 
vetor em uma cadeia de Markov com vetor de pro-
é muito grande, a mul-
tiplicação direta x,, = Ax„é computacionalmente 
intensiva. No entanto, a computação pode ser drasti-
camente simplificada se aproveitarmos os componen-
tes estruturados de A dados na equação (5). Como M 

é esparsa, a multiplicação w„= Mx„é computacional-
mente muito mais simples. Mostre que se fizermos

p são definidos na equação (5).

e 

28. Use a definição de exponencial matricial para cal-
cular e' para cada uma das seguintes matrizes:

29. Calcule e' para cada uma das seguintes matrizes:

30. Em cada um dos seguintes casos, resolva o proble-
AY, Y(0) = YII calculan-
do e' Ye:

A, e seja 
x um autovetor associado a zt. Mostre que e' é um 
é um autovetor de e' associado 

a e'. 

32. Mostre que eA é não singular para qualquer matriz 
diagonalizável A. 

Seja A uma matriz diagonalizável com polinômio 
característico

é uma matriz diagonal cujos 
elementos diagonais são os autovalores de A, 
então

Mostre que p(A) = O. 
(c) Mostre que se a„„W 0, então A é não singular 

e A ' = q(A) para algum polinômio q de grau 
n.
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Assim EXENPLG I Se

3i

então

3i) [ . =(11 â€” 3i)+( â€” 11+3i) =0
f 5+i

3E
36

w w= f2+if + f â€” 2+3if =18

e w são ortogonais e

ffzff = 6, ffwff = 3K2

Podemos escrever M 

M = A+iB 

(b„) têm elementos reais. Definimos a conjugada de M como

iB 

Logo, M é a matriz formada fazendo o conjugado de cada elemento de M. A transposta de 

sob a forma

com elementos complexos 
são elementos de C '" e C E C"'", então as seguintes regras são 

(A ) =A 

PB) 

(AC) = C A

Definido Uma matriz M é dita hermitiana se M = M".

EXENPLG 2 A matriz

M=

é hermitiana, pois

Em particular, se M é uma 
matriz real simétrica, então M é hermitiana. Então, podemos encarar as matrizes hermitia-

facilmente verificadas (ver Problema 9):
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EXEHPILG 3 Seja

A=

1 1 
xt = (1 â€” i, 1) 

llxq II ~3

Logo,
=-tintos A, e A,, respectiva-

1 1+i

H
x) xz

W Awt =) tW wt =X~e~

Logo, W"AWé uma matriz da forma

matrizes hermitianas têm 

- - orema. 

==-'=. Além disso, autovetores

Encontre uma matriz unitária U que diagonaliza A.

Solluqão 
1)' 

Realmente, o Corolário 6.4.2 é válido mesmo que os autovalores de A não sejam distin-
tos. Para demonstrar isto, primeiramente demonstraremos o seguinte teorema:

A, existe uma matriz unitária U tal que U"AU é triangular 

1. 
Suponha-se que a hipótese é válida para matrizes k X k e seja A uma matriz (k + 1) X (k + 
1). Seja A, um autovalor de A e seja w, um autovetor associado a A,. Usando o processo de 
Gram â€” Schmidt, construa-se w,, ..., w„„ tal que (w,, ..., w„,) seja uma base ortonormal 
1, ..., k + 1. Então, por cons-
trução, W é unitária. A primeira coluna de W"AW será W"Aw,.

Seja

superior.
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g ~a matriz unitária k X k, V,. 1 1
xt = â€ (1, 0, 1)

K2

ut) ut â€” â€” â€” &2ui = ( â€” 1, 0, 1)

1,1,1)

1 1 
1,1,1) 

llxz â€” pll v 3

0 autoespaço correspondente a A., = 5 é coberto por x, = ( â€” 1, â€” 2, 1) . Como x, deve ser 

1 1 
xs = â€” ( â€” 1,â€” 2,1) 

K6

é um conjunto ortonormal e

1 1 1 

Kz 
1 2 

1 1 1 

~2 Ã T6

de A. No

diagonaliza A.

na

uma matriz orto-

- ' . Xiais tarde nesta seção 
=== .imétricas têm matrizes

cn~nun

Além disso,

(x, u;) = u,. x

U"x. Logo

x)ut + + k„(u, x)u„

então é possível obter uma fatoração que se assemelha a 

(Teorema 6.4.1), precisamos somente normalizar

Q', 

x

uma matriz real da forma

Bz=- forma usual, vemos que 
Podemos 
::ormal para o autoespaço

(2)

B)

Decorre do Teorema 6.4.4 que cada matriz hermitiana A pode ser fatorada em um produto 
é diagonal. Como U diagonaliza A, segue-se que os elementos 
são os autovalores de A e os vetores coluna de U são autovetores de A. Portanto, 
A não pode ser defeituosa. Ela tem um conjunto completo de autovetores que formam uma base 
ortonormal de C". Esta é, em certo sentido, a situação ideal. Vimos como expressar um vetor 
como uma combinação linear de elementos de uma base ortonormal (Teorema 5.5.2), e a ação 
de A em qualquer combinação linear de autovetores pode ser facilmente determinada. Assim, se 
c,u„..., c,u„então
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0) e 
â€” :~-Mo a A,. Se S = Cob(x, y).

onde

(kt) e Ai é (k â€” 1) x (k â€” 1) 

é 2 x 2 e Ai é (k â€” 2) x (k â€” 2)

se Xi é real 

se Xi é complexo.
as partes real e ima-

,,-x â€” ay)

I 0 

Qz= [ e Q=QiQz Qi

cib)y

m S-hur para matrizes com

~= :atorada em um produto 

q, 
ser qualquer vetor uni-
w ortogonal. Se fizermos

== 4 são complexos, então 

real tem uma decompo-

- =ne. para 2 ~ m < k, cada 
: . Seja A, um autovalor de U

n::. -aso contrário teríamos 

â€” : . L ma vez que A é real. 

='-:,ovetor associado a Az. Se 
~-"os múltiplos de y e não 

a autovalores distintos. 

e ser um múltiplo de

q„de 
seja uma matriz ortogonal. Tal como nu prova do Teorema 

de Schur, segue-se que a primeira coluna de Q, AQ, será A,e,. No caso em que A, é com-
e y são reais) um autovetor associado a A, e seja S = 
uma base 
seja uma matriz 
ortogonal. Desde que S é invariante sob A, segue-se que

b»qt + bziqz e Aqz = blzqi + b22q2

9 -:ur (2).

portanto, as duas primeiras colunas de Q~ AQ, serão

(Q, Aqi, Q, Aqz) = (bi iei + bziez, btzei + bzzez)

Assim, em geral, Q, AQ, será uma matriz em blocos

'A~ = ["' :]

Em ambos os casos, podemos aplicar nossa hipótese de indução a A~ e obter uma decom-
tem j â€” 1 blocos 

T = 

Se fizermos

Q'AQ, obteremos uma matriz na forma de Schur (2), e segue-se que A terá decomposição 

será 
triangular superior. No caso em que A é real e simétrica, então, uma vez que todos os auto-
também deve 

ser simétrica. Então, vamos acabar com uma diagonalização de A. Assim, para matrizes 
simétricas reais, temos a seguinte versão do Teorema Espectral:

Corolário 6.4.7 Teorema Espectral â€” Natrizes Simetricas Reais

Se A é uma matriz real simétrica, então existe uma matriz ortogonal Q que diagonaliza A, 

Existem matrizes não hermitianas que possuem conjuntos completos de autovetores orto-
normais. Por exemplo, matrizes antissimétricas e matrizes anti-hermitianas têm essa pro-
se A" = â€” A.) Se A é uma matriz com um conjunto completo 
é uma matriz 
conse-
quentemente,

Qr.

é diagonal.
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2 i 0 

2 0 

0 0 2

(c) (d)

0 0 1 

0 I 0 

1 0 0

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1

(e)
4i 

5 

2i

1+i
2i

3 â€” i

(b) z = 4 2 â€” 2 

2 1 â€” I 

â€” 2 â€” 1 12. Seja

1+i

~2 

~2

zi e z2=

(z, w) = w"z

) â€” ) 2](a) [
1 1

1 

v2 vZ

1 1

~2 v2

(c)

1 1 

K2 &2

(d)

Mostre que
I 

i 0 â€” 2+i 

â€” 1 2+i 0

ll 

Qb;a; 
i=)

i 

1 3 

â€” i 3

Dado que

4 0 0 

i 

1

A=

PROBLEMAS DA SE/AO 6A 
e w 

w) e (iv) 
(w, z): 

(a) z= ., w=

z2) é um conjunto ortonormal 
em C'. 

1 

â€” 2l 

z,.

u,) uma base ortonormal para C' e seja 
Si)u2. 

z e 

z u2? 
][z [[. 

4. Quais das matrizes que se seguem são hermitia-
nas? Normais?

5. Encontre uma matriz diagonalizante ortogonal ou

1 

como uma 

unitária para cada uma das seguintes matrizes:

Mostre que os elementos diagonais de uma matriz 
hermitiana devem ser reais. 

um vetor em 
C". Mostre que se c = xÁx", então c é real. 

B = iA. 
é anti-hermitiana. 

E C' '. 
Demonstre cada uma das seguintes regras: 
(A>)rr = A 
i)Ca 
(ÁB)a = B Á

ver-
a cada um dos enunciados que se 
seguem. Em cada caso explique ou demonstre sua 
resposta. 

são todos reais. 

são todos reais. 

Mostre que

define um produto interno em C". 
p escala-

res complexos. Mostre que

y)

u„) uma base ortonormal para um
espio com produto interno complexo V e seja

a„u„ 

+ bpug

A. 
Seja U uma matriz unitária. Demonstre que 

Ué normal.
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e+-3 l 

0 0 

1 0

têm autovalores comuns, 

então a equação de Sylvester tem uma solu-

ção.

Mostre que

g f

t„y,, j = 2,..., n
i =1

â€” c â€” 3

â€” l c+2

1 â€” c â€” 1

6.5 A Decomposi(„ão em Valores Singulares

Em muitas aplicações, é necessário determinar o posto de uma matriz ou determinar se a 
matriz é deficiente em posto. Teoricamente, podemos usar a eliminação de Gauss para redu-
zir a matriz a forma linha degrau e, em seguida, contar o número de linhas não nulas. No 
abordagem não é prática em aritmética de precisão finita. Se A é deficiente em 
posto e U é a forma linha degrau calculada, então, por causa de erros de arredondamento no 
processo de eliminação, é improvável que U tenha o níímero adequado de linhas não nulas. 
Na prática, a matriz de coeficientes A geralmente envolve algum erro. Isto pode ser devido a 
erros nos dados ou ao sistema de números finitos. Assim, geralmente é mais prático perguntar 
se A é "próxima" de uma matriz deficiente em posto. No entanto, pode muito bem acontecer 
que A esteja perto de ser deficiente e a forma linha degrau calculada U não seja. 

(Esta suposicão é 
n.) 
Apresentaremos um método para determinar o quão perto A está de ser uma matriz de 
menor posto. 0 método consiste em fatorar A em um produto U XV, em que U é uma 
cujos 
elementos fora da diagonal são todos nulos e cujos elementos da diagonal satisfazem

: = = tnatriz companheira de p(ri 
=- parte (a) para demonstrar 

reais independentemente

:e~tiana com autovalores A,. 
u„. Mostre

iuiu: + . - - + Xnunu„

na 
'tes e u, e u, são autoveto-

gt ) tr~ ) ~ ~ ~ ) cí„) 0= ~~~liana com autovaloíes A

u,, .... 

= â€” não nulo x em R', o quo-

é definido por
cíz

x"Ax

x" x 

mostre que 

e mín p(x) = 1n 
x/0

" = = :==''", C E R '", a equação então A tem uma decomposição em valores singulares.

(3):: â€” XB=C Logo, seus autovalores são todos reais 
e ela tem uma matriz diagonalizante ortogonal V. Além disto, seus autovalores devem ser 
todos não negativos. Para verificar isto, seja A. um autovalor de ArA e x um autovetor asso-
ciado a A. Segue-se que

Uma ma-
~r- .nia solução se satisfizer (3). 

~ B -em decomposição de Schur 

==-," a equação de Sylvester pode 

em uma equação da forma 

:, =:- qual Y = XU e G = CU.

[/Axf/ = x A Ax = Xx x = 2/[x//

Brasil. (N. T.)

de 
de A, ou, simplesmente, 
a svd"' de A. Mostraremos que o posto de A é igual ao número de valores singulares não 
nulos e que a magnitude dos valores singulares não nulos fornece uma medida de quão 
perto A está de uma matriz de menor posto. 

Começamos por mostrar que tal decomposição é sempre possível.

â€” . â€” c-i-')„+ + fc„f'),n
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ou, de forma equivalente,

(3)AV=UZ

primeiras colunas em cada membro de (3), vemos que

modo que os autovalores AVJ â€” OJui

Logo, se definirmos

1

AVJ.
0 J'

(4)

â€”. -' 4 é simétrica, seu posto é ur)

então, segue-se que
0

AVi = UiZi (5)

Os vetores coluna de U, formam um conjunto ortonormal, já que
0

1 
â€” Av,. 1<i <r, 1< j<r 

O'J

(A Av,) 
Cí; OJ

T

V VJ'
rri

singu-

um) 

U = Ui U2

Logo

N(A'A) = Segue-se do Teorema 5.2.2 que u„..., u„, formam uma base ortonormal para R . Logo, U 

r

é uma matriz ortogonal. Ainda precisamos mostrar que U X V' realmente é igual a A. Isto 

UZV = Ui U2 'T

= UiZiV, 

segue-se de (5) e (2), pois

= AViVi (2)

-=r mposição em valores sin-
ic -onstruir uma matriz orto-

Qbservações 

com uma decomposição em valores singulares U X V .

está no espaço coluna de A. A dimensão do espaço 
assim u,, ..., u„ formam uma base ortonormal para R(A). 0 espaço vetorial 
u„„..., u ) uma base ortonormal para 
faça-se

=A
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~o as matrizes Ue Vnão são Solução 
A matriz

i -res de ArA

A Aâ€”são autovetores

tem autovalores A.~ = 4 e A, = 0. Em consequência, os valores singulares de A são 

cr~ : v 4 = 2 e o, = 0. 0 autovalor A f tem autovetores da forma n( 1, 1 ) e A, tem autove-

diagonaliza ArA. Da observação (4), segue-se que

veto-
0

Podemos cal-

xz = (1, â€” 1, 0) e xs = (0,0,1)

Como estes vetores já são ortogonais, não é necessário usar o processo de Gram Schmidt 

xs = (0, 0, 1)

Segue-se então que

1

tores da forma P(1, â€” 1)'. Portanto, a matriz ortogonal

para N(A') da forma usual:

para obter uma base ortonormal. Precisamos somente fazer

~2 K2
â€” =ores sejam nulos.

A= UZV 1 1 
0 

K2

0 0 1
(ó)

podemos usar a decomposição em 
valores singulares para encontrar uma matriz em R"'" de posto k que está mais próxima 
X n de 
posto k ou menos. Pode ser mostrado que existe uma matriz X em >%tal que

valores singula-

fjA â€” XfjF = min IIA â€” Sllt. 
ScM

¹o demonstraremos agora este resultado, já que a demonstração está além do escopo 
deste livro. Supondo que o mínimo é alcançado, mostraremos como tal matriz X pode ser 

=-iates de A.

~ ares não nulos (onde os 
';idade). 0 leitor deve ser 

-~ ~ores. A matriz

1 1 

úl 2

1 1 

1 1 

0 0

1 

1

2 0 

0 0 

0 0

1 

1

1 1 

1 1

derivada da decomposição em valores singulares de A. 0 lema seguinte será útil:

ut = â€” Av~ 
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a decomposicão em valores singulares 

[o, 0] 

segue-se que 

IIQ(B â€” ~)P IIF = IIB â€” ~IIF 

da mesma forma que 0:

k) 

(m â€” k) xk k) 

Segue-se que 

ll~ â€” XII'F â€” â€” IIB11 â€” ~kllF + IIB(211'F + IIB21IIF + IIB22IIF 

pT 

A matriz Yestá em JHe 

XIIF 

De forma similar, pode ser mos-

pT 

então Z E Me 

ll~ â€” Zlf'F = IIB2211'F ( IIB» â€” ~kll'F + IIB22IIF = ll~ â€” XII'F 
tem decomposição em valo-
res singulares U,AV,, então 

IIB22IIF = IIAIIF 

Seja 

OU ' V'= OV 
Agora, 

Q APV2 = 

A = (QU2) (PV2)

de X, onde 

kxk

Se não, defina-se 

trado que B„deve ser igual a O. Se fizermos 
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~ eis valores singulares de A. é 

1 â€” 1 â€” 1 â€” 1 â€” 1 

0 1 â€” 1 . â€” 1 â€” 1 

0 0 1 â€” 1 â€” 1

II F 0 0 0

â€” 1 
0 0 

2n â€” 2
=.::o podemos pensar em A 0 1

tem uma solução não trivial x = 

1 

BIIF = 2„2
(9)

Segue-se do Teorema 6.5.3 que

1 
B II F = 

X singular

100, então o; ~ 1/2" e, em consequência, A está muito próxima de ser sin-
gular. 8

m~==c ã norma de Frobenius.

-. :-~ particular, se A é uma 
â€”. Logo. oa pode ser tomado 

nular. 

medida de quão perto A 
au X 100 cujos elementos 

= =-. Em contraste, a matriz 

:-~ ==u determinante seja 1 e

-:-o: na diagonal são todos 
iguais a â€” 1:

x
(10)

Na maior parte das aplicacões, os cálculos matriciais são executados por computadores 
usando aritmética de precisão finita. Se os cálculos envolvem uma matriz não singular 
de ser singular, então a matriz se comportará computacionalmente 
exatamente como uma matriz singular. Neste caso, as soluções de sistemas lineares calcu-
ladas podem ter nenhum dígito de precisão, em absoluto. Mais geralmente, se uma matriz 
então A 
em aritmética de precisão finita. Os valores 
singulares fornecem uma maneira de medir o quão perto uma matriz está de matrizes de 
posto menor, no entanto, devemos esclarecer o que entendemos por "muito perto". Temos 
de decidir quão perto é perto o suficiente. A resposta depende da precisão da máquina do 
computador que está sendo usado. 

Precisão da máquina pode ser medida em termos da unidade de erro de arredonda-

da 
Para compreender este conceito, precisamos saber como os computadores repre-
n 
escrito 
fl(x), da forma+0, di dz ..., d, X P", no qual os dígitos d, são inteiros com 0 ~ d, < P. Por 
exemplo, 0,54321469 X 10" é um número de vírgula flutuante de 8 dígitos, base 10, e 
0,110100111001 X 2 ' é um número de vírgula flutuante de 12 dígitos, base 2. Na Seção 
1 do Capítulo 7, vamos discutir números de vírgula flutuante com mais detalhes e dar uma 
é o menor 
número de vírgula flutuante que servirá como um limite para o erro relativo sempre que 
aproximarmos um número real por um número de vírgula flutuante, ou seja, para qualquer 
número real x,

grande, então A está próxima de ser singular. Para observar isto, seja

"s = 1- em linhas, então

1), temos
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Imagem Original 176 por 260 Aproximação da Imagem de Posto 5

a~: â€”,-- singulares da matriz 
:-or singular de A e e é o Aproximação da Imagem de Posto lá Aproximaçao dn Imagem dc Posto 30

: termo "posto" será utili-

â€”,,: numérico. Por exemplo. 
o de A, em vez do posto

' â€” ==2.6x10 '

ar o posto numérico.

iera posto numérico 3

. então A pode ser represen-

â€” ~ss os k primeiros termos: 

$e,.v

l» ~~:ilon da máquina é de 5 X

2. o épsilon da máquina é

.~~ uma unidade básica para

.::n damáquinaé > x P "+'.

mas k de seus

~ modo que para os cálculos
do épsilon da máquina.

posto
i : para determinar o posto

-=.br singular. A definiçao de

.~ehrando-a em um arranjo 
5e -ada célula. Esta informa-

= A. Os elementos de A são 

be cinza. Uma vez que os 
: =o= níveis de cinza de suas 

para 
-: = a matriz A terá muitos 

: vimada por uma matriz de

Figura 6.5.lí Cortesia Oal<ridge National Laboratory.

+ 1). Escolhemos k para ser consideravelmente 
ainda ter a imagem digital que corresponde a A„muito próxima ã original. 
Para escolhas típicas de k, o armazenamento necessário para A, será inferior a 20% da 
quantidade de armazenamento necessária para a matriz A completa. 

A Figura 6.5.1 mostra uma imagem correspondente a uma matriz de 176 X 260 A e três 
imagens correspondentes ãs aproximações de menor posto de A. Os senhores da foto são 
(da esquerda para a direita) James H. Wilkinson, Wallace Givens e George Forsythe (três 
pioneiros no campo da álgebra linear numérica).

Voltamos novamente ao aplicativo de rebuperacão de informacões discutido no Capítulo 1, 
Seção 3 e Capítulo 5, Seção 1. Nesta aplicação, um banco de dados de documentos é represen-
tado por uma matriz de dados Q. Para pesquisar a base de dados, formamos um vetor unitáiio 
de pesquisa x e definimos y = Qrx. Os documentos que melhor correspondam aos critérios da 
pesquisa são aqueles correspondentes aos elementos de y que estão mais próximos de 1. 

Por causa dos problemas de polissemia e sinonímia, podemos pensar na nossa base 
de dados como uma aproximação. Alguns dos elementos da matriz de dados podem con-
ter componentes estranhos devido a múltiplos significados de palavras, e alguns podem 
deixar de incluir componentes por causa da sinonímia. Suponhamos que fosse possível 
E = 
como uma matriz que
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e a variância de y, é dada por

(Xv~) Xvt
var(yi) = = vt Svt

n â€” I

0 vetor v, é escolhido para maximizar vrSv em relacão a todos os vetores unitários v. Isto 
pode ser obtido pela escolha de v, de modo a ser um autovetor unitário de X'X relacionado 
ao seu autovalor máximo A,. (Ver Problema 28 da Seção 4.) Os autovetores de X'X são os 
vetores singulares a direita de X. Assim, v, é o vetor singular a direita de X que corresponde 
é o vetor singular a esquerda correspondente, entãox =- pansão do produto exter

=- equivalente a fazer
yt = Xvi = crtut

0 vetor segunda componente principal deve ser da forma y, = Xv,. Pode-se mostrar que 
o vetor que maximiza vrSv em relacão a todos os vetores unitários que são ortogonais a v, 
desta forma 
é o vetor singular a esquerda correspondente, então

y2 = XV2 = cr2u2

e desde que

T T 

0

segue-se que y, e y, são ortogonais. Os restantes y, são determinados de forma similar. 

Em geral, a decomposiqão em valores singulares resolve o problema de componentes 

principais. SeXtem posto re decomposicão em valores singulares X = U~ X, Vj (na forma 
compacta), então os vetores componentes principais são dados por

= â€” !00,200 

=='= rápida.

o,u,

u„são os vetores componentes principais normalizados. Se 
~~.~an utilizou uma matr 

-- : '= aptidão. Com base na 
~: -=sta forneciam evidênc 

, ~:r psicólogos para ident 
. â€” desenvolvimento de um

X=U,Z,V, =UiW

As colunas da matriz U, correspondem aos fatores de inteligência hipotéticos. Os elemen-

fizermos W = 2, V,, então

tos em cada coluna medem quão bem os estudantes individuais exibiram esta capacidade 
intelectual específica. A matriz W mede em que extensão cada teste depende dos fatores :: documento de 1901 p 

' = "mir de medidas de se 

-- ;ontém as raízes de u 

~- -. do em 1933. 0 método

â€” 2 S 

14 19 

2 â€” 2

20

hipotéticos.

10

12 â€” 2)(a) (b)

2 0 0 

0 2 1 

0 1 2 

0 0 0

1 3 

3 1 

0 0 

0 0

(c) 2 

3

0 0 1

é desconhecid 

pudermos encontrar um 
Assi 
semântico loten 

0. ,com posto menor. 
=- pode fornecer uma b 

pode realmente envolv

=- :=composição em valor
=-:tão esta fatoraqão é com

. ciocidade de computaca
:c=-ã0 matriz vetor de Q

chão Q~ x : Vj (X~ (U~x
1000

testes d 

da média para OS teSteS 
os vetores coluna de X 

: = =e relacionam a pontua-
- iuzir vetores mutuamente 

u : .. Exigimos que Cob R(X) 
' =- posto de X. Além disso, 

==:ia. 

=- a maior variância. Desde 

. mo um produto Xv, para

OBLEMAS DA SEÇAO 6.5 
Mostre que A eA'têm os mesmos valores singula-

res não nulos. Como se relacionam suas decompo-
sições em valores singulares? 

2. Use o método do Exemplo 1 para encontrar a de-

composição em valores singulares de cada uma 

das seguintes matrizes:

3. Para cada uma das matrizes do Problema 2, 

determine o posto. 
(b) encontre a mais próxima (no sentido da norma 

de Frobenius) matriz de posto 1. 
Seja

c='êêes para cnda tun dos



(1)

Ovo 

-szlrullo Up mJool Up Opnlso ou solUUIJodlul aluorum[nollmd ous ss[g sopnor[dn smuo[q 
epmu 
-sqo o [UIJoloA Ououng [Ud 'xVJx = (x)j'[UIJoloA OUDUng mun Jmoosss soIUopod nollnJpunb 
ononnbo Upno y SUOIIUJpnnb sooonnba op opnlso ou olunlJOdrul pdnd lun umquadluasap 
ruoquml sozlJlntu sn anb sotu»oA 'og>os Siso[s[ somour[ soo&nnbo op opnlso ou tunquod 
-tuasap sazrJlmu SU onb pdsd olunlJodtul op olualo uuq Julso vAap Jollo[ o 'UJnl[U e[sc y

~r â€” -=.I so opuunb 

:1=: »? + 'Z OSBQ

SOIUJOI SO

OSBQ

sesi>espenQ semeou 9'9o?sr~:=.O SQIUIU8OS

.~ :w[cl vnb Q
-.IIJyA nas 0

nb sotuozlí[
ee=»C [ 9 9 UJU81g

= í1 l osdl[0 op
'rubi

Jl... I ulJ1 â€” I 'y... zylyj

X (Al)

([[r) 
X

zjj x jj

'~:-oo Jas apod

rljxvll

0 0 0 

0 0 0 

0 9 0 

0 0 Zl

~ 0PBUIm[o 0

u' '[=1 ', =rfi ', ='x sam[n8urs s»opA ur' osirsodurooap ruol

t 

0 5 9 

0 6 9 

t' S

os onb»lso~
oulJol Q

íl

Uío$

gZg

([I)
X

-- â€” -X (I)

..:= ~os opuvnb
S 3 [0 q J o dir[

lrcsr»= daJ (I) onb

~ OOIISJ8 0 O$

031$UJ8 Q

d = d O d = d ~nb»ISOIh[ ' VV

d <ros o Z[ Uluo[qoJd ou omoo Uprugop, V UIOS 'gI
q,V xVJV [UIUJOU os>subi U zs)srrUS

»?O™rmJí) 'SBPBJ

~= fi'x) Sopl?U

anb»lso[AI 'Jí),g p, V os-nugop o

zlJIPUI 

s g UíaS ~ g g som[n8urs s»opA rua oshsod 

o[nu osu JolaA um olsrxa 
os cnb»lso~ 

S» 

-v[U8urs s»opA soU umuoros[» os II op s»OIOAOI 
-ns so ou>op g op s»oloAolns oys 'fi o 'x so OU[no

Ufas o,z[ pg s»U[n8urs s»opA 

u zrJlmu Urun V sfaS 'pI

@nb»ISOV1[ "y ' " '"y 'y s»opAolnv. o "a ' " 'Jl 

's»B[rrurs 08s 

1VV o VJV onb»ISOV1[ u >< u zrJIUru srun VUíoS 'g 

(,V)p Umd IscuJOUOIJO ossq sum 

ZI

'JJ svm[nãurs s»o[UA uroorr x u zrJIUIU sum VUíoS 'p 

onb»ISOIAI u ~ J pnb UU 'J olsod 

tu@1 V anb Uquodns o ~ g 1) sam[n8uls s»o[SA 

'I "yl '" 'I "yl 'I'yl oss v~p s» 

-I![U8urs s»o[BA so op?no ' y '''' y y s»o[UAolnp. 

(1V)Icr 

o (V)y Umd srsluJOUOIJO sossq mJluooua nmd 

(v)~ 

o (,V)p smd srsruJOUolJo sossq mJIUoouo vmd 

V

V sp Z s I solsod op sazrJlmu (snruaqord op

zrJlmu mun V UíoS 

g 

s»s[n8urs s»opA uu oshsodruooap v as[l (q) 

(e)

UCUJou Up oprluas ou) sscurxoJd sruru SU»luooug



Autovalores 327

com decompos)mãe em

l- e seja 

(- ."')

i = l,...,n 

Como os au-

aos valores singula-
SeeõeS CôtlieaS

zz.. or singular de A, então 
[Se não há pares orde-
nados (x, y) que satisfazem (1), dizemos que a equação representa uma cônica imaginária.] 
Se o gráfico de (I) consiste em um único ponto, uma linha ou um par de linhas, dizemos 
que (I) representa uma cônica degenerada. De maior interesse são as cônicas não degene-
radas. Gráficos de cônicas não degeneradas podem vir a ser círculos, elipses, parábolas ou 
hipérboles (ver Figura 6.6.1). 0 gráfico de uma cônica é particularmente fácil de esbocar 
quando sua equação pode ser colocada em uma das seguintes formas padrão: 

(círculo) 
x y 

I 
~2 P2 

(elipse) 

ou â€” = I 
ti2 p2 ti,2 p2 

x =ny ou y =ux (parábola)

com decom-

=-:s U X V. Seja X' a

(hipérbole)

e;. 

A b 
â€” A'b.

P = 

A seção cônica foi movida horizontalmente da posição padrão. Isso ocorre quando 

2. A seção cônica foi movida verticalmente a partir da posição padrão. Isso ocorre 
quando os termos y' e y em (I) têm coeficientes diferente de zero (ou seja, c 4 0 e e 4 0).

(i) Círculo (lv) Parábola(iii) Hipcrbole(li) Elipse

são números reais diferentes de zero. Note que o círculo é um caso especial 
se a sua equação 
pode ser colocada em uma destas quatro formas padrão. Os gráficos de (i), (ii) e (iii) na 
Figura 6.6.1 serão todos simétricos em relacão a ambos os eixos coordenados e a origem. 
Dizemos que essas curvas são centradas na origem. Uma parábola em posição padrão terá 
o seu vértice na origem e será simétrica em relação a um dos eixos. 

0 que dizer sobre as cônicas que não estão em posição padrão? Vamos considerar os 
seguintes casos:

que

=: â€” =p =p.

os termos x'- e x em (1) têm ambos coeficientes diferentes de zero.
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não é um mu]tip]o 

x'=Q xx= Qx'

onde

f = 0 (3)

Q=

diagonaliza A e (3) é simplificada para

j = 0

EXEHPEG 2 Considere a secão cônica

0

Esta equação pode ser escrita sob a forma

A matriz

(' ')

~2 ~2 ~2 ~2

Seja

cos 45' sen 45'] 
â€” sen 45 cos 45' J

: destes três casos. Para 

~ o. normalmente encon-

=:teja na posição padrão 
= lesmente movida hori-

~==dos completando-se os

~~os os quadrados: 

=afico, como mostrado

~ zero (ou seja, b + 0).

= â€” 16

~ =-:xos x'y'. 0 centro da
i>. A equação do eixo

=~=-c n. Da mesma forma,

=: ='; â€”. foi movido. Se, no 
e :ë=essário mudar as coor-

- -- '.' e y' não envolva o

(x', y')r. Como as novas coordenadas diferem das antigas 

cos 0 sen 01 cos 0 â€” sen 0 
ou 

[ â€” sen0 cosOJ [ sen0 cos 0

< 0 < ~, então a matriz Q corresponde ã rotação de O radianos no sentido horário e 

por uma rotação, temos

corresponde a rotação de 0 radianos no sentido anti-horário (ver Exemplo 2 na Seção 2 

onde d' e' = d e Q. Esta equação não envolve termo em x'y' se e somente se

QrAQ for diagonal. Como A é simétrica, é possível encontrar um par de vetores ortonor-

tem autovalores A = 2 e A. = 4, com autovetores unitários correspondentes

1 1 

1 1

do Capítulo 4). Com esta mudança de variáveis, (2) se torna

(y,, x,)'. Logo, se fizermos cos 0 = x, e sen 0 = y„então
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Sofwqão 
0 termo xy é eliminado da mesma forma que no Exemplo 2. Neste caso, usamos a matriz

1 1 

1 1

para girar o sistema de eixos. A equação em relação ao novo sistema de eixos é

2(x') +4(y'j + [0 8~2] g [,] =4
ou

(x') â€” 4x' + 2(y') + 4y' = 2

Se completarmos o quadrado, obtemos

(z' â€” 2) + 2(y'+ 1) = 8

Se fizermos x" = x' â€” 2 e y" = y' + 1 (ver Figura 6.6.4), a equação é simplificada para

:ada pelo ponto x' = l. 
nplicamos

(y")' 
8 4 

+ -' =1

Em resumo, uma equação quadrática nas variáveis x e y pode ser escrita sob a forma

f =0

a direção do eixo y'.

é um escalar. 
Se A é não singular, então, girando e movendo os eixos, é possível reescrever a equação : 'os novos eixos coordena-
sob a forma8

f' = 0 (4)

onde A, e A, são os autovalores de A. Se (4) representa uma cônica não degenerada real, 
será uma elipse ou uma hipérbole, dependendo se A, e A, têm o mesmo sinal ou sinais

encontre a mudança de coordenadas tal que a equação resultante represente uma cônica na 
posição padrão.
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m =- ".:uto a equação quadrática

Consideremos o problema de minimizaqão e maximização de funções de várias variáveis. 
Em particular, gostaríamos de determinar a natureza dos pontos críticos de uma função 
é um ponto 
crítico. Quer se trate de um máximo, mínimo ou ponto de sela depende dos autovalores 
de A. Em termos gerais, se a função a ser maximizada ou minimizada é suficientemente 

diferenciável, ela se comporta localmente como uma forma quadrática. Assim, cada ponto 
crítico pode ser testado para determinar os sinais dos autovalores da matriz de uma forma 
quadrática associada.

l f'=0

nulos. 

ter equa-
:-~áveis. Com efeito, uma

(5 i

é urr.

Se F(x) tem ou um máximo local ou um mínimo local em um ponto x, e as primeiras 
existem em xa, todas elas serão nulas. Assim, se F(x) tem primeiras 
derivadas parciais em todos os pontos, os seus valores máximos e mínimos locais ocorrerão 
em pontos estacionários. 

Considere a forma quadrática

cy

As primeiras parciais de f são

2by 

f,, = 2bx+2cyâ€” i-+n =0

- : =- s«perfície qnádrica. Fazendo-as igual a zero, vemos que (0, 0) é um ponto estacionário. Além disso, se a 

é não singular, este será o único ponto crítico. Assim, se A é não singular, f terá um mínimo 

Vamos escrever f sob a forma
:::-=ões para transformar a

= (:)Ax em que

:-:anal, a forma quadrática 

- â€” ies. Mais precisamente, se e somente se

Ax > 0 para todo x/O

se e somente se

Q'x tal Ax ~ 0 para todo x/O

Se xrAx muda de sinal, então 0 é um ponto de sela. 
variáveis, então, para todo x E R"

Corolário 6.4.7, existe uma 

f(x) = x"Ax

simétrica.

ponto esta-
em x, existem e são nulas.

matriz

global, um máximo global, ou um ponto de sela em (0, 0). 

Qrx,
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hip, Vp)
Ponto Estacionário (x~, y~) Descrição

x â€” / sF,,r(z)]

Solução 
são

+y â€” 4y 

o (máximo) local 
vemos que se x = 0, então y 

2xy â€” 4x = 2x(y â€” 2)

i = 0. 0). Seja
deve ser 0 ou 4 e se y = 2, então x = +.2. Logo, (0, 0), (0, 4), (2, 2) e ( â€” 2, 2) são os pontos 
Para classificar os pontos estacionários, calculamos as segundas deri-

2x, 2x
- .< e A, são não nulos e

Para cada ponto estacionário (xa, ya), determinamos os autovalores da matriz

2xp 2yp â€” 4

~ :=crentes.

Estes valores estão resumidos na Tabela l.

Podemos agora generalizar nosso método de classificação de pontos estacionários para 
funções de mais de duas variáveis. Seja F(x) = F(x,, ..., x„) uma função real cujas terceiras 
defina-se uma 
H(x,) por

h;) = F...,.(xp)

em x,. 
0 ponto estacionário pode ser classificado como se segue:

se H(x,) é definida positiva. 

se H(x,) é definida negativa. 
se H(x„) é indefinida.

EXENPEG 6 Encontre os máximos e mínimos locais e todos os pontos de sela da função

y, z) = x + xz â€” 3 cos y + z

Solução 
são

2x+z

sen y 
<+2z

por-
ck'). A expres-

:: .stejam na região mos-

E â€” enmto, podemos calcular 
nando a matriz corres-

(0, 0) 

(0, 4) 

(2, 2) 

( â€” 2,2)

4

4

â€” 4

Ponto de sela 

Ponto de sela 

Mínimo local 

Máximo local

vadas parciais :

4
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.r = z = 0 e y = noz, no
dado por

positivos, segue-se que 
Em um ponto estacio-

6.7 Matrizes Definidas Positivas

Na Seção 6, vimos que uma matriz simétrica é definida positiva se e somente se todos os 
seus autovalores são positivos. Este tipo de matriz ocorre em uma grande variedade de 
aplicações. Elas frequentemente surgem na solução numérica de problemas de valor de 
contorno por métodos de diferencas finitas, ou por métodos de elementos finitos. Devido a 
sua importância na matemática aplicada, dedicamos esta seção para estudar suas proprie-
dades. 

X n simétrica é definida positiva se xrAx ) 0 para 
todos os vetores x não nulos em R'. No Teorema 6.6.2, matrizes simétricas definidas positi-
vas foram caracterizadas pela condição de que todos os seus autovalores são positivos. Esta 
caracterização pode ser usada para estabelecer as seguintes propriedades:

da e, portanto, x, é um

ibl

0 3 5

Se A é uma matriz simétrica definida positiva, então A é não singular. 
Se A é uma matriz simétrica definida positiva, então det(A) ) O.

Se A fosse singular, A = 0 seria um autovalor de A. No entanto, uma vez que todos os 
autovalores de A são positivos, A deve ser não singular. A segunda propriedade também 

~ --:== funções, determine se 

~si :orresponde a um míni-

ti ponto de sela: 

â€” y- (0, 0)

det(A) = Xt 2„) 0

r 

segue do Teorema 6.6.2, desde que

de A. Podemos 
â€” 3xy+Zx â€” 3y(0, â€” 1 

(1, â€” I)â€” 3xy+2x â€” 2y
Se A é uma matriz simétrica definida positiva, então as submatrizes 

â€” xr

(X„..., X„)r : â€” y â€” 3x (1,0,0) 

(1,. 1, 1)
x = (xi.....,x„0,..., 0)

=. e definida positiva, então 
'- d- uma mauiz 2 x 2 com 

não é definida positiva. 
:=triz simétrica e definida 

~i s:ngular e A ' também é

Já que

AX ) 0

segue-se que A„é definida positiva.

Mostre que AiA 
~ :.as não definida positiva. 

com autovalo-

é que se A, é uma submatriz 
principal inicial de uma matriz simétrica definida positiva, então A„é não singular e det(A„) > 
0. Isto tem um significado em relação ao processo de eliminação de Gauss. Em geral, se A 
cujas submatrizes principais iniciais são todas não singulares, então A 
pode ser reduzida a forma triangular superior usando-se apenas a operação sobre linhas III; 
isto é, os elementos da diagonal nunca serão 0 no processo de eliminação, então a redução 
pode ser concluída sem intercambiar linhas.

orto-
tal que

(xrx,)'

para todo x E R". 

x 
Mostre que os elementos diagonais de A devem 
ser todos positivos. 

X 
Mostre 
que S'AS é definida positiva.

X 
Mostre que A pode ser fatorada em um produto 
cujas colu-
nas são mutuamente ortogonais. [Sugestão: ver 

Corolário 6.4.7.]

agora enunciar uma terceira propriedade das matrizes definidas positivas:

principais iniciais A,, A,,..., A„de A são todas definidas positivas.

qualquer vetor não nulo em R", e defina-seâ€” y +z )+yz â€” xâ€” 



('v)»p 
v 

('v)»p

BJas aJUB/SaJ

puo8mp otuaula[a o 'g ossnd o sod~ ossnd olult[n ou oAld ouloo opnsn Jas apod,",v 'O8oq

(I) " Esv 
(s~)»p (gy)»p (z)

'otul?IJocl a

(z) (t) Ecv zzv I Iv (fy)»p

'npnsn log 111 snqul[ aJqos ononJado n atuaulos anb n['

'. soulapod a

Ula npn~oSSUBJI IO3 V zulgm g 2 ossnd 0 sodV

0 < 

On>nultul[a ap OSSaOOJd Op OSSnd Opun8aS Ou OAld OUIOO OpnSn JaS apOd '0 g,zzV OIUOg
7 ziJIBIU g

('v)»p 
0 < zzv 

('v)»p ('v)»p
o)UB/Jod

(t) "v"v = ('V)»p
JOIJac[ns

080 I 'OpBJat[BUI aoaunlUJaCI atUBUIUlJatap
op JOGA o '111 snqut[ aJqos onknJado n atuaulos opunsn npnntaga log onkntuJoysunJI n oluog-)sa R opUap

Pu(Inl[a p

Zl J/Blll

mun Iua npniUJoysunJJ log zy ziJtmuqns n 'ossnd assa/ ([ Q'9 UJn8tg JaA) sopnutlul[a tunJOJ
I nun[oo np sotuaiua[a solult[n saJJ so anb slodap (p 'p) oghsod nu otualua[a o,",,v n[aS
oAld op nqul[ nJlalulJd n a I equl[ n a oAtd otuatua[a Uln ouloo opnsn Jas apod "v Iulssn

w c:azqo '[ ossnd 

BJIao Jat
0 < (I V)»p = ' "

IJIIJCI I?pI
7 ZIJjmu Q

anb atuauqmotut as-ato~ SAittsod 

'soAltlsod sopot oBJas oAld sot

splugap nolJ)aluis y >< [z y zlJtmu mun ap os@o ou 'gy apnpatJdoJd n mJysn[l solun~

-ualua[a so a 'III snqul[ aJqos og>UJado n snuadv, opunsn JOIJadns Jn[n8umJI UIUJog n nptz
apepatJdoJg

S ( QQQgQgg

p 

p 

Í)n

staS o[nltclsg

I I 0 
0 I 0 

0 0 1

= I- P P'P 'oPQUI 
; :: I atuapAtnba 
: w- samguaula[a 

JocI JaA UJnd

o[cliuaxa
anb I nqul[

-= JOIJa~t Jn[n8
I~~mBoJatul Illas

n? Ja8 lIlg

/I =(UV

p p

pÍz)
?ÍZn

ÍÍ)

x x

p 

p 

p 

Í in

(z))' 

x '(in p (z) 
«n 

(Í) 

(z) ssv 0 0 

x 

x x x

czv zzv 0 

EIV ZIV IIV

(
zzv 0 (I) 

Ztv Ilv

())I' 

Íf) 
~D x x' 

iin 
'(I) 

:zzn

p 

p 

p 

! (n

x .:' iin x x 

x :x :zzn x 

x ,:x x ))n

(t) (I) 

+-



Autovalores 341

A pode ser reduzida a uma forma triangular superior U 
é trian-
sob a diagonal será o múltiplo da 
que foi subtraído da linha j durante o processo de eliminação. Ilustramos com um 
exemplo 3 x 3:

EXENPLG I Seja

4 2 â€” 2 

2 10 2 

â€” 2 2 5

.:- então A pode ser redu-
~: linhas III, e os elemen-

'' 4 simétrica definida
é determinada da seguinte forma: Na primeira etapa do processo de eliminacão, 

2 da primeira linha é subtraída da segunda linha e â€” 2 da primeira linha é subtraída da 

terceira. Correspondendo a estas operações, podemos definir 1» = 2 e l» = â€” 2. Após o 

4 2 â€” 2 

0 

0 3 4

A eliminação final é obtida subtraindo 3 da segunda linha da terceira linha. Correspon-

dendo a este passo, fazemos l» â€” â€” 3. Após o passo 2, terminamos com a matriz triangular
linhas III, o valor do

superior

4 2 â€” 2 

0 9 3 

0 0 3

U =A'" =

é dada por
~ ~ocesso de eliminação.

1 0 0

1 0 

1 1 
1 

2 3

A.

1 0 0
4 2 â€” 2 

0 9 3 

0 0 3

Para ver por que esta fatoração funciona, vamos ver esse processo em termos de matrizes 

passo 1, obtemos a matriz

elementares. A operação sobre linhas III foi aplicada três vezes durante o processo. Isto é 
Deste -~= ; 3. o elemento diagonal

4 2 â€” 2 

2 10 2 

â€” 2 2 5

{r x x 

Qit L L 
{» 

0 Qí{ x 

0 0 a~ 
w{-"'= v

= :- rrimeira linha do pivô.
:lementos da coluna 1

U:

{{) 

>i ::; transformada em uma

1 0 0 

0 1 0 

0 1

1 0 

1 
i i 

2 3

1 0 0 

0 1 0 

0 1

1 0 0 

I 0 

0 0 1

4 2 â€” 2 

2 10 2 

â€” 2 2 5

4 2 â€” 2 

0 9 3 

0 0 3
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EXENP4G 2 Vimos no Exemplo 1 que
4 2 â€” 2 

2 10 2 

â€” 2 2 5

1 0 0 

1 0 
2

4 2 â€” 2 

0 9 3 

0 0 3

=LU

1 

20 0 

1 0
obtemos

1 

2
1 0 0

4 0 0 

0 9 0 

0 0 3

= LDLA= 0 1

0 0 1

Como os elementos diagonais u, u ..., u„„são positivos, é possível avançar um passo na 
fatoraqão. SejaL

'.=- =uperior com 1's na

ti 22
D /

ii tn

unn

u 2~z
Então, 

LD'~'(D" )rL â€” L,L 

de Cholesky de A.

11 22

Se A é uma matriz simétrica definida 
é triangular inferior 

EXERC PLG 3 Seja A a matriz dos Exemplos 1 e 2. Se fizermos

1 0 0

com elementos diagonais positivos.

1 0

2 0 0 

0 3 0 

0 0 ~3

2 0 0 

1 3 0L, =LD'l'=
1 1 

1 
2 3

então

2 0 0 

1 3 0

:uméricos. Há algoritmos 
z acares simétricos defini- 4 2 â€” 2 

2 10 2 =A 

â€” 2 2 5

também poderia ser escrita em termos da matriz triangular superior 
Além disso, não é difícil mostrar

:cs-=. ordem, o resultado é 

entes abaixo da diagonal 
--:- o processo de elimi-

:::.da em um produto de 
: =- triangular superior e 
â€” â€” = fatoraqão única (ver

fatorada em um pro-
..... u„„, que foram os 

. ::tes elementos são todos

= -ntão A pode ser fatorada 
D 

1 0 

1 

2 1 â€” 1 

0 3 1 

0 0 v3

~asrltlvos.

1 1 

2 3
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< B saia não singular. Colocanc 

~ ==ir são equivalentes:

( ) P 10 (b)
=~ determinantes positivos. 

- -penas a operação sobre
16 8 4 9 3 â€” 6 

(c) 8 6 0 (d) 3 4 1 
4 0 7 â€” 6 1 9

~ :-- inferior com elementos

B.

=- i c) implica (d). Para ver 
é não singular e (x,y) =xAy

é não singular. Seja 

segue-se que

yk 

yk ]()k

onde y, E Z' e pk é um escalar, mostre que 

4 ~widefinição positiva. Por
Li. 0 

T 

Xk uk
Lk-klâ€”

1

Ak+i = 

Lk„é da forma

B=
2

6.8 Natrizes ¹o Negativas

Em muitos dos tipos de sistemas lineares que ocorrem em aplicações, os elementos da 
matriz de coeficientes representam quantidades não negativas. Esta seção lida com o estudo 

9efiniçãe

~ A deve ser definida positiva.

4. Para cada um dos seguintes, fatore a matriz dada 

é triangular infe-

é uma matriz diago-
nal:

para 
cada uma das matrizes do Problema 4. 

simétrica definida positi-

va. Para cada x, y E R', defina

Mostre que (, ) define um produto interno em Rç 

suponha 
são 

são diagonais, U, e 

U, têm 

L, = 

é triangular 
inferior e U, ' é triangular superior. Compare os 

D, 'L„'L, D, = U,U] ~ j 
8. Seja A uma matriz simétrica definida positiva e Q 

uma matriz ortogonal diagonalizante. Use a fato-
não 
A. 

Mostre que 
é definida positiva. 

simétrica. Mostre que e~ 
é simétrica e definida positiva. 

é uma matriz simétrica não sin-

é definida positiva. 

12. Seja

(a) Mostre que A é definida positiva e que x'Axâ€” 
E. R'. 

não é 
definida positiva. 

definida nega-
tiva. 

é 

ímpar? 

(b) Mostre que as submatrizes principais iniciais 
de A são definidas negativas. 

(c) Mostre que os determinantes das submatrizes 
principais iniciais de A têm sinais alternados. 

simétrica definida posi-
tiva. 

então as submatrizes principais 

iniciais Ak e Ak„são ambas definidas positi-

vas e, consequentemente, têm fatoracões de 

Se Ak+, é expressa 
na forma

e determine xk e nk em função de Lk yk e )3k 

(b) A submatriz principal inicial A, tem decomposi-

(~a»). 
Explique como a parte (a) pode ser usada para cal-
cular com sucesso a decomposição de Cholesky 

de A„..., A„. Proponha um algoritmo que calcula 

um laço simples. Como A = A„, a 

(Este 
algoritmo é eficiente pelo fato de usar aproxima-
damente a metade dos cálculos normalmente 

LU.)

de tais matrizes e algumas de suas propriedades.
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g :e=-ativas, coíísideremo

xllí ~ IIIJllillxlli para qualquer x <

~~da adicional para cada 
:- = saída de cada uma das

l~lllxllí = ll~xllt = IIAxllc < IIAllíllxllí

e, portanto,

íd

Como llA ll, < 1, segue-se que

A'"llí ~ 0 já que m ~ oo

e, portanto, A"' tende a zero quando m â€” > ~. 
Já que

=dí
A

. =-- =d~

segue-se que

d11

Quando m m ~,

A)

m--. = ser não negativo. (Não

0

(2)

~:r . m sistema de equações 
W.= = o montante da entrada 

indús-

de um dólar do produto. 
: será

Claramente, a produ-
i-

~to necessária para aten-
: ~essitará de uma entrada 

- o í-ésimo produto será

-.:- devemos fazer uso de 

e-.res que foi apresentada 
deno-

:atrizes são estudadas na 

~=-'quer matriz m X n, B,

X n satisfazendo as condições (i) e (ii), então segue-se 
de (2) que llA ll, < l. Além disso, se A. é qualquer autovalor de A e x é um autovetor asso-
ciado a A, então

A é não singular e, portanto, o sistema 

Gostaríamos de mostrar que esta solução deve ser não negativa. Para fazer isso, vamos 

(1) tem uma solução única

A) ' é não negativa. Primeiro, observe-se que, como consequência da 

A) ' quando m m ~. Pela condi-
A) ' deve ser não 
deve ser não negativa. 
Vemos, então, que as condições (i) e (ii) garantem que o sistema (1) terá uma única solucão 
não negativa x.

Como você já deve ter adivinhado, há também uma versão fechada para o problema 
de entrada e saída de Leontief. Na versão fechada, presume-se que cada indíístria deve 
produzir uma saída suficiente para atender as necessidades de entrada apenas das outras 
indíístrias e dela própria. 0 setor aberto é ignorado. Assim, no lugar do sistema (1), temos

neste caso é um resul-
tado muito mais profundo do que na versão aberta e exige alguns teoremas mais avançados.

propriedade multiplicativa (3), temos
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Os autovalores com valor abso-
são todos raízes simples da equacão característica. Com efeito, se há 
eles devem ser da forma

com as seguintes

2k11Í/m 
&=0,1,...,m â€” 1

A demonstracão deste teorema está além do escopo deste texto. Enviamos o leitor a 

k =rC

Teorema de Perron se segue como um caso especial do teorema 

No modelo fechado de entrada e saída de Leontief, supomos que não há demanda do setor 

de Frobenius.

indíístrias. 

a; „x„

sistema resultante pode ser escrito sob a forma

(A â€” I)x = 0 (4)

Como antes, temos a condição

aj >0

Como não há setor aberto, o volume de saída da j-ésima indústria deveria ser o mesmo que 

11

Então, deftnindo os xl e os a„como no modelo aberto, temos

a entrada total para esta indústria. Logo,

xj = Q a;jxj
Í= I

e, portanto, temos nossa segunda condição

singular, pois a soma de seus vetores linha é 0. Portanto, 
I é um autovalor de A e como ~~A ~~, = l, segue-se que todos os autovalores de A tem módu-
los menores que ou iguais a l. Suponhamos que um número considerável dos coeficientes 
de A é não nulo de modo que A seja irredutível. Então, pelo Teorema 6.8.2, A = l tem 
Logo, qualquer mílltiplo positivo de x será uma solucão posi-
tiva de (4).

; ~ - somente se existe uma

As matrizes não negativas também desempenham um papel importante na teoria dos pro-
então jul = 1 é 

2,..., n

com
No caso em que A é estocástica e todos os seus elementos são positivos, segue-se do 
Teorema de Perron que A, = l deve ser o autovalor dominante e isto, por sua vez, implica 
que a cadeia de Markov com matriz de transição A convergirá para um vetor de estado 
estacionário para qualquer vetor de probabilidade inicial x<>. De fato, se para algum k a 
matriz Ak é positiva, então pelo Teorema de Perron A, = 1 deve ser o autovalor dominante

um autovalor de A e os autovalores restantes satisfazem
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j = 2,..., n

1 
c~

zz â€” izes quadradas
1 0 I I 

1 1 1 1 

1 0 I I 

1 0 1 1

y , y, = Ayo, yz = Ay,,
(b)

=2....,n

Ist=-.. Mor dominante de A. (Ver 
: .- =-e todos os elementos de 

.â€”; ", », A matriz de transiqão 
= or dominante e, portanto.

:=:utí~el não negativa 3 X 3 

A, = 2 = ~ A, ~ = Az

z= â€”.zes quadradas. 

autovetorx = (x,. 
=- x é também um autovalor 

-, = â€” â€” x =(x,, ..., x„0, ...,0)'. 
positivas, mostre que A 

com a pro-
= . para qualquer autovalor 

â€” :ém que a multiplicidade de 

: = :,i = v tem um autovetor não

na parte 
'=de 2 e possui um autove-

:=triz 2 X 2 A é redutível se

.=:.- de Frobenius no caso em

i e. ]ara uma matriz estocástica 

-oi alor e que os autovalores 
el

(Ver Problema 24 do Capítulo 7, Secão 4.) Mostre 
com a 

propriedade que A' é uma matriz positiva para 

com 
autovalor dominante A, = 1 e autovetores linear-

mente independentes x„x„..., x„, e seja y, um 
vetor de probabilidade inicial de uma cadeia de 
Markov

(a) Mostre que A, = 1 tem um autovetor positivo 
xv 

1, .... 
(c) Mostre que se

ya â€”â€” cixi + czxz + + c„x„

EXERCIICIIGS MATLAB 

VIsualizaqao de AutovaIores

IvIATLAB tem uma utilidade para visualizar as a]ões 

de operadores lizzeares que representam o plano em s 
eig-
Este comando abre uma janela de figura que 
a imagem 
pode ser especificada cozno um 
ou sele-

cionada a partir do menu no topo dajanela de figur. 
Para ver o efeito do operador A em outros vetores uni-
tários, aponte o mouse para a extremidade do vetor 

em torno do círculo 

se 
muda. Neste 
para 
investigar os autovalores e autovetores das matrizes no 
eigshow.

1. A matriz de topo no menu é a matriz diagonal

Inicialmente, quando você selecionar essa matriz, 
os vetores x e Ax devem estar ambos alinhados ao 

longo do eixo x positivo. Que tipo de informaqão 
sobre o par autovalor â€” autovetor é aparente a par-
tir das posicões iniciais da figura? Explique. Gire 

no sentido anti-horário até que x e Ax estejam 
paralelos, ou seja, até que ambos se encontrem na

então a componente cz na direcção do autovetor 

positivo x, deve ser não nula. 

(d) Mostre que os vetores de estado y, da cadeia 
de Markov convergem para um vetor de estado 
estacionário. 

(e) Mostre que

e, portanto, o vetor de estado estacionário é inde-

pendente do vetor de probabilidade inicial y„. 
14. Será que os resultados das partes (c) e (d) no 

Problema 13 serão válidos se a matriz estocástica 

A não foi uma matriz positiva? Responda a essa 

pergunta mesmo no caso em que A é uma matriz 

estocástica não negativa e, para algum inteiro po-
sitivo k, a matriz A' seja positiva. Explique suas 
respostas.

mesma linha que passa pela origem. 0 que você 

pode concluir sobre o segundo par autovalor â€” auto-
vetor? Repita esta experiência com a segunda ma-

triz. Como você pode determinar os autova)ores e 

autovetores de uma matriz diagonal 2 X 2 por ins-
pecão, sem fazer quaisquer cálculos? Será que isso 

também funciona para matrizes diagonais 3 X 3? 

Explique. 
2. A terceira matriz no menu é apenas a matriz iden-

se comparam geometrica-
ao redor do círculo 

unitário? 0 que você pode concluir sobre os auto-
valores e autovetores neste caso? 

3. A quarta matriz tem zeros na diagonal e uns nas 
posicões fora da diagonal. Gire o vetor x em torno 

do círculo unitário e observe quando x e Ax são pa-
ralelos. Com base nestas observações, determine os 

autovalores e os autovetores unitários correspon-
dentes. Confira suas respostas multiplicando a ma-
triz pelos autovetores para verificar que Ax = Ax. 

4. A matriz seguinte no menu eigshow parece idên-
tica as anteriores, exceto que o elemento (2, 1) foi 
completamente 
em torno do círculo unitário. x e Ax são alguma 

vez paralelos? A possui autovetores reais? 0 que 
você pode concluir sobre a natureza dos autovalo-
res e autovetores desta matriz? 

Investigue as próximas três matrizes no menu (a 
sexta, a sétima e a oitava). Em cada caso, tente 

estimar geometricamente os autovalores e autove-
tores e faqa seus palpites para os autovalores con-

algum inteiro positivo k, então
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ar seus gráficos no

q = poly(B); 
x= â€” 8:0.1:8; 

y = polyval(p, x); 
z = zeros(size (x)); 

w = polyval(q, x); 
x, w, x, z) 

â€” eye(10)

â€” oots~ p)

B= 3

4 . e a soma dos autova-

â€” -' mx1e ser calculada com o 

C. i=ule ambas as quantida-
:=-' ltados. Use o comando 

=.-- o produto dos autovalo-
=sultado com det(A). 

D] = 
para calcular X 'AX e 

Calcule também 

"-:= --e os resultados.

- -' â€” : '. Por que X = I deve ser 

::plicidade 9? Calcule o 
: -ão ivlATLAB trace. 

deve ser igual a 11. 
'" - cule os autovalores de 

esg ' . Examine os autovalo-

t long. Quantos dígitos de 
rcs :-. tovalores calculados? 

~~ =ara cálculo de autovalo-

=goritmo QR descrito na 
. Também podemos cal-

'= A calculando as raízes 

:-:terístico. Para determi-

polinômio característico 

:y ~ '. 0 polinômio caracte-
= â€”.=- . oeficientes inteiros. Por 

w : ." imos p = round(p). 
" : -=- coeficientes exatos do 

'===:;o de A. Calcule as raí-

â€” =. usando format long. 
ne :=;cisão existem nos resul-

Qual o' método de cálculo 

~ preciso, usando a fun-
as raízes do polinômio

:.azes são as mesmas, ex-c=tiss i 2. 2), 
:=--a calcular os autovalores 

â€” =-ies têm o mesmo tipo de 
: â€”,:i alores das matrizes são 

- :alinômios característicos. 

comandos MATLAB para

0 comando hold on é usado de modo que os 

gráficos subsequentes na parte (b) serão adi-

cionados a figura atual. Como você pode usar 

o gráfico para estimar os autovalores de A? 0 

que informa o gráfico sobre os autovalores de 

Explique. 
Para ver como os autovalores variam o ele-

mento (2, 2) vamos construir uma matriz C 
com um elemento (2, 2) variável. Fava

5] 

varia de 0 a 10, os elementos (2, 2) 
dessas matrizes variam de â€” 5 a 5. Utilize os 

seguintes comandos MATLAB para desenhar 
os gráficos dos polinômios característicos para 

as matrizes intermediárias correspondentes a 

â€” 1,2, ...,9:

p = poly(C) 
forj = 1 :9 

j); 
ezplot(s, [ â€” 10, 10]) 

10, 10, 20, 220]) 

pause(2) 
end 

Quais dessas matrizes intermediárias têm 

autovalores reais e quais têm autovalores com-

plexos? 0 polinômio característico da matriz 
simbólica C é um polinômio quadrático cujos 
Para saber exata-

mente onde os autovalores mudam de reais para 
complexos, escreva o discriminante do qua-
em seguida, 
encontre as suas raízes. Uma raiz deve estar 

de 
volta na matriz C e detetmine os autovalores da 

matriz. Explique como esses resultados corres-
pondem ao seu gráfico. Resolva os autovetores 

a mão. É a matriz diagonalizável? 
Faca

3) 

A matriz B não é simétrica e, portanto, não é neces-

sariamente diagonalizável. Use MATLAB para ve-

é igual a 2. Explique por que

autoespaço cor-

D] = 
compare o resultado 
compare o re-
B'. 

Faca

C = triu(ones(4), 1) + diag([ â€” 1, 1], â€” 2)

eig(C) 

D. C 
é diagonalizável? Calcule o posto de X e o condi-
cionamento de X. Se o condicionamento de X for 

grande, os valores calculados para os autovalores 
podem não ser precisos. Calcule a forma linha de-

grau reduzida de C. Explique por que 0 deve ser 
um autovalor de C e o autoespa9o correspondente 
deve ter dimensão 1. Use MATLAB para calcu-

lar C4. Ele deve ser igual a matriz zero. Dado que 
C4= 0, o que se pode concluir sobre os valores 
reais dos outros três autovalores de C? Explique. 

C é defeituosa? Explique. 
Construa uma matriz defeituosa fazendo

A â€” ones(6); A = A â€” tril(A) â€” triu(A, 2) 

É fácil ver que ã = 0 é o único autovalor de A e que 
Verifique que este 
é realmente o caso, usando MATLAB para calcu-
lar os autovalores e autovetores de A. Examine os 

autovetores, usando o format long. Os autove-

tores calculados são mííltiplos de e,? Agora realize 

uma transformaqão de similaridade com A. Fia

Q""A "g 
Se os cálculos tivessem sido feitos em aritmética 

seria semelhante a A e, portanto, 
defeituosa. Use MATLAB para calcular os auto-
uma matriz X composta dos auto-
B 
calculada é defeituosa? Por causa do erro de arre-

dondamento, uma pergunta mais razoável a fazer 

está perto de ser defei-

tuosa (isto é, estão os vetores coluna de X perto 

de ser linearmente dependentes?). Para responder 
a esta pergunta, utilize o MATLAB para calcular 
recíproca do condicionamento de X. 

Um valor de rcond próximo a zero indica que X 

é quase deficiente em posto. 
Gerar uma matriz A, definindo

[ â€” 1,â€” 1;1,1], 

B]

A matriz A deve ter autovalores X, = 1 e 
X, â€” â€” 1. Use MATLAB para verificar que 
estes são os autovalores corretos calculando

hold on
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será), I) + ãiag(I : 5),

= trace(B)

~ lexa hermitiana definindo

: rand(5);

R'R

1LL(C)

= eig(A)

Qtj&jzagã0

i E/X

: :- ===-" erri Valores

=-m ambas os autovalores I, 
-":LAB para calcular os autovalo-
- . ='gritos de precisão existem no 

=dos? Use MATLAB par-
=- cada um dos seguintes:

~ -' nevem ser reais. Por quê? 
â€ .:-ires e analise seus resul-

t long. Os autovalores 

-. Calcule também os auto-

icé esperaria que X fosse'. 
x L'TL%B X'"X para calcular 
s ==tão de acordo com suas

seja? Use 
Compare

o coman-

oorervar interpretações 
. =. = autovetores de n~atri-

tno-
â€” :,r para visualizar valo-

; .â€” r. rrex de unta ntatriz sin-

svdshow, 
bdsi cos entre vetares 
~a. 

: :ão singular com decom-
.:- 'ares A = USV e valores 

; â€” = s., Explique por que 
.ndicões é verdadeira:

e Av, = s,u, 

são vetores unitários ortogonais e as 

imagens Av, e Av, são também ortogonais. 

j'Av, jj = s, e jjAv, s,. 
Faça

A â€” [1,1,0.5, 05] 

e use o MATLAB para verificar cada uma das de-
clarações (a) â€” (d) no Exercício 20. Use o comando 

ã 

matriz A. Clique sobre o botão eig/ (svd) para 

mudar para o ntodo svdshow. A exibição na jane-
la de figura deve mostrar um par de vctores ortogo-
nais x, y e suas imagens Ax e Ay. Inicialmente, as 
não devem ser ortogonais. Use o 

e y no sentido anti-
horário até que as suas imagens Ax e Ay se tornem 

ortogonais. Quando as imagens forem ortogonais, 
são vetores singulares ã direita de A. Quando 

e y são vetores singulares a direita, como são os 

valores singulares e vetores singulares ã esquerda 

relacionados com as imagens de Ax e Ay? Explique. 
Observe que quando você gira de 360', a imagem 

do círculo unitário traca uma elipse. Como os va-

lores singulares e vetores singulares se relacionam 
com os eixos da elipse'?

22. Use os comandos MATLAB a seguir para cons-
truir uma funcão simbólica:

syms x y 

f' = (v + 1)~3 + x v v~2 + y~2 4 ~ x >: ) â€” 4 :-
>+ I

Calcule as derivadas parciais de primeira ordem 

y) 
y)]

Podemos usar o comando snbs para avaliar o hes-

definindo

siano para qualquer par (x, y). Por exemplo, para 

Hl â€” suhs(H, [x, y], [3, 5])

para de-
contendo as coordenadas x 
dos pontos estacionários. Avalie o hessiano em 

cada ponto estacionário e, em seguida, determine 
se o ponto estacionário é um máximo local, míni-

mo local ou ponto de sela.

Hatrizes Vefiriidas Positivas 

C = ones(6) + 7 ~ eye(6)

eig(C) 

Mesmo que á = 7 seja um autovalor de mul-

tiplicidade 5, a matriz C não pode ser defei-

tuosa. Por quê? Explique. Verifique que C 

não é defeituosa pelo cálculo do posto de X. 

Calcule também X X. Que tipo de matriz é X? 

Explique. Calcule também o posto de Câ€” 

que você pode concluir sobre a dimen-

são do autoespaço correspondente a A â€” 7? 

Explique. 
A matriz C deve ser simétrica definida posi-

tiva. Por quê? Explique. Desta forma, C de-

LLr. 0 
chol(C) vai gerar 
que é igual a 

Use 
MATLAB para verificar que

(c) Alternativamente, pode-se determinar os fato-
de C. Faca

diag(sgrt(diag(U)))

ó=(L" D)' 

ó? Este método de 

calcular a fatoração de Cholesky é menos efi-

ciente que o método MATLAB utiliza para a 
Chol. 

24. Para vários valores de k, forme uma matriz A, k X 

k, fazendo

diag(ones(k â€” I, I), I); 

de A e o 

desta 

Qual será 

o seu determinante? Por que a matriz deve ser de-
finida positiva? 

comando do 
irá gerar uma matriz 

cujos elementos são dados por

I sei =louj=1 

1 u p; u/+ pia i sei ~ I e j > I

refere-se ao triângulo de Pascal, 

avaliar o hessiano quando x â€” 3 e y = 5, faca

23. Faca

D',

Po = 

um arranjo triangular de números usado para gerar 
P 

formam uma seção do triângulo de Pascal.
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tê.~ 4. Mostre que se A é uma matriz da forma

com os mesmos auto-

semelhantes. 

r â€”. de multiplicidade maior

a 0 0

A= 0 0 1

0 0 a

~= =eteituosa. então A deve ser defeituosa. 

5. Seja: â€” 'de posto 3 e A = O é um 

-==de 3. então A é diagonali- 4 2 2 

2 10 10 

2 10 14â€” 'deposto ler = Oéum 
3. então A é defeituosa. 

é igual ao número de 

w l=:o de A, em que os autova-
com a multiplicidade. 

é igual ao número 

:=-- nulos de A, no qual os 
-.lados de acordo com a

ur + crus

= um escalar complexo.

= -'. tem decomposicão de 
autovalores de A são

'tiana, então A deve 

complexo. 
rl.- : =itiva, então A é não sin-

> 0. então A é definida

Y()
onde

=-= de A. 2 

5

1 

s

r.r. e=:ontre uma base para o 100 0 0 0 

0 10 0 0 

0 0 10 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0

i 

2é 

=- depois use a fatoração

7 

s

2 

s

2 

ã i 

2

r 

22 

ã
2 

5 1 

2om elementos reais que 
ei„= 
2i 
~=:: ' o que, se alguma coisa, 
cr:e os valores dos autovalo-

Explique. 

â€” =ão singular e seja A um

Faça uso da decomposição em valores singulares para realizar cada um dos seguintes: 

Encontre uma base ortonormal para R(A). 
N(A). 
que é a matriz de posto 1 mais próxima de A. (A distância entre as matrizes 

utilizando a norma de Frobenius.) 
a matriz pedida na parte (d). Use os valores singulares de A para determinar a distância 

A ))e).

é medida

: .tovalor de A '.
entre A e

Sem calcular os autovalores de A, mostre que

~ ez'ca definida positiva. 

~'dente.

(a) Determine o posto de A. 

A é definida positiva.

é
é diagonal.

(c) Calcule a fatoração de Cholesky de A.
A função

y) = x'y + xr + y- 'â€” 2x â€” y + 4 

tem um ponto estacionário (1, 0). Calcule o hes-

em (1, 0) e use-o para determinar se o 
ponto estacionário é um máximo local, mínimo 

local ou ponto de sela. 
7. Dado

calcule e'~ e use-a para resolver o problema de 
valor inicial. 

S. Seja A uma matriz 4 x 4 real simétrica com auto-
valores

Ar â€” 1, Ar=Ai â€” ã,=0 

(a) Explique por que o valor próprio múltiplo Aâ€” 
0 deve ter três autovetores linearmente inde-

x,, x„x,.

(b) Seja x, um autovetor associado a ã,. Como x, 
Explique. 

para construir 
uma matriz ortogonal U que diagonaliza A. 

(d) Que tipo de matriz é e4? É simétrica? Trata-se 
de definida positiva? Explique suas respostas. 

uma base ortonormal para C' e su-
pode ser escrito como uma 
combinação linear

z"u, = 
determine o valor de c,. 

Use os resultados da parte (a) para determinar 
z ),. 

Seja A uma matriz 5 X 5 não simétrica com posto 
ArA e seja C = ee. 
0 que, se alguma coisa, você pode con-

B? 

Explique. Que melhores palavras descrevem o 
B? 

0 que, se alguma coisa, você pode concluir 
sobre a natureza dos autovalores de C? Expli-
que. Que melhores palavras descrevem o tipo 
de matriz que é C? 

X rz. 
Se A é real e não simétrica com decomposição 

U", então que tipos de matrizes 
Como os autovalores de A se rela-

Explique suas respostas. 
é hermitiana com decomposição de Schur 

W S W", então que tipos de matrizes são W e S? 
se re-

lacionam com W e S? Explique suas respos-
tas. 

Seja A uma matriz cuja decomposição em valores 
singulares é dada por
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~- altamente senst 

ze 4x = be(A + 

.er sistemas lin 

problema de e 
: = computacão de auto-

. :-= é o poderoso algo-
-ogonais apresentado

',-ão de problemas de 
- â€” ; deficiente em posto, 
. :trar a solução particu-

rno de Golub â€” Reinsch 

==rá apresentado nessa

-=-oh er problem

= =: pequenos. A 

-:- =ilidade dos si

'aerizado com

- dados são li

:."itos. Esta tra

: =wedondamen

--em executad

oluqão exat
= aproximaqã

: â€”. queríamos re
-. =rros de arred

:=-.- r calcular um

b. Um algor
exata para u

m convergir
-'=- estáveis, dev

(0,132)s x 8 = â€” + â€” + â€” x 8 = 720
4 1 3 2 4

8 8z 8a

Para melhor compreender o tipo de sistema numérico com que estamos a trabalhar, um 
exemplo muito simples pode ajudar.

' Embora no Brasil se use a vírgula para separar as partes inteira e decimal de um número, todas as linguagens 

de programação usam o ponto para a separação. Por este motivo usaremos ponto flutuante em vez de vírgula 

flutuante nesta tradução. (N. T.)
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e ~i â€” =ro> em ponto Fitztuante No entanto, a representaqão de ponto flutuante desta soma é 0,263 x 104. Esta, então, deve 

erro 

4,46

e o erro relativo é

â€” 4,46 
= â€” 0,17 x 10 

é 0,117 X 10'. 0 erro absoluto no 
produto é â€” 29,8 e o erro relativo é de aproximadamente â€” 0,25 X 10 '. A subtraqão e a 
divisão em ponto flutuante podem ser feitas de uma maneira semelhante. R

0 erro relativo na aproximaqão de um número x por sua representacão em ponto flutu-
ante x' é normalmente representado pelo símbolo 6. Assim,

X â€” X 

X
ou x' = x(1+ h) 

(1)

ou 

absoluto da soma é

0,26344 x 104

il = 

épsilon da máquina é definido como o menor número em ponto 

e) > 1 

Por exemplo, se o computador usa números em ponto flutuante de três dígitos, então 

+ 0,499 x 10 ) = 1 

x 10 ) = 1,01

Portanto, o épsilon da máquina seria 0,500 X 10 '. 
dígitos. Neste 

são dois números de ponto flutuante, então

(a'+ b')(1+ 6z)

flutuante e para o qual

enquanto 

caso, o épsilon da máquina é e = 2 ". 

(a'b')(1 + 8z)

(a' â€” b')(1 + 6s)

(a' â€” . 'b')(1+ 6g)

Os 6, são erros relativos e terão todos valores absolutos inferiores a e. Observe no Exemplo 
4 que 6, = â€” 0,17 X 10 '-, ó, = â€” 0,25 X 10 ' e e = 0,5 X 10 '-. 

Se os números com que você está trabalhando envolverem alguns pequenos erros, as 
operacões aritméticas podem combinar esses erros. Se dois números concordam em k dígi-
tos decimais e um número é subtraído do outro, haverá uma perda de dígitos significativos 
em sua resposta. Neste caso, o erro relativo na diferenca será muitas vezes tão grande 
quanto o erro relativo em qualquer um dos números.=: aponto flutuante de três

EXEHPLG 5 Seja c â€” 3,4215298 e d = 3,4213851. Calcular c â€” d e 1/ (c â€” d), utilizando 
aritmética de ponto flutuante com seis dígitos decimais.
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étodo computacional, uma vez que envolve a menor quantidade de opc-

(I) (I) (I) 
Ql) rl)2' Ell,

(lj (I) (I) 
Qgl Qgg ' ' 0,„

[pela nossa hipótese, a,",' 4 0]. A primeira etapa 
I vezes para elimi-
mentos abaixo da diagonal na primeira coluna de A. Observe-se que m„é o 

(I) (0 
ali a)2

(1) 

(2) (2) 
0 a22 a2,

A( )

0 a„2 a„ 
(2) (2)

(2) (I) (I) 
al . j<n)

I)'- multi-
I)' adiçõeslsubtrações. 

pode ser usado como um elemento pivô para eliminar 

defina
(2)

da primeira linha que deve ser subtraído da linha k. A nova matriz obtida será

a

rii 2
Bliz

(2)
22

I,, vezes a segunda linha de A"' da linha k. A nova matriz obtida será

a 
II

(I) (I)
QI2 Q)S

(2) (2)
022 (22'

(2)
0 a~,

(2) 
21E

A(-) (3)
a„

equacões lineares em 
0 0 a„~ a")=- "eralmente considerada

Ba

a,,u ) é uma matriz não singular. Então A pode ser reduzida a forma estrita-
Para simplificar, vamos supor que 
Inicialmente temos
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(nâ€” endo

1 

0 1rUâ€” 

egue:

Ektâ€”
â€” mkt 0

0 0 0

0 1

â€” t 

kt mkt 0

0 0 0

eja

1 

â€” m2t 1 

Ml = E„t E3)E2t =

m„t 0 0 1

ogo, A"' = M,A. A matriz M, é não singular e
arm 

o Al 

ular

1 

mzt 1 
â€” 1 â€” 1 â€” t â€” 1 

Mt â€” â€” Ezt E3t .. E„l

m„t 0 0

De forma stmtlar,

= M,A(" 
= M2MtA

na qual

1 

0 1 

0 â€” m32 1M2 = Enz'''E32

0 â€” m„2 0

oco 

=pois de ter res 

.-.-. :. íorma triangular U do 
~:=res de resolver o novo 

. =mente. Podemos fazer 

Capítulo 1 (ver Exemplo 
= â€” -ontrole dos números 

ntultiplicndores. 0 
=- ~ -ésima linha durante a 

.:-dores podem ser usa-
-e~os de multiplicações

1 matrizes

ada E„, é não singular, com

A = E,2 E42E32A

365

â€” m3t 0 1

m3t 0 1
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pode ser escrito sob a forma 

b 

Seja y = Ux. Segue-se que 

Ly=LUx=b 

Logo, podemos encontrar y resolvendo o sistema triangular inferior

= bi 

= b2 

= b3

21yl + V2 

m31yl + m32V2 + V3

=- nferior quando eles são m„i yi + m„zy2 + m,3y3 + + ya

Este valor pode ser usado na segunda 
equação para obter y,. Os valores de y, e y, podem ser usados na terceira equação 
para obter y, e assim por diante. Este método de resolução de um sistema triangu-
substituigão de direta. 

Uma vez que y tenha sido determinado, precisamos somente 
do sis-
sistema triangular superior é resolvido por substituição reversa.

0 

0 

0

EXENPLG 2 Resolva o sistema

2xi + 3x2+ x3 = â€” 4 

4xl + x2 + 4x, = 9 

3xi + 4x2 + 6xs = 0

â€” 4â€” 4

9

0

1 0 0

2 1 0

1

4:3

V2 = 9-2yl 

y3 = 0 â€” 2yi

= 17

â€” â€” y2 =4,3 
1 

10: : hiplicador para o passo

xi= 2 

x2 = â€” 3 

x3= 1

2xi + 3x2 +

â€” Sx2 +

x3 = â€” 4 

2x3 = 17 

4,3x3 = 4,3

â€” 4 

17 

4,3

2 3 1 

0 â€” 5 2 

0 0 4,3

A solução do sistema é x â€” (2, â€” 3, 1)r.

Algoritmo 7.2.2 Substituições Direta e Reversa

n 
k â€” l. 

gmt;y;
ração LU tenha sido deter-

Soiiuqão 
U 
tenham sido determinados, o sistema pode ser resolvido por substituicão reversa.
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(b) Quantas adições/subtrações e multiplicacões/ 
divisões são necessárias para resolver Ax = 

de Ax en será a coluna j de 
A '. 

quantas multiplica-
ções/divisões e adições/subtrações adicionais 

são necessárias para calcular A '? 

determinadas. Quantas adições e multiplica-

ções escalares são necessárias para calcular 

A 'b? Compare esse número com o número de 

b 
usando o Algoritmo 7.2.2. Suponha que temos 
vários sistemas para resolver com a mesma 

matriz de coeficientes A. Vale a pena calcular 
A '? Explique. 

Seja A uma matriz 3 X 3 e suponha que A pode ser 
L, 
usando apenas as operações sobre colunas do tipo 

III, ou seja,

simétrica com fatoração 

então A pode ser ainda fatorada em 
é diagonal). Elabore um 

tmo semelhante ao Algoritmo 7.2.2 para re-
b. 

va um algoritmo para resolver o sistema tri-
nal

az

1) multiplicaçõ
de A já foram 

~ :=:olver um sistema Ax

=- n> 

,- n
C» â€” 1 a»

d1 
dz

~: ; er um sistema por el

adicões/subtrações.

-t=r :m uma matriz sepa 
- ::=ar do elemento a," ,el 

azenar os m„e os

dn â€” i

d»

AEi EgEi â€” â€” L 

são matrizes do tipo III. Seja 

(EiEzEs)

liminação gaussiana com os elementos dia-

s como pivôs. Quantas adicões/subtracões e 

plicações/divisões são necessárias? 

é triangular inferior com I's 

é triangular superior. 
Quantas adicões e multiplicações escalares são 

por substitui-
ão direta?

é triangular superior com 1's na 

(Este problema ilustra uma 

i:so acontecer, é pre 
- â€” ;orporar trocas em no

stratégias de Pivotamento

Nesta seção, apresentamos um algoritmo para eliminação gaussiana com trocas de linhas. 

versão coluna da eliminação gaussiana.)

Em cada etapa do algoritmo, será necessário escolher uma linha pivô. Podemos evitar 
muitas acumulações desnecessárias de grande erro pela escolha das linhas pivô de uma 

ex,y ER".Sup 
~=B =' computado das segu

>Ax)(y~B)

"::-e : nrultiplicações escalares

forma razoável.

=-da um desses cálculos?

~= â€”.o de adições e multip
:-=-a cada um dos três méto

Que méto
:c sse caso?

=-~mentar formada subtraind

identidade da linha k

ne,e,

E„E„, =

EHm1oaqão Gausslaoa com Trocas 

Considere o seguinte exemplo: 

LG i Seja

6 â€” 4 2 

4 2 1 

2 â€” 1 1

ne„e, 

com fatoracão triangular

l»»»

Queremos reduzir A a forma triangu]ar, utilizando as operações sobre linhas I e III. Para 
serão denotadas por 
(I, 2, 3). Suponha-se que, na primeira etapa 
do processo de redução, a terceira linha é escolhida como a linha pivô. Então, em vez de 
p. 
é usado para acom-
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=on/o uma nova numeração das 

" - até o final do processo de 
em que

2 â€” 1 1 

0 â€” 1 â€” 1 

0 0 â€” 5

1 0 0 

3 1 0 

2 â€” 4 1

U=

No computador, não é realmente necessário comutar as linhas de A. Nós simplesmente 

ai p

Algoritmo 7.3. II Eli/r)ir)açâo de Gauss corr/ Comutaçõespivô. os elementos de p(3) 
=' realizada então como se

Parai = l,...,n 

Defina p(i) = i 
â€” 1

"= '- seguinte forma:

laço para
5

Parai = l,...,n 

Escolha um elemento pivô ap(j) dos elementos

:- 1. 2), a matriz resultante
ap(n),/

(Estratégias para fazer isto serão discutidas adiante nesta seção) 

n 

p(/,) / â€” ap(/<) //ap(/) / 
n 

j 

Fim lago para 

Fim laço para 

Fim lago para

- ;ornecar, a redução teria 

:ices.-idade de comutações. 
~e-multiplicar A pela matriz

0 multiplicador m„/„/,. é armazenado na posição do elemento a„(,./, eliminado. 
é a 

linha p(i) da matriz identidade. 
onde

==- os resultados. Os multi-

â€” -'. Estes serão armazenados 

~=-'i-los dos outros elemen-

sek >i 

sek =i 

sek (i

/n p(//),/ 
t 
0 sek >i

: â€” 4 â€” 5 

â€” 1 I
0

Seja 
segue-se que o sistema é equivalente a

LUx=c

P 'LU = P LU.- â€” mes reduzidas resultantes 

rmações necessárias para

Pb.

pode ser 
resolvido em três passos:

Comute os elementos dei e j de p. 

1 e uiu â€”â€” 
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Em geral, os multiplicadores grandes tendem a contribuir para a propa-
erro. Em contraste, os multiplicadores que são menores que 1 em valor abso-

almente retardam o crescimento de erro. Pela seleção cuidadosa dos elementos 
pivô, podemos tentar evitar pivôs pequenos e ao mesmo tempo manter os multiplicado-
res inferiores a 1 em valor absoluto. A estratégia mais comumente usada para fazer isso 
pivotamento parcial.

Pivo<fam<(."n)l:o P@1 cial 

+ I candidatos a elemento pivô: 

ap(n),i 

Escolher o candidato a,<,, com maior valor absoluto,

já foram deter-

lap(j), I máx lap(k) 
<k<)t

0 elemento pivô a„..., tem a propriedade 

I a p(i),i I ~ I ap(k),i I 

Logo, todos os multiplicadores satisfarão

ap(k),i 

ap(i ),io: elementos da diago-
ética de precisão finita, pivotamento completo. 

No pivotamento completo, o elemento pivô é escolhido para ser o elemento de máximo 
valor absoluto entre todos os elementos nas linhas e colunas restantes. Neste caso, 

devemos manter o controle tanto das linhas como das colunas. No i-ésimo passo, o 

elemento a„<,)q«) é escolhido de forma que

lap(l)q(k) I = máx lap( )q(t) I
<S<t)

i <t<n

são trocados, e os i-ésimo e k-ésimo elementos 

são trocados. 0 novo elemento pivô é ap()q() 0 grande inconveniente do pivo-
tamento completo é que a cada passo devemos procurar um elemento pivô entre os 
+ 1)' elementos de A. Isso pode ser muito custoso em termos de tempo de 
computador.:.9999)r. Vamos resolver o

PROBLEMAS DA SEÇAO 7.3 

Sejam
â€” ' '.4)) x 10s

(8, 1, 20)' 
2, 7)' 
(c) (4, 1, 1 1)' 

-;:): denada x<. No entanto, 
=.:nnética decimal de três

0 3 1 1 

7 

2 5 4 â€” 1

1

'.: de a,'.,"., ele será multi-

Reordene as linhas de (Alb) na ordem de (2, 3, 1) 
e, em seguida, resolva o sistema reordenado. 

é a 
matriz de permutação correspondente ã reor-

denacão da parte (a). 

2. Seja A a matriz do Problema 1. Use a fatoração 

para cada uma das se-
guintes opções de c:

usando pivotamento 

:)nrma:

Im,(k),-l = 

3. Seja

é a matriz de permutação correspon-

em 
LU.
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~ pelas colunas pivô. Fatore 

t. da parte (b) para resolver 1/2 1/2 

IIAIIF = Q+a;, 
i=l

rua

~ll0ire = 2003

LU. 

j=l

",i0ire = 1,137

m n 
1/2 I/2 

Q f lã,. II2 
i=l

suc=- : e o valor calculado de xz 
~c~ . ator na primeira equacão 

=:- o erro? Calcule o erro re-
IIAIIF = 

j=l

E R", entãozc P:oblema 7 utilizando arit-

~-: : flutuante de quatro dí-

:-. -siana com pivotameuto 1/2 1/2 m 

Q (ã;x)' 
i=l

IIAxll2 =
~oblema 7 utilizando arit-

flutuante de quatro dí-

.:.- ssíana com pivotamento
1/2 

Q llxll,'llã,. II,' 
i=l

(Cauchy â€” Schwarz)

= IIAIIF llxll2

t~= - pivotamento parcial.

1/2 

~ IIAIIF 
i=l

= IIAIIF IIBIIF

ciais, uma vez que define 
Frobenius tem uma série

IIAxllv ~ IIAlf~llxffv

~t~st =ecimal flutuante de qua-
:u-:e o sistema no Problema 7 

:= equação por de 1/2000 e 
0.4010. Resolva o siste-

=,omputadorizadas de sis-
~ «:em computadas e como 

â€” d; muito em quão sensí-
. A sensibilidade da matriz 

~:: namento de uma matriz 

= .=- inversa. Antes de dis-

â€”,=.â€” importantes sobre os

- r -o dos vetores, as normas 
â€” Xa Seção 4 do Capítulo 
=roduto interno em R'"'". 

;,. Mostramos que a 
~ :~cz quadrada da soma dos

representa o j-ésimo vetor coluna de A, então

Se ã,. representa o i-ésimo vetor linha de A, então

segue-se das propriedades I e III que

IIABIIF = ll(Abt, Ab2, ~ ~ ~, Abr) IIF 
1/2 

Q flAb Ilg

Há muitas outras normas que poderíamos usar em R " além da norma de Frobenius. 
Qualquer norma usada deve satisfazer as três condições que definem as normas em geral:

II A II ~ 0 e II A I I = 0 se e somente se A = 0 
II mil = In 

II + Bll ~ IIAII + II

As famílias de normas matriciais mais úteis satisfazem também a propriedade adicio-
nal

Em consequência, consideraremos apenas famílias de normas que têm esta propriedade 

> ~. 
Em geral, uma norma matricial If . If~ em R'" " e uma norma vetorial If Ifvem R" seriam 

adicional. Uma consequência importante da propriedade (iv) é que

se
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IIAxllv 
< max = f[A[liir 

l[x[l v xpo Il)'ll v
e, portanto,

IIAxllv ~ I[AI[M[[x[[v~ear de R" em R . Para 

nonn«comparando

II v

4 0

IIABxllv

I[x[l v
~ I[AI[MI[BI[~

e, portanto,

I[ABI[M = máx 
f[ABxl[v 

~ I[AI[MI[BI[~ 
xpo l[x[l v

IIAxllz 

l[ x l[z

é difícil de calcular; no entanto,

l[AI[i = máx 
.po l[x[li

= máx 
IIAxll 

«go l[x[l

podem ser facilmente calculadas.

então

- vetoriais fl II, podemos 
matriciais definidas por

m 

f[Af[i = máx p Ia,jl 
i=i

norma de Frobenius que a 
P~ cada uma das normas 

"v-1 usando a norma veto-

.- matricial definida desta

'iza f f Ax II/II x f I, mas a

I[A[[z = máx 

/II x II sempre pode
uma norma em R '"

-Fies da definiqão são

Teorema 7.4. l Se a família de normas matriciais II II é subordinada a família de normas vetoriais II 
então, II. Il~ e II Ilv são comPatíveis e as normas matriciais II ' l[ii satisfazem a ProPriedade (iv),

Se x é qualquer vetor não nulo em R", então

Lima vez que esta última desigualdade também é válida se x = 0, segue se q I IIM II ffv 
sãocompatíveis SeBéumamatrizn x r então umavezquel[ II el[ II sãocompatíveis 

E uma tarefa simples calcular a norma de Frobenius de uma matriz. Por exemplo, se

temos

~= [„'',]
então

I[AI[F (4 +() +~ +4 )

Por outro lado, não é tão óbvio como calcular IIA II se II II é uma norma matricial subordi-
nada. Acontece que a norma matricial
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EXENPEG l Sejam

â€” 3 2 4 â€” 3 

5 â€” 2 â€” 3 ó 

2 1 â€” 6 4 

1 1 1 1

Então

IIAII1 = l41+ I â€” 31+ I â€” 6I+ Ill = 14 

= l~l + I â€” 2I + I â€” 3I + l~l = 1>
==:ício. Seja

A norma 2 de uma matriz é mais difícil de calcular, já que depende dos valores singulares 

ac= etor arbitrário em R";

com decomposiqão em valores singulares UZ V, então

II A II2 â€” real (o maior valor singular)

Como U e V são ortogonais

IIAII2 = IIUZ V ll2 = II ~ ll2

(Ver Problema 42.) Agora,

II ~xll2 
II Z II 2 = máx 

II x II 2

= máx
x/O 1/2

2

= 01 
II x II 2

e, portanto, se segue que

II A ll2 = II ~ ll2 = ~1

(3)

Os valores singulares de A ' = V Z 'U, arranjados em ordem decres-Demorrsrraíõo 

(4)
1 1 1

) ) 

rr1

< Ol

Entretanto, se escolhermos x = e„então

Corollario 7AA Se A = U 2 Vr é não singular, então

1 /2 

Q(rr;x;) 
i=l

da matriz. De fato, a norma 2 de uma matriz é seu maior valor singular.

cente, são



q= J

w ~-3na Jg

M'.:aP BJvcl 
=Joõg

' : -'~tlod

xy ap saoon[os seu snuanbad a>uamvAI>npJ 
epnuotatpuoa 
xy ap saokn[os svu sapuvJ8 aJuamnArtn[aJ soJJa mnsnno y ap so>uam 
ntlp a y zlJJmu ntu[[

IJIa a
2x 

'x â€” lx

lx 

rx- lx

VJOõrr2
0Bs,x a x saoan[os svp snpnuapJ003 snu soAI/n@J soJla so 'OfungaJ)ug

22D 

i

'+ Jla [
a a)natal' 

J(p '[) =,x n>nxa ov>n[os n yJas (9) nmagsts op npn[nopo o@An[os ~ 

[00'9 â€” 'x[00'2 + 'JOOO 

000'9 = 'JOOO'2 + 'JOOOY

: ".ill[a J

S'0 â€” = 2 0'[ = 

Srooo 0 

atualalgaoa opc[ 0/aaxa 'mnpJoauoa (9) a (S) sl!UJa)sts sQ 
as

3JJ2 P
(9)

soma> '(S) ap JU8n[ ma '080' SOJ181p OJ>nnb ap atunngng oyuod ma pmloap voltam
-tr' Jnsn n SOPHJog somn[as anb 'OJuvtua ou 'as-nl[uodng 'J(p ' [) = x n>nxa ov>n[os n v Jas
vpn[nopo ovhn[os n 'so[18tp oaulo ap a>unngn[[ 0>uod tua pmtoap valtamJIJn somJnsn ag

0[009 = 'JSOOOZ+ J'OOOOZ

0000 9 = 'J0000'2 + 'J0000'2

JJa 0 a

:muatsts aluln8as o UA[osa~ Z gqgggggPlsaJ Q

:a>uln8as 0[dmaxa o aJaptsuog saJuatogaoo ap z'>nm vu snouvpnur svuanbad 
v, saJnaul[ smua>srs ap apnpt[lqtsuas n mml>sa uJnd snpnsn Jas mapod stmolJtnm snmJOU sy~.- onan[os n 

ogunf JOC[OPBUIl?1[0 a

alag 0[nlldsg pg'

Jo>aA p 'q ap n>sa,xy =,q 0>Jad ovnb o JaA a [nu181JO uma>sls 
ou nqoA ap 0[-nao[oa a,x ap ogslaaJd n mgsaJ ap snmJog snp mu[[ 'llxlúllaIl a llall ap solvxa 
saJO[vA so mulmJaJap ap UJlaunm nmnt[uau sous[ onu '[UJa8 mg 'OAIJnpJ o JJa op nplpam nmn 
a 
JOJaA opd opntuasaJdaJ Jas apod oJJa o on>ua 'npn[nopo ov>n[os n a,x a muaJSIS op ngnxa 
0&n[os e a x ag q = xy nmatsls o as-aJaplsuoa a Jn[n8urs oyu u X u zlJ>nm mun y n[ag 

'npn[na[no ogon[os nu OAI[npJ oJIa o nJvd a[Iml[ mn mAIJap vmd npnsn Jas UIJapod 
vplpam n>sa 'y ap 0>uamnuolalpuoo o Jtpam sotuassapnd ag 'zlJ>mu np 0>uamvuotatpuoa op 
apuadap on>n[os np ogstoa Jd n 'pJa8 mg onstoaJd a>uv Jsnq moo saoon[os se m[nopo ap saz 
-ndno Jas somaAap 'npnzl[ltn Jog 0>nata>OAld ap npnnbapn m8a>UJ>sa v, a npvuoptpuoo tuaq 
Jog zlJ>mu n '0>un>ua ou 'ag 'npn[na[no o@An[os n aJqos ool>snJP 0>lapa mn Ja> mapod op' 
-npaJ ap ossaooJd ou maJJooo anb otuamnpuopaJJv ap soJJa souanbad 'agunn>ng otuod ap 
soJamnu omoa ayuamvtvxa sopn>uasaJdaJ Jas mapod y ap soyuamap so as omsa~ nsloaJd 
yJas onu 'pJa8 tua 'q = xy ap npn[nopo ogon[os v 'npnuololpuoo [nm a y zlJgmu v ag

- = vlsodsaJ



381

de sistemas lineares a 

Ax' = (0; 0,0005)

0 resíduo relativo em função da norma ~ é

0 QQQ083

~ =. a solução calculada 

seguinte:

.~~ : forcados a usar arit-
e o erro relativo é dado por

II
(6)

:~ erro relativo neste coe-

Ilcyll < llcll llyll

Agora

Ax' = Ax â€” Ax' = Ae

e em consequência

e=A 'r
ele-

b.A éditabem 

de A causam erros

Segue-se da propriedade (7) que

Portanto,

II (8)

llbll 
< II x II < II A (9)

Segue-se de (8) e (9) que

IIAII IIA 'll llbll

= b. em geral, não será 
~ente como números 

no processo de redu-
:. entanto, a matriz for 

-=~s-. devemos ser capa-
=:~o da solução depende 
"â€” ento de A, esta medida 
- :-ão calculada. 

Se x é asolucão 

. ::presentado pelo vetor 
- ~ absoluto e fl e II/II x II é 

de determinar os valores 
colocá-lo de volta no

pode ser facilmente calculado. A quantidade

resíduo relativo é uma boa estimativa do erro relativo? A 

~ de (á), temos

resposta a esta pergunta depende do condicionamento de A. No Exemplo 2, o resíduo para 

0 erro relativo é superior a 6000 vezes o resíduo relativo! Em geral, vamos mostrar que 
se A é mal condicionada, então, o resíduo relativo pode ser muito menor do que o erro 
relativo. Para matrizes bem condicionadas, no entanto, o resíduo relativo e o erro relativo 

são bastante próximos. Para mostrar isso, precisamos fazer uso das normas de matrizes. 
Lembre-se de que se II . II é uma norma matricial compatível em IR"'", então, para qualquer 
qualquer vetor y E IR", temos

é a solução exata de Ax = b e, portanto, x = A 'b. Pelo mesmo raciocínio usado 

a solução calculada x' = (2, l) r é

para derivar (8), temos
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0 condicionamento de uma matriz não singular realmente fornece uma boa informação 
sobre se A é bem ou mal condicionada. Seja A' uma nova matriz formada alterando-se 
onde os elementos 
são pequenos em relação aos elementos de A. A será mal condicionada se para algum 
e 
x a solução de Ax = b. 0 condicionamento nos permite comparar a mudança na solução 
relativa a x' a mudança relativa na matriz A :

Logo,

(10)

r ([/ 
~i-. 'uo relativo serão pró-
~~s vezes maior que o

Ex'

Logo,

'Ex'

Usando a desigualdade (7), vemos que

( II A ' ll IIE II llx'll
ou

~ IIA 'll IIE II = c»d(A)

Retornemos ao Exemplo 2 e vejamos como a desigualdade (11) se aplica. Sejam A e A' 
as duas matrizes de coeficientes no Exemplo 2:= h m%e ser até 24 vezes

8
(0 0 

0

( 2000 5 â€” 2000 i 

[ â€” 2000 2000 ]

Em função da norma cc, o erro relativo em A é

0,0001 

e o condicionamento é

cond(A) = ()A~( ()A ')( = (4,0005)(4000,5) = 16.004

0 limite no erro relativo dado em (11) é então

cond(A) = )(A ' () (~ E)( = (4000,5)(0,0005) = 2

0 erro relativo real para os sistemas no Exemplo 2 é

)i A i) ~ 4,0005

[ix â€” x'fi 1

não singular e calcularmos seu condicionamento usando a 
norma 2, então temos

.. iá que cond(A) = 24.
cond2(A) = II A llz IIA '112 =

é uma medida de 
quão perto a matriz está de ser singular. Logo, quanto mais perto a matriz estiver de ser singu-
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I[D[[z = má<(la I)

" ==~~ singular

.-. precisamos somente 
= :: Teorema 6.5.2 que

I[A[[ii â€” â€” máx IIAxll 
ilxil=i

extremamente mal

IIA ff, = máx
IIAxli

xpo l[x[l,

II Axllz 

l[x[li

-=tos da primeira linha

3 â€” I â€” 2 

â€” I 2 â€” 7 

4 I 4

- =ncontrando o máximo 

= l0. 0).

n 

I[Af[ = máx p la,f 
Í=i

0 

0 

0 

4

Au A,z AÍz 

Azi Azz Azs 
Azi Asz Asz

valores singula-l cm m
11 

I[AI[ < máx 
Í=i

: de um sisrezxm liiear eAá 

- - mos de arredondamento 

:t=~ a relação entre con-
: =xemplo do Capítulo 6.

e.~~:- ' para determinar o

n, 
então

como se com-

param os valores de [[DI[,, [[D [[z e [[D [I„? Explique 
suas respostas. 

Determine os 
lores de [II[[„ [[I[[. e [[I[[„. 

8. Seja [I I[ a norma matricial em R"'", [[ [I,a norma 
n. 

Mostre que 

(a) se [I [[~ e [I. [[v são compatíveis, então [[I[[~ 
l. 

Se [I [[M é subordinada a[[ I[, entâo [[I[ = 1. 
em R" pode também ser visto como 

X 1 X:

Como se comparam a norma matricial [[X[[„e 
a norma vetorial [x[I„? Explique. 

Como se comparam a norma matricial I[X[l, e 
a norma vetorial l[x[I,? Explique. 

Um vetor y em R' pode também ser visto como 
X 1 Y = (y). Mostre que 

I Y[[z = I[y[l 
IIY'll = Ilyl 

E R" e y é R". Mostre 
que 

Axl, 
I[y[l,[[w[[, paratodox 4 OemR". 

[x[, 
(b) IA I. = I[y[[z[[w I 

Seja

Determine l[A I .
cujas coordenadas são

I[AI[, z = máx 

~1 tal que l[Ax f„= [[A[[.„. (Observe que [x[l.„
ogo I[AI[ = IIAx I Il[x

0 Teorema 7.4.2 enuncia que

Demonstre isto em dois passos. 
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Construa um vetor. x cujas coordenadas são 
~1 tal que

lfAxff 
= IIAxfl = máx Q fa„f 

Í = 1

Mostre que [[A f[ = [IA'[[„. 
Mostre que 

Seja A uma matriz 5 X 4 com valores singulares 
o., = 5, o; â€” 3 e o; = o; = 1. Determine os valo-

res de [A [, e [[A[[e 
n. 

Mostre que [[A[, ~ [[Al,. 
Em que circunstâncias será I[A I[, = f[A l[r? 

18. Seja II [[ uma familia de normas vetoriais e seja 
[I . [[~ a norma matricial subordinada. Mostre que

SejaAumamatrizm X nesejam 
vetoriais em R" e R, respectivamente. Mostre que

define uma norma matricial em R"'"'". 

A norma 1,2 de A é dada 
por

(Ver Problema 19.) Mostre que

I[AI[l.z â€” max(I[ai[[z [faz[[2 ~ ~ I[a Ilz)

Mostre que [[AI cz ( 

E R"'". Mostre 
que 

em R". 
(b) I[AB[ci â€” I[A[[z[[B Ii.z 

seja I l~ uma norma 
matricial que é compatível com alguma norma ve-
torial em R". Mostre que se A é um autovalor de A, 

então [A[ I[A [ . 
Use o resultado do Problema 23 para mostrar que 

se A é um autovalor de uma matriz estocástica, 

então IA ( 1. 
25. Sudoku é um quebra-cabecas popular envolvendo 

matrizes. Neste quebra-cabecas são dados alguns 
elementos de uma matriz A 9 X 9 e pede-se para 

preencher os elementos faltantes. A matriz A tem 
a estrutura em blocos

Mostre que

l[x[l 
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Calcule

e d»„.n â€” â€” mín Id„ Id„„., = máx ld„l
1<i<nn

â€” coin IIAllz = 8 cond,(A) = 
os valores singulares de A.

(a) Mostre que

condi(D) = cond (D) = 
in

Mostre que

dmáx 

dmin IIAxll,
condz(D) = 

mín = on
II 2

onllxllz < IIAxl 2 < ízí llxllz

II x II z Ilb II z

â€” 0,25

0,25

â€” ~. 0 0,50

condz(A) = 
mín ll;I 
i <É<n

1 â€” I 

ema 36 e seja

' Í.S â€” 0,3

0,3
05

7.5 Transformat;ões Ortogonais= b, 
E R'. Encontre um 

x â€” x'll,)~li x' Transformações ortogonais são das mais importantes ferramentas na álgebra linear 
numérica. Os tipos de transformações ortogonais que serão introduzidos nesta seção 
são fáceis de manipular e não requerem muito armazenamento. Mais importante, os 
Por 
x +- e uma aproximação para x. Se Q é uma matriz orto-
gonal, então

5,00 
1,02 

1,04 

1,10

Qx' = Qx+ Qe 

0 erro em Qx' é Qe. Em relacão a norma 2, o vetor Qe tem o mesmo tamanho que e: 

II Qell = llell2 

então 

QE

IIQEllz = IIEllz
Mostre

Quando uma transformacão ortogonal é aplicada a um vetor ou uma matriz, o erro não 
< cond(A) cond(B)

z~ sín-se aritmética decimal de 

(l,l; 0,88)'. 
resí-

b 

3e =ond„(A). 

-ão exata, use os resul-

= íi) para obter limites 

:- solução calculada. 
e determine o erro 

íiuc.=e seus resultados com os 

:. parte (c).

é calculada 

para o inteiro 
t- e o-se o sistema arredon-

z t=- ": á solução calculada é 
o xetor resíduo. 

ires de írll„e cond (A). 
â€” ' :une (a) para encontrar um 

,â€” erro relativo na solução. 
e determine o erro

n e 
seja

Mostre que 
IIQII = l 
condz(Q) = l 
6 R', o erro relativo na solu-

é igual ao resíduo relativo; isto 
é

sejam Q e V matrizes 
Mostre que 
IQAII 
IIAV I, = IIA Iz 
li QAVllz â€” li A Ii 

seja rrí o maior valor 

e y são vetores não

nulos em R", então cada um dos seguintes enun-
ciados é válido: 

ix Ayi 
< zrí 

ilxllz ilyllz 

Use a desigualdade de Cauchyâ€” 

Schwarz.] 

lx Ayi 
(b) máx = cíz 

X zz com decomposicão em 

valores singulares U 2 )n. Mostre que

com decomposicão em 

valores singulares U 2 V. Mostre que para todo 
vetorx E R'

seja Q uma 
Mostre que 
condz(QA) = condz(A,Q) = condz(A) 
QzAQ, então condz(B) â€” condz(A) 

com autovalores A„..., An. Mostre que

crescerá em relação a norma 2.

n 



un ( n n~ â€” ux

oBruo

rrrnp â€” 2x 

(mg â€” [)n = rx

'odor

np) â€” r a) n = (r an) ~ = x

II = n souu~zg og

'Ilxll = 'llxall = 'll'»ll = fnl

y = ~ píog

JAP fO@3SAO+ OP SBO38MJ[OJSU83+

rorow opsp ruu vmd

rr)
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oruog q = xy mvur[ muorsrs run nw[osaz umd opnsn res opod 'zo~ uns rod 'orsr a pop pg 
ovonsomy mun sarqo @md sup@sn res ruopod svmruaruap sruuo8orro svo5vuuogsuvri sy

'e n='n 
J. = 'ag

Qpuo

(unõ ' '«õ 'uõ) = Võ

oruoo opr.[nopo y yg @ror>>mu ornposd p 
n opuo

rr) = xg

0 r â€” 0 gO 

optou~ 'mruoruap [uuo8opro zrrmru r.run a g os 'olor

I= 

y = 

nnp â€” y = „( nnp â€” y) =

opuo

y = g
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que
i =2,...,n

Se fizermos

P = n(n â€” xi)

então

â€” 2nui = [2n(n â€” xi)]' = (2P)'

Segue-se que

2au,,xz,...,x„) 
2(xu i

(x> â€” n, xz,..., x„)

llvll z = (x i â€” <) + Q x; = 2'� (u â€” xi)

e, portanto,

f/v/fz â€” â€” ~2/

Logo,

E R", se fizermos

cr(cr â€” xi)

(xi â€” Q, xz,..., x„)

L L

~26

=rsa. temos

T= LT 

então

Hx = nei

Em vez 

Para

=,-=- obter uma fatoracão 

== linear Ax â€” b. Como 

~ modo a produzir zeros 
â€” --:=mos o problema de

Resolvendo para os u,, obtemos

â€” xl

u;

vv

2uui

Se fizermos v = (x, â€” n, x,,..., x„)', então

L L 
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A matriz & 
I:

u=(1/IIVII)v 
í 01 

lv-r e" te armazenar v e P.
então

=er que anulará os dois

2uu T= T

1 0 0 0

0

2 1 2 
0 

3 3 3

1 2 2 
0 

3 3 3

(2)

x x 

0 x 

0 x

0 x x

" â€” ponentes de um vetor 
z (~k> k +1 > 

k + 

1. A matriz de Householder H„definida pela equacão (2) é uma matriz ortogonal ele-
mentar. Se fizermos

age como a matriz identidade para as primeiras k â€” 1 coordenadas de qualquer 
vetor y 6 R . se y = (y,, ..., yk .. y,,..., y„1, y' ' = (y,, ..., yk,) e y'" = (yk,, y„)', 
então

y. 
Basta armazenar o vetor v, de di-

mensão n â€” k + 1 e o escalar pk

EXEHPLG 2 Encontre uma matriz de Householder que anula os dois últimos elementos de y = 
(3, 4, 4, 2)' enquanto deixa o primeiro elemento inalterado.

Solução 
A matriz de Householder mudará apenas os três últimos elementos de y. Estes elementos 

de Householder

(4, 4, 2)z em R'. Mas este é o vetor cujos dois últimos elemen-
tos foram anulados no Exemplo 1. A matriz de Householder do Exemplo 1 pode ser usada 

(3, 6, 0, 01 . 
Podemos agora aplicar as transformações de Householder na resolução de sistemas line-

não singular, podemos usar as transformacôes de Householder 
a forma estritamente triangular. Para começar, podemos encontrar a trans-
(1/P,1v~ v~ que, quando aplicada a primeira coluna de 
será da forma

n â€” 2 
enquanto deixa o primeiro elemento dessa

para formar a matriz 4 X 4
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eira coluna de H,A,

~:- forma até terminar

-r~ no produto de uma

Seja

cos 0 â€” sen 0 

sen 0 cos 0

c os 0 sen 0 

0=- :~ilmente resolvido:

e seja

um vetor em R'. Então
(3)

~:Ve ser resolvido por

R= e 

8

xi senâ+xzcosâ 0

então

r

J( â€” 3)'+4'= 5

: iinico elemento de um 

. Consideremos primei-

e â€” - de A. Como vi tem 
- =,:Iuna da matriz redu-

"=onais de R podem ser 
r~ aA. Os p„ também

â€” :ermédio de transfor-

~ '= forma triangular. 0 

adições

n) 
e Gx= 

sen(0 â€” n)
R representa uma rotação no plano de um ângulo 0. A matriz G tem o efeito de refletir x 
sen 0 = 

xplr, eiltão

Tanto R quanto G são ortogonais. A matriz G é também simétrica. Com efeito, G é uma 

EXEHPLQ 3 Seja x = (3, â€” 4)'. Para encontrar uma matriz de rotação R que anula a segunda 
faça-se

xi 3

Rx= [ 

2uu'.

= â€” = â€”â€”
r 5

xz 4
= â€” â€” = â€”â€”

r 5



g[= x+ x

x ap otuaurata opun8as o opnsar[sui sxiap sr,'iu x ap 

p usas xg ap aruauoduroo oluisa-I'o ogrua

solusazg ag p usas xp ap aruauodruoo otursa-I'o ovsua

vuvtd ova 
Buin otuoa p 8 sorna-sou-slsajag 'snpvuapsooo spsrno snu orla/a sanb[l?U[3 tuaf onu sn[a 
ouiisa-1 so asuaUJos UJPsas[P. g a p saoABIUsogsunsr sp

í"x' 'I+ x'~íx â€” s.'x'I â€” x' 'I+'x's x/ aix'I â€”.'x'..'Ix) = xg s(

("x ' .. ' I+Ix 'aíx+. s'x ' I â€” x ' ' I+'x 's x â€” v'x ' I â€” 'x ' .. ' Ix) = xy

08sua 

'(í 'i) '(i 'i) saohsod ss[ad osavxa 'apvpisuapi 
zrsmtu n umi[[aluasss as g a p'o8oq g a p ap sorualua[a sostno so sopor @md "11 = "8 = "s a

uroo sazlssvur g a p ruvíag puolsuaturp-u osso o usoBU souiasapisuog

'aI; = x~ anb moglsaw apod los(a[ p

sooâ€”

â€” = â€” = gUas 

as-zr' suur 'o@ouros ap zismiu u vmd anb vulsog uursatu vp g soo a s as-tus[ 

'ag = xp anb mogisaw apod sosia[ p

as-p.op/
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e faça-se

5 

13
0

c 0 â€” s 

0 1 0 

s 0 c

0 1 0

12 

13
0

-= ; x~rdenada de x, calcu-

0 leitor pode verificar que Rx = (13, 8, 0)'.

X n não singular A, podemos usar rotações planas ou transforma-
ções de Givens para obter uma fatoracão QR de A. Seja G„a transformação de Givens 
agindo nas primeira e segunda coordenadas, que, quando aplicada a A, resulta em um zero 
na posição (2, 1). Podemos aplicar outra transformação de Givens, G„a G»A para obter 
1 últimos 
elementos na primeira coluna tenham sido eliminados:

x x 

0 x 

0 x
==-= -om

G„) . G3iG2iA == â€” cos O

assemelham a matriz 

Oes= senO.Sexo

0 x .. x

niâ€” 

=--,az-se

2 últimos elementos na segunda coluna. 0 processo é continuado até que todos os elemen-

(G, „ i)... (G,2... G32)(G„i .. - G2i)A = R (R triangular superior)

<n) b 

ponentes de um vetor; 
rota-

Se fizermos
Rx = QTb

Este sistema pode ser resolvido por substituição reversa.

Contagem de Operações A fatoração QR de A através das transformações de Givens ou 

raízes qua-
dradas.

PROBLEMAS DA SEÇAO 7.5

~ula o terceiro elemento

Para cada um dos seguintes vetores, determine 

i-
e 0, 
respectivamente: 
i = 1,j = 3

encontre 

uma matriz de rotação R tal que Rx = ~~ x ~~,e, : 
x = (1 1)r 

Q3 1)r 
(c) x = ( â€” 4, 3)' 

E IR', define-se 

1, 2, 3

2 

(c) x â€” (4,1,/3)r,i=2,j=3 
2 

ne„ 

onde n = llxlb: 
(8, â€” 1, â€” 4)r 

(6, 2, 3)' 
(7, 4, â€” 4)r 

Para cada um dos seguintes vetores, encontre uma 
transformação de Householder que anula as duas 
últimas coordenadas do vetor: 

(5, 8, 4, 1)r

tos abaixo da diagonal tenham sido eliminados.

é equivalente ao sistema

3. Para cada um dos vetores x dados, encontre uma 
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k=-= para calcular (a) Q'b? (b) Mostre que se 0 não é um múltiplo inteiro de 

~, então R pode ser fatorada em um produto 
Este tipo de fatoração de uma matriz de rotação 

onde
wavelets~ e 

~trizes de rotação 2 X 2 e bases para filtros.
=-snsformações de Givens

:=-: formação é cada um dos sen tt

7.6 0 Problema dos Autovalores
=mtos em R' com 11 x 11, =

Nesta seção, estamos preocupados com os métodos numéricos para calcular os autovalores 
primeiro método que estudamos é chamado de 
método das potências é um método iterativo para encontrar o 
autovalor dominante de uma matriz e um autovetor correspondente. Por autovalor domi-
Se os autova-
lores de A satisfazem

2uu

: em%" e seja
então o método das potências pode ser usado para calcular os autovalores um de cada vez. 
QR. 0 algoritmo QR é um método iterativo 
envolvendo transformações ortogonais de similaridade. Ele tem muitas vantagens sobre o 
método das potências. Ele irá convergir quer A tenha ou não um autovalor dominante, e ele 
calcula todos os valores próprios, ao mesmo tempo. 

Nos exemplos no Capítulo 6, os autovalores foram determinados pela formação do poli-
nômio característico e o cálculo de suas raízes. No entanto, este procedimento geralmente 
não é recomendado para cálculos numéricos. A dificuldade é que muitas vezes uma pequena 
mudanca em um ou mais dos coeficientes do polinômio característico pode resultar em uma 
mudanca relativamente grande nos zeros calculados do polinômio. Por exemplo, considere 
o polinômio p(x) = x". 0 primeiro coeficiente é 1 e os coeficientes restantes são todos 0. 
Se o termo constante é alterado pela adição de â€” 10 ", obtemos o polinômio q(x) = x"â€” 
10 '". Embora os coeficientes de p(x) e q(x) difiram apenas por 10 ", as raízes de q(x) têm 
todas o valor absoluto de to, enquanto as raízes de p(x) são todas 0. Assim, mesmo quando 
os coeficientes do polinômio característico são determinados com precisão, os autovalores 
calculados podem envolver erros significativos. Por este motivo, os métodos apresentados 
nesta seção não envolvem o polinômio característico. Para ver que há alguma vantagem em 
trabalhar diretamente com a matriz A, temos de determinar o efeito que pequenas mudan-
ças nos elementos de A têm sobre os autovalores. Isto é feito no teorema seguinte.

Ilu

=-ntovetor de Q. Qual é o 
nte .

orto-
é um autovetor de Q 

:'r A = 1. 

=or A = 1 deve ter multi-

~= o valor de det(Q)? 
Qual o valor de 

4 ==,o é uma matriz ortogonal

onde g, e Q, são orto-

- ='~guiar superiores e não

â€” â€” ; diagonal,

como

R e R,? Explique.

%lustre que A tem uma
singulares da forma

:ão transformações de

=o;, =0

de Householder para 
;oordenadas de um vetor 

llx 1,. 
costume fazer 
Explique as vantagens 

eira.

X 'AX=D=

A' é um autovalor de A', então

mín l~' â€” ) t I < c»d2(X) 11<112 
1<i <n

â€” sen 0] 
cos 0 J de uso corrente em português em aplicações de processamento de sinais. (N.T.)

autovetores linearmente independentes e seja X a 
matriz que diagonaliza A. Isto é,
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outra forma não há

uma matriz diagonal
='or de X 'A'X. Logo,
singular. Mas

Como

(1 i =2,3,...,n

segue-se que

1 

i vg ~ (rixi tal que k ~ oo 
Al

~= A' â€” A,~. Logo,

ante ortogonal. Em

(2)

EXEKPLG l Seja

vi =Auo=

1

t~i I

vz=
2,8

vz=Aui = [0,93 }13 

14
(3)

autovalores de A. 

~ o cálculo dos autova-

-~esentaremos calcula 

â€” em= . Para ver a ideia 

-- independentes x„...

então a sequência {(1/A';)v„) converge para um autovetor n]x, de A. 
Existem algumas dificuldades óbvias com o método que foi apresentado até agora. A 
principal dificuldade é que não podemos calcular (1/A',)v,, já que A., é desconhecido. 
Mas mesmo se A- fosse conhecido, haveria dificuldades porque A', tende a 0 ou a ~co. 
usando 1/A',. Se os v, 
são dimensionados de modo a obtermos vetores unitários em cada etapa, a sequência irá 
convergir para um vetor unitário na direção de x,. 0 autovalor A, pode ser computado ao 
mesmo tempo. Este método de calcular o autovalor de maior magnitude e o autovetor cor-
método das potências.

são definidas de forma recursiva. Para começar, 
tenha sido determinado, os 

ui. 
2. Encontre a coordenada j„, de v/+f que tem o valor máximo absoluto. 

u,, =(1/v,.„„)v„„.

u,.„= 1. Se os autovalo-
pode ser escrito como uma combinação linear dos autovetores 
A]x] + .. ~ + iz x„com n, 4 0, a sequência {u,) irá convergir para um autovetor y de A,. Se 
será uma boa aproxi-
é 1, segue-se que a j;ésima coordenada 
será uma boa aproximação para A,. 

irão convergir para y na mesma pro-
porção em que (A, / A.,)"' converge para 0. Assim, se ~A,~ é quase tão grande quanto ~A, ~ a 
convergência será lenta.

E uma questão fácil determinar exatamente os autovalores de A. Estes acabam por ser 
(1, 1) e x, = (1, â€” 1) . Para ilustrar 
como os vetores gerados pelo método das potências convergem, aplicaremos o método 
comu, = (2, 1)'.

são calculados da seguinte forma:
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tal que 

Hx) = e)[0.98]
é 

. â€” ==-o. 2.98 é o valor apro-

a transformação de similaridade desejada.

=:=e para A> envolve um
8

Os métodos-padrão de cálculo de autovalores são todos iterativos. A quantidade de cálculo 
necessária em cada iteração é muitas vezes proibitivamente alta, exceto se inicialmente A 
está em alguma forma especial com a qual é mais fácil de se trabalhar. Se este não for o 
caso, o procedimento-padrão é reduzir A a uma forma mais simples por meio de transfor-
mações de similaridade. Geralmente são usadas matrizes de Householder para transformar 
A em uma matriz da forma

X X

X X 

0 x 

0 0

seja
0 0 

0 0

X X X 

0 x x

na 

Uma matriz A pode ser transformada na forma superior de Hessenberg da seguinte í4)

a>„a» a>2 

X X 

0 x

o «aracterístico. Assim,

0 x~ 'flores próprios de A,. 

Observe que a 
HAH ' é

será da forma

1 0 

0 x

0

0 x x

deixará a primeira coluna inalterada. se 

asso-

())

+ 2. 

seja da forma

H„então A(u é uma matriz da forma

a>n

(>) 

associado a 
sider. Se y, é o autovetor (>)

as„

0 a„2

a2

(>) a(>)
nn

w.t de maior magnitude 
=- autovetores? Se pudés-

o de encontrar os 

@re;«odo das potências pode 
~ado de deflação.

(>) (>)
a>, a,2

(>) (>)
a2> a22

(>)
0 as2

X X X 

X X X 

X X X 

X X X
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CID zl D l ID 
(l)
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VF =. portanto, A'" é simi-

: ~rnta que
X n 4. fatorá-la em um produto Q,R,, onde Q, é ortogonal e R, é trian-

QiRi

= Qi AQi = RiQi

gular superior. Defina-se

Fatore A, em um produro 0-R-. onde Qi é ortogonal e R, é triangular superior. Defina-se

A; = QzAzQz = RzQz

primeiras linhas e as
Observe-se que A = Q AQ e A, = (Q, Q,) A(Q, Q,) são ambas similares a A. Podemos 

Ar = QrRi

então A é detini- ;orno R Q . Pode ser mostrado que, sob condicões muito gerais, a 

x

continuar desta maneh-a : obter uma sequência de matrizes similares. Em geral, se

sequência de matrizes ==,nida desta maneira converge para uma matriz da forma

Bz

B,

:iras colunas. Logo, são blo-os dia"onais de dimensões 1 X 1 ou 2 X 2. Cada bloco 2 X 2 corres-
ponderá a um par de a to. Dores complexos conjugados de A. Os autovalores de A serão 
C:-so 4 seja simétrica, cada uma das A„será também simétrica e a 

= =uperior de Hessen-
Logo

Az=GiAGi = 1 â€” 2 1 2 1 â€” 2 â€” 0

A fatoração QR de A, pode ser realizada com a transformação de Givens

( 2,8 â€” 0,6] 

~8,2 l 0,6 â€” 2,8 J

Segue-se que
-- ser reduzida a forma 

::: =imétrica, a redução ( 2,98 0,22 1

'= G'AzG' [022 1,02]
-~~níveis para calcular 
QR e foi desenvolvido Os elementos fora da diagonal se aproximam de 0 a cada iteração e os elementos na diago-

nal se aproximam dos autovalores A, = 3 e A, = 1. R

EXENPLQ 2 Seja A, a matriz do Exemplo l. A fatoração QR de A, requer somente uma 
transformacão de Given-.

sequência conver~á para urna matriz diagonal.
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2. Seja

algoritmo QR, é impor-

diagonal simétrica. Se 
idade em A para obter

«Me ser realizada com

(versão coluna 
do teorema de lj. â€” aj/I < Q Ia;,I 

/=i 

t/J

rj 

j=i

A= â€” 2 1 â€” 2

UkDk

bk

e:te. Precisamos apenas 
= - R, é pós-multiplicada 
-:. Os outros elementos 

:s.:~do R,G„por G„ te-
â€” sc:-ndo RkG»G» por Gu3 

z ::.mz resultante A„, = 
5-A é uma matriz simé-

" -uperior de Hessenberg 

=-nta quando alguns dos 
= - -bitual a introdução de 

I 
é definida por

2 1 0 1 

A= 1 3 1 e ua â€”â€” 1 
0 I 2 1

Aplique o método das potências a A para 

vt e u,. (Arredonde para duas 
casas decimais.) 

Determine uma aproximacão X,' para o maior 
v,. 
Determine o valor exato de A, e compare-o 
com A,'. Qual é o erro relativo? 

3. Seja

A= e ua=

e u„utilizando o método das 

potências. 

Explique por que o método das potências deixa 

de convergir no presente caso. 
Seja

QR. 
Calcule os autovalores exatos de A e compare-os 
com os elementos da diagonal de A,. Em quantas 
casas decimais eles coincidem? 

5. Seja

Verifique que X, = 4 é um autovalor de A c 

y, â€” (2, â€” 2, 1)' é um autovetor associado a A,. 
Encontre uma transformacão de Householder 

seja da forma

encontre os autovalores res-
tantes de A. 

com autovalores reais dis-
tintos Au A„..., A„. Seja X um escalar que não é um 

autovalor deA e seja B = (A â€” A/) '. Mostre que 

são os 
B. 

então 
é um autovetor de A associado a A,. 

então 

a sequência de vetores converge para um auto-

vetor de A associado ao autovalor que é mais 

próximo a X. [A convergência será rápida se 
X estiver muito mais próximo de um X,, que

de qualquer um dos outros. Este método de 

cálculo de autovetores usando potências de 

potên-

] 

7. Seja x = (x„...,x„) um autovetor de A associado 

Il„então 
n 

Pa;jxj = Xx, 
j=l

11 

Ij â€” aul <plaul (teorema de Gerschgorin) 
j=i 
j/r

A. 
Mostre que

Seja A uma matriz com autovalores X„..., A„e 

uma matriz 
Demonstre 
Para algum i

E)X. 
Aplique o teorema de Gerschgorin do Problema 
7] 

mín,, „IA â€” á,/ < cond„(X)IIEII. 
Seja A, = Q@k, k = 1, 2, ... uma sequência de 

matrizes derivada de A = A, pela aplicagão do al-

goritmo QR. Para cada inteiro positivo k, defina

Rk ' ' ' R2R1 

Mostre que 

PkAk+t = Apk

para todo k ~ 1. 
U, definidas como no Problema 10. 

Mostre que 
U„=AP,U, 

U„= A" e, portanto,

(Qi Q2 . Qk)(Rk . R2Ri)

é a fatoraqão QR de A". 

Seja R, uma matriz triangular superior k X k e su-
ponha que

onde U, é uma matriz triangular superior com 1 

Gerschgorin)

I~ â€” ~;I < P Ic;,I 

Rk+, 
uma matriz triangular superior da forma
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d- ordem k de R e faça

m P:oblema 12 para derivar 
winKcú o5 ailto úêxoles de 

~ ' =iores deve ser triangu-
' z-- dicigonab 

o requer aproximada-

-:e~idivisões em ponto

A Fatoracão QR

R:olucões por míni-
n 

que minimiza
onde R é da forma

X X X

X X

( )=

com elementos diagonais não nulos. SejaSe 4 tem posto completo
â€” i-a solução. Logo, se

~e-:it mínimos quadrados
efeminação gaussiana.

T 

A = QR = (Q' Qz) l 0 J - Q 
f Ri 1

Seja

R, Q, QiRix = Ri Q,b

Rix = citem valores singula-
são

ente mn'/2 multi-

P~a matrizes definidas 

.Me do número normal 

multiplica-
"ormais, e não na sua 

=- que na formacão das 
con-

= cexéasolução

Se, por exemplo, cond, (A) = 100, então o erro relativo na solução calculada das equacões 
normais poderia ser 104 vezes maior que o resíduo relativo. Por esta razão, devemos ser 
muito cuidadosos sobre como utilizar as equações normais para resolver problemas pelo 
mínimos quadrados. 

No Capítulo 5, vimos como usar o processo de Gram â€” Schmidt para obter uma fato-
ração QR de uma matriz A com posto completo. Nesse caso, a matriz Q era uma matriz 
triangular superior. No método 
numérico que se segue, podemos usar as transformacões de Householder para obter uma 
fatoração QR de A. Neste caso, Q será uma matriz ortogonal m X m e R será uma matriz 
cujos elementos subdiagonais são todos nulos.

transformações de 

primeiras linhas de Qr. Como Q A = R, 

As equações normais podem ser escritas sob a forma

é não singular, esta equação é simplificada para

Este sistema pode ser resolvido por substituição reversa. A solução x = R, c, será a única 

=H„. Hi â€”â€”

Householder para anular todos os elementos abaixo da diagonal. Assim,

segue-se que

solução para o problema de mínimos quadrados. Para calcular o resíduo, observe-se que
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A equação (1) fornece uma generalização da inversa de uma matriz. A matriz A+ definida 
de A. 

É também possível definir A' por suas propriedades algébricas, dadas nas quatro con-
dições seguintes:

X I X que sati s-
faz a estas condicões. Com efeito, se escolhermos X = A+ = V 2+(F, então é facilmente 

verificado que X satisfaz a todas as quatro condições. Deixamos isto como um exercício 
para o leitor. Para mostrar a unicidade, suponha-se que Y também satisfaz as condições de 
Penrose. Então, aplicando sucessivamente essas condicôes, podemos raciocinar como se 
segue:

X =XAX (2) 

(4) 

(1)

(4) 

(1)= 1AX

Portanto, X = Y. Logo, A+ é a única matriz satisfazendo as quatro condicões de Penrose. 
Estas condições são seguidamente usadas para definir a pseudoinversa e A+ é muitas vezes 
pseudoinversa de Moore â€” Penrose. 

Para observar como a pseudoinversa pode ser usada na resolução de problema de míni-
de posto 
Então, 2 é da forma

'=( ) 
diagonal não singular. A matriz A'A é não singular e 

(A A) '=V(Z Z) 'V 

b 

=V(Z Z) V VZ U b 

A solução das equações normais é dada por

=V(Z Z) 'Z U b 

b

é a solução do problema de mínimos quadrados. 

= VZ+U'b

Neste caso, há uma infinidade de solucões ao 
problema de mínimos quadrados. 0 teorema seguinte mostra que não somente A'b é uma 

=A X X 

â€” (AYA)rXr X 

solucão, mas é também a solução mínima em relação a norma 2.

=(A 1')(A X )X 

Y= YAY (2) 

= YYA (3) 

â€” YYr(AXA)r (1) 

= Y(1' A )(X A ) 

= YAYAX (3) 

= 1AX (1)

= YAXAX
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Se a decomposicão em valores singulares U 2 V de A é conhecida, é fácil calcular a 
un,) e V = (v„..., v,), então. 

= v>ores sinaulare=

1

definindo y = 2+ Vb, temos

y; = â€” u, b
Cí;

=postodeA) 
uiiae =--irrdza b â€” 4x

=0

e, portanto,

ui,yr 

u2ryr
Vy=

unr yr

ylvl + V2V2 + ' ' ' + yrvr 

Assim, a solução x = A'b pode ser computada em duas etapas:

r. 
2. Fazerx = y,v, + ... + yrv,

Concluímos esta seçâo descrevendo um método para calcular os valores singulares de 
uma matriz. Vimos na última seção que os autovalores de uma matriz simétrica são relati-

vamente insensíveis a perturbações na matriz. 0 mesmo é verdadeiro para os valores sin-
são próximas, os seus valores singula-
res também devem estar próximos. Mais precisamente, se A tem os valores singulares o., ~ 
tem OS ValOreS SingulareS COI ~ ai, ~ ... ~ san, entãO. ~ = =omente se

i = l,...,n

Vy, onde

uma transformação de Householder que anula todos os elementos abaixo da dia-

i =r+1,...,n

uma transformação de Householder tal que a pós-
H,A, 

x x 0 

0 x x

0 

x

Hi API â€”â€”

0 x x

(ver Datta f20], p. 560). Assim, no cálculo dos valores singulares de uma matriz, não 
precisamos nos preocupar que pequenas alterações nos elementos de A causem mudanças 
drásticas nos valores singulares calculados. 

0 problema de calcular os valores singulares pode ser simplificado utilizando-se trans-
B = 
B 
terão os mesmos 
tem uma estrutura muito mais simples do que A, deve ser mais 
fácil calcular os seus valores singulares. Na verdade, Gene H. Golub e William M. Kahan 

mostraram que A pode ser reduzida a forma bidiagonal superior e a redução pode ser reali-
zada por transformações de Householder.

deixando a primeira coluna inalterada, isto é,
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anula os elementos abaixo 

- : coluna inalteradas

que anula os 
~ primeiras colunas e a

X X 

X X X

X X X

X X

L) BtRi â€”â€”

tem os mesmos X X

X X X

X X

X X 

X X X

LzLtBtRiRzLi BiRtRz

Bz = L„ t LtBlRt R„

aiores singulares de uma
trjdig~n

~~:rR. 0 problema com esta
~o o condicionamento e,

que esboçamos produz
uma matriz diagonal

alter-

It- < 0 0 

0 G(A) 0 

r- â€” >

As matrizes 2 X 2 Gl Ú i e & = i -ão dadas por

c os ~;- sen Or-1 cos pr. sen rpt. 

sen rpq â€” cos rpm'

Isto 

Ela terá tam-
bém o efeito de preen;her a posição <I, 3). Logo,

L,B,R,. 

Continuamos este processo até finalizar com uma nova matriz bidiagonal,

Pode ser mostrado que se a pri-
B~ B~ 
pela aplicação de uma iteração do algoritmo QR com deslocamento de origem. 0 mesmo 

T 

B, B,

sen +, â€” cos Hr- ] 

terá o efeito de preencher = posição (2, 1).

anula o elemento (3, 2) e preenche o elemento (2, 4) e assim por diante:
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Seja 
duzir A a forma 1 

1 1 

0 0
X X

(") =
0 x 

0 0 

0 0
Determine A+ e verifique que A e A' satisfazem 
as quatro condições de Penrose (ver Exemplo 1 da 
Seção 5). 

Seja

(a) Calcule a decomposição em valores singula-

res de A e use-a para determinar A+. 
Use A+ para encontrar uma solução por míni-

b. 
Encontre todas as soluções para o problema 

b. 
Mostre cada um dos seguintes enunciados: 

(A')' = A 

(A A+)' = A A+ 
(A+A)'= A+A 

SejamA, = UX,P eA„= UX,V', onde

A= c 0

0

0

X=,x 
1

1 
X

llxll',

0

) 0. Quais são os valores de l)A, A,ll e

x+ = X = 

A] Ai l lr? 0 que acontece com estes valores
se fizermos e m 0?

Y'uma

Mostre que a matriz

Y(Y Y) '(X X) 'X

satisfaz as condições de Penrose e, portanto, deve 

X X e Y Y são ambas não singulares.

ser igual a A+. Logo, A+ pode ser determinada a 

onde c„„, ..., C„são escalares.

Mesmo 
)te ~~>as adequadas de des-

B

b. 
Use os resultados da parte a para encontrar a 

solução por mínimos eua='-ades de Ax = b. 

Seja

onde e é um pequeno escalar. 

Determine exatameme o= '.Jures singulares 
de A. 

Suponha que e seja suft-ientetnente pequeno 
para que 1 + e- seja ~e dado para 1 em 
sua calculadora. Determ'n: o= :utovalores da 

matriz A'A calculada e comp=-e as raízes qua-

dradas destes autovalores -am =nas respostas 
no item (a). 

5. Mostre que a pseudoinversa A ==ti=faz as quatro 
condições de Penrose. 

qualquer matriz qu- satisfaç - -- condicões 
a 
Ax = Al). 

corno uma ma-
4 0, podemos defirur uma matriz 
1 X r»Xpor

satisfazem as quatro condicões 

8. Mostre que se A é uma matriz rn x» de posto», 

então A+ = (A'A) 'A' 

E =.":. Mostre 
E R(A) se e somente se

b = AA+b 

com decomposicão em 

valores singulares U 2 V' e suponha que A tem 
E R . Mostre que um 
Ax ll, se e somente 
se

c„+i v„+i + + c„v,

415

partir de qualquer fatoração dessa forma.

de Penrose e, em consequência. que
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= ' = vander(y) 

'0 =- : em =:.' fazendo

= : = ones(6, l)

â€” 1.0e â€” 12

se segue. Fia

"t. =' zaud(4))
â€” eye(4)

z.
w a solução do sistema

Como se comparam o
solução com o tama-

Repita a análise da

=1.0e â€” 02. Quão

o condicionamento

wéaé ":~a construir uma ma-

. â€”. '.. então V será não sin-

. sejam todos distintos. 
- ae Yandermonde. defi-

~rs i calculados em aritmé-

b 

que. Resolva Vx = b, 

-, . Compare a solução cal-
"rtu=.=- exata s usando fozâ€” 

M. Quantos algarismos 
medidos? Determine o 

J

~Ponde tornam-se cada

Explique.

rir = nadas a medida que
Xtesmo para valores

pc~ =- fazer a matriz mal

ois dos pontos próxi-

.r ~ -: â€” ') para recalcular V. 

~ . :aça b = sum(V')' e 

í z = b. Quantos dígitos de 
:o ? Calcule o condicio-

=mz camarada, no sentido 
étrica com elementos 

? iante é igual a 1. Use 

=mcar essas afirmações. 

antemão que o determi-

'. Em teoria, os elementos 
em ser todos inteiros. Por

quê? Explique. Será que isto acontece com-

inv(C) e 
teste seus elementos usando f ormat long. 

compare-a com eye(4). 
Fia

r = onee(4, 1) e b = sum(C')' 

Na aritmética exata a solução do sistema Cx = b 

deve ser r. Calcule a solução usando 5 e mostre a 

resposta em format long. Quantos dígitos de 

precisão foram perdidos? Podemos perturbar o siste-

um pequeno escalar, co-
mo 1.0e â€” 12, e, em seguida, substituir o lado direito 

do sistema por

":[1,â€” 1, 1,â€” 1]' 

Resolva o sistema perturbado primeiro para o caso 
=1.0e â€” 12e,emseguida,paraocasoe = 10e â€” 06. 

Em cada caso, compare a sua solução x com a solu-

1. Calcule cond(C). C é 

mal condicionada'? Explique. 
é definida por

n

Ela pode ser gerada com a função hilb de 
MATLAB. A matriz de Hilbert é notoriamente mal 

condicionada. É usada frequentemente em exem-
plos para ilustrar os perigos de cálculos matriciais. 
A funcão MATLAB invhilb dá exatamente o 

6, 

b seja 
um sistema de Hilbert cuja solucâo em aritmética 
exata deve ser ones(n, 1). Em cada caso, deter-

do sistema usando irrvhilb 
com format long. Quantos dígi 

tos de precisão foram perdidos em cada caso? Cal-
cule o condicionamento de cada matriz de Hilbert. 

Como se altera o condicionamento ã medida que 
aumenta?

Sensibilidade de Autovalores

uma matriZ que dia-

então a sensibilidade dos autovalores de 

defei-
tuosa, o condicionamento para o problema de auto-
valores será infinito. Para tnais informafões sobre 

a sensibilidade dos autovalores, ver Wilkinson /32 j, 

Capítulo 2.

5. Use MATLAB para calcular os autovalores e auto-
Calcule 

o condicionamento da matriz de autovetores. 0 

problema de autovalores é bem condicionado? 

um pouco, definindo

+ 1.0e â€” 04 * rand(6)

Calcule os autovalores e compare-os com os auto-
B, 

Fia

A = round(10 ~ rand(5)); A = A + A' 

Calcule cond(X) e XX. Que tipo de matriz é X? 

[X, D] = eig(A)

0 problema de autovalores é bem condicionado? 

Al = A + 1.0e â€” 06 '"" rand(5)

Calcule os autovalores de A 1 e compare-os com os 
autovalores de A. 

trace(A). 0 escalar 
deve ser um autovalor de A e os autovalores res-

tantes devem somar zero. Por quê? Explique. Use 

é singular. 
Calcule os autovalores de A e uma matriz de auto-

vetores X. Determine o condicionamento de A e X. 

0 problema de autovalores é bem condicionado? 

Explique. Perturbe A fazendo

Al = A + 1 Oe â€” 04 * z and(4)

Como os autovalores de Al se comparam com os 
de A? 

8. Faqa

A = diag(10 : â€” 1 : 1) + 10* diag(ones(1, 

[X, D] = eig(A)

Calcule o condicionamento de X. 0 problema de 

Explique. Perturbe A fazendo

9), 1) 

autovalores é bem condicionado? Mal condiciona-

AI = A; Al(10, 1) = 0.1

Calcule os autovalores da A 1 e compare-os com os 
autovalores de A. 

9. Construa uma matriz A como se segue: 
A = diag(11 : â€” 1: 1, â€” 1); 

forj=0 : 11 
A = A + diag(12 â€” j : â€” 1 : 1, j); 

end 

(a) Calcule os autovalores de A e o valor do 
determinante de A. Use a função prod do 

MATLAB para calcular o produto dos auto-
valores. Como o valor do produto se compara 
com o determinante? 

Calcule os autovetores de A e o condicio-
namento para o problema de autovalores. 0 
problema é bem condicionado? Mal condicio-

nado? Explique. 
(c) Faga

Al = A + 1.0e â€” 04 ~ rand(size(A))

do'? Explique. Perturbe A definindo
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temos de definir veto-

4 5 2 

4 5 2 

0 3 6 

0 3 6

A=
p = norm(s(1 : 3)). v â€” sin(x);

=atriz de rotação e usá-la 

= =os(t); s = sin(t);

::ordenadas giradas, faça

x: r]: 

Z : vi =Z(2,:);

V2~V2', 

óe i. = sen(x). Faça

1), 
~is sctuare

usando o comando

:. â€” :s. â€” c]

0 â€” U2" U2', 

w = A' * rand(8, 1)

y = Q "' rand(8, 1), 
uma reflexão de Gi-

as coordenadas refleti-

~ y] ~ 

: Y2 = Z(2, ;);

.~~ v2. w, w)

V] = svd(A); 
5) = 0; 

"V'

2)] ; 
2)];

n

A * rand(6, 1)

Q Ia;,I
j=l
j pi

=- =-- seguida, use o comando
- da seguinte forma:

= yl ontêm as coordenadas

xl. vl, w, w) 

t~ '= rotação do gráfico e 
::..cita a rotação? 

:=:=tida, usando o comando

foi refletida em relação 
== sa pela origem formando 
~ =om o eixo x. Para ver isso,

=:o : as duas curvas com o 

~t

wl,zl) 

~wção R da parte (a) para 
= â€” sen(x). Trace a curva 

~co se compara ao da 
Explique.

Decc rnposição ern't/aíores Singulares 

Entre a matriz A no MATLAB e calcule os seus 

valores singulares, fazendo s = svd(A). 
Como os elementos de s podem ser usados para 

determinar os valores A . e IIA II ? Calcule es-
sas normas, fazendo

'f ro') 

e compare seus resultados com s(1) e norm 
(s). 

Para obter a decomposicão em valores singu-
lares total de A. faca

1] = sv'd(A) 

Calcule a matriz de posto 1 mais próxima de 

s(1) ": (. l :. 1 l ": V(:, 1)' 

se relacionam 

com os dois vetores linha distintos de A? 

des em ter a mesma norma 
2. Por quê? Explique. L se %1ATLAB para cal-

F. Em geral. para uma matriz 
de posto 1, a norma ' e a norma de Frobenius 
devem ser iguais. Por quê? Explique. 

Faça

A â€” round(10 ": randl 10. 5) )

s = svd(A') 

Use o MATLAB para calcular A -. 'iAII e 
cond,(A), e compare seus resultados com s(1), 
norm(s), s(1) / s(5), respectivamente. 

Faça

deverá ser a matriz de posto 4 
mais próximo da A (onde a distância é medida 

em termos da norma de Frobenius). Calcule 

Como comparar esses valores? 
Calcule e compare as normas de Frobenius 

das duas matrizes. Calcule também IIAâ€” 
compare o resultado com s(5). Faça 
r = norm(s (1 : 4)) e compare o resultado 
com IIBIIF. 

(c) Use o MATLAB para construir uma matriz 
C, que é a matriz de posto 3 mais próxima de

419

A no que diz respeito a norma de Frobenius. 

a ~ variáveis da parte (a) e

Seja

A, fazendo

Calcule IICII, e IICII,. Compare estes valores 
com os valores calculados para IIAII, e IIAIIF, 

q = norm(s(4 : 5)) 

Calcule I CII, e IIA â€” CIIF e compare seus re-
sultados com p e q, respectivamente. 

Faça

A = rand(8, 4) * rand(4, 6), 
VI = svd(A)

Qual é o posto de A? Use os vetores coluna 

de V para gerar duas matrizes Vl e V2 cujas 
colunas formam bases ortonormais para R(A) 
e At(A), respectivamente. Faça

e w fossem calculados em aritmética 

exata, seriam ortogonais. Por quê? Explique. 

r'w. 
(b) Use os vetores coluna de U para gerar duas 

matrizes Ul e U2 cujos vetores coluna formam 
respecti-
vamente. Faça

seriam ortogonais 
se todos os cálculos fossem feitos em arit-

mética exata. Use MATLAB para calcular 

Tz 
(c) Faça X = @inv(A). Use MATLAB para veri-

ficar as quatro condições de Penrose:

XAX = X

respectivamente. Faça

(XA)' = XA

Calcule e compare AX e Ul(U1)r. Se todos 
os cálculos tivessem sido feitos em aritmé-

tica exata, as duas matrizes seriam iguais. Por 
quê? Explique.

Círculos de Gerschgorin 

discos cir-
culares fechados no plano complexo. 0 i-ésimo 

disco é centrado em a,, e tem raio
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se cov; 

~:-'=- autovalorea. Calcule e 

de Gerschgorin de C. 
os autovalores de 

. ores de Be C? Calcule 

=~os de Gerschgorin de 
bas de Cipara encon-

que contém o maior 
;t

1 

8 

2

2 3 6 

4 4 8 

1 3 4

b=A= c =

â€” "aros 6 de 

~. ==:"'rias 

~a aleatória simétrica

4 â€”. A') /2

os seus valores pró-
:» :'mero de autovalores 

.os fazendo
1 1 I 

1 
2 3 4ot )0)

aleatória simétrica 

â€”,:os estão no intervalo

A = (A+A')/2

~do matrizes aleató-

.=~:. Como é que a distri-

y se =ampara com a obtida
x'll,

llxll,
=a pode ter autovalores 

ar o número de au-

- :=ais e positivos com os

gie) â€” = 0)

=- não simétricas 10 X 10. 

o número de autovalo-

-~ esse número como um 

Detnmine a média dos va-

- média calculada na parte 

e a distribuição e trace

gere uma matriz alea-
i = determine o número 

::. Denote o número de 

~3 da j-ésima matriz por 
.. - determine a distri-

n = hist(y, x). 
'alores y(j), usando o 

~(y). Use o comando 

=ara gerar um gráfico

Gere 100 matrizes aleatórias 5 X 5 e calcu-

le o condicionamento de cada uma delas. 

Determine a média dos condicionamentos e 

desenhe o histograma da distribuição. 

(b) Repita (a), usando matrizes 10 X 10. Compare 
seus resultados com os obtidos na parte (a).

G 

dos enunciados que se seguem, responda 
verdadeiro se o enunciado é sempre verdadeiro e res-

caso de um enun-
ciado verdadeiro, explique ou deinonstre a sua resposta. 
exemplo para 
mostrar que o enunciado nem sempre é verdadeiro.

são números de ponto flutuante, então,

+ c)) 

3. Se A é uma matriz não =ungular e um algoritmo 

para calcular a so-
então o erro relativo 

pequeno. 
4. Se A é uma matriz simétrica e um algoritmo nume-

os autova-
nos autova-

pequeno. 
um algoritmo 

para calcular os 
autovalores de Ax = b. então o erro relativo nos 

ser pequeno. 
de uma matriz 

é mais eficiente 

mulriplicando A 'b, 
por substituições direta e 
reversa. 

7. SeA é uma matriz simétrica, então 4 . = AII„ 

9. Se a matriz dos coeficientes A em um problema de 
posto 
então os três métodos de solucão discutido na 

Seção 7, ou seja, as equações normais. a fatoracão 

QR e a decomposição em valores singulares. irão 
todas calcular as soluções com alta precisão. 

estão próximas no 

para algum peque-
no número positivo e, então suas pseudoinversas 

8, 
para algum número positivo pequeno 8,

TESTE 8 QG CAPITULG

um vetor em 
IR'. Quantas adicões e multiplicações escalares são

necessárias para calcular (AB)x e quantas são ne-

computação 
é mais eficiente? 

2. Seja

Use eliminação gaussiana com pivotamento 

b. 
que cor-

responde a estratégia articulada na parte (a) e 

LU de PA. 
Upara resolver o sistemaAx = c. 

3. Mostre que, se Q é uma matriz 4 X 4 ortogonal, 

então II (7lb = I e I (7IIF = 2. 
4. Dadas

16 â€” 120 240 â€” 140 â€ 1 1200 â€ 27 1680 
240 â€” 2700 6480 â€” 4200 

â€” 140 1680 â€” 4200 2800

eb = (10, â€” 10, 20, 10)r 

(a) Determine os valores de II H II, e II H ' ll,. 
é resolvido usando 

MATLAB e a solução calculada x' é usada 

Hx', 
I, â€” 0,36 X 10 ". Use essas 
informações para determinar um limite sobre 
o erro relativo

é a solução exata do sistema. 

5. Seja A uma matriz 10 X 10 com cond (A) = 5 X 
b 
é calculado em aritmética decimal de 15 dígitos e 

II. é aproximadamente o 
dobro do épsilon da máquina. Quantos dígitos de 

precisão você espera ter na sua solucão calculada? 

Explique. 
(1, 2, â€” 2)r. 

tal 
é um vetor da forma (r, 0, 0)F. 

(b) Encontre uma transformação de Givens G tal 

0)'.

Verdadeiro ou Falso

mesmo número de ope-

(AB) C. 

F. 
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l Xe~- York: Van Nostrand 

3rd ed. Baltimore: .

Respostas a Problemas Selecionados

(d)1. 

2.

(a) 

(d) 

(a)

(e) 

(f) 

(g)

I 2 2 I 

0 3 I â€” 2 

0 0 â€” I 2 

0 0 0 4

(c)

(a) 

(b) 

(c) 

(d)

3.

aW â€” 2 

P=2 
(a) a=5, b=4 (b) a=5,b04 
(a) ( â€” 2, 2) (b) ( â€” '7,4) (a)

I I I 

I â€” I I 

â€” I 3 3

x( 280, x, 230, xi = 350 x~ = 590 
(a) ( â€” 3, 2, I) (b) (2, â€” 2, I)

x, =2,x,=3,X,=12,x4=6 
6 mols N„18 mols H,, 21 mols 0, 

Os três devem ser iguais (x, = x, = x,). 

(a) (5, 3, â€” 2) (b) (2, 4, 2) 

(d)

(I, 2) (b) (3, 2)

(c) (d) (I, I, 2)

(e) 

(h) 

(a)

I.3 1. (a)

Forma linha degrau: (a), (c), (d), (g) e I h) 
Forma linha degrau reduzida: (c), (d) e (g) (b)

3 2 2 

5 â€” 3 â€” I 

â€” 4 16 I 

3 5 â€” 4 

2 â€” 3 16 

2 â€” I I

(.) 

(<) 

(fl

5 5 8

â€” 10 â€” I â€” 9 

15 4 6

5 â€” 10 15 

5 â€” I 4 

8 â€” 9 6

(h)

(b) e (e) não são possíveis.

Philadelphia: 

'nd ed. Philadelphia: 

-lphia: SIAM, 1997. 

"nd ed. Philadelphia: 

s,'rions. Philadelphia: 

. Philadelphia: SIAM,

= SL-Vvl, 1997. 
md ed. New York: John

~ :rl;: Oxford University 

Vol. II:

7. 

8. 

l. 

2. 

3. 

4.

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 
(a) 
(c) 

(e)

(I I, 3) (b) (4, I, 3) (c) ( â€” 2, 0. 3. I ) 

I I I 

(b) 0 2 I 
0 0 3

Uma solucão. As duas retas se interceptam 

Nenhuma solução. As retas são paralelas. 

(c) (2, 0, â€” 2, -2, 0, 2)

( â€” 2, 3, 0, 3, I) 

no ponto (3, I). 

Número infinito de solucões. Ambas as 

equações representam a me ma re( .. 

Nenhuma solução. Cada par de linhas se 

intercepta em um ponto. entretanto. não 

I â€” I 2 â€” 4 â€” 6

( â€” 3,1,2) (f) ( â€” 1,1,1) (g) (1.1. â€” I) 

( â€” 2,1) (b) ( â€” 2,3) 

( â€” I, 2, I) (b) (3, I, â€” 2)

Inconsistente 

consistente, infinitas solucões 

inconsistente 

consistente, (5, 3, 2) 

» 

{(2 + 3n, n, 2) I n real) 
{(5 â€” 2n â€” P, n,4 â€” 3P, P) In,Preais} 

há ponto comum ãs três linha..

(4, â€” 3, I, 2) 

consistente (4, 5, 2) 

{(3 â€” 5n + 2P, n, P, 6) I n, Picais} 

x) xi xi são variáveis principais. 

{(n, 2, â€” I) I n real) 

x„x., são variáveis principais e x, é uma 

x,, x~ são variáveis principais e x,, x, são 

8.

9.

10.

11.

12.

15.

19.

20.

21.

22.

(i) 

(I) 

(k) 

(a) 

(b) 

(d)

(5, I) (b) inconsistente (c) (0, 0) 
5 â€” u 1+7u

{(8 â€” 2n, n â€” 5, n)} 
inconsistente 

inconsistente (h) inconsistente

!'o,-', () 
{ (2 â€” 6n, 4 + n, 3 â€” n, n) } 

â€” â€” â€” n â€” p,â€” â€” â€” â€” n,n,p 

(
I 3 5 I I 

lu é real 

n â€” â€”,0,â€”,1

variável livre. 

variáveis livres.

(0, â€” I) 

i4 8' 4 8 
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0 I 0 (0) 
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0 0
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zx
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(o)
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I 0 
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0 0

(q) 
I 0 

0 I 

0 0

0 

='x (B) 9 
I

[t â€” z] I) 
(B)
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0 = x (q)

Z x I (q)

0 () () 'ZI

S- 6 (q) I 0 (B)01
,(Z â€” 'C '0) 

E 0 0 I e. Câ€” 

[

(I) (q) '6

C Z 0 0 I C 
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0 0

0 I 0 
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0 

1 
1

0 

0 

1
4. {a)

â€” 3 5 2 

0 1 1 

6 â€” 8 â€” 5

(c) (c) det(A) = 3, adj A =

â€”,' adj AA 
â€” t

~u) ( â€” 4, 2, 5)r, (iii)

5. (b)

3 â€” 3 

2 â€” 2

1 â€” 1 

5 â€” 5 

4 â€” 4

(d)

0 0 0

AadjA= 0 0 0
0 0 0

14. Do Your Homework"

CapÍRU)o 3 

x, 
x, 

x,

W17 

[ w e)

x,

) .- [-' ')
[AA A )

- [! ".')

'-'= = [-')

4 

8= 3 

13 Az= A4= 

TESTE A DO CAPÍTULO 

1. Falso 2. Verdadeiro 3. Verdadeiro 

AB =

14 (a)

4. Verdadeiro 5. Falso 6. Falso .'. Falso 

8. Falso 9. Falso 10. Verdadeiro 

11. Verdadeiro 12. Verdadeiro 13. Verdadeiro 

2.1 1. (a) det(M») = â€” 8, det(M„) = â€” 2. deti.tf=,) 
5 

(b) Az) : 8) Azz : 2) Az3 : 5 
2. (á) e (c) são não singulares. 

3. (a) 1 (b) 4 (c) 0 (d) 58 

(e) â€” 39 (f) 0 (g) 8 (h) 20 

4. (a) 2 (b) â€” 4 (c) 0 (d) 0 

bx+ c 

6. A =6ou â€” 1 

2.2 1. (a) â€” 24 (b) 30 (c) â€” 1 

2. (a) 10 (b) 20

Respostas a Problemas Selecionados 439

3. (a), (e) e (f) são singulares, enquanto (b), (c) e 

(d) são não singulares. 
4. c=Sou â€” 3 

5 

14. Falso 15. Verdadeiro

7. (a) 20 (b) 108 (c) 160 (d) 

13. det(A) = U„U„U„

23 l. (a) det(A) = â€” 7,adj A = [ ], 
1 â€” 2)

(a) â€”, â€” (b) 

(c) (4, â€” 2, 2) (d) (2, â€” 1, 2) 

() 2 2 1 

3. 
3 

4 

' (-' â€” ")'
5. (a) det(A) = 0, logo A é singular

9. (a) â€” 6 (c) 6 (e) 1 

â€” 1 2 â€” 1

(b) adjA= 2 â€” 4 2
â€” 1 2 â€” 1

9. (a) det(adj(A)) = 8 e det(A) = 2
I 0 0 0

0 4 â€” I 1

(b) A= 0 â€” 6 2 â€” 2
0 1 0 1

TESTE A DO CAPÍTULO 

1. Verdadeiro 2. Falso 3. Falso 4. Verdadeiro 

S. Falso 6. Verdadeiro 7. Verdadeiro 

~O código contém a mensagem em inglês. (N. T.)

8. Verdadeiro 9. Falso 10. Verdadeiro
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,(ç '[ â€ ) â€” '(z} ',(I! â€” 'ç) = '(~};(Z 'I â€ ) = '(x}

(q) , , (n) [
(([ â€” x)x} (o)

{z([ â€” x) '[ â€” x} (q)
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E -< Í.E22) 32.

o» [', „']S. (a)

(d) 2

1 0 

0 1 

1 1

[' '] w [
l 1 1 

2 0 1 

0 â€” 2 â€” 1

4. 

5.

6.

7.

9.

10.

11.

W3 I 

2= =. â€” 8)', Íz], = ( 1, 5)'

2

1 

2
1O. (a)

'» Íi) (1, â€” 4, 3)r 0 0 1
17.

2 1)r 1

2

(b) 0
0

0 â€” 3 

1 5 

0 1

(d)
18.

19. 13.

23. 1

â€” 2 0
14.

1 

2
4.l 1. (a)

1 1 0 

0 1 2 

0 0 1

15.
(d)

18. (a)2. (a)

(c)=-. :=:= coluna de U corres-

= ei livres.
0 0 1 

0 1 0 

1 0 0
0 (b) o 

B =

B =
%k â€” UÍ,

(a) (b)

inconsistente

[ 0
1

(c) 3 1 0

B=' B(=1

é uma solução deAx = e, para j = 1, 

TESTE A DO CAPÍTULO 

1.Verdadeiro 2. Falso 3. Falso 4. Falso 

I .

5. Verdadeiro 6. Verdadeiro 7. Falso 

8. Verdadeiro 9. Verdadeiro 10. Falso 

11. Verdadeiro 12. Falso 13. Verdadeiro 

(a) reflexão em relação ao eixo x2 

14. Falso 15. Falso

(b) reflexão em relacão a origem 

(c) reflexão em relação a linha x2 : ar( 

(d) o comprimento do vetor é dividido por 2 

(7, 18)' 
Todos, exceto (c), são transformacões lineares 

(b) e (c) são transformações lineares de R2 em R'. 

P3. 

(a) e (c) são transformações lineares de C[O. 1] 

L(R') â€” R=. 

(c) nucl(L) â€” Cob(e„e,), 

L(R') = Cob((1, 1, 1)') 

Cob(e2, es) 
Cob(e„e,) 

Cob(rr..r) 

0 operador no item (a) é biunívoco e sobre.

o 1 (') 1 o 

;-' ',) (( [' ,',] 
0 0 0 () 0 1 0 

[ â€ ( ( 0]

4 (a) (0 0 0) (b) (2, â€” 1, â€” 1) 

(c) ( â€” 15,9,6)

441

(c) ~ (d) () ()

(b) (i) 7y, + 6y, â€” 8y„(ii) 3y, + 3y, â€” 3y„ 

(iii) y, + 5y, + 3y3 

(a) quadrado 

(b) (i) contra9ão por um fator de 2 (ii) rota-
ção de 45 no sentido horário, (iii) trans-

lação de 2 unidades para a direita e de 3 

unidades para baixo

; (a) ' (d) 

â€” 3 1 2 â€” 2 â€” 4

4.3 1. Para a matriz A, ver as respostas do Problema 
1 da Seção 4.2.

(e) projecção sobre o eixo x, 

de R3 em R'. 

(a), (b) e (d) são transformações lineares. 

1 e L(x2) = x-'/3. 

em R'. 

L(PÍ) â€” P. 
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(c) x =
0,87 

1,00
4

sKz
3

s&z
1

~z

=w=. R(A') 
.V(A) 

2V(A)

0 ZKZ6. (b)

5)r
. 0. 0), (0, 0, 1, 1) Í, 

0 â€” 1 ])r}

. 0. 1)r, (0, 0, 1, 1)r), 
.. l. 1, â€” 1)r) 

. - >-'} 

â€” crrogonal é coberto por

21. 2 

s

0 0 2 

s

0 0
P =

. 0)') é uma base para 0 0

0 0
r 

=~a R)A) 

.". > 1.6: 1,2)r 

8)T

1 1 

2 2
0 0 

0 0
1 

2

23 (b) T=
0 0

= ::al} 

I areal} 
. h â€” p = (2, 0, 2)' 

0 10

-~z :==drados terá centro em

>respostas arredonda-

~2 

0

I d) ~74
4~5

0 3~5
(b)

u)(x) = â€” ', uz(x) = â€”,x, 

u (x) = 3~)6 (xz â€” -')
2

x,'>„=

r = >0.0,2)' 

b = ( â€” 5 â€” 1 4)r

3r - = 3.;xâ€” = 2

(c) norma
â€” â€” ~z 

3 6 

2Kz 
3 3 â€ � 
3 6

norma

(b) T=

(b) c, = y, cos 0 + yz sen () 
c, = â€” y, sen 0 + y, cos 0 

4 

(b) (1) 0, (11) â€” â€”, (111) 0, (iv)â€” 
2 8 

29. (b) 1 = D~ IIXII = (c) !)x) = â€” x
9

3 7

5. (a) â€”,'(2, 1,2)', â€”,( â€” 1,4, â€” 1)'
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16x' â€” 20x'+ 
5x 

16x4 â€” 48x' + 12, 

32x' â€” 160x' + 120x 
4 

2. p,(x) = x, p,(x) = x â€” â€” +1 

3 
4. p(x) = (senh 1)Pp(x) + Pj(x) + 

e 

3') 

)Pz(x) 
p(x) = 0,9963 + 1,1036x + 0,5367x' 

6. (a) U6 = 1, U, = 2x, U, = 4x' â€” 1 

11. p(x) = (x 2)(x â€” 3) + (x â€” 1)(x â€” 3) + 

2(x â€” 1)(x â€” 2) 

+1 

14. (a) grau 3 ou menos 
(b) a fórmula fornece a resposta exata para 

a primeira integral. 0 valor aproximado 
para a segunda integral é 1,5, enquanto a 

â€”, 
~ p 

2' 

TESTE A DO CAPÍTULO 

1. Falso 2. Falso 3. Falso 4. Falso 

5. Verdadeiro 6. Falso 7. Verdadeiro 

8. Verdadeiro 9. Verdadeiro 10. Falso

6.I 1. (a) A> = 5, o autoespa9o é coberto por (1, 1)r, 
Az = â€” 1, o autoespa9o é coberto por 

(1, â€” 2)r 

(b) A> = 3, o autoespaço é coberto por (4, 3)', 

)12 = 2, o autoesPa9o é coberto Por 

(1, 1)r 

(c) 2t> : Az : 2, o autoespago é coberto por 

(1, 1)'

(a) 15 (b) u = 3, v = 5&2 (c)â€” 

(b) (i) (2, â€” 2); (ii) (5, 2)', (iii) (3. 1)r
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l â€” 1 

1

e â€” 1+ e â€” 1+ eâ€” 6

1 â€” e 2 â€” e(c) 1 â€” e

Í 3= 2 â€” I+e â€” 1+e

1t

3 

â€” 6e-'

30. (a), (b) 3. (a)g=
(y')2

4 12

3e â€” 2 
1

2 â€” e (d) Q=~(c)a 5e â€” 0,08t 

50 â€” 0,08t e 
â€” t

(x â€” P2) ouJzt ~ - Jit 
J21 

â€” ; â€” . â€” c3e â€” c4e

"-e â€” â€” c3e' â€” c4e '

â€” c3e' â€” c4e ' 2. 

3.
t

â€” e

1et

> senK3t, 
I 

8 sen~/3t 

â€” i-(x2 â€” xi) 

â€” ; ;.- â€” x,) + k(x, 15. 

16.
X2)

~2t 
v 2t 
~2t

27, Ai = 1,A2

A=l [+( â€” l)
A" ' â€” ... â€” a,A â€” ao) 

aoutx= 1

1 
1 1 

2 4 

0 1 â€” 1

16 0 0 

0 2 0 

0 0 4

1 0 0

kx3

1 0

l -11
(c)

0 0 1

1 2 
1 

3 3 

0 1 1

9 0 0 

0 3 0 

0 0 2

1 0 0

0 010 

0,10 
0,80

1 

3 

2 

3

(d) 1 0

0 0 1

â€” 2 8 20 

14 19 10 

0 0 0

::t- : os três grupos se 
cresce

5. (a)apro-

(b)
1 I 1 

4 4 4 6 12 12 

8 16 16 

0 0 0

4 0 

2 K2 
â€” K2

4 2 1 

0 0 2

1 1 1 

4 4 4 (c)â€” 0.15
I 1 1 

4 4 4

5. (a) base para R(AT)1 1 1 

4 4 4
1 â€” 2 3 0 

2 K3
0(d)

6.8 1. (a) A, =

0 

0

(b) A, =
(c) A, =

(3, 2)T 
2)T 

(1, 1, 1)'

l,xi = 
3,x, =(1 
2, A, = 0,

4,A,= 

8, A.2 = 
7,A,=

e

â€” 3e

= = 13 (g) todos os valores

- -so = o vetor de estado esta-

- -.= de Markov são

em: va-se que 60% dos fun-
inscritos.

=6, w =3,(z,w)= â€” 4+4i, 

4i 
=4 w =7,(z,w)= â€” 4+10i, 

4 â€” 10i 

4z, + 2~2z2 
2i, 

6 â€” 5i, z" u, = 6 + 5i 

(b) e (f) são hermitianas, enquanto (b). 1 c). ('e) 

(b) Ux = (Ux) Ux = xnU Ux = xnx 

9 

e (fl são normais. 

2uu")2 = 

T

I.

"i=(T' T) " =( T* .'-)

(a) o, = ~10, o, = 0 
(b) trt = 3, o2 = 2 
(c) a,=4,o;=2 
e 

V não são íínicas. 0 leitor pode testar suas 

respostas calculando U 2 V'.
]2 24]

3. (b) postodeA=2,A'= 06 13]
4. A matriz de posto 2 mais próxima é

A matriz de posto 1 mais próxima é

N(A) : 
(1 2 2)'
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á 

1 
2

[y") = â€” x", parábola 
2 

6. (a) definida positiva (b) indefinida 
(d) definida negativa (c) indcfinida 

7. (a) mínimo (b) ponto de sela 

(c) ponto de sela (fl máximo local 

(b) det(A,) = 3, det(A,) = â€” 10, não definida 

positiva 
(c) det(A,) = 6, det(A,) = 14, det(A,) = â€” 38, 

não definida positiva 

(d) det(A,) = 4, det(A,) = 8, det(A,) = 13, 
definida positiva 

2. a = 3 a'' = 2 a'' =â€” 
4 

11 ' 22 ' 33 3

4(') 1 l 09 01 

() â€” ' 1 0 I 0 I

6.6 l. (a) ' (b) 

6.7 1. (a) det(A,) = 2, det(A,) = 3, definida positiva 
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1 0 0
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2
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2 

2

(d)

6 0 6 

0 2 0 

0 â€” 4 â€” 6 

0 4 â€” 6

HA =

30.
0 

0

1 2 â€” 2 

0 1 8 

0 0 â€” 23
31. cond„(A) = 28

0

â€” 1

3

33. (a) A(c) (1, 1, 1) vi

1 0 0
â€” 2 

10 

â€” 5

1 0
34. 

35.1 
3

1 

2 36. 

37. 

38.
=( ')7. (a) G =

4 3

5 5

7.5 I, (a) (b)

2

0

0 12. (a)
3 

5
00 0 1 

1 0 0 

0 1 0
10.

0

(b)

0 0 1

1 0 0

0 

2

(c)

I 

2

2000' 
3333e. Se e = 0,001. 

0,6

01) 

00) 

01) 

= v2, $„=1, $,=1 
=5, $.=5, A,=6 

=7, A =6, A/r=10 
= 9 A - = 10 lA i = 12

=1, I,= Jn 
b) ( â€” 1, 1, â€” 1)' 

cond.A = 400 

As soluções são 0 8 2 0

4n 
(c) lim„. cond„A„= ~ 

(a) r = ( â€” 0,06; 0,02)' e o resíduo é 0,012 

= 0,12 

0,3 

0,10, cond (A) = 32 

(12,50; 4,26; 2,14; 1,10)z, õ = 0,04
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T 
para P e v dados. /3

(a) P = 9, v = ( â€” 1, -1, â€” 4)r 

(b) 20 

cond,(A) = 6 

(b) 0,64 

(b) P = 7, v = ( â€” 1, 2, 3)' 

(a) P = 18, v = ( â€” 2, 4, â€” 4)' 

(a) P = 9, v = (0, â€” 1, 4, 1)' 

(b) P = 1 5, v = (0, 0, â€” 5, â€” 1, 2)r 

1 

I

1, 2 e /3, = 6, p, = 5.

b = HzH>b = (11 5 5) 
1, 3, 1)'

São necessárias três multiplicações, duas adi-

H. 
São necessárias quatro multiplicações/divisões, 

uma adição e uma raiz quadrada para determi-
nar G. 0 cálculo de GA necessita de 4n multi-

adições, enquanto o cálculo de 

multiplicacões/divisões e 

adições. 

k + 1 multiplicações/divisões, 

2k + 1 adições. 

k + 1) multiplicações/divisões, 

n(2n â€” 2k + 1) adições 

(a) 4(n â€” k) multiplicações/divisões, 

2(n â€” k) adições 

(b) 4n(n â€” k) multiplicações/divisões, 

2n(n â€” k) adições 

(a) rotação (b) rotação 

(c) transformação de Givens 

(d) transformação de Givens

7.6 1. (a) ut : 1 (l3) Az : 0 0

(a) /3 = 18, v = ( â€” 3, 1, 1, 5)r

v,v,, 




