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APRESENTACAO

O presente trabalho é uma nova versdo, bastante reformulada e com algumas am-
pliagdes, de Algebra moderna, dos mesmos autores. Dois motivos principalmente levaram
a essas mudancas: de um lado a constatacae de um certo desgaste da versao anterior, no
que se refere a redagao e 4 abordagem, inevitdvel quando se considera ¢ tempo ha que a
obra esta em circulacio — cerca de duas décadas e meia — e que ela foi escrita ainda sob
alguma influéncia da corrente da matemditica maoaderna; de outro, o fato de ter aicancado e
mantide, 20 longe desse tempo, uma boa aceitagao por parte de estudantes e professores
de cursos de matematica, comprovada pelas varias edi¢oes e reimpressées alcangadas durante
es5es anos.

Levando em conta o primeiro desses motives, o livro foi totalmente reescrito, numa
linguagem muito menos permeada de simbolismos que a das edigdes anteriores, com vis-
tas a tornar a leitura mais leve e agradavel, e com muito mais exemplos ¢ ilustragoes.
Procurou-se também, na medida do possivel, evitar a iniciagdo a um dado assunto sem
algum comentario ou observagdo inicial que pudesse servir de motivacao para seu estudo.
Também a titulo de motivacae, todos os capitulos apresentam notas efou observagoes histori-
cas referentes as origens de alguns dos topicos tratades, importantes, ao nosso ver, em face
do caréter abstrato da algebra moderna. Nao se tratande de obra que prioriza as aplicagbes,
até pelo seu carater introdutdrio, busca-se, com essas notas e/ou observacoes, mostrar de
onhde vem a algebra moderna, o que pode constituir uma pista importante para o leitor
vislumbrar a origem e o alcance de alguns dos métodos desse campo da matematica.

Efetivamente, apenas um dos tépicos focatizados na presente edicdo néo figurava, de
alguma maneira, nas anteriores: aquele contemplado no capitulc | com o titulo Nogdes sobre
conjuntos e demonstragdes. Talvez desnecessario quando da primeira redacio, esse tdpico
nos parece muito importante na presente conjuntura das licenciaturas em matematica, area
para a qual se destina principalmente a obra. De fato, apesar de ser bastante moderado no
uso do formalismo matematico, o livro faz um estudo sistematico do assunto alvo e, portan-
to, compreende um numerc considerdvel de teoremas e respectivas demonstracoes. Ora, é
bem sabido que hoje poucos alunos chegam a universidade com alguma experiéncia em de-
manstracoes e que essa lacuna as vezes ndo ¢ preenchida antes de iniciarem um curso de
algebra. Mas ndo se vai no assunto, nesse capitulo, além do minimo necessario como preé-
requisito para um entendimento suficiente do métedo matematice e a abordagem é proposita-
damente despretensiosa e informal.

O capitulo Il introducéo a aritmética dos numeros inteiros, sofreu dois tipos de altera-
¢oes em relacio as edicdes anteriores: além de ter sido ampliado com um estudo das
equacoes diofantinas lineares de primeiro grau, em duas incdgnitas, e do problema chinés
do resto, recebeu na presente versdo uma abordagem mais pormenorizada e mais rica em
exemplos e aplicagdes. Sem falar no seu papel como pré-requisitc para os capitulos que o
seguem, a énfase maicr dada a esse tépico deriva de duas razées gue se integram: (i) a
importancia crescente de suas aplicacbes — na criptografia, por exemplo; (i} o fato de o
assunto muitas vezes ser ighorado nos cursos de matemdtica, com prejuizo consideravel
para a formacgéio dos futuros professores e pesquisadores.
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Coma nas edigdes anteriores, o capitulo I, Relacoes, aplicacées, operacées, é muito es-
miucado, abundante em detalhes, talvez mais do que nenhum dos outros, porgque, além de
também ser um das pré-requisitos basicos para os capitulos centrais do livro, envolve assun-
tos que fazem parte do ensino de matemitica no ciclo basico que cumpre valorizar por si
mesmaos e ajustar as necessidades do desenvolvimento da matéria.

Os capitulos iV e V focalizam, respectivamente, a teoria basica das estruturas algébricas
de grupo e anel (com seus subcasos mais importantes). O capitulo IV, Grupes, além das mu-
dancas de cardter geral j4 mencionadas no gue se refere 4 linguagem e abordagem, com én-
fase maior nos exemplos, apresenta como novidade um estudo mais abrangente e sis-
temdtice dos grupoes de permutacdes. Quanto ao capitulo V, Anéis e corpos, houve a incorpo-
racdo do topice destinade ao estudo da compatibilidade de uma relacao de ordem com a
estrutura de anel, que na versio anterior constituia um capitulo a parte.

O capitulo VI, Anéis de pofinémios, foi totalmente reformulado. Nas edicdes anteriores,
introduzia-se o tonceito de polindmio sobre um anef como uma seqliéncia quase-nula de ele-
mentos desse anel, Essa definigao, se tem a vantagem da generalidade, e até de proparcionar
uma certa facilidade algébrica para desenvolver a tecria que segue, tem ¢ inconveniente,
para quem esta iniciando o estudo do assunto, de ser muito artificiosa. Preferimas, conside-
rando o objetivo da cbra, definir polindmic sobre um anel de integridade infinito como
uma aplicagao {fungdo polinomial) e depois, considerando a hipétese feita sobre o anel, provar
e explorar o principio de identidade de polinémios,

Entre as propostas da obra, uma era a de incluir um tépico final que, digamos assim,
fugisse um pouce ao “basico”. Inumeras escolhas poderiam ser feitas. Mas optamos por Anéis
principais e fatoriais, titule do capitulo VI, considerando tratar-se de uma generalizacdo natu-
ral da teoria da divisibilidade no anel dos inteiros, que, por isso Mesmo, nao exige muito
em termos de conceitos novos mas, ndo obstante, da uma boa idéia inicial do alcance dos
métodos da dlgebra moderna.

No que se refere a redacao do livro, o trabalho foi dividido entre os autores da seguinte
maneira:

Professor Hygino H. Domingues

* Toda a teoria e exemplos dos capitulos |, II, IV, V. VI e VIL.

+ Os exercicios, propostos e resolvidos, dos capftulos | e lI, inclusive respostas.
* Todas as notas histéricas.

Professor Gelson lezzi
* Toda a teoria e exemplos do capitulo 11, em parceria com o professor Hygino.
+ Os exercicios, propostos e resolvidos, dos capitulos I, IV, V, Vi e VII, inclusive respostas.

Finalmente, nossos agradecimentos a todos os colegas que usaram a obra em suas adi-
cdes anteriores, especialmente os da PUC-SP e Unesp de Séo José do Rio Preto, com os quais
compartilhamos o use desse material por certo tempo € que, com seus comentarios even-
tuais, nos deram algumas pistas para as mudancas presentes.

Os autores
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CAPITULO |

NOCOES SOBRE CONJUNTOS
E DEMONSTRACOES

I-1 SOBRE CONJUNTOS
1. NOTA HISTORICA

A teoria dos conjuntos foi criada por G. Cantor (1845-1918), com uma série de
artigos publicados a partir de 1874. Embora russo de nascimento, Cantor fez carrei-
ra na Alemanha, para onde sua familia se mudara quando ele era crianga. Depois
de doutorar-se na Universidade de Berlim, em 1867, com uma tese sobre teoria dos
numeros, passou a trabalhar na Universidade de Halle, onde ficaria até o fim de sua
catreira académica.

Por volta de 1870, quando estudava o problema da representacao das fungoes
reais por meio de séries trigonométricas, sua atengdo se voltou para uma questao
com a qual seu espirito tinha uma afinidade natural muito grande: a natureza do
infinito. Esse foi o ponto de partida da criacdo da teoria dos conjuntos.

Além de tudo, os trabalhos de Cantor sobre teoria dos conjuntos exigiram uma
boa dose de coragem cientifica. De fato, ao estender a idéia de "cardinal” para con-
juntos infinitos', Cantor estava considerando a infinitude destes como algo efetiva-
mente atual e ndc apenas potencial, como se aceitava até entao.

" Diz-se que dois conjuntos tém o mesma ‘rdinal” ou a mesma cardinalidade” se seus elementas podemm ser postos em comespondéncia biunivoca.
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O grande mérito de Cantor foi perceber a existéncia de uma hierarquia para os
cardinais transfinitos. Assim, todos os conjuntos cujos elementos podem ser postos
em correspondéncia biunivoca com os elementos do conjunto dos numeros natu-
rais tém o mesmo e o “menor” cardinal transfinito. Trata-se dos conjuntos enumerd-
veis. Entre estes encontram-se, por exemplo, o conjunto dos nlimeros inteiros e,
surpreendentemente, o conjunte dos nameroes racionais. Cantor, mostrou ainda que
0 conjunto dos nUmeros reais tem cardinal “maier” que o dos conjuntos enumera-
veis e que esse cardinal é “igual” ao do conjunto dos irracionais, algo que contrariava
a velha idéia de que o todo tinha de ser maior que a parte. E mostrou gue a escala
dos cardinais transfinitos nao tem limite; sempre ha cardinais “maiores” e “maiores”.

Tao surpreendentes eram alguns dos resultados encontrados por Cantor que
ele chegou a dizer sobre um deles: “Vejo, mas ndo acredito”, Assim, ndo é de espan-
tar o fato de gue grandes matematicos tenham rejeitado seus trabalhos. L. Kronecker
{1823-1891) chegou a chamar Cantor de charlatdo da ciéncia. E até havia razdo para
algumas dessas criticas, pois construida inicialmente sem preocupacdes com seus fun-
damentos logicos, a teoria dos conjuntos, antes de ser satisfatoriamente axiomatizada
no século XX, gerou paradoxos que chegaram a confundir e inquietar os matema-
ticos, até mesmao os “cantoristas”.

Mas, para o progresso da matematica, prevaleceram opinides como a de B. Russel
(1872-1970), que considerava a teoria dos conjuntos como “provavelmente a mais im-
portante [descoberta] que a época pode ostentar” ou a de D. Hilbert {1862-1943),
que disse: “Do paraiso criado por Cantor ninguém nos tirara”.

2. CONJUNTOS
2.1 Introducao

Q conceito de conjunto é certamente um dos mais importantes da matematica
contemporanea. Como sinénimo de conjunto, no sentido aqui considerado, podere-
mos usar sem distingao os termos “Classe” e “colecdo”. Um conjunto é formado por ob-
jetos, de modo genérico chamados de efementos, que, por um motivo ou outro, con-
vém considerar globalmente. Nao ha restricdes quanto a escolha dos elementos de
um conjunto, salvo que excluiremos a possibilidade de um conjunto ser elemento
dele mesmo. Assim, ndo ha nenhum inconveniente em considerar, por exemplo, um
conjunto formado por um ndmero real, uma beola de futebol e um automavel.

Costuma-se indicar os conjuntos por letras maitisculas e seus elementos por
letras minisculas de nosso alfabeto. Se um objeto a é elemento de um conjunto U,
dizemos que “a pertence a U” e denotamos essa relacdo por g € U, Caso contra-
rio, dizemos que “a nao pertence a UJ” e escrevemos a & U.
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2.2 Descricao de um conjunto
Comumente usam-se trés procedimentos para definir um conjunto.

« Descrever seus elementos por uma sentenca. Por exemplo:

— conjunto dos numeros reais;

— conjunto dos planetas do sistema solar.

« Listar seus elementos entre chaves. Por exemplo:

§2,4,6,8,10}

{0,1,2,3, ..}

{No segundo exemplo, como se vé&, s6 os trés primeiros elementos foram listados,
mas mesmo assim nao ha davida de que se trata do conjunto dos nimeros naturais.)

+ Dar uma “propriedade” que identifica seus elementos. Por exemplo:

{x | x é inteiro e x > 2}

{x|xéreale2<x< 10}

{x | x goza da propriedade P}

A propésito do tltimo procedimento, vale ressaitar que um dos pontos impor-
tantes do usc de conjuntos na matematica reside no fato de estes poderem substi-
tuir as propriedades com grande vantagem no que se refere a precisao de linguagem.
Por exemplo, a propriedade “Todos os nimeros racicnais sao também nameros
reals” na linguagem de conjuntos, pode ser escrita assim:”Se x &€ O, entéo x € 14
{Ver notagdo abaixo.)

Certos conjuntos, por sua importancia e pela freqiéncia com que se repetem,
sdo indicados por notacdes especiais:

N ={0, 1,2 3, ..} (conjunto dos nimeros naturais);

Z ={..—2,—1,0,+1, +2, ..} {conjunto dos numeros inteiros);

0 = conjunto dos ndmeros racionais;

R = conjunto dos nimeros reais.

Se A indica um dos trés dltimos conjuntos, indistintamente, entao:

A* = A — {0}

A, = {x € A|x = 0} (conjunto dos nimeros positivos de A)

A. = {x € A|x = 0} (conjunto dos nimeros negativos de A)

A% = {x € Al x > 0} (conjunto dos nimeros estritamente positivos de A)

A_* = {x € A|x < 0} (conjunto dos nimeros estritamente negativos de A)

T = conjunto dos numeros complexos
C*=C — {0}

2.3 Subconjuntos

Se A e B si0 conjuntos e todo elemento de A também e elemento de B, dize-
mos que A é um subconjunto de B ou uma parte de 8 e denotamos essa relagdo por
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A C B (I&-se "A esta contido em 8”) ou B D A (lé-se “8 contém A”). Dois conjuntos,
A e B, dizem-se iguais se A C B e B C A {evidentemente isso significa que os dois
conjuntos constam exatamente dos mesmos elementos). A igualdade de conjuntos é
denotada pelo simbolo usual de igualdade. Por exemplo,se A={x€ Z |1 < x < 5}
e 8=12, 3,4}, entao A = 8.

A relacao definida por X C Y, chamada incluséo, goza das seguintes propriedades:

s reflexiva: X C X;
s anti-simétrica:se XC Y e YC X entio X =Y
»transitiva;se XCY e YC Zentio X C Z,

Ademonstragio da primeira dessas propriedades é imediata. A sequnda proprie-
dade ¢ decorréncia da propria defini¢do de igualdade de conjuntos. Para provar a
terceira, temos de mostrar que todo elemento de X também é elemento de Z. Ora,
se a € X, entao a € Y, por hipétese; mas, pertencendo a ¥, g também pertence a Z,
pela segunda parte da hipétese; isso prova a propriedade.

O exemplo seguinte ilustra o uso da transitividade na linguagem de conjuntos.
indiquemos por M, N e §, respectivamente, o conjunto dos quadriidteros, dos retan-
guios e dos quadrados de um dado plano. Como S C N (todo quadrado é um re-
tangulo) e N C M (todo retanguio € um quadrilatero), entdao S C M.

Convém ressaltar que sdo equivalentes as trés afirmagdes que sequem:

«cACBE
* Se x € A entdo x € B.
*» Se x € B, entdo x € A.

Se A e B indicam conjuntos tais que A C 8 e A # B, diz-se que A estd contido
propriamente em B ou que B contém propriamente A. As notacdes usadas para indi-
car essas relacées sio, respectivamente, AZ B e 8 ZA.

Por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais esta contido propriamente no
conjunto dos numeros inteiros, ou seja, N & 7. Ou, dito da outra forma: o conjunto
dos nimeros inteiros contém propriamente o conjunto dos nimeros naturais, ou
seja, 7 2 M.

2.4 Conjunto vazio

Com vistas a poder lidar com a linguagem de conjuntos mais uniformemente,
aceita-se a existéncia de um “conjunto sem elementos™ o conjunto vazio, que pode
ser definide por qualquer propriedade contraditéria e que é denotado pelo simbo-
lo (J.Por exemplo: & = {x & @ | x & R}. Uma decorréncia I6gica (mas estranha) da
aceitacdo da existéncia de conjunto vazio é que & C A, qualquer que seja o conjun-
to A. De fato, supor & £ A, para algum A, significaria admitir o seguinte; existe um ob-
jeto x tal que x € I e x & A.Como ndo pode ocorrer x € (7, entao deve-se aceitar
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que & C A.Convém notar ainda que & # {7}, pois o segundo desses conjuntos
possui um elemento (o conjunto vazio}, ac passc que o primeiro nao possui nenhum,

2.5 Diagramas de Venn

Para ilustrar e visualizar relagbes entre conjuntos e operagdes com conjuntos,
um instrumento bastante util sdo os chamados diagramas de Venn. A idéia € a se-
guinte; primeiro traga-se um retangulo de dimensdes arbitrérias para representar o
conjunto de todos os elementos considerados. Depois, para representar cada subcon-
junto proprio do universo com que se esteja lidande, traca-se um circulo no interior
do retanguto. Por exemplo, a relagio A C B entre dois subconjuntos de U é represen-
tada pelo diagrama a seguir.

U

2.6 Intersecdo e uniao

A intersec@o de dois conjuntos, A e B, é o conjunto indicado por A M B e definido
pela propriedade “x € A e x € 8. Portanto:

ANB={x|xEAex€E B}

A operagao que consiste em associar a cada dois conjuntos, dados numa certa
ordem, sua interseco, goza das seguintes propriedades:

*ANBNCH=({ANB) N C (associatividade)

* AN B =80 A {comutatividade)

*Se AC B entio AN B=A.

AN =
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Provemos a terceira dessas propriedades. Para tanto, consideremos inicialmente
um elemento x € AN B; entdo x € A e x € B (definicdo de intersecao), o que ga-
rante que A N B C A. Seja, agora, x € A; como A C B, entdo x € B;logo,x € AN B
e, portanto, A C A N B, As duas inclusdes demonstradas garantem que, efetiva-
mente, A M B = A sempre que A C B,

A unido de dois conjuntos, A e B, é o conjunta indicado por A U B e definide
pela propriedade “x € A ou x € 8" Portanto:

AUB={x|x€Aoux€EB}

Convém notar que o “ou” usado na definicdo ndo da idéia de exclusividade:
um elemento da unido pode pertencer a ambos os conjuntos se a intersecio nao
for vazia.

A operagao que consiste em associar a cada dois conjuntos, dados numa certa
ordemn, sua unido, cumpre as seguintes propriedades:

*rAUBUO=AUBUC

*AUB=BUA

*Se AC B entac AU B =B

TAUD=A

2.7 Complementar

Dados um conjunto U e um subconjunto A C U, chama-se complementar de A
em relacdo a U e denota-se por (A%), a parte de U formada pelos elementos de U
gue nao pertencem a A, Qu seja:

(A9 ={xe U|x& A}
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O conjunto U, cuja fixacao € pressuposta na definicdo de complementar, é cha-
mado universo do discurse ou conjunto universo. No desenvolvimento da materndtica,
trabalha-se, em cada situagao, com um conjunto universo especifico. Por exemplo,
puma primeira abordagem do cdlculo, 0 universo é o conjunto dos ndmeros reais e,
na mesma situacde, na teoria dos numeros (aritmética tedrica), o universo é o conjun-
to dos nimeros inteiros. Quando nae houver duvidas scbre qual o universo em que
se esta trabalhando, para simpiificar a notacao indicaremos o complementar de uma
parte A desse universo apenas por A,

Da definicdo de complementar decorrem as propriedades que seguem pata um
dado conjunto U (universo) e para partes quaisquer, A e B, de U:

U =Ded=U

S (A=A

CANA=deAUA =U

CANB =AUB‘e(AUB)=ANSB"

As duas ultimas propriedades séo conhecidas como feis de De Morgan ou leis de
dualidade. A titulo de exercicio, demonstremos que (A U B} = A° N B°. Seja x um
elemento de U.Se x € (AU B), entdo x & A U B e, portanto, x & A e x ¢ B.Lo-
go,x € A" e x € B ou seja, x € A° N B, e fica provado que (A U B)* C A° N 8%
Agora, se x € A" N B, entdo x & A e x & B e, portanto, x & A U B (se pertencesse
a esse conjunto teria de pertencer a A ou a B). De onde x € (A U B)*, 0 que prova a
inclusdo contraria.

‘

(AUB'=ANE

rl Exercicios |
1. Consideremos as seguintes subconjuntos de It {aqui considerado como conjunto
universok A= {x ER | < 4}, B={x ER|x} — x = 21, C={1/2,1/3,1/4,.} e
D={x€ R|-2<x< —1}. Classifique cada relacdo seguinte como verdadeira
ou falsa e justifique.

a) A“C B dyBUADC
b ANB=D ey CND#U
ct CC B
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2, Construa um exemplo envolvendo dois conjuntos, B e C, para os quais se veri-
fiquem as seguintes relacoes; & C,BEC. B8 C C.

3. a) Descubra conjuntos, A,Be C,taisque 8+ Ce AUB=AUC.
b) Com um exemplo, mostre que pode ocorrer o sequinte:B #C e AN B =
=ANC

4. SeA BeCséoconjuntostaisqueAUB:AUCeAr‘lB:AﬂC,proveque

I

SEJEI X € B.Entao x £ A U B = A U C. Temos, aqui, duas possibilidades: x € A ou x € C.
Mas, se x € A, entdo x EA N B =A N C e portanto, x € €. Assim, todo elements de B
é também elemento de €. De maneira analoga, prova-se que todo elemento de C é ele-
mente de B. De onde, B = C. =

5. Sejam A e B conjuntos tais que A L) 8 = AN B, Prove que A = 8.

6. SeAe Bsdoconjuntos arbitrdrios, demonstre as seguintes propriedades (conhe-
cidas como feis de absorcdo):
AANAURB)=
bAUANB)=A

7. Dado um conjunto A, chama-se conjunto das partes de A e indica-se por P (A)
o conjunto de todos os subconjuntos de A. Por exemplo, se A = {1, 2}, entéo
=2, {15421 {1, 2},
a) Determine ? {A) quando A = {&F,1,{1}}.
b) Prove que, se um conjunto A tem n elementos, entio 7 (4) tem 2" elementos.
¢) Se o numero de subconjuntos bindrios (formados de dois elementos) de um
conjunto dado é 15, quantos subconjuntos tem esse conjunto?

b} Como nos ensina a analise combinatéria, o ndmero de subconjuntos de A com um
‘n n
elemento & . 0 nimero de subconjuntos com dois elementos é , etc. Como
1 .2,
n n . . .
p/=1e (n = 1 pedem ser usados para contar © conjunto vazio e o préprio A4,

. n e e
entao o total de subconjuntos de A é (0 J + (] ) + (2 ) + .4 (n ).Mas 8553 SOMa,

€OMo nos ensina também a combinatéria, € 2™, =
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8. Para indicar o numero de elementos de um conjunto finito X, adotemos a no-
tacio n{X). Mostre entiio que, se A e B sdo conjuntos finitos, verifica-se a impor-
tante relacao: n(A U BY = n(A) + n(B) — n(A M B).

Resolugao

De fato, se indicarmas par A’ e B', respectivamente, as partes de A e B formadas pelos
elementos que ndo estao em A N 8, entao n{A U 8) = n{A'} + n(A N B) + nl{B'). Mas
n{Ay = n(A) - n{A N B} e n(B) =n(B) — n(AN B). Substituindo estas duas dltimas
igualdades na anterior, ocbtemos a igualdade proposta. [ |

9. Numa pesquisa a respeito da assinatura das revistas A e 8, foram entrevistadas
500 pessoas. Verificou-se que 20 delas assinavam a revista A, 14 a revista B e
4 as duas revistas. Quantas das pessoas entrevistadas nao assinavam nenhuma
das revistas?

10. Se A, B e € sao conjuntos finitos, mostre que:
NAUBUCY=nlA) + n{B) +nlC) — nfAN BY — nlANC} —n(BNC) + n{ANBNAC)

11. Define-se a diferenca entre dois conjuntos, A e B, da seguinte maneira:A — B=
={x|x € A e x & B}. Ache a diferenca A — B nos seguintes casos:
A A=0eB=R
byA=ReBf=0
QA=xER|2<x<SleB={xeR|x=2}

B A={_ 0 |n=123.e8={_2" |n=123.}
n+1 2n+1

B A=xER|1<x<3leB={xeR|x*-3x-4>0}

12. Sejam A e B conjuntos finitos tais que n{AUB)=40,n{ANB)=10 e nfA— B)=26.
Determine n(8— A).

13, Denomina-se diferenca simétrica entre dois conjuntos A e 8 e denota-se por AAB
o seguinte conjunto: A A B=(A — B) U (B — A). 1550 posto:
a) ache a diferenca simétrica entre os pares de conjuntos do exercicio 11;
b) mostre que, qualquer que seja o conjunto A, valem AA T =Ae AAA=(J;
<) mostre que, para quaisquer conjuntos Ae B vale AAB=BAA

14. Sejam A e B subconjuntos de um conjunto U. Prove as seguintes propriedades:

a) SeANB=CeAU B=VU endoB=AeA=§.
bYSe AN B=entdo B C A e AC B
¢} B C A se, e somente se, A° C B,
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15. Prove as seguintes propriedades, envolvendo o conceito de diferenca de conjuntos:
A A-—BINA-CI=A-(BUC)
BA-CONB-CO=(ANnB-C
) [AUB) —B=A se esomentese, AN B =0,
b)Sexe(A-C)N(B-ClentdoxEAXECxEBexEC.DAixXEANBexEC
e portantg, x S (AN B) — C.lssoprovaque (A-CINB-C)C{ANB)-C.
Para provar a inclusdo contréria, tomemos x € (AN B8} — C.Entao, x E (A Bl e
xE(CDLaixeAxeEBex& Ce portanto,x € (A — Clex &€ (B - C), ou seja,
x € (A — B)n (A — ), como queriamos provar. ]

16. Encontre um exemplo para mostrar que pode ocorrer a desigualdade seguinte:
AU(B-—C)+(AUBY—{AUC)

-2 SOBRE DEMONSTRACOES

3. NOTA HISTORICA

A logica, como ciéncia, foi criada por Aristoteles (384-322 a.C). Mas, embora Aris-
tételes considerasse sua criagdo uma ciéncia independente da matematica e ante-
rior a esta, as bases para a estruturagdo e sistemnatizacao da légica empreendidas por
ele ja haviam sido langadas antes pelos matematicos gregos, ao criarem e desenvol-
verem ¢ métado dedutivo. De fate, esse método pressupée, antes de tudo, leis cor-
retas para o raciocinio, e isso se insere nos dominios da l6gica. Entre essas feis, hd
que se destacar a lei da ndo contradicdo, que estatui que uma proposicio ndo pode
ser verdadeira e falsa a0 mesmo tempo, e a lei do terceiro excluido, que estatui gue
uma proposicao so pode ser verdadeira ou falsa,ambas introduzidas por Aristételes.

A logica de Aristoteles, cujas formulas (por exemplo, silogismos) se expressavam
em palavras da linguagem comum, sujeitas a regras sintaticas comuns, reinou sohe-
ranamente até o século XIX — quando foi criada a l6gica matematica —, a despeito
do significativo papel desempenhado pela logica escolastica da ldade Média,

Mas ha que registrar, no século XVH, o trabalho desenvolvido por G.W. Leibniz
{1646-1716) no sentido de criar uma dlgebra simbclica formal para a logica. A moti-
vagao para Leibniz foi a forte impressdo que lhe causava o poder enorme da algebra
simbolica em campos diversos, e o objetivo de sua slgebra da l6gica seria o de con-
duzir o raciocinio mecanicamente e sem esforcos demasiados em todos os campos
do conhecimento. Mas Leibniz deixou apenas escritos fragmentados sobre o assun-
to, escritos que, ademais, s6 se tornaram conhecidos em 1601,

Entre os mateméticos que contribuiram para a criacao da logica matematica no se-
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culo XIX, aquele cuja obra teve peso e repercussao maiores foi G. Boole (1815-1864),
gragas sobretudo a The faws of thought ("As Leis do Pensamento”), de 1854. Uma li-
geira idéia da obra de Boole pode ser dada por este fato: ele usava letras minusculas,
X, ¥, Z; - P18 indicar partes de um conjunto tomado como universo e representado
pelo simboio 1. Se x, y representavam duas dessas partes, ele denotava o que hoje
chamamos de intersecdo e unido dessas partes respectivamente por xy e x + ¥,
O complementar de uma parte x era indicado por 1 — x.Na verdade, as unides consi-
deradas por Boole pressupunham partes disjuntas; a generalizagdo, para o conceito atual,
& devida a W. S. Jevons (1835-1882). Assim, sendo evidenteque xy =y, x t y=y + x,
xy = yx, {xy)z = x{yz), essas leis foram tomadas como axiomas em sua algebra. Mas a
nova algebra apresenta diferengas fundamentais em relacao a classica: haja vista as
leis x2 = x e x + x = x, para qualquer parte x do universo.

Como exemplo do use da algebra de Boole, vejamos como se poderia colocar
em simbolos a lei do terceiro excluido. Suponhames que 1 indique o conjunto de
todos os seres humanos vivos e x 0 conjunto dos brasileiros vivos. Entao, 1 — x
indica o conjunto dos seres humanos vivos que nao 5o brasileiros, e a equacao
x + (1 — x) = 1 expressa a idéia de que todo ser humano vivo ou & brasileiro ou
nao é brasileiro.

Nao passou despercebida a Boole a cotrespondéncia entre a algebra dos conjun-
tos e a das proposicdes. Se p indica uma proposicao, a equagao p =0 indica que
p €é falsa, e a equagdo p = 1, que p € verdadeira. Nesse contexto, dadas duas pro-
posices, p e g, ele indicava por pg e p + g, respectivamente, a conjungac e a dis-
juncao das duas. Mas Boole nao se alongou muito nessa questao.

Tao importante e inovadora foi a obra cientifica de Boole,que 0 grande matemdati-
co e filésofo galés B. Russe! {1872-1970) via nele o verdadeiro descobridor da mate-
matica pura. Mas talvez nada ateste mais fielmente a importancia dessa obra do que
as muitas pesquisas que nela se inspiraram e que levariam a uma axiomatizagao da
dlgebra do pensamento no século XX.

4. DEMONSTRACOES

4.1 Proposi¢des e fungdes proposicionais

A matematica é uma déncia dedutiva. Isso significa, entre outras coisas, que a
validade de um resultado matematico exige uma demonstragao. Nao € facit definir o
que é uma demonstracio matematica. Basicamente, é uma sucessao articulada de ra-
ciocinios ldgicos que permite mostrar que um resultado proposto é consequéncia de
principios previamente fixados e de proposicdes ja estabelecidas. Nesse processo, €
preciso lidar e operar constantemente com proposicoes (sentengas declarativas as
quais se pode atribuir um valor Iégico — verdadeiro ou falso, exciusivamente) e
fungdes proposicionais {sentencas declarativas envolvendo variaveis).
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CRRREMETENE Y —
Consideremos as sentengas “2 & um ndmero primo”,“v 2 € um numero racio-

nal” e "x € um numerc real maior que 1”. Como se vé, sdo sertengas declarativas.
Mas, embora se possa dizer que a primeira é verdadeira e a segunda falsa, nenhum
valor légico se pode atribuir a terceira, ja que ela envolve uma varidvel ern R. As duas
primeiras sao, pois, proposicées, a0 passo que a terceira ¢ uma funcdo proposicional
fna varidvel x).

As varidveis de uma fungio proposicional sempre representam elementos de um
conjunto previamente fixado — seu dominio de validade ou universo. As fungbes pro-
posicionais na variavel x séo indicadas em geral por pix},q(x), ..Toda funcao proposi-
cional pode ser transformada numa proposicac, bastando para isso substituir a
variavel por um elemento do universo. Se g € um elemento do universo de p(x),
a proposicao obtida com a substituicio da varidvel por a é indicada por pla). Por
exemplo, se p(x) é a funcao proposicional “x? = 4” no universo dos numeros
racionais, entao p(3) é 32 = 4” (verdadeira) e p(—1) é “(=1)* = 4" (falsa). Assim,
uma maneira de transformar uma funcdo proposicional em proposicdo é substituir
a variavel {ou varidveis) por um elemento {ou elementos) arbitrario(s) do universo.

Qutra maneira de transformar uma funciao proposicional em proposigao consis-
te em quantificar a varidvel (ou varidveis), o que pode ser feito de duas maneiras:
através do quantificador existencial “existe um pelo menos” ou do quantificador uni-
versal” qualquer gue seja” {ou "qualquer” ou*todo” ). No célculo proposicional usam-
se os simbolos 3 e ¥ para indicar os quantificadores existencial e universal, respectiva-
mente.

Por exemplo, a funcée proposicional “x >1", em que x é uma varidvel em R, po-
de ser quantificada das maneiras que seguem:;

“Existe um numero real maior que 1”7 (verdadeira).
ou

“Tedo namero real é maior que 17 {falsa).

Se pix) € uma funcdo proposicional cujo conjunto universo é U, entdo os elemen-
tos de U que tornam verdadeira pix) constituem o que se chama conjunto verdade da
proposicao dada. Por exemplo, o conjunto verdade de “x é um quadrade perfeito”,em
que x é uma varidvel em N, ¢ {0, 1,4,9, ..}

4.2 Conectivos

Na linguagem matematica, a negagdo de proposigoes ou fungdes proposicionais
e a combinacdo de proposicoes ou fungdes proposicionais atraves dos conectivos “e”
(conjuncao), “ou” {disjunciao), “se... entao...” (condicional) e “se, e somente se” (bicon-
dicional) sdo operagdes gue tém interesse fundamental.

A respeito dos conectivos, convém esclarecer o seguinte;

+ O ou usado na matematica ndo tem sentido exclusivo. Assim, numa proposicao
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disjuntiva,“p ou g ambas as proposigoes (p e q) podem ser verdadeiras {ou faisas).
por exemplo, em “2 é primo ou 2 € par’, ambas sdo verdadeiras.

» As proposi¢des do tipo “se p entao q" serdo entendidas agui como “~[p e
{~—q)1". Assim, por exemplo, é 0 mesmo dizer que “Se uma pessoa & paulista, en-
tao essa pessoa € brasileira” ou "Ndo pode ocorrer de uma pessoa ser paulista e
ndo ser brasileira”. E o mesmo dizer também que “Se x? & um numero par, entdo

o

x é um numero par” ou “Ndo pode acontecer de x? ser um numero par € X nGo ser um
numero par”.

« Uma proposicao do tipo “p se, e somente se, g" sera entendida como “se p,
entio g, e se g, entao p".

No que segue, indicaremos por ~p a negacao de uma proposigac p.

Por exemplo, se p indica a proposigdo “2 é primo” e g a proposigao "2 é par”,
entao:

+“_p" (negacéo de p) é“2 ndo € primo”;

«“.g" (negacao de q) £ "2 ndo é par“ou "2 é impar” (pois s¢ ha duas alterna-
tivas para um inteiro: par ou impar);

»“peqg”é“2éprimoe 2 épar’;

«“poug”é”2 éprimoou 2 ¢ par’;

s “se p, entdo q” é “se 2 é primo, entéo 2 é par”;

+"p se, e somente se, g" é 2 é primo se, e somente se, 2 é par”.

Nesse contexto, & importante saber determinar o valor logico das proposigbes
obtidas através da negacao ou dos conectivos, em funcdo do valor logico das pro-
posicdes dadas.

» Uma proposicac "~p" é verdadeira se p € falsa, e vice-versa.

« As proposicoes do tipo “p e g" sé sao verdadeiras quando p e g sao verdadeiras.

» As do tipo “p ou g" s6 sdo falsas quando p e g sao falsas.

* Para o estudo do valor légico das condicionais “se p, entao g” € melhor con-
sidera-las na forma “~[p e (~g)]". No caso em que p e g séo verdadeiras,"p e {(~q)"
é falsa (pois ~g é falsa) e, entdo, a negacio dessa ultima, ou seja “se p, entdo g" &
verdadeira; segue entao que, quando p e g sio verdadeiras, "se p, entdo g” é verda-
deira. Aplicando-se esse raciocinio para os demais casos, conclui-se que uma pro-
posicao do tipo “se p, entdo g” s6 ¢ falsa no caso em que p € verdadeira e g & falsa.

Como exempilo, consideremos as proposicoes “O menor numero primo positivo
é 2/ que indicaremos por p, e “O menor numero irracional positivo é y 2 ", que in-
dicaremos por g. Obviamente a primeira € verdadeira, e a segunda, falsa. Entao:

«"—p" & falsa;

*“~-g" é verdadeira;

*“p e g"é falsa;

+“p ou g" é verdadeira;
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+“se p, entao q" é falsa;
* "se g, entdo p” é verdadeira;
+"p se, e somente se, " & falsa (por qué?).

4.3 implicacdo e equivaléncia
Se p e g sdo proposigdes tais que a condicional “se p, entac g” € verdadeira,
diz-se que p implica ou acarreta g. Para indicar que p implica ¢ usa-se a notagao
“p=> q". Por exemplo;
1>2=42¢primo

uma vez gue a proposicao “se 1 > 2, entdo 4 é primo” é verdadeira (pois "1 > 2”
é falsa). Por outro lado, ndo procederia escrever

2>1= 4éprimo

Jd que a primeira dessas proposi¢des € verdadeira e a segunda falsa {Unico caso em
que uma proposicdo do tipo “se... entdo..” é falsa, como vimos).

Sejam plx} e glx) fungdes proposicionais com © mesmo universo U. Se para
todo a € U tal que pla) é verdadeira e a proposicao g{a) também for verdadeira,
entdo se diz que p{x) acarreta (ou implica) g{x). A notacao é a mesma: p{x) = gix).
Por exemplo, se U = R, entdo:

x=>2=x>>4

uma vez que todos os valores de x que tormam verdadeira a primeira funcao pro-
posicional também tornam verdadeira a segunda. Mas nao procederia escrever

x? > 4 acarreta x > 2

visto que ha niGmeros reais que tornam verdadeira a primeira proposicao e falsa a
segunda (todos os numeros reais mencres que —2).

Vale observar que, se no exemplo anterior o universo fosse o conjunto dos nu-
mergs reais positivos, entao:;

X >4=x>2

Uma impoertante propriedade de que goza a relagac = e a transitividade, Qu
seja, se p = g e g == r, entdo p = r. De fato, a proposicao “se p, entdo r” s0 nao
seria verdadeira no casc de p ser verdadeira e r falsa. Mas, como “se p, entao g” é
verdadeira, entao g teria de ser verdadeira, e como "se ¢, entac r" é verdadeira, entio
g teria de ser faisa. Impossivel, pois isso contraria o principio da ndo-contradicio.
Entdo "se p, entdo r” é verdadeira e, portanto, p = r.

Duas proposicoes, p e g, dizem-se logicamente equivalentes se p =g e g = p.
Notagado: p < ¢. A definicdo de funcdes proposicionais equivalentes é analoga, Por

exemplo:
x2—4=0<x=20ux= -2
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De fato, 0s numeros reais que tornam verdadeira a primeira proposicio (2 e —2)
também tornam verdadeira a sequnda, e vice-versa.

Consideremos uma implicacdo p = g (poderia ser também uma implicacdo en-
volvendo funcdes proposicionais). Outra maneira de ler essa relagéo é:

*p é uma condigdo suficiente para g”.

A explicacdo para isso é que a veracidade de p basta (¢ suficiente) para garan-
tir a veracidade de g, uma vez que estamos supondo “se p, entdo g” verdadeira.
Outra maneira ainda &:

“g é uma condi¢ac necessaria para p”.

A explicacdo, no caso, € que é necessaria a veracidade de g para que se possa
ter a veracidade de p.

Consideremos, por exempio, a implicagdox =2 = x% = 4" em que x é uma va-
riavel em [. Essa refacdo poderia, portanto, ser formulada de uma das seguintes ma-
neiras: “x ser igual a 2 é suficiente para que x? seja igual a 4" ou “x? = 4 ¢ condicéo
necessdria para x = 2",

Isso justifica por que uma equivaléncia p <> g € comumente expressa nos seguin-
tes termos:

g € uma condicdo necesséaria e suficiente para p”
ou

“p é uma condigao necessaria e suficiente para g”.

Por exemplo, a equivaléncia “x € par < x% é par”,em que x representa um nu-
mero inteiro, poderia ser formulada da seguinte maneira: “uma condi¢ac necessaria
e suficiente para que x° seja par é que x seja par”.

4.4 Reciproca de uma proposi¢ido ou fun¢ao proposicional

A proposicdo “se g, entdo p” ¢ chamada reciproca de “se p, entdo q”. (Para fungdes
propasicionais a definicac é andloga.) E facil ver que a reciproca de uma proposicao
verdadeira pode nao ser verdadeira, e vice-versa. Ou seja, se p e g 530 proposigdes
tais que “p = q” pode nao valer a implicacdo contraria. O mesmo acontece com as
funcoes proposicionais. Por exemplo, a reciproca de “Se X é um quadrado, entdo X é
um losango” é “Se X é um losango, entdo X é um quadrado”. Obviamente a primeira
¢ verdadeira, mas a sequnda ndo (nem todo losango ¢ quadrado). Também pode
acontecer de uma proposicao e sua reciproca serem ambas verdadeiras ou falsas. Por
exemplo, “Se x? é impar, entdo x & impar” e sua reciproca “Se x é impar, entao x2 é
impar” sac ambas verdadeiras.
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4.5 Demonstracao indireta -— negacao de funcbes proposicionais

Nos raciocdinios matematicos muitas vezes é preciso negar uma proposicao. Isso
acontece, especialmente, nas demonstracées indiretas ou demonstracées por reducao ao
absurdo de tecremas. Um teorema é basicamente uma proposicdo que, para ser ad-
mitida, precisa ser demonstrada. O enunciado de um teorema sempre explicita algu-
mas hipdteses e pressupde toda a teoria pertinente que o precede. O resultado a ser
provado € a tese. Se a negacdo da tese jevar a alguma contradicao com as hipéteses
OuU COM outros pressupostos da teoria, o tecrema estard provado. Uma explicacao for-
mal rigorosa para esse fato requer um desenvolvimento do assunto fora dos objeti-
vos deste texto e, por isso, nos ateremos a um exemplo.

Suponhamos que se deseja provar que “Se m? é impar, entdo m também & im-
par” (m numere inteiro). Negando a tese, suponhamos que m fosse par, ou seja, que
pudesse ser escrito na forma m = 2t, em que t & inteiro. Entdo m? = 462 = 2 . (2t%)
também seria par, contra a hipétese, De onde, m necessariamente é impar.

A seguir relacionaremos os procedimentos para as negagdes habitualmente ne-
cessdrias na argumentagao matematica.

* Se pix} indica uma fun¢ac proposicional,a negacgdo de"( ¥x)(p()) & ()~ p{x))".

Por exemplo, a negacic de "Qualquer que seja o ndmero real x, x> é positivo” é
“Existe um numero real x tal que x? é estritamente negativo”. {Lembremos que, por nos-
sa convengaa, positivos sao os nimeros = 0 e estritamente negativos os numeros < 0).

* Se p{x) indica uma fungao proposicional, a negagao de*(Ix}pHX)y"é “(¥x)[~p(x))".

Por exemplo, a negagdo de "Fxiste um nimero real x tal que x* — 4 = 07€"Qual-
quer que seja o nimero real x, vale x* — 4 # 0"

* Se p e g indicam proposigées {ou fun¢des proposicionais), a negacio de’p e

"

qn é ”("‘-’p} ou ("‘-'q) !
Por exemplo, a negagao de “2 é par e 2 é prima” (ou “2 é par e primo”, como se-

ria mais comum dizer) é "2 nio € par ou 2 nao é primo’

* Se p e g indicam proposicdes (ou fun¢des proposicionais), a negacao de
Hp Ou qﬂ' e’ ”(H-._.p) e (J‘H—oq}”.
Por exemplo, a negagdo de "Qualquer que seja o nimero real x,x << 0 ou x =0

€ “Existe um nomero real x tal que x = 0 e x < 0",

W

* A negagao da negacao de uma proposicdo {cu funcdo proposicional) p é p.
Por exemplo, a negacao de “3 nao é impar” & “3 é impar”.

* Se p e q indicam proposi¢oes (ou fungdes proposicionais), entdo a negacio
de “se p, entdo ¢" é "p e (~q)".

A explicagdo para isso vem do fato de que “Se p, entdo g” tem formalmente o
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mesmo sentido de “~[p e {(—q)]" e de que, se s & uma proposicdg, entdo ~[~(s)]
& §, cOmo vimos anteriormente,

Como exemplo, consideremos a proposi¢ao “Se um numero é racional, entdo
também é um namero real”, que tem o mesmo sentido de “Todo nimero racional
& real”. Sua negacdo é “Existe um numerc que é racional e nao é real”.

4.6 Demonstracdo de existéncia

Na matematica sdo comuns os teoremas de existéncia. Nesse caso, a demons-
tracao muitas vezes € feita simplesmente exibindo-se um objeto que cumpre a(s)
condigao(des) desejada(s). Como exemplo, mostremos que dados dois numeros ra-
cionais, a e b, com a < b, entdo existe um nuimero irracional o tal que @ << a < b.

De fato, © numero
b—a

\ 2
cumpre as condigdes desejadas. Ohbservemos primeiro que, pela prépria maneira co-
mo foi definido, o nUimero o é maior que a e menor que b. Por outro lado, de {1} se-

a=aq+

(1

gue que:
b—a

V2= a

Assim, supondo que o fosse racional, entao o segundo membro da dltima igual-
dade também seria um numero racional e teriamos o seguinte absurdo: v 2 racional,
Logo, ¢ é irracional.

E claro que exibir um objeto que cumpre uma determinada condicao, em geral
nao é facil, pois isso pode depender bastante de insight e bagagem matematica.
Mas persisténcia e tragquejo ajudam muito.

4.7 Demonstrac¢do por contra-exemplo

Hé situagdes, também, em que se tem de demonstrar gue uma proposicao ou
propriedade é falsa. Nesse caso, basta evidentemente dar um contra-exemplo. A titulo
de ilustragio, consideremos a seguinte proposicao, no conjunto dos numeros inteiros:
“Se a & um divisor de b e de ¢, entdo a é um divisor de b + ¢" Como € bem conhe-
cido, trata-se de uma proposicio verdadeira, Mostremos que sua reciproca nao & ver-
dadeira. Essa reciproca pode ser enunciada assim: “Se a é um divisor de b + ¢, entdo
a é um divisor de b e ¢”, Para mostrar a falsidade dessa dltima proposicao, basta um
contra-exempilo. E isso & facil: 5 ¢ um divisor de 3 + 7, mas ndo é divisor de nenhuma
das parcelas dessa soma.

Para a descoberta de um contra-exemplo vale, com as devidas mudancas, a
mesma observacio feita ao final de 4.6.
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4.8 Contrapositiva de uma proposicdao ou funcao proposicional

Através do raciocinio por reducao ao absurdo podemos mostrar que toda con-
dicional “se p, entdo q” é logicamente equivalente a condicional “se ~g, entdoc ~p”,
chamada contrapositiva da condicional dada. Mostremos, usando o raciccinio men-
cionado, que a primeira dessas condicionais implica a segunda. Para isso tomamos
come hipétese “~[p e (~g)]" (a maneira formal de escrever “se p,entao g”). Observemos,
porém, que a segunda condicional (no caso, a tese) pode ser substituida por
“~d{~q) e [~-(~p}}", ou seja, por “~[{~q) e pl", cuja negacao é “(~g) e p”, propo-
sicdo nitidamente contraditéria com a hipotese. Essa contradi¢do garante a validade
da implicagao considerada. Analogamente se demonstra a implicacdo contraria.

Como exempilo, consideremos a proposigao “Se a soma de um numerg inteiro
com seu quadrado é um numero impar, entdo o nUmero dado é impar”. A contrapo-
sitiva dessa proposicdo é: “Se um ndmero inteiro € par, entao a soma desse numero
com seu quadrado é um nimero par”. Pelo que vimos, demonstrar esse dltimo re-
sultado equivale a demonstrar o primeirc. E a vantagem, como em muitos casos, é
que é mais facil demonstrar essa ultima versde do teorema: basta representar um nu-
mero par genericamente por 2t e fazer os calculos algébricos indicados no enunciado:
(26) + (20)2 = 2t + 42 = 2(¢ + 2t?), que & par.

4.9 Fungdes proposicionais e diagramas de Venn

Muitas vezes, no estudo de questdes envolvendo fungdes proposicionais, € inte-
ressante representar ou imaginar 0 conjunto universo e 0s conjuntos verdade respec-
tivos por meio de um diagrama de Venn, pois isso pode ajudar bastante ¢ raciocinio.
A figura a sequir mostra a representacdo do conjunto verdade A de uma proposicao
pix} cujo conjunto universo é U.

Para utilizar esse expediente, é preciso, primeiro, estabelecer uma correspondén-
cia entre as fungbes proposiciconais derivadas de uma ou duas fungdes proposicionais
através da negacdo e dos conectivos e as partes correspondentes de U.Se Ae B
sd0, respectivamente, 0s conjuntos verdade de duas fungdes proposicionais p{x}
e g{x), com o mesmo universo U, a tabela a sequir mostra essa correspondéncia;
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sa p(x}, entdo gix) {no caso: plx) = q() ACEB

plx) se, e somente se, g{x) {(no caso: plx) = glx)) A=8

~{p{x)] A°
plx) e gix) ANB
plx) ou glx} AUB

Como exemplo, vejamos como se mostra a sequinte equivaléncia:

~[p(x) e g{x)] = [~p(x} ou ~g(x]]

AU B=(A N Bf

Para isso, indiquemas por A e B, respectivamente, 0s conjuntos verdade de p(x)
e gi{x).

Entdo os pontos que tornam verdadeira “~[p(x) e q{x}]" sdo os de (A N B)* =
= A1) B“. Mas esse conjunto, por sua vez, é o conjunte verdade da fungdo proposicio-
nal “--p(x) ou ~g{x)", 0 que completa nossa justificacdo.

Exercicios ]

17. Qual é o valor légico das seguintes proposigdes?

a2+5=Tou3>1

b) 2 é primo e 2 é par.

¢} Sel1:>2 entio1=2.

d) Todo ndmero primo é um numero real.

e) Qualguer que seja o ndmero real x, vale x2 > x.

f) Existe um numero real x tal que x> = —2.

g} Para que um triangulo seja retdngulo, é necessario e suficiente que o quadrado
de um de seus lados seja igual & soma dos quadrados dos outros dois.

h) Se f é uma fungio real de variavel real, ento f é uma fungio par ou uma fun-
Gao impar.

i} Se x é um niimero inteiro e x> é impar, entic x & impar.

j) Duas matrizes quadradas de mesma ordem sao iguais se, e somente se, seus
determinantes sao iguais.
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18. Considere que numa universidade se tenha a seguinte situagao: hd pesquisadores

19

20

21

.

que nda sao professares e professores que nao sdao pesquisadores; mas alguns
pesquisadores sdo professores. Isso posto, quais das seguintes afirmagdes relati-
vas a essa universidade sdo verdadeiras?

a} Existem professores que s3o pesquisadores.

b} Se P indica o conjunto dos professores e Q o conjunto dos pesquisadores,
entioPNQ+ &,

) Todo pesquisador é professor.

d} O conjunte dos professores nao esta contide no conjunto dos pesquisadores.

e) Existem pesquisadores que nao saoc professores.

f) O conjunto dos pesquisadores estd contido no conjunte dos professores.

Escreva na forma "se... entdo.."

a) Qualquer lado de um tridngulo € menor que a soma dos outros dois lados.

b} Todo numero primo diferente de 2 é impar.

) Para um namero real x tal que —2 < x < 2, vale x2 < 4,

d} Duas retas quaisquer, paralelas entre si e nao paralelas ao eixo das ordenadas,
tém o0 mesmo coeficiente angular.

e) Sempre que uma funcgao real de varidvel real é diferencidvel num ponto, ela &
continua nesse ponto.

f) Um determinante é nulo quandc uma de suas filas é formada de zeros,

Sejam p, q e r proposicdes, as duas primeiras verdadeiras e a terceira falsa. Indique
o valor légico de:

a) pe(~qg}

b} {(~n ou {(—p)

1 se (p er), entdo g;
d} p se, e somente se, 1.

mn

Negue as seguintes proposi¢des:

a)Sex € Rex > 2 entio x° = 4.

b} Nenhum tridngulo retangulo é eqdiilatero.

<) Qualguer que seja o nimero real x, existe um ndrero inteire n tal que n > x,

d) Existe um nimero complexo z tal que z° = —2.

e} Todo retingulo é um paralelogramo.

f) Se dois planos sdo paralelos, entdo toda reta de um deles é paralela ao outro
plano.
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22, Quantifique as fungdes proposicionais que seguem de modo a torné-las verda-

23

24

.

25,

deiras {para todas o universo & conjunto dos numeros reais):
al X2 - 5x+6=0

b) x2 — 16 ={x — 4)ix + 4)

¢) sen’x + cos’x =1

d) sen’x —senx =10

e) X2~ 3x+3>1

f) x* > 2x°

Se uma funcdo proposicional envolve n varidveis, entdo é preciso quantifica-la n
vezes a fim de que ela se torne uma proposicio. Quanto a isso, &€ impartante
observar que os quantificadores existencial e universal nem sempre comutam
entre si, como se pode verificar pelas proposices que sequem, a primeira ver-
dadeira e a segunda falsa (em ambas o dominio da variavel é R): “Qualquer
que seja x, existe y tal que x + y = 1" e "Existe x tal que, qualquer gue seja y,
X +y=1"

Isso posto, quantifique as seguintes funcdes proposicionais de modo a tornd-tas
verdadeiras (em todas, o universo das duas varidveis é o conjunto dos numeros

reais):

a) y>x

b) (x + y)? = x?+ 2y + y*

A xi=y

d) sen (x + y) =senx + seny
e) K +y? =0

Determine o valor légico das proposicdes sequintes, nas guais x e y sdo variaveis
em {1, 2, 3}

a) Existe x tal que, qualquer que seja y, x < y? + 1.

b) Para todo x existe y tal que x* + y* = 4,

c) Existem x e y tais que x> + y? = x>,

Em quais das condicionais seguintes é correto dizer que a primeira proposicao
(funcdo proposicional na varidvel real x) acarreta a segunda?

a) Se 2 = 0, entdo 4 é um numero primo.

b) Se x2+ x — 2 =0, entdo x = —2.

¢} Se x é um namero real, entdo x é um numero complexo.

d} Se x? — 4 < 0, entdo x < 2.

e) Se tgx = 1, entdo x > /4.
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26. Para quais das bicondicionais seguintes seria correto dizer que a primeira pro-
posicdo (funcdo proposicional) é equivalente 3 segunda?
a) 2x — 5 = 5 se, e somente se, x > 5.
b) x2 + 3x + 2 < 0 se, e somente se, -2 < x < —1.
¢} sen x = sen (2x) se, e somente se, x = 0.
d) Uma matriz quadrada A é inversivel se, e somente se, det(A) # 0.
e} Asretas y = 2x e y = mx+n sdo perpendiculares se, e somente se,2m+1=0.

27. Enuncie as reciprocas e as contrapositivas das seguintes proposi¢oes:

a) Se dois nameros inteiros sdo impares, entdo a soma deles € um numero par.

b) Se uma funcido real de varidvel real € continua num ponto, entao ela é dife-
renciavel nesse ponto.

¢} Se uma matriz quadrada é inversivel, entdo seu determinante é diferente de
Zero.

d) Se o grau de um polindmio real é 2, entao esse polindmio tem duas e apenas
duas raizes complexas.

e) Se dois planos sdo perpendiculares, entdo toda reta de um deles é perpendi-
cular ao outro.

28. Classifique como verdadeiras ou falsas as reciprocas e as contrapositivas das
proposicdes do exercicio 27,
29, Enuncie a contrapositiva da propriedade transitiva da relagdo “maior que” em

R, ou seja, da propriedade:"Se @ > be b > ¢, entdo a > ¢”.

30. Enuncie a contrapositiva da seguinte proposicao: “Sejam A, B e C pontos distin-
tos de um plano. Se esses pontos ndo sao colineares, entao AB << BC + AC”.

31. Ache um contra-exemplo para cada uma das seguintes afirmagdes:
a) Paratodo x € R, x? — 1 > 60.
b) Para todo x € R, x* — 4x? < 20.
c) Paratodox € R, cos x > cos (x + 1)
d) Para todo x € R%,, vale loggx > logqox

32, Justifique a propriedade seguinte de duas maneiras, a primeira através de sua
contrapositiva e a segunda por reducdo ao absurdo: "5e m é um inteiro tal que

m3 + 2 é impar, entdo m é impar”,

Ll

33. Prove, por meio de um contra-exemplo, que n? + n + 41 (em que n € um inteiro
estritamente positivo) nem sempre é um numero primo.
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CAPITULO 1l

INTRODUCAO A ARITMETICA
DOS NUMEROS INTEIROS

1. INTRODUCAO

No conjunto dos nimeros naturais, que, segundo o matematico Leopold Kronecker
(1823-1891), foi criado por Deus (o resto foi criado pelo homem, complementava ele),
a diferenca entre g e b sé esta definida se a = b. Mas ha questoes envolvendo a
idéia de subtracio de numeros naturais em que o minuendo é menor que o sub-
traendo — por exemplo, gastar mais do que se tem. Para enfrentar essas questdes,
foi preciso ampliar o conjunto dos numeros naturais, com a adjungac de novos nd-
meros, 0s nimeros negativos, introduzidos a principio para possibilitar uma resposta a
uma subtracio qualquer de dois elementos de N. Esse passo gerou naturalmente
a necessidade de estender as operagoes e a relacao de ordem de N ao novo con-
junto, formado pelos nimeros naturais e os nimeros negativos.

Historicamente os inteiros negativos ndo foram os primeiros ndmeros 2 surgir
dos naturais — as fracdes positivas vieram antes. Nem foram introduzidos de manei-
ra bem estruturada e com bom acabamento matematico. Muito pelo contrario. Sim-
plesmente surgiram, e de maneira bastante informal, em decorréncia de questoes pré-
ticas: inicialmente na China, provavelmente bem antes do século I1a.C..e mais tarde
na india, em torno do século Vi d.C. Mas na Europa ocidental do século XVl ainda
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havia matematicos de alto gabarito que nao aceitavam bem {ou nem sequer aceitavam)

o5 numeros hegativos.

A idéia intuitiva é que, por exemplo, todas as “diferencas” 0 — 1,1 — 2,2 — 3,
3 — 4, ..de alguma maneira sao “equivalentes” e representam o mesmo “nimero” um
nove numero que veio a ser indicado com ¢ tempo por —1. De maneira analoga
se introduzem os nimeros —2, —3, .... £ claro que, sob o ponto de vista do rigor,
esse procedimento deixa a desejar {o que sao essas “diferengas’ afinal?), mas os pri-
meiros matematicos a usa-lo ndo estavam preocupados com isso e foram em frente,

Obtidos esses novos numeros, € preciso ainda incorpora-los consistentemente
ao conjunto dos ndmeros naturais (por uma questao de uniformidade, os numeros
1, 2, 3, ... sdo representados respectivamente por +1, +2, +3, ..}, 0 que exige:

(il Estender para o novo conjunto numérico, ou seja, 7 = {.. —3, -2, —1,0, +1, +2,
+3, ..}, as operagoes adicdo e multiplicagio de nimeros naturais. Isso signifi-
ca, por exemplo, dar uma definicao de adicdo no novo conjunto que, quando
aplicada ao subconjunto dos nimeros naturais (parte do novo conjunto), leve aos
mesmaos resultados que a adicao de nimeros naturais. Por exemplo,como 2 + 3 =
=SB-M+E@-1N=3+4—-0+1)=7-2 =5, érazoavel esperar que
(=2)+(=3)=(1 -3+ (1-4=00+1)—-{3+4)= 2—7=-5 (notar
que 2 — 7 é uma das “diferengas” que definem —5),

(i) Estender para Z a idéia de “menor” e “maior” a partir das {e coerentemente com
as) idéias correspondentes em N. Feito isso, podemos por fim nos referir a Z como
o sistema (ou campo) dos numeros inteiros.

Obviamente essas consideractes visam apenas dar uma idéia despretensiosa da
construcao dos nimeros inteiros, Esse desenvolvimento, que, quando feito com rigor
e formalismo, € bastante trabalhoso e até tedioso, foge ao plano tracado para este tra-
balho e, por isso, ndo sera feito aqui. Comecaremos considerando toda essa constru-
¢ao ja feita, bem como conhecidas as propriedades basicas das operacoes e da re-
lagdo de ardem em Z.

2. INDUCAO

2.1 Principio do menor numero inteiro

Seja L um subconjunto néo vazio de Z. Dizemos que L é fimitado inferiormente
se existe um numero a € 7 tal que g = x, qualquer que seja o elemento x € {. Qu
seja, @ menor que ou igual a qualquer elemento de L. Tode elemento a € Z que
cumpre essa condicde chama-se limite inferior de L. Obviamente, se um inteiro g é i
mite inferior de L, entdo todo inteiro menor que @ também o é. Um limite inferior
de L que pertenca a esse conjunto chama-se minimo de L. Pode-se provar que um
subconjunto nac vazio de Z nao pode possuir mais do que um minimo.
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Exempio 1: O conjunto L = {—2,-1,0,1,2,3,..} é limitado inferiormente e seus
limites inferiores sao ~2, —3, —4, ... E L tem minimo: o nimero —2.

fExemplo 2: O conjunto S = {.., —6, —4, —2, 0} dos multiplos negativos de 2 ndo é
limitado inferiormente. Obviamente nao ha nenhum inteiro que seja menor que todo
elemento de S,

O resultado a seguir € um teorema quando se desenvolve a teoria dos nimeros
inteiros sistematicamente a partir dos ndmeros naturais. A palavra principio que figura
em sua designa¢ao deriva de razdes histdricas.

Principio do menor nimero inteiro: Se L é um subconjunto de Z, ndo vazio
o [imitado inferiormente, entdo L possui minimao.

Por exemple, o conjunte dos ndmeros inteiros positivos & limitado inferiormente
e seu minimo € o nimero 0.

2.2 Indugao

Usando o principic do menor ndmero inteiro podem-se deduzir duas proposicoes
bastante uteis para provar a veracidade de fungbes proposicionais definidas numa
parte de Z limitada inferiormente.

Primeiro principio de indugao: Seja p{n) uma funcao proposicicnal cujo univer-
50 € o conjunto dos inteires maiores que ou iguais a um inteiro dado a. Suponhamos
gue se consiga provar o seguinte;

(i) pla) e verdadeira.

(ii) Se r = a e p(n é verdadeira, entao plr + 1) também é verdadeira.

Entdo p(n) é verdadeira para todo n = a.

Demonstrac@o: Seja L = {x € Z | x = a e p{x) é falsa}. Se mostrarmos que L = I,
0 principio estara justificado. Para isso vamos raciocinar por redugio ao absurdo. Su-
ponhamos L # 3. Entdo, uma vez que L é limitado inferiormente (a € um limite
inferior}, L possui minimo /. Como p{a) é verdadeira, ¢ claro que f, > a e, entéo,
fo = 1= a.Por outro lado, pll, — 1) é verdadeira, ja que f, — 1 estd fora de L. Entdo,
levando em conta a hipdtese (i), p{(l, — 1) + 1) = p{f,) é verdadeira. Mas isso & absur-
do, pois /; ests em L. #

Coma imagem para itustrar o primeiro principio de indugao, costuma-se usar o
efeito doming. Suponhamos uma fileira infinita de pedrinhas de domino. Se a primei-
ra pedra tomba para a frente, e o fato de uma pedra tombar faz com que a da frente
também tombe, entio todas as pedrinhas tombarao.

nin+ 142n + 1)

Exemplo 3: Mostremos que 12 + 22 + ..+ n’ = T sempre que

n = 1. (No caso, a funcio proposicional p(n) € a igualdade do enunciado.)
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Para n = 1, o primeiro membro dessa igualdade é 12 = 1 e o segundo

10+02-1+1) _6_ 1. Portanto, a fungdo proposicional é verdadeira para n = 1.
6

6
Suponhamos que seja verdadeira para algum r = 1, isto €, suponhamos que
r+H12r+1
Y+ 22+ +7= %{} seja verdadeira,

Entao, para n = r + 1, o primeiro membro da igualdade a ser provada é

2 2
12+22+ ...+r2+{r+1)2= rfr+13(2r+1) b r1)2= rir+102r+1) + 6{r+1) _
6 6
_rH 2 et 6r+6)  (rH1M202 + 71+ 6)

6 6

ao passo que o segundo é

N +2)20+1)+1) _ r+Dr+2)02r+ 3)  {r+1}2r2+7r+6)
6 - 6 - 6
e, portanto, a fun¢ao proposicional também é verdadeira para n=r + 1.1ss0 prova
que a igualdade efetivamente vale para todo inteiro n = 1.

Segundo principio de indugao: Seja p{n) uma funcao proposicional cujo uni-
verso € o conjunto dos inteiros maiores que ou iguais a um inteiro dado a. Suponhamos
gue se consiga provar o seguinte:

{ity pla) é verdadeira.

(i) Ser > ae plk) é verdadeira e para todo k tal que @ < k < r, entdo p(r) tarmbém
é verdadeira.
Entdo p(n) € verdadeira para todo n = a.
A demonstragao desse principio é andioga a do primeiro e nio ser3 feita aqui
{ver exercicio 2).

Exemplo 4: Provemos, usando o segunxdo principio de inducio, que n? = 2n para
todo inteiro n = 2.

Para n = 2 o primeiro membro da desigualdade vale 2° = 4 e 0 sequndo 2 -2 = 4,
Portanto, a fungdo proposicional € verdadeira para n = 2.

Seja r>>2 e suponhamos que se tenha k’=2k para todo inteiro k tal que
2=k<r.

Facamos r — k = t, do que seque r = k + t, em que t >0. Dai:

rP=(k+ 2=k + 2kt + 2 = 2k + 2kt + 2 > 2k + 2kt
Mas, como k = 2 e t > 0, entdo 2k > 2 e, portanto, 2kt > 2t. De onde:

P22k +2t=2k + 8 =2r
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[ Exercicios_]

1. Demonstre por indugao:
nin+ 1)

a1 +2+ . tn=——"— {n=1)

9P+l + . tn=(1+2+.+m (n=1)
nin+ Nin+2)
3

d1-2+2-3+.+tn-n+ 1=

ey’ =n+1 (n=2)
2. Demonstre o segundo principio de indugao.

3. DIVISIBILIDADE EM 7

3.1 Divisao exata

Diz-se que o numero inteiro a € divisor do nlimero inteiro b ou que o nimero
b & divisivel por a se é possivel encontrar ¢ € Z tal que b = ac. Nesse caso, pode-
se dizer também que b é muitiplo de o. Para indicar que a divide b, usaremaos a
notacdo a | b.

Por exermnplo, —2 divide 6 porgue & = (—2){—3). Também se pode afirmar que 0
divide 0 uma vez que, para todo inteiro ¢, 0 =0 - ¢.

Sea|bea# 0, onumero inteiro ¢ tal que b = ac serd indicado por b/a e
chamado gquociente de b por a.

A relacdo entre elementos de 7, definida por x | y, que acabamos de introduzir,
goza das seguintes propriedades:

(i} a| a (reflexividade)

De fato,a=a -1.

{ii)Sea b=0,a|beb|aentioa=>b.

Por hipdtese, b=a - ¢, e a = bc,.Se a = 0{b = 0),entdo b = 0(a = 0). Suponhamos,
pois, @, b = 0. Como a = acy¢c; , segue que ¢,¢; = 1. Mas ¢ e ¢; 530 positivos e, por-
tanto, essa igualdade so & possivel para ¢, = ¢, = 1.De onde g = b.

({iii) Se a | b e b| ¢, entdo a | ¢ {transitividade)
{(iv)Sea|bea|centdoal bx + cy), quaisquer que sejam os inteiros x e y.

Por hipétese, b = ad, e ¢ = ad, . Dai, bx = alxd,) e ¢y = alyd,). Somando membro
a membro essas igualdades, obtemos:

bx + cy = alxd,) + alyd,) = alxd, + yd,)
Entao, devido a defini¢ac dada, a | (bx + cy}.

(o 33 €D



Dessa propriedade, segue em particular que:

*Sealbealcentioalb+ deallb—o.

* Se a| b, entdo a | bx, qualguer que seja o inteiro x.

(vISea|bec!dentaoac|bd.

Por hipétese, b = ar e d = ¢s para convenientes inteiros r e s, Multiplicando-se
membro a membro essas igualdades, obtém-se bd = (ac)(rs). De onde ac | bd.

Exemplo 5: Vamos provar que h(n) = 2°" + 15n — 1 ¢ divisivel por 9, qualquer
que seja 0 inteiro n = 1. A demonstragao serd feita por inducao sobre n.

Como h(1)=2°"" +15-1 — 1 =18 = 2 - 9, entdo a afirmacio é verdadeira
para n = 1.

Seja r =1 e suponhamos h(r) divisivel por 9. Entdo h() = 22 + 15r — 1=9.q
para algum inteiro g. Segue dai que 22" = 9 — 15r + 1.

Logo, hir+1} = 22770 +15(r+1)—1 = 227. 224157+ 15—1 = 4. 2¥+15r +14 =
=4(9g—15r+1)+15r+14 =9(4g)— 60r+15r+18 = 9(4q) — 9(5r) +9 - 2 = 9{4qg —5r +2),
0 que mostra que hir + 1) & multiplo de 9.

Pelo primeiro principio de inducdo, a propriedade esta demaonstrada.

3.2 Algoritmo euclidiano

Evidentemente, ha infinitos casos de pares de Inteiros tais que nenhum dos dois
é divisor do outro. Por exemplo, nem 2 é divisor de 3, nem vice-versa. O atgoritmo
eudlidiano, de que trataremos aqui, estabelece uma “divisdo com resto” e é a base da
aritmética tedrica {teoria dos numeros). Seu nome deriva do fato de Fuclides o haver
usado em seus Elementos (c. 300 a.C)) para determinar o maximo divisor comum de
dois nameros positivos. Nesse ponto nada mudou de |4 para ¢a, como veremos. Di-
ga-se de passagem, porém, que Euclides sé considerava nimeros inteiros estritamen-
te positivos. Nosso contexto, aqui, & mais amplo.

Seja a um numero inteiro estritamente positivo, Tomando-se algum inteiro b, ha
duas possibilidades:

(i) b & multiplo de a e, portanto, b = aq para um conveniente inteiro q.

(ii) b estd situado entre dois multiptos consecutivos de g, isto é, existe um in-
teiro g tal que ag << b < alg + 1).Dai,0 < b — ag < a. Entdo, fazendo b — ga=r,
obtemos b=ag + r,em que 0 < r < qa.

Juntando as duas possibilidades, podemos garantir o seguinte: dados dois intei-
10s, a e b, com a > 0, entdo sempre se pode encontrar dois inteiros g e r tais que:

b=ag+remquel=<r<g

Evidentemente, r = O corresponde ao caso em que b é multiplo de a.
Vamos imaginar, por outro lado, que se pudesse determinar outra par de in-
teiros, g, e ry, tais que b = aq, + r,, com 0 = r, < a. Entéo, ag+r=aqg, +ne
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portanto, alg — gy) = r, = r.Suponhamos que r # r,, digamaos r > r,. Dai, o se-
gundO membro da ultima igualdade seria estritamente negativo e, comoa = 0,
entio @ — & também seria estritamente negative ¢, portanto, g, — g = 0, oU seja,

g —a = 1. Mas de alg - g} = r; — r segue que:

r=n +G(QI _q)

Levando-se em contaque a > 0,1, = 0e g, —g = 1,da ultima igualdade se-
guiria gue r = a, 0 que é absurdo.

Da mesma forma, prova-se que a desigualdade r, > r também & impossivel.
De onde r = r, & conseqientemente, g = gy.

0O resultado acima, conhecido coma algoritmo euclidiano ou algoritmo da divi-
sao em Z, garante a possibilidade de uma “divisdo aproximada em Z% Um enun-
ciadogeral paraele éo seguinte:“Dadoes um inteiro b qualquer e um inteiro estritamen-
te positivo a, podem-se determinar dois inteiros, g e r, tais que b = ag+r, com
0= r< g, Ademais, as condi¢des impostas determinam os inteiros g e r univocamen-
te" Qs elementos envolvidos no algoritmo tém nomes especiais: b é o dividendo, a
¢ o divisor, g é o quociente, e r o resto na divisdo euclidiana de b por a. #

Na divisdo de um inteiro n por 2 ha duas pessibilidades: o resto ser 0 ou 1. No
primeiro caso, 0 nimero é divisivel por 2 e é chamado nimero par. Conseqiientemente,
0s nuMmeras pares se apresentam sob a forma 2t, em que ¢ é um inteiro. Se o resto for
1, o ndmero pode ser expresso por n = 2t + 1, para algum inteiro t, e ¢ chamado
numero impar. No caso da divisdo de um inteiro n por 3, os restos possiveis séoc 0, 1
ou 2 e portanto,n = 3t,n = 3t + 1 ou n = 3t + 2, exclusivamente. E assim por diante.

Exemplo 6: Vamos determinar, usando o raciocinio da demonstragao, o quocien-
te e o resto da divisao de 97 por 6. Os muditiplos estritamente positivos de 6 sao:
6,12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96, 102, ...

0 ndimerc 97 esta entre 96 = 6 - 16 & 102 = 6 - 17.1ss0 ja nos da o quociente: 16.
O resto, de acordo com o algoritme, ér=97 —6-16=1.

Exemplo 7: Na divisac euclidiana de —345 por a > 0, 0 resto & 12. Determinar os
possiveis valores de a (divisor) e do quociente.

Se g indica o quociente, entao —345 =4 - ¢ + 12 (12 < g). Dai, —357 = ag,em
que a == 12, |ss0 s6 é possivel paraa =357 eg=—l,a=17eg=—-2l,a=21e
d=-17,a=51eqg=-7,a=119eg=—3.

3.3 Sobre o nosso sistema de numeragao

Comae é bem conhecide, nosso sistema de numeracao, 0 mesmo usado hoje pra-
ticamente em todo o mundo civilizado, é decimal posicional. Decimal significa, em
resume, que, para escrever todos os nimeros, bastam dez algarismos ou digitos, que
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cada dez unidades de uma dada espécie constituem uma unidade da espécie ime-
diatamente superior, unidade essa que, para efeito de numeragao, toma o lugar das
dez que a formaram. Dez unidades simples constituem uma dezena, dez dezenas uma
centena, e assim por diante. Posicional significa, entre outras coisas, que 0s numeros
sdo escritos na forma de segiiéncias finitas dos dez algarismos, cuja grafia moderna-
mente € 0, 1,2, 3,4,56,7,8 9, e que o valor de um algarismo na seqiiéncia de-
pende de sua posicao, conforme ilustra o exemplo que segue. Em 234, o valor de 4
é efetivamente 4 unidades,0 de 3é3-10=30e o de 2 é 2 -10% = 200. Na ver-
dade, 234 =4 + 310 + 2 102,

Obviamente, a adogao desse sistema pressupde que se possa fazer com qualquer
nimero positivo o mesmo que se fez com o nimere do exemplo. Alias, o objetivo
principal deste tépico é dar uma idéia do porqué disso. Na verdade, como poderemos
observar, ainda que de passagem, é possivel construir um sistema de numeragdo po-
sicional tomando como base qualquer numero natural b = 2.

No curso da historia, os sisternas posicionais plenos representam o ponto alto de
um longo desenvolvimento. Mas certamente ha bem mais de quatre milénios, os ba-
bitdnios ja tinham introduzido um sistema de numeragao posicional, emboraincomple-
to. Na verdade esse povo, por razoes dificeis de explicar, criou um sistema de nume-
ragao misto muito avangado para a época. Até o numero 59 era decimal aditivo, com
apenas um simbolo para a unidade e um para a dezena. A fim de formar o numeral
desejado, esses simbolos eram “adicionados” convenientemente — por exemplo, o
simbolo do 10 ao lado do simbolo do 1 formava o simbolo do 11. A partir do nu-
mero 60 era sexagesimal (de base 60} posicional, mas incompleto, uma vez que niao
utilizava sessenta simbolos, mas tdo somente os mesmos dois ja referidos e, num pe-
riodo final, um simbolo para o zero {mas mesmo assim s6 no interior de um nume-
ral, nao no fim).

10

Por exemplo, o simboloC T podia indicar 0 11 ou 1 + 10 - 60 = 601, ou mes-
mo outros nimeros, dependende do contexto ou até da proximidade dos simbolos.
O primeiro sistema de numeragdo decimal posicionat surgiu na China, por volta
do seculo XV a.C. Ele tinha, porém, caracteristicas diferentes do nosso e, mesmeo tendo
evoluido ao longo do tempo, s6 ha registro do uso de um simbolo para o zero, um



pequenc circulo, no século X1ll.Essa pode ser uma das razdes pelas quais comumen-
te se atribuem aos hindus a paternidade de nosso sistera de numeragao. De fato, o
mais tardar no saculo IX, os hindus ja tinham desenvolvido um sistema de numeragao
posicional decimal completo, essencialmente igual a0 nosso, pois o persa Muhamed
al-Khowarizmi, um dos grandes sabios da cuitura drabe, o descreveu numa obra que
data aproximadamente do ano 825, atribuindo-o aos hindus.Embora al-Khowarizmi
<6 tivesse explicitado os simbolos dos algarismos de 1 a 9, fez uso do zero em seu
trabalho, Um pequeno circulo que figura numa inscri¢ao hindu do ano 878 parece ter
sido o primeiro sinal usado para o zero na histdria de nosso sistema de numeracao.
O fato de este ser chamado comumente de indo-arabico deriva de o povo arabe ser
o responsavel por sua disseminagao no Ocidente, na esteira da expansdo de seus
dominios territoriais, depois de o haver assimilado na india, uma de suas primeiras
conguistas.

Na verdade, o que da sustentagao matematica ao uso de um sistema de numera-
céo posicional é um teorema que enunciaremos a seguir para a base 10, mas que
pode ser estendido, como se percebera, para gualquer base (naturalmente = 2).
Diga-se de passagem, porém, que os hindus ndo tinham um conhecimento da teoria
envolvendo o sistema de numeragdo que criaram e que, se deram esse grande passo
no desenvolvimento da matemética, foi unicamente com base no empirismo € na
engenhosidade de seus matematicos,

*Qualquer que seja o nimero natural N, é possivel encontrar uma Unica se-
quéncia a,, a;, .., a, de numeros naturais,com 0 = g <983 =12, .., n), tal que

N=ag+ a;-10 + a,-10" + .. + a,- 107
Esse resultado é uma decorréncia do algoritmo eucdlidiano, e vamos fazer um es-

boco de justificagao supondo N =10 (o caso N < 10 & imediato). De fato, aplicando
esse algoritmo para o niimero N como dividendo e 10 como divisor, obtemos:

N=10-g+remqued=r=29 (%)
Se 0 = g = 9, justificacio encerrada, pois a igualdade
N=r+g-10
estd de acorde com o enunciado, uma vez que 0 = ¢, r = 9.

Se g > 9, aplica-se novamente o algoritmo, agora com g come dividendo e 10
como divisor:

g=10-q, +r,,emqgued=r <9
Desta ultima igualdade e de (1}, seque gue
N=10(10g, + r) + r=r+r 10 + g,-10%,

Se 0 = g, = 9, justificacio encerrada, pois 0 = r, r;, g, = 9. Caso contraiio,
usa-se o algoritmo para g, e 10. Prosseguinde nesse raciocinio, chegamos a uma
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expressao do tipo da que foi dada para N no enunciado. A questdo da unicidade,
embora também essencial, nao sera focalizada aqui.
O fato de um nimero N poder ser expresse, univocamente, por uma expressao
polinomial
N=g,+ a,-10 + a,-10* + .. + a,- 10
permite que se represente esse numero pela segiiéncia
a0, q...058,
naturalmente subentendida a base dez. Por exemplo,o nimero N=5 -1 0+ 3-10°+9
{nove unidades, trés centenas e cinco milhares) é representado por
.. 5309

em que o 0 indica a auséncia de dezenas.

Exercicios |

3. Sejam m e n inteiros impares. Prove gue:
a) 4| (2m — 2n)
b) 8 | tm? — n?
¢ 8|(m?+n?—2)

4. Mostre que entre dois nimeros pares consecutivos um é divisivel por 4,

5. Mostre que a diferenca entre os quadrados de dois inteiros consecutivos € sem-
pre um nimero impar. E a diferenga entre os cubos de dois inteiros consecutivos?

6. Demonstre por indugao que:
a 7|2 -1 =0
b)8|B3"+7) (n=0
OM|R* 3"+ (a=1)
d) 7|3 +2") (=)
e) 17|32+ 2.4 (n=0)

7. Prove que:

a} Um dos inteiros @, a + 2,a + 4 ¢é divisivel por 3.
b) Um dos inteiros a,a + 1,a + 2,0 + 3 é divisivel por 4.

8. Prove que o produto de dois nimeros inteiros é impar se, e somente se, ambos
0s nUumeros sao impares,

9. Prove gue, quaisquer que sejam os inteiros g e b, a expressdo g + b + g% + b*
representa um nuamero par.
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10. Na divisao euclidiana de 802 por g, 0 quociente é 14, Determine os valores pos-
siveis de a e do resto.

11. E possivel encontrar dois inteiros miltiplos de 5 tais que o resto da divisao eu-
clidiana de um pelo outro seja 137 Justifique a resposta.

12. Quantos NUMeros naturais entre 1 e 1000 sao divisiveis por 97 Justifique a

resposta.

13. Seja m um inteiro cujo resto da divisdo por 6 é 5, Mostre que o resto da divisdo
de mpor 3 é 2.

Por hipétese, m = 6G + 5. 5eja r o resto da divisao de m por 3 (portanto m = 3¢’ +r). En-
tao r = 0, 1 ou 2. Basta mostrar que as duas primeiras alternativas sac impossiveis. De
fato, se r = 0, teriamos m = 6g + 5 = 3¢' Dai, 3 - (g~ 2q) = 5, igualdade essa que teria
como consequéncia o seguinte absurdo: 3 | 5. Loge, o resto ndo pode ser 0. Analogamente
se demonstra que ndo pode ser 1. Portanto, r = 2. [ ]

14. Se o resto na divisao eudidiana de um inteire m por 8 é 5, qual é o resto da di-
visao de m por 47

15. Se m & um inteiro impar, mostre que o resto da divisdo de m? por 4 é 1.

4. MAXIMO DIVISOR COMUM

4.1 Consideremos, a titulo de ilustracdo, os inteiros 4 e 6. Os divisores de 4 sa0 os
elementos do conjunto D) = {11, +2, +4}, e 0s de 6 os do conjunto D{6) = {*1,
=2, *3, £6}. Os divisores comuns 530 os elementos da intersecao desses dois con-
juntos:

D&) N D) = {1, =2}

O maior elemento dessa intersecio, ou seja, 0 numero 2, é o mdximo divisor
omum de 4 e 6.

Essa forma de introduzir 0 méxime divisor comum, embora muito interessante
sob o ponto de vista didatico, principalmente nos niveis elementares, ndo é a mais
conveniente para os objetivos deste trabalho. Por isso, a definigio gue seque (equiva-
lente, & dbvio, 2 que foi esbogada acima em termos de conjuntos de divisores).

Definigcdo 1: Sejam a e b dois numeros inteiros. Um elemento d € Z se diz md-
Ximo divisor comum de a e b se cumpre as seguintes condigbes:

(ildz=0
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(iii} Se d' é um inteiro tal que d’| a e d’| b, entdo d’| d {ou seja, todo divisor co-
mum a a e b também ¢ divisor de d). !

A definicae de maxime divisor comum pode ser estendida de maneira natural
para n nimeros inteiros dy, dy, ... a, (n > 2). |

Fxemplo 8: E facil comprovar que, no caso em que d = 4 e b= 6, 0 numero 2 é |
o Unico inteiro que passa pelo crivo das condicoes da definicao dada. No caso de (i),
por exemplo, os divisores comuns a 4 e 6 sdo 11, £2, todos divisores de 2,

Seguem algumas propriedades imediatas do conceito de maximo divisor cormum.

+ Se d e d, sdo maximos divisores comuns de a e b, entao d = d,.

De fato, devido & definicdo, d | d, e d, | d. Como se trata de nimeros positi-
vos, iss0 56 & possivel se d = d,. Fica garantido, entdo, que um dado par de inteiros
nao pode ter mais de um méxime divisor comum.

» O numero 0 é o maximo divisor comum de a =0 e b = 0. E s6 lembrar da
definicao.

« Qualquer que seja a # 0O, |al € o maximo divisor comum de a e 0.

De fato. Primeiro, |a} é positivo. Depois, |a] divide 0, porque todo inteiro € di-
visor de 0, como ja vimos, e {a| divide a, pois a = |al(L1). Finalmente, se ¢ divide
lal e ¢ | 0, entdo ¢ | 4, pois a = |a|{F1).

+ Sa d & maximo divisor comum de @ e b, entdo d também & maximo divisor co-
mum de —ae b,ae —be —ae —b.Basta lembrar que todo divisor de x é divisor de
—x, & vice-versa.

4.2 Obviamente, a definicdo de méaximo divisor comum de dois nimeros inteiros nao
garante por si s& sua existéndia. A intui¢do nos diz que isso € verdade, mas, a rigor, é
preciso demonstrar que €, o que faremos a seguir. A demonstracéo que daremos se
justifica principalmente porque garante a possibilidade de exprimir de maneira aritmeé-
tica 0 maximo divisor comum de a e b como uma soma envolvendo esses elementos.

Proposicao 1: Para quaisquer inteiros a e b, existem inteiros x, e y, tais que
d = ax, + by, é 0 mdximo divisor comum de g e b.

Demonstracdo: Levando em conta a ultima propriedade imediata relacionada
acima, podemos nos ater ac casoema > 0e b > 0.

Consideremos o conjunto L = {ax + by | x,y € Z}. L possui elementos estrita-
mente positivos, por exemplo, a + b, obtido ao se fazer x = y = 1. 5eja d o menor
entre todos os elementos estritamente positivos de L. Portanto, d = ax, + by,, para
convenientes elementos xg, yo € Z. Mostremos que d € o maximo divisor comum
deageb.

De fato:

{i} Obviamente d = Q.
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(i) Apliquemos o algoritmo euclidianc a a e d, o que é possivel, pois d = 0:
a=dg+r0=rs <2 d). Mas, como ja vimos, d = axy + by, e, entao:
a=(ax, + bylg +r
Dai, por transposigoes algébricas convenientes,
r=all — gxp) + bl—qyo)
o que mostra gque r & um elemento de L. Entao, r ndo pode ser estritamente positivo,
pois é menar que d (= minimo de 1). Logo, r = 0 g, portanto, a = dq. Ou seja: d|a.

De maneira andloga se demonstra que d | b.

(i) Se d' | a e d'| b, entdo d | d, uma vez que d = ax, + by #

Nesta altura ja mostramos que todo par de inteiros tem um maximo divisor co-
mum e que este é inico. A Notagdo que usaremos para exprimir o maximo divisor
comum d de a e b é d = mdc(a, b). Vale salientar ainda que esse maximo divisor co-
mum pode ser expresso por uma iguaidade envolvendo a e b:d = axp + by,, em que
XoB Yo 5d0 convenientes inteiros, como vimos. Na verdade, sempre ha uma infinidade
de pares de inteiros x, y € Z para os quais d = ax + by.Cada uma dessas relagdes
serd chamada de identidade de Bezout para a, b e d.

4.3 A proposicao anterior tem muitas vantagens, mas a desvantagem de nao ser
construtiva. Entretanto, esse problema pode ser superado, e a chave para isso € 0
algoritmo euclidiano. O método de divisdes sucessivas para a determinacao do maxi-
me divisor comum de dois inteiros, que explicaremos a seguir, € © mesmo usado por
Euclides ha mais de dois milénios e ainda ensinado no ensino basico, Para tanto, pre-
cisaremos de dois lemas ficeis de provar. Sem prejuizo da generalidade, podemos nos
ater a namerocs inteiros estritamente positivos.

Lema 1: Se a | b, entdo mdcia, b) = a.

Demonstracdo: Primeiro a é estritamente positivo por hipdtese. Depois a lae
a | bihipotese). Ese d|ae d | b, é claro que d'{ a. #

Lema 2: Se g = bg + r, entdo d = mdc(a, b) se, e somente se, d = mde(b, r}.

Demonstracdo: Suponhamos d = mdcia, b} e provemaos que d = mdc(b, r). Pri-
meiro, d = 0, por hipétese. Depois, como d | ae d| b,entdo d | b e d|(a — bg).Ou
seja,d | bed|r Por Utimo,se d' | bed | r,entao d'| be d | (bq + 1), ou seja, d | b
e d' | a; mas, como d = mdc{a, b), entdo d | d. A demonstragdo da reciproca segue a
mesma linha de raciocinio. #

Método das divisbes sucessivas: O objetivo é encontrar o maximo divisor
comum de dois inteiros, g e b (que podemos supor estritamente positivos), por
meio de aplicacdes sucessivas do algoritmo euclidiano. Primeiro, aplica-se para @
e b, depois para b e o primeiro resto parcial, e assim por diante. Ou seja:
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a=bg +n 0=r < b)
b=rg,+r, (Hmp<n

E claro que, se acontecer de r, ser nulo, entdo b = mde(a, b), devido ao lema 1, e
0 processo termina na primeira etapa. Se r, # 0, passa-se a segunda e raciocina-se
da mesma maneira com relagio a r,. Se r, = 0, entdo r; = mdc{b, 1,), devido ao lema 1;
mas, devido ao lema 2, mdc (b, r;) = mdc(a, b); das duas conclusdes obtidas, segue que
ry = mdc{a, b). E assim por diante.

Ocorre que, como b > 1 > 1, > .. = 0,entdo para algum indice n teremos com
certeza rp, , | = 0. De fato, se todos os elementos de {r;, 15, 13, ...} fossem nido nulos,
entao esse conjunto, que é limitado inferiormente, nao teria minimo, o que é impos-
sivel. Assim, para o indice n referido:

Tn—2=Ih_ 1" Gat 1y
o 1= 1 G
Portanto, em virtude dos lemas demonstrados:
ry=mad{r, _, ) = mdelr, _ 5 r, _ ) = .. = mdclb, r;} = mdeia, &)

Exemplo 9: Determinar, pelo processo das divisdes sucessivas, mdc{41, 12). Devido
ao papel especial gue tém, sublinharemaos o dividendo, o divisor e o resto em cada
etapa do processo.

41=12-3 +5
12252 + 2
5=2-2+1
2=1-2 )

Portanto, mdc{41,12} = 1.
Usualmente, porém, procede-se da seguinte maneira:

3 2 2 2
41 12 5 2 1
5 2 1 0

Exemplo 10: O processo das divises sucessivas também serve para determinar
os inteiros x,, ¥, tais que ax, + by, = d, em que d = mdc(a, b). Vamos ilustrar o
procedimento para a = 41 e b = 12. Para isso, aproveitaremos as divisdes sucessi-
vas ja feitas em {2). Come¢aremos pela pendltima igualdade, aquela em que o
maximo divisor comum figura comao resto, pondo 1 em fungdo de 5 e 2, por meio
de transposicoes algébricas. Na igualdade obtida, substituimos 2 em func¢io de 12
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es5e continuamos com o processo até obter o maximo divisor comum, 1, em
o de 41 e 12.Vejamos como;

-5-2-2=5-{12-5.2)-2=5-5+ 12 (-2} =

(41 —12-3) -5+ 12-(=2) =41-5 + 12 - (-17)

fung

Ihoy=

Entao um par de valores para x, e yp tat que 41x, + 12y, = 1 é (5 —17)

4.4 Dofs inteiros a e b dizem-se primos entre si se mdc(a, b) = 1. Por exemplo, 05 nime-
ros 41 e 12 s30 primos entre si,Uma vez que, como ja vimos em 4.3, mdc(41,12} = 1.

Proposigdo 2: Para que 0s inteiros a e b sejam primos entre si, é necessario
e suficiente que se possam encontrar X, , o € Z tais que axp + byy = 1.

Demonstrac@o: Se a e b sao primos entre si, entdo a proposicao 1 garante a exis-
téncia do par de elementos x,, y, conforme o enunciado.

Reciprocamente, suponhamos que se possam encontrar X, ¥, € Z tais que
ax, + by, = 1. Entdo, qualquer divisor de @ e b ¢ também divisor de 1.togo, os
dnicos divisores comuns acs elementos a e b sdo +1 e —1. De onde o maximo di-
visor comumdeae bé 1. #

Exemplo 11: Mostremos que dois niimeros inteiros consecutivos sao primos en-
tre si. Sejam nen + 1 os nimeros.Sea|nea|n+ 1,entdo a| [(n+1)—n], ou
seja, a | 1.Logo, a = L1, quer dizer, os Unicos divisores comunsanen+lsaole
-1, De onde mdci{m, n+1) = 1.

Outra maneira de chegar a essa conclusao € observar que vale a seguinte iden-
tidade de Bezout para os nimeros considerados: (n + 1) -1 + n(=1) = 1.

Corolario: Se g e b sdo inte.iros nao simultaneamente nulos e se d = mdc(a, b},
entao mdci{a/d, b/d) = 1.

Demonstracao: E s6 trabaihar com uma identidade de Bezout para a e b. Como
d = mdc(a, b), entdo existem inteiros x, € ¥, tais que ax, + by, = d. Dai (dividindo
ambos os membros por d);

(aldyx, + (b/d)yg =1

Entédo, por causa da proposicao, a/d e b/d sdo primos entre si. #

Praposicio 3: Se g e b sdo inteiros primos entre si e a | b, entdo a | ¢.
‘ Demonstracéo: Devido a proposicdo anterior, axp + by, = 1, para convenientes
Inteiros x, e y,. Multiplicando-se os dois membros dessa igualdade por ¢
{ac)x, + (bolyg = ¢
Como a divide g, entdo a divide {ac)x,y; e como a divide be (por hipdtese), en-

tdo divide {bcly,. Logo, a divide a soma (ackx, + (boly,. Ou seja, a divide ¢, como que-
ramos provar, #
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Proposicdo 4: Sejam a e b inteiros primos entre si.5e a | c e b | ¢, entac ab | c.
Demonstracdo: Consideremos uma identidade de Bezout para a e b:

Multiplicando-se ambos os membros dessa igualdade por ¢
{aclx, + by, =c

Como a|ae b|c entdo ab | ac e, portanto, ab | (ac)xy; de maneira analoga, de-
monstra-se que ab | (bcly,. Logo, ab | [(aclx, + (bcly,), ou seja, ab | c. #

Exercicios |

16. Encontre o maximo divisor dos pares de nimeros que seguem e, para cada caso,
dé uma identidade de Bezout.

a) 20e 74 b} 68 e 120 )42 e —96

17. O maximo divisor comum de dois numeros € 48 e 0 maior deles é 384, Encontre o
outro numero,

18. QO maximo divisor comum de dois nimeros é 20. Para se chegar a esse resultado
pelo processo das divisdes sucessivas, 0s quocientes encontrados foram, pela
ordem, 2, 1, 3 e 2. Encontre os dois nimergs,

19. a) Prove que mdc{a, mdc(b, ¢)) = mdcia, b, ).
b) Use esse fato para encontrar 0 maximo divisor comum de 46, 64 e 124,

a) Seja d = mdcia, b, c) e provemas que d = mdc{a, mdc(b, c)). (i} d = 0, pela defi-
nicac de maximo divisor comum, (ii) Como d | @, d | b e d | ¢, por hipotese, entaa
d|aed| mdcb, g, visto que tado divisor de b e ¢ é divisor do maxime divisor
comum desses ndmeros. (i) Seja d um divisor de a e de mdcib, ¢}; entio &' | a
d'| bed|ce portanto, divide o maxime divisor comum desses nameros, ou seja,
divide d.

b) Fica proposto. ]

20. Prove que mdc(n, 2n + 1) = 1, qualquer que seja o inteiro n.
21. 5Sejam a e b nimeros inteiros tais que mdcig, a+b) = 1. Prove que mdc(a, b} = 1.
( reciproce desse resultado tamhbhém é verdadeiro, Enuncie-o e demonstre-o.

Sugestdo: Para a primeira parte, tome um divisor de ¢ de a e b e mostre que
ele tambhém é divisor deae a + b.
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22. Demonstre que, se d |¢, b)c emdcla b) = d, entdo ab | «d.
Sugestao: Use a identidade de Bezout para a, b e d.

23, Seaebsao inteiros primos entre si, demonstre que mdc(2a+6,a+2b) =1 0u 3,

5. NUMEROS PRIMOS

5.1 Um numero inteiro a # 0, 1 tem pelo menos guatro divisores: £1 e £a. Es-
sas s30 os divisores triviais de a. Alguns numeros diferentes de 0 e 11 $6 tém os divi-
sores triviais — sa0 0s chamados numeros primos. Por exemplo, o numero 2 € primo,
pois seus Unicos divisores sao 11 e £2.Um numera inteiro diferente de 0 e +1 e que
tem divisores ndo triviais é chamado ndmero composto. O 6, por exemplo, cujos divi-
sores sdo 1, £2, £3 e 16.

Defini¢ao 2: Um numero inteire p é chamado numero primo se as seguintes
condi¢oes se verificam:

it p+0

@y p# 1

{iii) Os Unicos divisores de p sdo 11, Ip.

Um numero inteiro g # 0, =1 é chamado ntimero composto se tem outros divi-
sores, além dos triviais.

Lema 3 (lema de Euclides): Sejam a, b, p € Z.5e p é primo e p | ab, entdo p |a
oup|b.

Demonstracio: Suponhamos que p ndo seja um divisor de a. Logo, —p também
nao é divisor de a. Como os divisores de p sao apenas *1 e Lp, entdo os divisores
comuns a p e g s&o apenas +1. Dai, mdc{p, a) = 1 e, portanto, existem X, yo < Vil
tais que

pxg + ayg =1
Muitiplicando-se ambos os membros dessa igualdade por b, obtém-se:
pibxs) + {ably; = b

Como p | p e p | ab (hipétese), entdo p|[pibx,) + (ablygl, ou seja, p | b. Analo-
gamente se mostra que, se p nao divide b, entdo divide a. #

Por inducao, pode-se demaonstrar sem dificuldades maiores que, se p € primo
¢ divide g,a,..a,, (n=1), entao p divide um dos fatores a;.

Lema 4: Seja g # 0, +1 um inteiro. Entdo, o conjunto

L={x€ Z|x>1exédiisor de a}
POssui um minimo e esse minimo é um numero primo.

Demonstracdo: O conjunto L nao é vazio, pois a e —-a sdo divisores de a e um
desses numeras é necessariamente maior que 1. Entdo, pelo principio do menor
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nimero inteiro, L poassui minimo, o qual sera denotado por p. Se p nao fasse primg,
entao seria cormposto {ja que € maior que 1), teria um divisor nao trivial g e, portanto,
também —gq seria divisor de p. Resumindo: p teria um divisor g, tal que 1 << g, <p
{g1 = g ou ¢; = —q}. Juntando as condlusdes: p | a e g, | p, do que seque que g, | a
e, portanto, ¢ € L. Absurdo, ja que p é o minimo de Se 1 <<g <p. #

Proposicao 5 (teorema fundamental da aritmética): Seja @ > 1 um numero
inteiro. Entao € possivel expressar @ como um produto a = p,p,.p., emquer = 1 e 05
inteires py, Py, .., P, 540 NUMeros primos positivos. Além disso, se a = §,95..4., em
que ¢y, g3, -, G5 a0 também ndmeros primos positivos, entdo s = r e cada p; € igual
a um dos g

Demonstracdo:

{i} Para demonstrar a possibilidade da decomposicio, a rigor se deveria raciocinar
por indugdo. Mas nossa explicacdo serd meio informal. Devido ao lema 4, @ tem um
divisor primo positivo p,. Logo, g = p,g,, para um conveniente g, & Z.Como a e p,
sdo estritamente positivos, 0 mesmao acontece com g, que, ademais, € menor que a
(& um fator positivo de a). Se ¢, = 1, demonstragao concluida; @ = p, é primo positivo.
Se g, =1, repete-se o raciocinio com esse ndmero: toma-se um divisor primo p, de
¢,, 0 que ¢ garantido pelo lema 4, e, portanto, ¢, = p»g,, para um conveniente in-
teiro positive g, (g, << g,}. Nesta altura: g = pyp,g., em que p, e p, sdo primose g, = 1.
Agora repete-se 0 raciocinio com q,, e assim por diante.Comoa > ¢, > g, > .. = 1,
em alguma etapa desse procedimento se terd g, = 1 €, entao, @ = p,p5..,, COMO que-
riamos provar.

{iiy Também aqui ndc nos preocuparemos com o rigor formal. Supenhamos
PPz, = 19y--q;, nas condi¢des enunciadas. Entdo p,, por exemplo, divide o
segundo membro e, portanto, devido ao lema 3, divide um dos fatores, Digamos
que p, | ;- Como g, & primo e seu unico divisor primo positivo é ele mesmo, entio
P1 = q;.Entao, pode-se cancelar p, na igualdade da hipdtese, obtendo-se p,ps..p, =
= §,95--9;. Repete-se o raciocinio, 0 que permitird cancelar um fator do primeiro
membro com um igual a ele do segundo. E assim por diante. Como, evidentemente,
nao se pode ter uma situacdo do tipo p,, ¢ p.4,..p, = 1 (pois isso significaria que os
numeros primos do primeiro membro seriam divisores de 1, o que é impossivel),
entdo r = s e cada fator do primeiro membro é igual a um do segundo, #

Convém frisar que a demonstracdo da possibilidade da decomposigio é cons-
trutiva, como se pdde observar. Mais: a idéia dessa demonstragdo € usada no al-
goritmo pratico com o qual normalmente se aprende na escola a decomposicéio em
fatores primos. De fato, suponhamos que se queira decompor em fatores primos o
numero 60. O algoritmo usade comeca, como ocorre na demonstracao, considerando-
se o menor divisor primo de 60, que no caso é 2. Depois se considera, também
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como na demonstracao, o menor divisor primo do quociente, que no caso novamen-
te é 2, e assim por diante. O algoritmo pratico costuma ser ensinado da maneira que
seques
60
30
15
5
1

o NN

Portanto, 60 =2 -2-3.5=22.3 .5,

5.2 Sobre a decomposicao em fatores primos

A proposicdc anterior, dada sua importancia, merece alguns comentdrios e especi-
ficagdes. Na decomposicao de um inteiro estritamente positivo a em fatores primos po-
sitivos, conforme o teorema, pode ocorrer de um fator se repetir algumas vezes. Nesse
caso podem-se reunir esses fatores repetidos numa sé poténcia, mediante a nota-
¢ao expenencial. Supondo que os fatores primos distintos sejam p; < p;<7 .. << pm
{m = 1) e que eles aparecam respectivamente o, a, .., o, vezes (o; = 1,i =1,
2, .., m), a decomposi¢do podera ser escrita assim:

5. 5 [
a=py PPy

Essa decomposigado, com os fatores primos em ordem crescente, serd tratada co-
mo decomposico candnica de a em fatores primos.

Mas muitas vezes lida-se numa mesma guestdo com dois ou mais inteiros es-
tritamente positivos. Quando isso acontece, pode ser conveniente ampliar a idéia de
decomposicdc candnica para que em todas figureim os mesmo fatores primos. Isso é
sempre possivel recorrendo-se ao uso do expoente nulo. Assim, se um fator primo
aparece na primeira decomposi¢ao com expoente ndo nulo e ndo aparece explicita-
mente na segunda, nds o inserimos nesta com expoente igual a 0. Com essa conven-
ao, supondo que os inteiros sejam a e b, podemos escrevé-los assim:

a=p 1 p,p e a=ppfipP (. p=0 (3)
Por exemplo, 05 nimeros 28 e 300 podem ser representados da seguinte forma:
28=22.3.5°.7 e 300=22.3.52.7°

Através desse expediente pode-se construir o maximo divisor comum de dois

elementos estritamente positivos (e, por consequéncia, de qualguer par de inteiros

=0, £1}. De fato, supondo-se que esses elementos sejam a e b e que sejam dados
Por (3), entdo o elemento

d=p," p, 2.,

€m que y; = min {u,—, B,-}, é 0 méximo divisor comum de g e b,
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De fato, obviamente d € positivo; além disso, como v, = ;e y; = B,entao d|a
ed|b;pordltimo,sed € Zed'|aed|b,entac
& = piii pla..pt
com vy; = o; e y; = B, Portanto, y; = min{e;, B;}. De onde ¢ | d.
Por exemplo, se g = 28 e b = 300, como
28=2%.3%.5°.7 e 300=2%.3.52.7°
entdo
mdc(28, 300) =22 - 3%.5%.7%=4
Exemplo 12: Através da decomposicao canénica
a=p, Py Py
pode-se obter uma fdrmula para o namero de divisores de a. De fato, um nimero
positivo é divisor de g se, e somente se,
b=p" pf2.p,
emque 0= B, = o;(i=0,1,2,.,m). Como para cada expoente na decomposicao

de b hd o; + 1 possibilidades a fim de que b divida a, entac o nuimero de diviso-
res positivos de g é

Bm

oy + oy + 1) ooy, + 1)

Por exemplo, o nimero de divisores positivos de 300 =22.3.5263.2.3=18.

Exercicios |

24. Decomponha em fatores primos 234, 456 e 780,

25. Ache o maximo divisor comum dos sequintes pares de nimeros através da de-
composicao desses nlimeros em fatores primos:
a) 234 e 456
b) 456 e 780
¢} 200 e 480

26. Determine todos 0s nimeros primos que podem ser expressos na forma n®—1.
Sugestéo: Supanha p = i —1 um nimero primo e fatore o segundo membro
dessa igualdade.

27. Se n é um inteiro e n*—1 é primo, prove que n=2ou n = —1.

28. Em1742, 0 russo Christian Goldbach formulou a seguinte conjectura (conhecida
como conjectura de Gofdbach). “Todo inteiro par maior que 2 é igual & soma de
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29.

30.

31.

32.

dois nameros primos positivos” Por exemplo:4=2 +2,6=3 +3,8=3 +5
10 = 3 + 7, etc. Até hoje continua em aberto a questdo de saber se essa propo-
sicao & falsa ou verdadeira.

Admitindo a conjectura de Goldbach, prove que todo inteiro maior que 5 é soma
de trés numeros primos, Por exemplo:6=2+2+2,7=2+2+3,8=2+3+3etc,
Sugestdo: Devido & conjectura, se n = 3,2n — 2 = p + g [p e g primos). Por-
tanto, 2n = p + g + 2 (soma de trés nimeros primos).

Ache o menor ndmero inteiro positivo n para o qual a expressio h(n) =n’+n+17
& um numero composto.

Se n? + 2 é um namero primo, prove que n é multiplo de 3oun=1.
Sugestdo: Ha trés possibilidades de expressar um numero inteiro m n = 3gq,
n=3g+ 1,n=3g + 2, conforme o resto da divisao de n por 3 seja , 1 ou
2. Mostre que as duas ultimas sdo impossiveis, no caso.

Qual é 0 menor nimero inteiro positivo que tem15 divisores?

- o« oy . . .
Sugestdo: Sea=p; ' p; 2..pn, € a decomposicao do nimero procurado em
fatores primos, entdo 15 = (o, + Doy + V.dey, + 1). Observe que s6 ha duas
maneiras {salvo quanto & ordem) de decompor 15 em fatores inteiros positivos.

Demonstre que o conjunto dos ndmeros primos positivos & infinito.

A primeira demonstracao conhecida desse resultado, alids a mesma que esbo-
caremos a sequir, foi dada por Euclides em seus Elementos.

Esboco da demonstragdo: Suponha que esse canjunto fosse finito: digamos que
seus elementos fossem py, Pa, . Pp. CONStrua o nUmero p = pps..p, + 1. Esse
numero nio é nenhum dos p; (por qué?). Logo, é composto (por qué?). Entao
é divisivel por um dos p; (1 < i < n) (por qué?). Segue, entao, que p | 1 (por
qué?). Esse absurdo {por qué?) garante a infinitude do conjunto dos primos.

6. EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

6.1

Diofanto de Alexandria viveu provavelmente no século lll d.C. De sua produgao

Matematica conhecem-se apenas os fragmentos de uma obra que trata de nameros
poligonais e 3 extremamente original e criativa Arithmetica, gragas a qual ele € as
vezes considerado o pai da algebra. Da Arithmetica restam seis livros em grego e qua-
tro em &rabe, estes Ultimes descobertos recentemente {segundo o prefacio da obra,
O numero total de livros seria treze), Trata-se de uma coletdnea de problemas, para
Tesolugao dos quais Diofanto usava, em vez de métodos gerais, engenhosos artificios
algébricos. Com isso a obra se distingue radicalmente da matematica grega classica
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{de Euclides, por exemplo), cujas raizes estavam fincadas na geometria e no método
dedutivo,

Devido a Arithmetica, hoje sao chamadas equacées diofantinas todas as equacdes
polinomiais (ndo importa o nimero de incognitas) com coeficientes inteiros, sempre
gue seu estudo seja feito tomando como universo das varidveis o conjunto dos nu-
meros inteiros. Isso ndo obstante Diofanito sé ter trabalhado com alguns poucos casos
particulares dessas equagdes e seu universo numérico ter sido o dos nimeros racio-
nais estritamente positivos.

Aqui s6 estudaremos as equages diofantinas lineares em duas incognitas. Ou se-
ja, equagdes do tipo

ax + by = ¢ (4)
em que a e b sdo inteiros nao nulos. Uma solucdo de {4) &, nesse contexto, um par
(xg: Yo} de inteiros tais que a sentenca

ax, + by, =c¢
€ verdadeira. Inicialmente deduziremos uma condicio para que (4) tenha uma solucéo.

Proposicdo 6: Uma equacéo diofantina linear ax + by = ¢ tem solucio se, e
somente se, d = mdc(a, b) é um divisor de ¢.

Demonstracdo:

(—) Se (x4, yo) € uma solugao, vale a igualdade

axy + by, = ¢

Como d | a e d | b, entdo d | ¢, devido & propriedade (iv, 3.1).

(=) Como d = mdc(a, b), entio, devido a proposicao 1, podem-se determinar
Xy . ¥o € Z tais que ax, + by, = d. Mas, por hipétese, d | ¢ & portanto, ¢ = dq para al-
gum inteiro g. De onde,

c=dqg = (ax, + byylqg = alx,q) + blyeq)
0 que mostra que o par (xeg, ¥,q) € solugdo da equagio considerada. #

E importante observar que, se (x,, yp) € uma solugao de ax+ by =c¢,coma, 6= 0,
entao (—xg, ¥o), (g, ~¥o) € (—Xg, — o} s0 solucdes respectivamente de (—ax+by=c
ax + (—bly=ce(~ax + (bl =c.

Exemplo 13: Encontrar uma solugio da equacio diofantina 26x + 31 y =2.Como
mdc(26,31} = 1, entao a equagdo tem solucio. Usaremos o método das divisdes su-
cessivas para exprimir o maximeo divisor de 26 e 31 por meio de uma identidade |
de Bezout: |

1

26:1+5

541
-5

IR 1=
I Fh
o
1= (w1
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Assim;

=26-5-5=26—-(31—26-1)-5=26-6 + 31-(—5)

Entao, (xg ¥5) = (6, —5) e, portanto, o par (2 - 6,2 - (—5)) = {12, — 10} é uma s0-
iucao da equacdo dada.

Conseglientemente {—12, —10), (12, 10) e {—12, 10) sdo solu¢des, respectiva-
mente, de (=26)x + 31y =2,26x — 3ly=2e (-26)x + (—31y} = 2.

Proposicdo 7: Se a equacio diofantina ax + by = ¢ tem uma solucao (x,, y,).
entdo tem infinitas solu¢des e o conjunto destas é

S={lx + b/t y, — latdit) | t € 7}

em que d = mdc{a, b).

Demonstracdo: Mostremos primeiro que todo par (x, + (b/d)t, y, — (a/d)t) é
solucio da equacdo considerada. De fato,

alg + (b/d)t) + bly, — (a/d)it) = axg + by, + [(ab — ba)/dlt = ax, + by, =¢

pois (X, ¥o) @ solucdo, por hipétese.

De outra parte, seja (X, ¥') uma solu¢do genérica da equacio. Entdo:

ax' + by'=c=ax; + by,
Dat;
alx = xo) = biy, = )

Mas, como d é divisor de a e de b, entdo a = dr e b = ds, para convenientes

inteiros r e s, primos entre si. Logo,
drld — %) = dsly, — ¥)
e, portanto:
rx' = xg) = 50y — ¥)

Essa igualdade mostra que r divide sy, — ¥'). Mas, como r e s sdo primos entre

si. entao r divide y, — ¥ (proposicdo 3). Logo:
Yo—y'=r1t
para algum t € 7, Levando-se em conta que r = a/d, entio
y =y, — (a/d)t
Observando-se agora que, em conseqiiéncia,

Hx' — xg) = sy, — y') = st
obtém-se:

X = x5 + {b/d)t #
E interessante e talvez surpreendente observar que o fatc de uma equacao dio-
fantina ax + by = ¢ ter infinitas solugdes (quando temn uma) significa, geometrica-

Mmente, que a reta de equagio ax + by = ¢ possui uma infinidade de pontos de coor-
denadas inteiras do plano cartesiano.
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;
Exemplo 14: Determinar todas as solucoes da equacio diofantina 43x + 5y = 250,
Como mdc{43, 5) = 1, que obviamente divide 250, a equacao tem solugbes. E.
importante lembrar que, se {x,, ¥} € uma solucdo de 43x + 5y = 1, entao (250)(0,1
250y,) € sclugdo da equacac dada, como ja vimos. %

Mas j& vimos também como achar uma solugdo de 43x + 5y = 1 por divisdes su-
cessivas. Da sucessao

w
I

Il
I [ 1N
;l_-lm
+ + +
| = N T

Jw [th
It

segue que

=3 —2:1=3-(5-3-1)+1=3-2+5-(~1)=(43-5-8)-2+5-(~1)=43 -2+
+ 5-(—17) e, portanto, uma solugac de 43x + 5y =1 € (2,—17). Logo, uma solugao
de 43x+5y=250 é (500, —4 250). De onde a solucdo geral da equagéo pode ser
expressa por

{500 + 5t —4250 — 43t)
em gue t é uma variavel no conjunte dos inteiros.
Conforme observacdo ao fim da demonstracao da proposicao 7, a reta de equa-

¢do 43x + 5y = 250 possui uma infinidade de pontos de coordenadas inteiras do pla-
no cartesiano.

Exercicios

. Resolva as seguintes equagdes diofantinas lineares:

a) 3x +4y =20 ¢} 18x — 20y = —
b) 5x — 2y =2 d) 24x + 138y = 18

34, Decomponha o nimere 100 em duas parcelas positivas tais que uma é multiplo
de 7 e a outra de 11. (Problema do matematico L. Euler [1707-1783].)

35. Ache todos os nimeros inteiros estritamente positivos com a seguinte proprie-
dade: dao resto 6 quando divididos por 11 e resto 3 quando divididos por 7.

36. O valor da entrada de um cinema é RS 8,00 e da meia entrada R$ 5,00. Qual é
o menor nlimero de pessoas gue pode assistir 2 uma sessdo de maneira que a
bilheteria seja de R$ 500,007 (Em tempo: a capacidade desse cinema ¢ suficiente
para esse numero de pessoas.)

37. Ao entrar num bosque, alguns viajantes avistam 37 montes de macga. Apds serem
retiradas 17 frutas, o restante foi dividide igualmente entre 79 pessoas. Qual a
parte de cada pessoa? (Problema de Mahaviracarya, matematico hindu.)
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7. CONGRUENCIAS

7.1 O conceito de congruéncia, bem como a notacao através da gual essa nocao se
tornou um dos instrumentos mais poderosos da teoria dos nimeros, foi introduzido
por Karl Friedrich Gauss {1777-1855),em sua obra Disquisitiones arithmeticae (1801).

para dar uma idéia danocao de congruéncia, consideremos a seguinte questac,
talvez ingénua mas ilustrativa: se hoje é sexta-feira, que dia da semana serd daqui a
1520 dias?

Para organizar ¢ raciocinio, indiquemos por 0 o dia de hoje (sexta-feira}, por 1 o
dia de amanha (sabado), e assim por diante. A partir dessa escolha, pode-se construir

o seguinte quadro:

sexta | sabado |domingo 999“!‘@ fé!‘?ai | quarta “quinta
0 1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12 13

Nossa questao agora se resume em saber em que coluna da tabela se encontra o
numero 1520. Para isso basta observar que dois numeros da sequéncia 0, 1, 2, ... estao
na mesma coluna se, e somente se, sua diferenca é divisivel por 7. Suponhamos que
o numero 1520 se encontre na coluna encabegada pelo nimero a (0 = a = 6). Entao,

1520 —a=7q
para algum inteiro positivo q. Dai:
1520=7g + a (D=qag=6)

Ora, pela unicidade do resto na divisio euclidiana, segue dessa igualdade que g

é o resto da divisac de 1520 por 7. Observandc que

1520 | 7
12 217
50
1

conclui-se que esse resto é 1 e que, portanto, 1520 estd na segunda coluna, Logo,
daqui a 1520 dias sera um sabado.

Questdes como essa, envolvendo periodicidade, exigemn uma aritmética diferente.
O conceito de congruéncia, a ser dado a seguir, € a chave dessa aritmética.

Definigao 3: Sejam a, b numeros inteiros quaisquer e m um inteiro estritamente
Positivo. Diz-se que a é céngruo a b médulo mse m | (@ — b),isto é,sea — b=mgq

Para um conveniente inteiro g. Para indicar que a é céngruo a b, médulo m, usa-se
a notagao

a = b {mod m)
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A relagao assim definida sobre o conjunto Z chama-se congruéncia modulo m.
Por exempio, ha tabela construida na abertura deste tdpico, dois elementos guais-
quer de uma mesma coluna sdc cdngruos médule 7.
Para indicar que g — & nao é divisivel por m, ou seja, que @ ndo é céngruo a
b modulo m, escreve-se
a == b (mod m)

Seguem as propriedades basicas da congruéncia de inteiros:

C,} a = a {mod m) {reflexividade)
De fato, a — @ = 0 € divisivel por m.

C,) Se a = b (mod m), entdo b = a {mod m). {simetria)

Se a = b (mod m), entdo m | {a — b), ou seja, a — b = mq para algum g. Dai
b — a=m(—q) e, portanto, m | (b — a). De onde b = a {mod m).

C) Sea=bi{mod m)e b = c(mod m), entdo a = ¢ (mod m). (transitividade}

Por hipdtese, m | (b — a) e m| {c — b). Logo, m | [(b — a) + {c — b)]. ou seja,
m | (¢ — a). Dai, m | {a — ¢ e, portanto, a = ¢ {mod m).

CHSea=b{modm)e0=b< m,entao b é o resto da divisdo euclidiana de
a por m. Reciprocamente, se r é o resto da divisdo de a por m, entdo a = r {mod m).

De fato. Por hipétese, @ — b = mg para algum inteiro g.Daia =mqg + b {0 =
= b < m). A conclusdo decorre da unicidade do quociente e do resto no algoritmo
euclidiano.

A demoenstracao da reciproca é imediata.

C;) a = b {(mod m) se, e somente se, g e b ddo o mesmo resto na divisdo eu-
clidiana por m.

(—) Por hipdtese, g ~ b = mgq, para algum inteiro g, Portanto:

a=b+mg
Sejam g, e r o guociente e o resto da divisao euclidiana de a por m:
a=mg, tr 0=r<m)
Das duas tltimas igualdades segue que
b+mg=mg, +r
€, entao:
b=mig, —gl+r 0=r<m)
Portanto, r é o resto da divisdo de & por m.
(<) Por hipotese, a e b ddo 0 mesmo resto na divisdo euclidiana por m:
a=mg,+r e b=mg, +r 0=r<m)
Subtraindo-se membro a membro essas igualdades:
a—b=mig — q)
De onde, a = b (mod m).
Todo conjunte formado por um e um ¢ elemento de cada classe de eguiva-
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léncia modulo m é chamado sistema completo de restos modulo m. Obviamente,
camo © representante mais natural da classe r & o elemento r, entdo o conjunto
{0,1,2, M — 1} é o sistema completo de restos médulo m mais natural. Mas nem
sempre é o mais conveniente. Sdo também sistemas completos de restos modu-
lo m, as vezes mais convenientes:

2

. {0, 1, £2, ...,i(?m —1),%’}, se m é par.

Para mostrar, par exemplo, que a congruéncia x2 + 1 = 0 {mod 8) ndo tem so-
lugao, o uso deste Ultimo sistema facilita. De fato, como

x=40,71,72, 13, 4 (mod 8)

entdo x> = 0,1,4,9,16 {(mod 8). Mas 9 = 1 {(mod 8) e 16 = @ (mod 8). Portanto,
¥ =0,1,4 (mod 8). De ende, x?+1 = 1,2, 5 (mod 8).

. {o, +1, 42,0, % m_—1} se m & impar.

C,) a=b(mod m) se,e somentese, a *c=b * ¢ (mod m).

Par hipotese, a — b = mq, para algum inteiro g. Daila t ¢} — (bt c)=mg e,
portanto,a * ¢ = b * ¢ {mod m}. Para demonstrar a reciproca, é sé inverter a ordem
do raciocinio.

Cla=bimodm)e c=d{mod m),entioa + c = b + d (mod m).

De fato, como g = b {mod m}, entdo a + ¢ = b + ¢ (mod m), devido a pro-
priedade anterior. Pelo mesmo motive, da hipotese ¢ = d (mod m) segue que
¢+ b=d+ bimod m). Devido a transitividade: a + ¢ = b + d (mod m).

Essa propriedade pode ser estendida, por inducdo, para r congruéncias: se
a; = by {mod m), a, = b, {mod m), ..., g, = b, (mod m), entio:

a,+a,+..t+a==b+b+ .+ b (modm)

Em particular, se 0, =g, =..=ag,=a e b;=b,=..=b,=b:

ra = rb (mod m)

Cz) Se a = b {mod m), entdo ac = bc {mod m).

Por hipétese, a — b = mq. Dai, multiplicando-se ambos os membros dessa igual-
dade por ¢: ac — be = mi{gc). De onde ac = bc {mod m).

Cs) Se @ = b (mod m) e c = d (mod m), entdo ac = bd (mod m).

Como a = b (mod m), entao, devido 3 propriedade anterior, ac = bc (mod m).

Analogamente, de ¢ = d {mod m) segue que bc = bd {mod m). Entdo, devido a
transitividade, ac = b¢ {mod m).

Essa propriedade pode ser generalizada, por indugao, para r congruéncias: se
& = by (mod m), a, = b, (mod m), .., a, = b, (mod m), entio:
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a8y s a,=by- by .. b, (modm)
Em particular, se a, =g, =..=a,=a e b,=b,=..=b = b
a = b (mod m)

Exemplo 15: Mostrar que 10°% — 1 ¢ divisivel por 11.

Como 10 = —1 (mod 11), entao, devido & propriedade anterior, 102% = (—1)2%
{mod 11). Ou seja, 10°° = 1 (mod 11). Dai, pela definicao de congruéncia, 10°%°—1
é divisivel por 11.

Exemplo 16: Mostrar que, qualquer gue seja o inteiro impar g, o resto da divisao
de a’ por 8 é 1.
Os restos possiveis da divisdo de a por 8 sao 1, 3,5 ou 7. (Se, por exemplo, o resto
fosse 2, entdc a = 8g + 2 = 2{4g+1) seria par, o que nao & possivel.)
Portanto:
a=1,350u7 {mod 8)
Entao:
a’ = 1,9, 25 ou 49 (mod 8}
Mas 9 = 1 (mod 8),25 = 1 (mod 8} e 49 = 1 {mod 8). Dat:
a*=1,1,1,0u 1 (mod 8)

Ou seja, a* = 1 {mad 8} qualquer que seja o inteiro impar a e, portanto, devido
a propriedade C,, o resto da divisdo de @’ por 8 é 1.

Cyo) Se ca = cb (mod m) e mdclc, m} = d = 0, entdo a = b {mod m/d).

Por hipotese, ca — cb = mg, ou cla — b) = mq, para algum inteiro g. Dai, divi-
dindo-se os dois membros dessa igualdade por d, 0 que é possivel em Z, pois d &
divisor de c e m,

(c/d)a — b) = {m/d)qg
o que mostra que m/d € divisor de (c/d){o — b). Mas, por propriedade ja vista, c/d
e m/d sao primos entre si. Logo, m/d divide @ — b, Isso significa que
a = b (mod m/d)
COMO gqueriamaos provar.

Por exemplo, como 14 = 2 {mod 4) e mdc(2, 4) = 2, pode-se cancelar 0 2 em
cada um dos nameros que figuram na congruéncia, dai resultando que 7 =1
{mod 2). Convém observar, porém, que o cancelamento purc e simples do primei-
ro e do segundo membros ndo vale de um modo geral, pois, voltando-se ao exem-
plo considerado, 14/2 = 7 ndo é congruo a 2/2 = 1 maodulo 4.Mas ha uma importan-
te situagao particular, expressa no corolario a seguir, em que vale.

Corolario: Se ca = cb (mod m) e mdcic, m) = 1, entdo a = b {mod m}.
A demonstracao é imediata.
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7.2 Critérios de divisibilidade

Entre outras coisas, pode-se utilizar a congruéncia de inteiros para estabelecer
critérios de divisibilidade. Para isso & prediso usar o fato (ver 3. 3, deste capitulo) de que
todo numerc N pode ser representado de uma Unica maneira como um polindmio

N=ay+a;-10 + ay-10° + ..+ a,- 10 (5)
em que os coeficientes das poténcias de 10 estao sujeitos a seguinte limitagao:
0 == ag . Qe @, = 9

lsso da origem & seguinte notacao sequendial para indicar 0 NEMEro: d,a, _1-.G20:.
A idéia, quando se quer estabelecer um critério de divisibilidade para o namero m,
& “reduzir a expressdo {5) modulo m” Isto &, descobrir uma expressao mais simples,
om termos dos digitos @y, a;,... 4, & qual o polindmio de (5) é congruo, modulo m,
e depois usar a propriedade Cs. Vejamos alguns casos,

{i} Critério de divisibitidade por 2

Como 10! = 0 (mod 2), para todo t = 1, entdo N = q; (mod 2). Logo, N e a4
tém o mesmo resto na divisdo por 2 e, em conseqiiéncia, N é divisivel por 2 se, e 50-
mente se, a, & divisivel por 2. Ou seja, se dq € par.

(i) Critério de divisibilidade por 3

Como 10 = 1 (mod 3), entdo 102 = 1 {mod 3), 107 = 1 {mod 3), .., 10" =1
(mod 3). Entdo, a, - 10 = @, (mod 3), a, - 102 = a, (mod 3), a;- 10° = a; (mod 3),
@107 = g, (mod 3).

Logo, devido as propriedades C, e (¢

N=gy+a,-10+0a,-10° + .+ a-10=a,+a, +a,+ ..+ a (mod 3)

Portanto, N e a, + a, + a, + ... + 4, ttm 0 mesmo resto na divisdo por 3. De
onde N é divisivel por 3 se, e somente se, @, + a; + @, + ... + @, & divisivel por 3.

Por exemplo, o resto da divisdo de 34567 por 3 é o mesmo da divisdo de
3+4+5+6+ 7=25por 3, ou seja, é 1. E 34566 é divisivel por 3, uma vez
qued +4+5+6+6=2408.

{iii) Critério de divisibilidade por 4

Para esse caso cumpre observar que 10% = 0 (mod 4), 10° = 0 (mod 4), .., 100=10
(mod 4). Portanto, a,10% = 0 (mod 4), a, - 10° = 0 (mod 4), ... a,- 10’ = 0 (mod 4). De
onde:

N = a; + 10a, (mod 4)

Mas a, + 10a, = 0,0, € 0 nimero formado pelos dois ltimos algarismos de N.
Entao, N e 0,0, 1ém a mesmo resto na divisao por 4 e, em particular, N é divisivel
Por 4 se, e somente se, a,q, 0 €.

Por exemplo, o nimero 15424 é divisivel por 4 porque 24 é divisivel por 4.
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{iv) Critéric de divisibilidade por 5

Um nimero € divisivel por 5 se, e somente se, seu algarismo das unidades &
Ooub5.

A justificacdo fica come exercicio.

(v) Critério de divisibilidade por 6

Um ndmero ¢ divisivel por 6 se, e somente se, é divisivel por 2 e 3. Se & divisivel
por 6 obviamente é divisivel por 2 e por 3. Quanto a reciproca, € sé levar em conta a
proposicac 4, uma vez que 2 e 3 sdo primos entre si.

Exemplo 17: Provar que h{n) = nin + 1){n + 2) é divisivel por 6, qualquer que
seja o inteiro n.

Provaremaos que é divisivel por 2 e por 3, 0 que é suficiente. Comonoun + 1
€ par, entao um desses numeros ¢é divisivel por 2 e, portanto, h(n) é divisivel por 2.

Por outro lado, ha trés possibilidades com relacdo ac 3:

n=0mod3)n=1{mod3)oun=2moed3)

No primeiro caso, n é divisivel por 3 e, portanto, h{n) também o & no segundo ca-
50, somando-se 2 a ambos os membros da congruéncia, obtém-se n + 2 =3 =0
{(mod 3}, 0 que mostra que n + 2 é divisivel por 3 e, portanto, que h(n) também &
divisivel por 3; e, no ultime caso, somando-se 1 a ambos os membros da congruén-
cia, obtém-se n + 1 = 3 = 0 (mod 3), 0 que mostra que n + 1 é divisivel por 3 e,
portanto, 0 mesmo se pode dizer de h(n). Em resumo, qualguer que seja n, um dos
fatores de h{n) é divisivel por 3 e, por conseqiiéncia, h{n) também & divisivel por 3.

8. PROBLEMA CHINES DO RESTO

Nosso objetivo aqui é mostrar que um sistema de congruéncias simultaneas

do tipo
x = a, (moed my)

x = a, {mod m,)

em que mdcim;, mj) = 1, sempre que i # j, é possivel {tem solucdes) e determinar sua
solu¢o geral. Obviamente uma solugio do sistera é um namero inteiro que € so-
lucio de cada uma das congruéncias que o formam.

Os sistemas de congruéncia lineares foram introduzidos na China, em épocas re-
motas -— talvez ja fossem utilizados no século |, em questdes ligadas ao calendario.
Mas eles aparecem também em obras matematicas chinesas, em versdes mais sim-
ples,a mais antiga das quais € o Manual de matemadtica de SunTsu, escrita provavelmen-
te do final do século IIl, e cujo conteddo veio a se tornar parte do curso exigido para
os servidores publicos civis. Embora consistinde basicamente em métodos para
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operagdes aritméticas, a obra inclui o seguinte problema, talvez o espécime mais
antigo do que modernamente se chama problema chinés do resto:

“Ternos uma certa quantidade de coisas cujo nlimerc desconhecemos. Esse nu-
mero, quando dividido por 3, da resto 2; quandag dividido por 5, da resto 3; e, quan-
do dividido por 7, da resto 2. Qual o numero de coisas?”

Segue uma solugdo “por substituicdo” do problema. Se N indica o numero de
coisas, entao

N=3x+2
N=5y+ 3
N=7z+2

em que X, ¥, Z sao0 nimeros inteiros. A primeira dessas equagdes € equivalente a equa-
cdo diofantina linear N — 3x = 2, cuja solucdo geral é
N=8-3tx=2-tlte )
Substituindo-se N por 8 — 3t na segunda equagdo do sistema, obtém-se
Sy +3t=5
A solucao geral desta Uitima equacdo diofantina é
y=—-5+3s5,t=10 — 55 (s € 7)
Portanto:
N=8—3t=8 — 3(10 — 55) = —22 +15s
Substituindo-se N por —22 + 155 na terceira equagao do sistema, ocbtém-se
7z — 155 =—-24
cuja solugdo geral é
z=48 — t51,s=24 — 7r{r € 7}
De onde,
N=—22+155=—22+ 15(24 — 71) =338 -~ 105r [r € 7}
que € a sclugdo geral do problema.

Sun Tsu, que provavelmente desconhecia um método geral para resolver esse
problema e, portanto, devia ignorar que ele tem uma infinidade de solugdes, s6 en-
controu a solugdo 23, niimero correspondente a r = 3 na solugao geral.

Proposigao 8 {teorema chinés do resto): Sejam my, my, .., m, numeros inteiros
Majores que 1 e tais que mdc(m;, m) = 1, sempre que i # j. Assim sendo, se 4,, @y, .. ,
$a0 nimeros inteiros arbitrarios, entio o sistema de congruéncias

‘x = g, {(mod m,)
x = a; {mod m;}

x = a, {mod m,)

& possivel. Ademais, duas solucdes quaisquer do sistema sdo congruas modulo mym,.m,.
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Demonstracdo: As caracteristicas do sistema sugerern gue um nimero que pos-

sa ser escrito como
gy +oydp oy

emquey, = 1{modm,), y; = 0{mod m)(i #1); y, = 1{mod my),y; = 0 {mod m)i #2),
e assim por diante, ¢ uma solugdo do sistema. Mostremos, por exemplo,;
que ele é solucdo da segunda congruéncia. Como ¥, Y3, ... ¥, = 0 (mod m,),
entao y,a; + yya; + ... + y,a, = 0 {mod m,). Como y, = 1 (mod m,), entao
¥,a, = d, {(mod m,). Portanto, y;a, + y,a, + .. + y,a, = a, (mod m;).

Para encontrar um sistema de nimeros que cumpra o papel dos y;{i=1,2, ., 1)
fagamas mm,..m, = m.Entao mdc(m,, m/m,) = 1, pois um divisor primo de m; e m/my
teria tamhém de ser divisor de algum my, com j # 1,0 que ¢ impossivel, pela hipétese.;

Portanto, a congruéncia linear

(m/m})y = 1 {mod m,)
tem so0lucao. Se b, é uma de suas solugdes, entao:
(m/m,)b, = 1 {mod m,)

Mas, como my, ms, ..., M, sac divisores de m/m,, entdo m/m; = 0 (mod mz)“
m/m; = 0 {mod m,), ., m/m, = 0 (mod m) e, portanto, (m/my)b, = & (mod m,);
(m/m,)b, = 0 {mod my), .., (m/m,}b; = 0 {mod m,). Analogamente, se b, é solucao de
m/myy = 1 (mod my), entao (m/myb, = 1 (mod m;) e (m/my)b, = 0 {mod my),
{m/my)b, = 0 {mod m3), ..., (m/myb, = 0 (mod m,). E assim por diante. Portanta
{m/m,}b,, (m/my)b,, ... (m/m)b, cumprem o papel exigido para 0s nimeros Y1 ¥z

. ¥,. tonforme colocacdo inicial, e |
b = {m/my)ba, + {mim,lba, + .. + (m/m)ba,
& uma solucao do sistema.

Se ¢ é uma outra solucdo, entao ¢ = b (mod my) (i = 1, 2, .., r). Portanto m;,
mm,, ... m, sio divisores de ¢ — b. Mas, como M, My,.., M, 546 primos entre si, dois 2
dois,entdo m,m,..m, também é um divisor de c — b. De onde ¢ = b {(mod m;m,..m,)
Portanto, a solucdo geral do sistema é

x = b (mod mym,..m,)  # |

Exemplo 18: O teorema anterior é construtivo, como se nota pela demonstragaq
Vejamos como utilizi-la na resolucdo do sistema |

=1 {mod 2) :

x = 2 (mod 3)
x=3 {mod 5)
Nesse caso, m = 30 e as congruéncias lineares a resolver sao 15y = 1 {mod 2)

10y = 1 (mod 3} e 6y = 1 {(mod 5). Como o numero 1 é solugao particular de cadz
uma delas, entio uma solucao do sistema é 15-1-1 4+ 10-1:2 + 6-1-3 = 53,Logo0
a sclugdo geral do sistema é dada por

x =53 = 23 {mod 30)
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38. Ache 0s restos das seguintes divisoes:
a) 2*° por 7 ) 3'9. 42° + 6% por §
b) 1% por 100 d) 5% - 4841 + 28° por 3

oo 3 = —2 (mod 5, entio 3 = 4 (mod 5,3 = —8 = 2 (mod 5),3* = 16 = 1
{mod 5); dai para 2 frente os resultados se repetem cidicamente de quatro em quatro.
Como 10 = 2 {mod 4), entac 3'° = 4 (mod 5). Por outro lado, como 42 = 2 {mod 5),
entao 422 = 4 = —1 (mod 5),42° = —2 {mod 5),42° = (—1)* = 1 (mod 5), e dai pa-
ra a frente os resultados se repetem também de quatro em quatro. Observando-se
que 5 = 1 (mod 4), deduz-se 42° = 2 [mod 5). Por (ltimo, como 6 = 1 {mod 3},
entao 6 = 1 (mod 5). Juntando as conclusdes pardiais:
3.4 + 68 =4.2+1=4 (moed5)
Portanto, o resio € 4. |

39. Mostre que o numero 22° — 1 é divisivel por 41.

40. Qual é o resto da divisio euclidiana de 15 + 2° + 3% + . + 99° + 100° por 4?
Justifique.
Sugestdo: Dividir a soma dada em 25 grupos de 4 parcelas.

41. a) Mostre que o resto da divisdo de um nimero por 10 ¢ seu algarismo das uni-
dades e que o resto da divisao por 100 é o numero formado pelo dois Ul-
timos algarismos do nimero dado.

b) Ache o algarismo das unidades de 771,

) Ache os dois ultimos algarismos de o'9”)

a) Seja N um inteiro positive. Como ja vimos, pode-se representar N pela expressao
N=ga,+a,-10+0a,-102 + .. +a,-10 (0= gy a5, .0, = 9)

Dal sequem duas possibilidades de escrever o nimero M:N = a; + 10 g (quando se poe
10 em evidéncia nas r Ultimas parcelas do segundo membro}e N=a, + a,- 10+ 100-¢
fquando se pde 100 em evidéncia nas r — 1 tiltimas parcelas do sequndo membro}.
A primeira igualdade mostra que o resto da divisao de N por 10 é g, — algarismo
das unidades de N. E a sequnda que o resto da divisdo de N por 100 é g, + a,-10, ni-
mero formado pelos dois ultimos algarismos de N (por gué?).

As partes b) e ¢} ficarn apenas propostas. L



42,

43,

44,

45,

47.

Se p e p + 2 sdo numeros primos, entao eles se denominam primos gémeos. E
0 caso, por exemplo, de 3 e 5.

Sep>3eosnlmerospept2sio primos gémeos,prove queasomap + (p+2) =
= 2p+2 é muttiplo de 12.

Sugestgo: Sendo a soma um nimero par, entdc a principio essa soma poderia
ser congrua a 0, 2, 4,6, 8, 10 modulo 12. Mostrar gue todas essas possibilidades,
exceto a primeira, levam a uma contradicao.

Prove que se a = b {mod m} e it é um divisor de m, maior que 1,entdioa=b
{mod n).

Demonstre:

a) a =a (mod 6)

b)a*=0,10u8 (mod9)

¢) Se a é um inteiro que nio é divisivel por 2 nem por 3, entic @ = 1 (mod 24).
d) Se @ é um cubo perfeito, entao a = 0,1 ou —1 {mod 9).

_Rusolusio

d} Por hipotese, a = b* para algum inteiro &. Mas b = 0, =1, £2, =3, 14 {mod 9). Por-
tanto &% = 0, =1, 28, £27, +64 (mod 9. Como 8 = —1 (mod 9), —8 = 1 {mod 9),
27=0(mod 9, 27 =0(med 9,64 =1 {mod 9) e —64 = —1 {mod 9), entao
a=b"=010u 1 (mod 9}.!sso significa que o resto da divisdo de um cubo perfei-
1 por 9 é 0,1 ou 8 {que corresponde a —1}, n

a) Encontre um inteiro x tal que x = 3 (mod 10}, x = 11 (med 13) e x = 15
{mod 17) (Regiomantanus, século XVI1).

b} Encontre um inteire x tal que x = 3 (mod 11}, x = 5 {mod 19) e x
(mod 29) (Euler, século XVIII).

10

. Resolva, mediante o teorema chinés do resto, os seguintes sistemas:

al x=1{mod 10), x = 4 (mod 11), x == 6 {mod 13}
b) x=5{mod 7),x= —1 {mod 8), x = & (mod 10)

Um bando de 17 piratas, ac tentar dividir igualmente entre si as moedas de uma
arca, verificou que haveria uma sobra de 3 moedas. Sequiu-se uma discussao,
na gual um pirata foi morto. Na nova tentativa de divisao, ja com um pirata a
menos, verificou-se que haveria uma sobra de 10 moedas. Nova confusao, e mais
um pirata foi morto. Entao, por fim, eles consequiram dividir igualmente as moe-
das entre si. Qual ¢ menor numero de moedas que a arca poderia conter?

(5> 6 €3



CAPITULO i . .
RELACOES, APLICACOES, OPERACOES
Ii-1 RELACOES BINARIAS

1. CONCEITOS BASICOS

1.1 Produto cartesiano

Definicdo 1: Dados dois conjuntos, £ e £, ndo vazios, chama-se produto cartesia-
no de E por F o conjunto formado por todos os pares ordenados (x, y), com x em £
eyemfF.

O conceito de par ordenado ¢ tomado aqui como primitivo, postulando-se que
X ¥) = (u, v) se, e somente se, x = u e y=v.

Costuma-se indicar o produto cartesianc de £ por F com a notagdo £ x F (l&se
'E cartesiano F7). Assim, temos:

ExF={{xy}|xEEey€EF}

1.2 Relagio binaria

Na Matematica, e até no dia-a-dia, temos de tidar freqUentemente com “relacbes”

entre elementos de um conjunte £ ou entre elementos de dois conjuntos distintos,
EerF

(o) 63 o)



Por exemplo, se E indica os membros de uma familia (pais e filhos, apenaS)
sao relagdes entre elementos de E:

= & irmao de y”; -‘

*"x & pai de y".

No terreno da matematica, se £ = F = R {conjunto dos ndmeros reais), sao “rela~i
¢oes” entre elementos de R: ‘

l
* a igualdade {x = y); %
= a desigualdade (x # y); 1
= “x & menor que y" (x < y); j
cx+y=10. j

Para outro exemplo, consideremos £={0,1,2,3, ..} e F={.., —3, =2, —1}. Entilo,
& uma relacdo entre elementos de Ee F. i

* x + y =0, em que x representa um elemento de £ e y um elemento de F. ‘

De situagdes como essa, decorre naturalmente uma idéia informal de “relagdo™
€ um sistema R constituido de; |

1) um conjunto E {chamado conjunte de partida);

2) um conjunto £ {chamado conjunte de chegada);

3) uma sentenca aberta p(x, y), em que x é uma varidvel em £ e y uma varia’-i
vel em F, sentenca essa tal que, para todo par ordenado (a, b) € E x F, a proposicao!
pla, b) é verdadeira ou falsa, i

Quando pla, b) é verdadeira, diz-se que “a estd refacionado com b mediante (ou
através de) R" e escreve-se

aRb

Se pla, b} é falsa, diz-se que “a nédo estd relacicnado com b mediante (ou através
de) R" e escreve-se
afb

Por exemplo, se R indica a relacdo em que o conjunto de partida e o conjunto
de chegada sdo iguais a R e a funcic proposicional é x* + y = 0, entdo
TR{=1},{—=3)R{—-9) e 0RO
ao passo que
01, (-MF(-4) e3K6

O conjunto dos elementos a € E tais que aR b, para pelo menos um elemento
b € F, é chamado dominio da relacdo e é denctado por D{R}.E o conjunto dos ele-
mentos b & F tais que, para pelo menos um elemento a € E, verifica-se aR b, é cha-
mado conjunto imagem da relagdo e é denotado por Im(8).

Por exemplo, considere a relagdo “ser pai de” numa familia constituida de 5 mem-
bros: o pai é g, a mae é b, e os filhos m, n e r. Nesse caso, podemos considerar o
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conjunto de partida e o conjunto de chegada iguais a {a, b, m, n, r}. Obviamente o
dominio da relagdo considerada é {a} e o conjunto imagem é {m, n, r}.

Qutro exemplo: se indicarmos por R a relagao que tem como conjunto de par-
tida {0, 1, 2, 3, ..}, conjunto de chegada {.., —3, =2, =1} e fungao proposicional
dada por y = —2x, entdo D(R) = {1, 2,3, ..}, 30 passo que Im(R) = {—2, —4, -6,..}.

Segue uma definicdo mais precisa da relagao, usando-se apenas a linguagem
de conjuntos.

Defini¢do 2: Chama-se relacdo bindria de £ em F todo subconjunto Rde £ x F,

Logo:

(R é relacdo de £ em F} se, e somente se, R C Ex F

Conforme essa defini¢do, R é um conjunto de pares ordenados {a, b) pertencentes
a ExF.

Para indicar que (a, b) € R, usaremos algumas vezes a notagao

aRb

{la-se “a erre b" ou “a relaciona-se com b segundo R”).

se {a, b) & R, escreveremos af b.

Os conjuntos E e F sdo deneminados, respectivamente, conjunto de partida e
conjunto de chegada da relacao R.

Vale notar que essa definicdo pode ser considerada equivalente 3 idéia de rela-
¢ao dada no inicio, desde que admitamos a existéncia, para cada parte R de £ x F,
de uma funcdc proposicional px, y), com x & variavel em F e y é variavel em F, funcio
essa que tem como conjunto verdade R,

No que segue, até por simplicidade, ao considerar ou ao nos referirmos a uma
relacéo R, estaremos pressupondo a definicao 2.

Exemplos 1:
19)Se £=1{0,1,2 3} e F={4,5, 6}, entio:
Ex F=1{(0,4),(0,5), (0, 6),(1,4), (1,5),{1,6), (2,4, (2,5), 2,6), 3,4), (3, 5), (3, 6)}
Qualquer subconjunto de £ x F é uma relacido de £ em F. S3o exemplos de
relagoes:
%
R, =1{(0, 4}, (0, 5), (0, &)}
R, ={(0,4), (1,4, (1,5, (2, 6)}
Ry = {(2,5). (3, 6}}
2")Se E=F=7Z,entao F x F é o conjunto formado por todos os pares ordena-
dos de numeros inteiros. Um exemplo de relacdo de 7 em 7 é:
R={xEZx Z{x=—-y}=
= (=) (=2,2), (=1, 10,(0,00, (1, =1}, ..., (n, —n), .}
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3%) Se E= F = R, entac £ x F é o conjunto formado por todos os pares orde-
nados de ndmeros reais. Um exemplo de relagdo de R em R é: '

R:{(X;Y)ERX[R‘x;Uey;O}

i!

1

1.3 Dominio e imagem
Seja R uma relagao de £em F,

Definicao 3: Chama-se dominio de R o subconjunto de E constituido pelos ele-
mentos x para cada um dos quais existe algum y em F tal que x R y. I
DIR) = ix € £| 3y € F: xRy} '1
Definicdo 4: Chama-se imagem de R o subconjunto de F constituido pelos ele-
mentos y para cada um dos quais existe algum x em £ tal que x R y.
Im{RY ={y € F| A x € E: xRy}

Em outros termeos, D(R) é o conjunto formado pelos primeiros termos dos pares or-
denados que constituem R e Im(R) é formado pelos segundos termos dos pares de R.
Assim, voltando aos exemplos anteriores, temos:

19 DR, ={0} e Im(R}={4,5 6}
D(R,) ={0,1,2} e Im(R,) =1{4,5,6}
D(Ry) = {2,3} e Im(Ry)={56}

2Z2YDIRV=Z e ImR)=Z

F)DR) =R, e ImR) =R,

1.4 Representacoes

a) Grafico cartesiano

Grande parte das relagbes estudadas em matematica sdo relagbes em gue
E (conjunto de partida) e F (conjunto de chegada) sdo subconjuntos de [. Nesses
casos, o grafico cartesiano da relagao é o conjunto dos pontos de um plano
dotado de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujas abscissas
sdo 05 primeiros termos e as ordenadas os sequndos termos dos pares que cons-
tituem a relacéo.
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£xemplos 2:

19) R, = {(0,4),{0, 5), (0, &)}

Y &
6
5
4 &
-
0 1 2 3 X

o lff-

R, = 1{(0,4). (1,41, 5), (2, 6)}

V&
&

5

4

PR “S—
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PVE=RF=ReR={xERxR|x=0ey=0}

yA

b} Esquema de flechas

Quando £ e F sdo conjuntos finitos com “poucos” elementos, podemos indicar
uma relacdo de £ em F da seguinte forma: representamos E e £ por meio de diagra-
mas de Venn e indicamos cada (x,y) € R por uma flecha com “origem”x e “extremi-
dade” y.

Exemplo 3:
E=1{0,1,2, 3}
F={4,5,6}

R ={(0,4,(1,4,0,5), 2 6)
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1.5 Inversa de uma relacao
pefinicdo 5: Seja R uma relagdo de £ em F. Chama-se relagdo inversa de R, e
indica-se por R™!, a sequinte relacio de F em E:
R'={y,x€EFxE|x,y) €R}
Exemplos 4.
1) E=1{0,1,2,3}, F=1{4,5,6} e R ={{0, 4), (0, 5), (0, 6)}, entao:
R =1(4,0),(5,0), (6,0}
2 E=RF=ReR={{xy) € R?|y=2x}, entic:
R ={yx ER |y=2}={x,y) €ER? | x=2y}
3y E=RF=ReR={lxy € R?|y=x?, entéo:
R ={y ER? |y=x}={lky) € R* | x =y}
Representa¢do de R’
a) Se a relacdo R admite um gréfico cartesiano, entio o mesme ocorre com R\,
Notando-se que {x, ¥) € R se, e somente se, (y,x) € R, entdo o gréficode R ' é
simeétrico do grafico de R relativamente a reta de equacao y = x. Exemplos:

¥4 y

b) Dado o diagrama de Euler-Venn de uma relacéo R, obtemos o diagrama de
R™" simplesmente invertendo o sentido das flechas. Por exemplo, se £ =10, 1, 2, 3},
F={4,56)e R={(0,4),0,4),(1,5), 2 6), temos:

ISt &, Rt = {(4, 0), (4, 1), (5, 1), (6, 2)).
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Propriedades: Decorrem diretamente da definicio de relacao inversa as pro-

priedades seguintes:

al DR = Im(R)
b} Im(R "} = D(R)
(R YT=R

Exercicios |

1.Sejam E={1,3,5,7, 9} e F=1{0,2,4, 6.
a) Enumere os elementos das seguintes relagdes de £ em F:
R'I :{(X;YH,V:X - 1}
Ry ={6y) | x <y}
Ry=1xy) |y =3x
b) Estabeleca o dominio e a imagem de cada uma.
2. Sabe-se que £ é um conjunto com 5 elementos e R = {{a, b}, (b, ¢}, (¢, d), {d, e)}

é uma relagao sobre £. Pede-se obter:

a) os elementos de E;

b} dominioc e imagem de R;

) os elementos, dominio e imagem de R ™;
d) esquema de flechas de R.

.Sendo R = {{x, y) | 4x? + y* = 4} uma relagdo sobre R, pede-se:

a) o grafico cartesiano de R;
b) o dominio de R;

q) aimagem de R;

d) descrever R,

. Seja R a relacdo sobre o conjunto N* definida pela sentenga x + 3y =10. Pede-
se determinar:

a) os elementos de R;
b) o dominio de R;

¢) a imagem de R;

d) os elementos de R~

. Sejam E e F dois conjuntos finitos com m e n elementos, respectivamente.

a} Qual é o numero de elementos de £ x F?
b} Qual é o numero de relagbes de £ em F?
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6. Seja R uma relagdo binaria sobre o conjunto E e R’ a negacgao de R, isto €,
R = {x, y) | x#y}. O que se pode conciuir sobre R N R'e RU R?

7. Sejam R, e R, duas relagdes binarias em E.Que significado tém R,U R, e RN R;?
O que significa a inclusao R, C R,?

1.6 Relagéo sobre um conjunto

Definigao 6: Quando £ = F e R é uma relagdo de £ em F, dizse que R € uma
relacdo sobre E ou, ainda, R & uma relacgo em E.

As relacdes sobre E vao merecer um destaque especial neste livro. Veremos
algumas propriedades que as relagbes sobre E podem apresentar e, em seguida,
estudaremos dois tipos de relacdes sobre E extremamente importantes: as relagdes
de equivaléncia e as relacbes de ordem,

No estudo das relacdes sobre £, em que E é conjunto finito com “poucos” ele-
mentos, é muito Util a representacio através do esquema de flechas, que pode
ser assim simplificado: representamos os elementos de £ por pontos de um retan-
gulo e indicamos cada par (q, b) da refacdo através de uma flecha com “origem”
a e "extremidade” b. No caso de (a, a) estar na relacio, usa-se um “laco” envolven-
do a, conforme mostra o exemplo a seguir,

Exemplo 5:0 esquema ao lado repre- E
senta a relagdo R = {{a, a),(a, b), (b, ¢),

{c, a}} sobre £ =1a, b, c}. ( a '

o4

1.7 Propriedades

Daremos a seguir as principais propriedades que uma relagao R sobre £ pode
verificar,

a) Reflexiva

Definicao 7: Dizemaos que R é reflexiva quando todo elemento de F se relacio-
Na consigo mesmo. Qu seja, quando, para todo x € E, vale xR x.

Se designarmos por A; o conjunto de todos os pares {x, x), com x € E, entao
R é reflexiva quando A; C R.
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Exemplos 6:

12) A relacio R = {(a, a), (b, b}, (c, ), {a, b), (b, ¢)} sobre £ ={a, b, ¢} é reflexiva,
pois aRa, bRb e cRe.

27} A relacao R de igualdade sobre o conjunto Z dos nimeros inteiros xRy
se, e somente se, x = y é reflexiva pois x = x, para todo x € Z.

32) A relacéo R de paralelismo definida sobre o conjuntoe £ das retas do espage
euclidiano xRy se, e somente se, x // y é reflexiva, pois x // x, para toda reta x.

Contra-exemplo 1:

Notemos que uma relagao R sobre E néo é reflexiva quando existe um elemen-
to x em £ tal que x# x.

Assimn, por exemplo, a relagao

R=1{{a, a), (a b), (b a) (b, b) (b c}} sobre E = {a, b, ¢} nao é reflexiva, pois c#c.
b) Simétrica
Definicao 8: Dizemos que R € simétrica se vale yRx sempre que vale xRy. Ou

seja, se xRy, entdo yRx.

Exemplos 7:

12} A relacdo R = {{a, a}, (g, b), (b, a), (c. ¢)} é uma relacdo simétrica sobre
F=1a,b,c}.

2%} A relacdo R de perpendicularismo definida sobre o conjunto £ das retas do
€spago

xRy se, e somente se, x L y

€ simétrica, pois, para duas retas x e y quaisquer,x L y =y | x.

37) A relagdo R sobre o conjunte () dos nimeros racionais, definida por

xRy se, e somente se, x* = y?

é simétrica, pois, para dois racionais x e y quaisquer, x% = y* = y?= x2.

Contra-exempio 2:

Notemos que uma relacdo R sobre £ ndo é simétrica se existirem xe yem £
tais que xRy e y&x.

Assim, por exemple, a relacdo
R ={{a, a), (g, b), (b, b), {c, )} sobre E = {a, b, ¢} ndo é simétrica, pois aRb e b&a.
<) Transitiva

Definicdo 9: Dizemos que R ¢ transitiva se vale xRz sempre que vale xRy e
xRz.0u seja, se xRy e xRz, entdo xRz

Exemplos 8:

12) A relagae R = {{a, b}, (b, b), (b, ¢), {a, ¢}, (c, <)} sobre E ={a, b, ¢} ¢ transitiva.
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7% A relagao R de semelhanga (~) definida sobre o cenjunto £ dos tridangulos

do espaco
xRy se, e somente se, x ~ ¥

& transitiva, pois, sendo x, y e z triangulos quaisquer, tem-se:
X~yey~z=x~12z
3¢) A relagdo R sobre o conjunto N dos numeros naturais definida por
xRy se, e somente se, x <y
6 transitiva, pois, dados trés naturais x, y e z, tem-se:
X=yey=szZz=xX=7
Contra-exemplo 3:
Notemos que uma relagdo R sobre E ndo é transitiva se existirem x,y e zem E
tais que xRy, yRz e x&z.
Assim, por exemplo, a relagao
g = {{a, @), (a, ), b, <), (¢, ©}} sobre E ={a, b, ¢}
ndo é transitiva, pois aRb, bRc e aflc.
Da mesma forma, a relagao
s = {(a, b, (b, @)} sobre E = {a, b, ¢} nao é transitiva, pois aSh, bSa e afa.
d) Anti-simétrica
Defini¢do 10: Dizemos que R é anti-simétrica se x = y, sempre que xRy e y R x.
Ou seja, se xRy e yRx, entdo x = y.
E importante destacar a contrapositiva da definicio10: se x # y, entdo x#y ou y#x.
Exemplos 9:
19) A relacdo R = {(g, a), (a, b, (b, ¢), (¢, a)} sobre E = {a, b, c} é anti-simétrica.
2°) A relacao R de divisibilidade sobre o conjunto N dos nimeros naturais
xRy se, e somente se, x | y (I&-se “x & divisor de y"}
é anti-simétrica, pois, dados dois nGmeros naturais, xe yse x|y ey | x
entao x = y.
3%) A relacio R sobre o conjunto R dos niimeros reais dada por
xRy se, e somente se, X = ¥
& anti-simétrica, pois, sendo x e y nUmeros reais quaisquer, se X sy ey <X,
entdo x = y.
Contra-exemplos 4:
Notemos que uma relacio R sobre £ ndo é anti-simétrica se existirem x e y em
£ tais que x # y e xRy e yRx.
R ={{a, a), (b, bl (¢, ©), b, ©), (c, b)} sobre £ = {a, b, ¢}

Nao é anti-simétrica, pois & # ¢, bRce cRb.
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Qutro contra-exemplo: a relagdo R de divisibilidade sobre o conjunto £ dos
numeros inteiros nao € anti-simétrica, pois 2 # —2,2| —2e —2| 2.

1.8 Diagrama de flechas e propriedades

Quando E é finito e tem “poucos” elementos, é possivel visualizar se uma relagao

R sobre E goza ou nio das propriedades definidas no item anterior observando-se
o diagrama de flechas de R.

Reflexiva

Em cada ponto do diagrama deve haver um laco.

Exemplo: Contra-exemplo:
() @

N N

CIRG G

Simétrica

Toda flecha tem duas "pontas”

Exemplo:
@

g 9,
/ \@/

Contra-exemplo:

[ P————
b ¢

Transitiva

Para todo par de flechas consecutivas existe uma terceira flecha cuja origem ¢
a origem da primeira e a extremidade, a da segunda.

Exempla: Contra-exemplo:

(&3 14 )



Anti-simétrica

Nao ha flechas de duas pontas.

Exemplo: Contra-exemplo:
Q :
m
: ; b ©

8. Seja R a relagdo em £={1,2,3,4, 5} tal que xRy se, e somente se,x — y é
multiplo de 2,

a) Quais 530 os elementos de R?
b} Faca o diagrama de flechas para A.
) R é reflexiva? R é simétrica? R é transitiva? R é anti-simétrica?

9. R é uma relacdo sobre £ = {a, b, ¢, d} dada pelo p -
esquema de flechas ao lado. Que propriedades O..__.._....-Q

R apresenta? l /

10, Que propriedades apresenta a relacao 5 dada pelo

esguema ao lado? (?1——-—-#@
c

11. G conjunto E = {a, b, ¢, d, e} é formado pelos cinco filhos de um mesmo casa
Seja R a relagdo sobre £ assim definida:

xRy se, e somente se, x é irmao de y
Que propriedades R apresenta?

Nota: x é itmao de y quando x # y € x e y tém 0s mesmos pais.

12. Seja £ o conjunto das retas que contém os lados de um hexagono regular abcde

a) Quantos elementos tem o conjunto E7
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13.

14.

15.

16.

b) Indique quais sdc s pares ordenados que constituem a relacdo R em £ assim
definida: .
xRy « x é paralela ay
¢} Quais sac as propriedades que R apresenta?
Nota: x é paralela a y quando x = y ou x M y = J, com x e y coplanares.

Seja £ = {1, 2, 3}. Considerem-se as seguintes relacées em F:
R,y =1{1,1),2,2,3,3)}

R, ={(1, 1), (1,2)(1,3),(2,2).(2,3), (3, 3)}

Ry =1{1,2),(1,3),(2,1),{2,3),(3, 1), (3,2, (3, 3)}

R,=ExE

Rs=J

Quats sdo reflexivas? E simétricas? E transitivas? E anti-simétricas?

Construa sobre o conjunto £ = {1, 2, 3, 4} quatro relagdes R,, R,, Ry e R, de
modo que R, sé tem a propriedade reflexiva, R, sé a simétrica, R, s0 a transi-
tiva e R, sO a anti-simétrica.

Sugestdo: Faca os diagramas de flechas.

Dé um exemplo de relagcido R sobre o conjunto £ = {a, b, c} que tenha as pro-
priedades simétrica e anti-simétrica. D& um exemplo de relagao S sobre £ que
nao tenha as propriedades simétrica e anti-simétrica.

Descreva uma a uma todas as relagdes binarias sobre o conjunto £ = {a, b}.
Em seguida, identifique quais sdo reflexivas, quais sao simétricas, quais sao tran-
sitivas e quais sao anti-simétricas,

1.9 Grafico cartesiano e propriedades

Seia R uma relagdo sobre o conjunto R dos nlimeros reais e seja G, seu grafico

cartesiano.

Quando R é reflexiva, temos (x, x) € R para todo x real, ou seja, a reta bissetriz do

12 e 37 quadrantes do planc cartesiano € parte de Gg. E a reciproca também é valida.

pois x = x - 1, ¥x, ou seja, todo par {x, x) esta
em R. A bissetriz estd contida no grafico de
R, que é um semi-plano.

Exemplo 10;
R={lxy) €R?|y=x- 1} & reflexiva,
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Quando R é simétrica, se (x, ¥y} € R, entdo (y, x) € R, ou seja, Gy é simétrico re
|ativamente 3 bissetriz do 17 e 37 quadrantes do plano cartesiano. E a reciproc
também é valida.

Exemplo 11:

R={xy) € R?|x? + y? = 9} é simétrica,
pois para todos x e y reais:

X2+y2€_9=>y2+x2£9

Se 0 ponto (x, ¥} € R, seu simétrico relativa-
mente a bissetriz (y, x) € R.

Dispomos, entae, de mais um recurso para
verificar se R é reflexiva ou simétrica: observar seu grdfico cartesiano Gp.

[ Exercicios ]

17. Esboce os gréficos cartesianos das seguintes relagdes sobre R:
Ri={lxy) [x +y=2j Ra={loyn | x* +x=y* +y}
Ry ={06y) | +y2 =1} Rs = {lx, y) | x* + y* = 16}
Ry={xy) [ X +y' = 4

18. Das relagdes do exercicio anterior, quais sao reflexivas? Quais sao simétricas

19. Eshoce os graficos cartesianos das seguintes relacdes sobre R

Ro={lxy) |y = x} Ry ={tey) 1 x2 = y*}
Ry =1 y) [ xy =12} Rio=1lxy) |y = x*}
Rs = {00 y) [ x* + 4y? = 4}

20. Das relacdes do exercicio anterior, quais sao reflexivas? Quais sdo simétricas

li] _“Exarcicios complementares

C1. Seja £ um conjunto finitc com n elementos.
Quantas sdo as relagbes bindrias sobre £?
Quantas dessas relacdes sao reflexivas?
Sugestdo: Use o fato de que uma relagao R sobre £ é reflexiva se, e somente s
R=A UR, em que A; = {(x, x) | x € E} e R"é um subconjunto de Ex £ — A,
Quantas dessas relacdes sao simétricas?
Sugestdo: Use o fato de que uma relagio R sobre £ ={a,.a,, a3, ... g,} & simétr
case,esomentese,R=5US 'em que § é um subconjunto de E x E constitu
do por pares da forma {a;, ,), com i = j.
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€2. Prove que, se uma relacdo R é transitiva, entdo R~ também o é,
Sugestdo: Tome (x, ¥) e (y, z) em R ' e mostre que (x, z) estd em R~

€3. Sejam R e S relagdes no mesmo conjunto E. Prove que:
A R'NST'=(RNS!
byRTUS ' =RUS
¢} Se R e S sdo transitivas, entdo R M § & transitiva.
d) Se R e 5 sdo simétricas, entdo R U 5§ e R N 5 sao simétricas.
e) RUR ' ésimétrica.

2. RELACOES DE EQUIVALENCIA

2.1 Relacdo de equivaléncia

Definigdo 11: Uma relagdo R sobre um conjunto £ ndo vazio é chamada relacdo |
de equivaléncia sabre £ se, e somente se, R é reflexiva, simétrica e transitiva. Ou seja,
R deve cumprir, respectivamente, as sequintes propriedades:

(i) se x € E, entdo xRx:
(i) sex,y € Ee xRy entdo yRx;

(iii) sex, y,z& EexRyeyRz entdo xRz

Exemplo 12

12) A relagdo R = {{a, a), (b, b}, (¢, ¢, (a, b), (b, a)} @ @
sobre £ = {a, b, ¢} € uma relagio de equivaléncia. \

2%) A relagao de igualdade sobre B é uma relacio @
de equivaléncia, pois:

(Vi )xER=x=x)

Yx.yx=y=y=x)

(Vx,y,2) (x=yey=z=x=2)

3%) A relagdo de congruéncia médulo m (em que m € Z e m > 1) sobre Z,
definida no item 7 do capitulo 2, é uma relacac de equivaténcia, pois:

(V) (x € Z = x = x {mod m}}

(Vx,y) (x =y (mod m) = y =x {mod m)}

(VYx,y,2)ix=y(modmley =z(mod m) = x =z (mod m))

4%) A relagdo de paralelismo definida para as retas de um espaco E euclidiano
{ver exercicio 12 deste capitulo) é uma relagao de equivaléncia, pois, sendo x,y e z
retas de £, tem-se:

(i) (x//x)
(i) (x//y=y/x
(i} (x//yey/lz=x//2)
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21. Quais das relaghes abaixo so relagbes de equivaléncia sobre £ = {a,b,c}?

={{a, a), (b, b), (¢, )}
92 ={{a, a), (b, b), {c, 0), {a, b), (b, 0}, (a, O)}
Ry = {la. a), (b, b), (a, b), (b, a)}
R,=ExE
=0

22, Quais das sentengas abertas abaixo definem uma relagao de equivaléncia em Z7?

al x =y (mod 3)
b) x|y

O x=y

d} mdelx, y) =1
eyxty=7

23. Seja £ o conjunto dos tridngulos do espago geemétrico euclidiano. Seja R a re-
lacdo em E definida por:

xRy se, e somente se, x é semethante a y

Prove gue R é de equivaléncia.

24, Seja £ o conjunto das retas de urn plano «. Quais das relagdes abaixo definidas
sao relacdes de equivaléncia em E?

a} xRy se, e somente se, x // y
b) xSy se, e somente se, x Ly

25. Considere a relagao R sobre N x N definida por:
(g, b}R(c, d) se, e somentese,a + b=c+d

Prove gue R é uma relacio de equivaléncia.

26, Pense na relacio S em Z x Z* definida por:
{a, b)S{c, d) se, e somente se, ad = bc
Prove que S é uma relacdo de equivaléncia.

2.2 Classe de equivaléncia

Definicao 12: Seja R uma relacao de equivaléncia sobre £. Dado a, com a € £,
hama-se classe de equivaléncia determinada por a, médulo R, o subconjunto de a
de £ constituido pelos elementos x tais que xRa. Em simbolos:

a ={x € E|xRa}
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2.3 Conjunto-quociente
Defini¢do 13: O conjunto das classes de equivaléncia modulo R serd indicado
por £/R e chamado conjunto-quociente de £ por R.

Exemplos 13:
1?) Na relacdo de equivaléncia R = {{a, a), (b, b), (¢, ¢), (a, b}, (b, a)} temos:

a = {a, b}
~ a fa
2l G, ©
c ={c}
E/R = {{a, b}, {c}} @
2°) A relacdo R de congruéncia modulo m (m € Z e m > 1) sobre 7 é uma
relagdo de equivaléncia. Como é o conjunto-quociente Z /R?

(i) Sendo a € 7, efetuemos a divisao euclidiana de a por m, obtendo o quo-
ciente g e o resto r. Temos

a=mg+r e O0=r<m
e dai vem: :

Portanto:

Concluimos que a é uma classe igual a r, em que r é o resto da divisdo de a
por m.Como r €40, 1,2, .., m — 1}, vern:
a€{0,1,2,..m—1}
(i) Suponhamos que existam duas classes, ¥ e 5, iguais em {0,1,2,..m— 1},
representadas por elementos r e 5, digamos r << s. Entao:
r=se0=r<s<m
Der = s segue que r = s {mod m) e, portanto,m [ s -r;como Q0 < s —r < m,
isso é impossivel.
Concluimos que {0, T, 2, .., m — 1} é constituido por exatamente m elementos
distintos dois a dois, ou seja:
ZiR={0,1,2,..m—1}
Proposicao 1: Seja R uma refagdo de equivaléncia sobre £ e sejama &€ Ee bE E.
As sequintes proposicdes sao equivalentes:
(aRb (haecb (hbEa (Via=b
Demonstragdo: Devemos provar que {I) = () = (i} = IV} = ().
(I) = {I): E decorréncia de definicdo de classe de equivaléncia.

(Il = (llI): Como a € b, entido aRb. Dai, pela simetria de R, bRa e, portanto,
bEa.
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() == (IV): Por hipatese, b € a, ou seja, bRa. Lago, a R b.Temos de provar que

5(:595(25.

para provar a primeira dessas inclusdes, tomemos x € a.Entéo, x R a e, levando

em conta que aRb, concluimos, pela transitividade de R, que xRb. Dai x € be,

entao, a C b.

Analogamente se prova que b C a.
(Iv) = {(t: Como a € a e b € b, 0s conjuntos a e b nao sso vazios. Tomemos

umx € a = b.Entdo, xRa e xR b. Dai, pela simetria de R, valem aRx e xR b. A transi-
tividade de R garante, entdo, que aRb. #

27.

28.

29,

30.

£ |

Seja F= {x € Z | =5 < x = 5} e seja R a relagao sobre £ definida por
xRy se, e somente se, x* + 2x = y> + 2y

a) Mostre que R € uma relagae de equivaléncia.

b) Descreva as classes de equivaléncia 0, —2, e 4.

Sejam £ = {x € Z | [x] = 3} e R a relagéo sobre E definida por
xRy se, e somente se, x + [x| =y + |y

al Mostre que R é uma relagac de equivaléncia,

b} Descreva o conjunto-guociente £/R.

Considere o conjunto £ = {x € Z | 0 = x = 10} e sobre ele a relagéo R de con-
gruéncia modulo 4, que é de equivaléncia,

a) Descreva as classes de equivaléncia 0 e 1.

b) Descreva o conjunto-quociente £/R.

Seja R a relacao sobre Q) definida da seguinte forma:
XRy se, e somente se,x —y E Z

a) Prove que R € uma relacio de equivaléncia.
b) Descreva a classe 100.
¢} Descreva a classe 0,5.

- Considere a relacio § sobre R definida da seguinte forma:

xSy se, e somente se, x — v & ()
a) Prove que S é uma relaciio de equivaléndia.

1
b) Descreva a classe representada por 7

¢) Descreva a classe @, quando a € Q.

d) Descreva a classe v 2 .
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32,

33.

34.

35.

Pense na relagio T sobre C definida por
(x + yi)T{z + ti) se, e somente se,x* + y> =272 + ¢/
com x, ¥, Z e I reais.

a) Prove que T é uma relagdo de equivaléncia.
b) Descreva a classe 1 + .

Mostre que a relagao R={{a + bi,c + di) | b= d} é uma relacio de equivalén-
cia sobre C e descreva o conjunto-quociente C/R.

Mostre que a relacio $ sobre R? definida por

(x,,¥,)5{x; ¥;) se, e somente se, X,y = X3V,

é uma relacdo de equivaléndia. A seguir descreva as classes (0, 0)e (1, 1). Final-
mente descreva R%/S.

Mostre que a relacio T sobre R? definida por
(x,, ¥1)Tix5 yo) 58, € somente se, xy — Yy = X3 — ¥y

é uma relacéio de equivaléncia. A sequir descreva (1, 1), {1,3) e R*/ T.

2.4 Particao de um conjunto

Definicdo 14: Seja £ um conjunto ndo vazio, Diz-se que uma classe F de sub-

conjuntos nao vazios de £ é uma particdo de E se, e somente se:

a) dois membros quaisquer de % ou sdo iguais ou sdo disjuntos;
b) a unido dos membros de F é igual a E.

Exemplos 14:
19 % =1{{1},12, 3}, {4}} ¢ uma particdo do conjunto £ = {1,2,3,4}.

N

2 3

£

2%} Sejam:
P={x € 7|xépar}
I={x € Z | x é impar}

entio F = {P, 1} é uma particao de Z.

P
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32) F =1{]-%,0L[0, 21,12, +2[} & uma particio de R

1=, 01 [0, 2] §12, +o9

R

Provaremas que, através de uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto E,
fica determinada uma particao de £ (propasicao 2). Em seguida, provaremos a re-
ciproca, ou seja, que a cada parti¢do de £ pode ser associada uma relacdo de equi-
valéncia sobre E (proposi¢ao 3).

Certos conceitos matematicos, como os de nlmero inteiro, nimero racional,
numero real, vetor, etc., sao fixados no plano formal através de relagdes de equiva-
léncia e classes de equivaléncia cuja construcdo se baseia nos teoremas a seguir,

Proposicao 2: Se R € uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto £, entao
E/R é uma parti¢édo de £,

Demonstracdo:

a) Seja a € E/R. Como R é reflexiva, aRa e, portanto, @ € a. Assim, a # J para
todo a € £/R.

b) Sejam a € F/R e b € E/R tais que a M b # . Provaremos que @ = b.

De fato, seja y € a N b.Entdo,y € ae y € b e, portanto, yRa e yRb. Dai, aRy
e yRb e, portanto, aRb. A proposicao 1 garante, entio, que a = b,

¢} Provemos que Ja=F.
acsE

(i) Para cada a € E, temos @ C F; portanto, Ja C E.
aEE

(i} Sendo x um elementc qualquer de E, entdo xRx. Dai, x € X e, por conse-

quinte, x € {Jq.
asE

Assim, £ C Uq. #
asE

Proposicao 3: Se & é uma partiio do conjunto E, entdo existe uma relacio R
de equivaléncia sobre £ tal que E/R = F.

Demonstracdo: Seja R a relacac sobre E assim definida: xRy se, e somente se,
dA e F tal que x & Aey € A ou seja, x estd relacionado com y quando existe

Um conjunto A da particao 7 ao qual pertencem x e y. Provaremaos que R € relagao
de equivaléncia,
Temaos:

{i} Para todo x em £ existe um subconjunto A C £ tal que A € & e x € A; por-
tanto, xRy,

| (i) Se x e ¥ sac elementos quaisquer de £ tais que xRy, entdo x, y € A, para
39um A € % Obviamente, ento, y, x € A Logo yRx. #
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(i) Sejam x, y e z elementos quaisquer de E tais que xRy e yRz. Isso significa
que x,¥y € Aey z € B, para convenientes A, B € %. Logo,y € A ey € B. Como
dois conjuntos quaisquer de % que nao sao disjuntos sjo necessariamente iguais,
entao A = B. Desse fato decorre que x e z pertencem ao mesmo conjunto da clas-
se %. De onde, xR z,

Exemplo 15: Dada a parti¢do ¥ = {{a, b, ¢}, {d e}l de E={a, b, c. d e}, a ela
podemos associar a relacio de equivaléncia R = {{a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (b, <), {c, b),
(c.c)la c)(c,a)(d d), (d ) (e, d), (e e)}.

Observar que F/R = {{a, b, ¢}, {d, e}} = %.

g
AN
@ ©

@
@

Exercicios —l

. Qual é arelacio de equivaléncia associada a cada uma das seguintes particoes?
b) ?’_FZ = {{G}, {b}: {Cf d}}

o F={{0,12 +4,..}, {1, £3, 25, ..}}
37. Quais sdo as relacdes de equivaléncia sobre £ = {a, b}?
38. Descreva uma a uma todas as relacdes de equivaléncia sobre £ = {a, b, c}.

39. Quantas sdo as relagdes de equivaléncia que podem ser estabelecidas sobre um
conjunte de 4 elementos?

@ Exercicios complementares

C4. Seja F o conjunto das retas de um plano a e seja P um ponto fixade de «. Con-
sidere a relagdo R em £ assim definida:

xRyse, esomentese, PSS xMy

R & uma relacio de equivaléncia?
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C5. Seja £ um conjunto nao vazio. Dados X, Y € PP(E), mostre que as relacdes
R e § abaixo definidas sao de equivaléncia em P{E);
al XRYse,esomentese, XM A=YNA
h) X5Yse,esomentese, XU A=YUA
em gue A é um subconjunto fixado de E.

€6. Seja R uma relacéo reflexiva sobre £ com as seguintes propriedades:
1) DIRY=E
2) (¥a, b, c € E)ise aRc e bR¢, entdo aRb)
Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia.

C7. Seja R a relagdo sobre Z assim definida:
XRy se, e somente se, x |[yey|x

Mostre que R é uma relagdc de equivaléncia e descreva o conjunto-guocien-
te Z/R.

€8. Seja § a relagdo definida em R? da seguinte forma:
{xq, y1)S (x5, ¥5) se, e somente se, 4)(12 + 9‘\/12 = 4x22 + 9y§
a} Prove que S é uma relagdo de equivaléncia.

b} Descreva geometricamente a classe (3, 0).
¢) Descreva o conjunto-quociente R?/S,

3. RELACOES DE ORDEM

3.1 Relacao de ordem. Conjuntos ordenados

Definicdo 15: Uma relacdo R sobre um cenjunte £ ndo vazie é chamada refacdo
de ordem parcial sobre £ se, e somente se, R € reflexiva anti-simétrica e transitiva.
Ou seja, R deve cumprir respectivamente as sequintes propriedades:

() Se x € E, entao xRx;
(i) Sex,y € £, xRy e yRx, entdo x = y;

i) Sex,y,z€ E xRye ¥Rz, entao xRz.

Quando R é uma relacdo de ordem parcial sobre £, para exprimir que (a, b} € R,
Usaremos 3 notacao g = b (R), que se |é “a precede b na relacio R” ou b seque a
;:itli? R Para exprirTnir que (g, b) € Re a # b, usaremos a notacao a < b (R},
lago g @ precede estritamente b na relagao R” ou “b segue estritamente d na re-
Outra Notacao que se podera usar para exprimir que “a precede b” é“a = b" Mas

iSSO res = - - - . -
Pressupge o entendimento de que, nesse ¢aso,” = " nao significa necessariamen-
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te “menor ou igual a’ no sentido numérico usual. O sentido é aguele definido pelo
contexto da questao em foco. Analogamente, a notagdo “a < b” podera ser usada
para exprimir gue “a precede estritamente b7 com um sentido que nao o usual.

Definigao 16: Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto sobre o qual
se definiu uma certa relagdo de ordem parcial.

Definicao 17: Seja R uma relagao de ordem parcial sobre E. Os elementos a,
b € E se dizem compardveis mediante Rse a < bou b < a.

Definicado 18: Se dois elementos quaisquer de £ forem compardveis mediante
R, entdo R sera chamada relagdo de ordem total sobre £, Nesse caso, o conjunto £
é dito conjunto totalmente ordenado por R. |

Exemplos 16:

19) A relacao R = {(a, a), (b, b}, (¢, ©), (a, b),
(b, ¢), {a, ¢)} é uma relagdo de ordem sobre

E= {a, b, ¢}, conforme se pode notar no dia- /

grama a0 lado. O conjunto £ ¢ totaimente orde-
nado por R, uma vez que nac ha dois pontos
distintos de F que ndo estejam ligados por uma
flecha.

22} A relacao R sobre R definida por

X Ry se, e somente se, x = y (=:"menor ou igual a")

& uma relagao de ordem, denominada ordem habitual, pois:

(Vx){(xER=x=x

Vx,yER (x=yeysx=x=Y)

Wx,y,zER Ixs=yey=z=x<2)

O conjunto R é totalmente ordenado pela relacio de ordem habitual, pois se
x,y€ Rentdox=youy=x

3%) A relacdo R sobre N definida por -

xRy se, e somente se, x | y (|: “é divisor de”) |

¢ uma relacao de ordem, pois:

(¥x)ix e N =x|x

Vx,yeN){xiyey|x=>x=y)

(Wx,y,z€EN)(x|yey|z=x]|2z)
como se pode provar facilmente usando-se o conceito de divisor visto no cap. H- 3.

0O conjunto N é parcialmente ordenado por essa relagdo. Essa ordem nac orde-
na totalmente M porque ha elementos de N ndo comparaveis por divisibilidade,
como, por exemplo,c 2 e 0 3:

243 e 342
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42) A relagdo de incluséo sobre uma familia # de subconjuntos de um dado
conjunto E é uma relacao de ordem, pois:

(W xEF=xTx

Y,y EF)xCyeyCx=x=y)

(Y, v,ZEF) xCyeyCz=xC2)

[~ [Exercicios ]

40, Seja T 0 conjunto dos numeros complexos e sejam x =g + biey=c + di
dois elementos de C. Considere a relacdo R sobre T definida por:
xRy se esomentese, a=ceb=d
a) Mostre que R é uma relagcae de ordem parcial sobre C.
b) Assinale no plano de Argand-Gauss o conjunto A dos complexos 2 tais que
zZR{1 + 2i} e o conjunto B dos complexos z tais que (1 + 2i}Rz.
¢} Decida:  é totalmente ordenado por R?

41. Prove que, se R é uma relagdo de ordem parcial sobre £, entdo R ™' também &,
Nota: Nesse caso, R~ & denominada ordem oposta de R.

42, Seja © o conjunto dos nameros complexos e sejam x =a + biey=c + di
dois elementos de C. Considere a relagdo S sobre € assim definida:

xSyse esomentese,a<<couf{a=ceb=d)

a) Mostre que S é uma relagdo de ordem parcial sobre C.

b) Assinale no plano de Argand-Gauss o conjunto A dos complexos z tais que
z5(1 ~ 2i} e o conjunto B dos complexos z tais que (1 + 2i)Sz.

€} Decida: T ¢é totalmente ordenado por §7

43, Prove que a relacdo S sobre N x N tal que (a, b)S(c, d) se, e somente se, a | ¢
€ b | d é uma relagio de ordem. A relacao S ordena totalmente N x F?

3.2 Representacao grafica simplificada

Para representar uma relacdo de ordem sobre um conjunto finito £, podemos

utilizar um esquema simplificado que substitui 0 esquema de flechas ja visto. E
assim:

1*} quando aRb, ligamos o elemento a ao elemento b por meio de um traco
aSCE‘ndente;

2%) deixamos de desenhar os lacos em torno de cada elemento de £ (nao ex-
POmos a propriedade reflexiva)
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3°} quando existe um traco ligande a com b e um outro traco ligando b com ¢,
deixamos de desenhar um traco ligando a com ¢ (ndo expomos a propriedade
transitiva).

Exemplos 17:
1°VE=1{1,2,3,4,612}
R é a ordem habitual (=).

E é totalmente ordenado por R.

2°)E=11,2,3,4,6,12}
5 é a ordem por divisibilidade.

:
1

1

E é parcialmente ordenado por . §

Exercicios i

;
44. Faca o diagrama simplificado das seguintes ordens no conjunto £ = {1, 2, 4
5,10, 20}:

a) ordem habitual;
b} ardem por divisibilidade.

_2

&
E

45, Faca o diagrama simplificado da retagao de ordem por inclusao em £ = 2({q, b

46. Faca o diagrama simplificado da relacdo de ordem por divisibilidade no conjum:
to £=1{2,3,5,6, 10,15, 30}.
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47. Faca o diagrama simplificado da relagdo de ordem por inclusdo no conjunto
£ ={{a}, {6} {a. b.ch {a, b, d}.{a, b. ¢, d}, {a. b, ¢, d €}}.

3.3 Limites superiores e inferiores
Seja £ um conjunto parcialmente ordenado mediante a relagdo <. Seja A um

subconjunto de £, com A # &,

Definigdo 19: Um elemento L € E é um limite superior de A se, para todo x €A,
valer x < L, isto €, qualquer elemento de A precede L.

Definigdo 20: Um elemento £ € £ & um fimite inferior de A se, para todo x €A,
valer £ = x, isto &, € precede qualquer elemento de A.

3.4 Maximo e minimo

Seja A um subconjunto nao vazio do conjunto £ parcialmente ordenado pela
refagéo =,

Defini¢do 21: Um elemento M € A é um mdximo de A se, para todo x € A,
valer x = M, isto € se M é um limite superior de A e pertence a A.

Definicdo 22: Um elemente m € A é um minimo de A se, para todo x € A, va-
ler m = x, isto &, se m é um limite inferior de A e pertence a A.

Proposiciao 4: Se A é um subconjunto do conjunto parcialmente ordenado F
e existe um maximo (ou minimo) de A, entio ele é Unico.

Demonstracdo: Admitamos que M, e M, sejam mdximos de A. Como M, é ma-
ximo de A e M, € A, entdo M, = M,. Por raciocinio analogo, prova-se que M, = M,.
Logo, M, = M,,

Para o minimo, a demonstracio é semelhante. #

3.5 Supremo e infimo

Definicdo 23: Seja A um subconjunto nao vazio do conjunto parcialmente or-
denado £, Chama-se supremo de A o minimo, caso exista, do conjunto dos limites

u.perrores de A. Chama-se infimo de A 0 maximo, caso exista, do conjunto dos li-
Mites inferiores de A.

3.6 Elementos maximais e minimais

Sej ; - . . .
&a A um subconjunto nao vazio do conjunto parcialmente ordenado E.

Defini¢ao 24: Um elemento m, € A é um elemento maximal de A se nenhum

eleme .
('@Nto de A segue estritamente m,. Em outras palavras: se x € A e m, = x,
entio m, =y
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Definicado 25: Um elemento m, € A é um efemento minimal de A se nenhum
elementc de A precede estritamente mg. Em outras palavras: se x € A e x = my,
entdo my = X.

Exemplos 18:
19)S5e E=RA={xER|0<x=1}=10,1] e a ordem € a habitual, temos:
a) sdo limites superiores de A os nimeros reais L = 1;
b} sdo limites inferiores de A os ndmeros reais ¢ = 0;
¢) o maximo de A é 1;
d) A nao possui minimo;
el osupremode Aé 1;
fy o infimode A é(;
g) 1 € o unico elemento maximal de A;
h) A ndo tem elementos minimais.

infimo maximo e supremo
0 1
e e P —- miistas: -
limites inferiores limites superiores

2°)Se £=1{1,2,3,4,6,9,12,18,36},A = {2, 4,6} e a ordem ¢ a divisibilidade, o
diagrama simplificado abaixo mostra que:

a) os limites superiores de A sdo 12 e 36;
b) os limites inferiores de Asdo 1 e 2;
c) A tem minimo 2 e ndo tem maximo;
d) A tem infimo 2 e supremo 12;

e) 56 2 é elemento minimal de A;

f) os elementos maximais de A sic 4 e 6.




48, O diagrama abaixo representa uma relagdo de ordem R sobre £ = {a, b, ¢, d,

E,f,g; hlf"j}' . 4
i J

a b c

Determine os limites superiores, os limites inferiores, 0 supremo, o infimo, o maxi-
mo e o minimo de A = {d, e}.

49, Seja A= {x € Q| 0 < x* = 2} um subconjunto de Q, em que se considera a re-
lagio de ordem habitual. Determine os limites superiores, os limites inferiores, o
supremo, ¢ infimo, 0 maximo e 0 minimo de A.

50. Utilize ¢ resultado do exercicio 46 e determine os limites superiores, os limites
inferiores, o supremo, o infimo, o maximo e o minimo de A = {6, 10}.

31. Utllize o resultado do exercicio 47 e determine os limites superiores, os limites
Inferiores, o supremo, o infimo, o Maximo e o minimo de A = {{g, 6, ¢}, {a. b, d},
{a.b,c dl}.

32. Considere a relagao R definida em N x N da seguinte forma:
(@, b)R(c, d) se,e somente se,afce b=d

{i Prove que R é uma relaggo de ordem parcial.
(i) Determine os limites superiores, os limites inferiores, o supremo, o fnfimo,
0 maximo e o minimo de A = {(1, 2), (2, )}.
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[:.-J Exercicios complementares

C9. Sejam E e F dois conjuntos totalmente ordenados pela relacao =, Sejam
a={xy)ef ={xy) elementos de E x F, em que esta definida a relacio R
da forma seguinte:

aRB se, e somente se, {x = x'ou(x=xey=y)

Prove que R é uma relacdo de ordem total em £ x F,

C10. Faca um diagrama simplificado da relacdo de incluséo sobre P{F} em que
E={a b,cl,comazb*c+a

HI-2 APLICACOES

4. NOTA HISTORICA (A FORMAGAO DO CONCEITO DE FUNCAO)

56 no século XIX, a idéia de fungao ganharia forma matematica. Mas desde a
Antiguidade ela aparece embrionariamente, como, por exemplo, enitre os babilénios.
Efetivamente, os babildnios foram eximios produtores de tabuas matemdticas. Uma
das remanescentes traz os valores de n° + n? paran=1,2, 3, .., 20, 30, 40 e 50.
Obviamente, ndo seria forcado associa-la & fungdo f cujo dominio é {1, 2,3, .., 29,
30, 40, 50} e que esta definida por f(x) = x* + x°. Mas, como possivelmente essa
tabua foi construida para permitir a resolucdo de equacdes do tipo x* + ¥ = ¢, po-
de-se ver nela ainda o germe da idéia de funcio inversa. De fato, ao se resolver a equa-
gdo x* + x? = 80, por exemplo, o que se procura é o ndmero n tal que f(n) = 80,
ou seja, a “imagem” de 80 pela “fungic inversa® de f.

Em sua obra-prima, O almageste, Claidio Ptolomeu (século Il d.C) deu um
grande passo nessa matéria. Em seu livro | {s3o 13 ao todo) hd uma tabua com as
cordas dos arcos de 1/2° a 180° em intervalos de 1/2°. Essas cordas sdo, na ver-
dade, os ancestrais mais remotos de nossos senos, Como Ptolomeu usou também
suas tabuas em sentido contrario, para achar, por exemplo, o arco de uma dada
corda, é plausivel dizer que a idéia de fungéo inversa também estd presente em
sua obra. Mas o grande passo de Ptolomeu consistiu em mostrar como interpolar
linhas em sua tabua, para qualquer valor da “varidvel independente” (o arco), o que
sugeria um caminho para um estudo computacional de fenémenos continuos.

No periodo medieval ndo se verificaram avancos significativos na formacao do
conceito de funcao. De um lado porque a slgebra literal, fundamental para explo-
rar esse conceito, s6 seria criada no final do século XVI. De outro, porque a ciéncia
ainda nao elegera a descricdo quantitativa dos fendmenas como meta, o que sb
aconteceria no Renascimento, gracas principalmente a Galileu Galilei (1564-1642).
Portanto, ndo sem motivos, ha historiadores que atribuem a esse sabio a criacao
do conceito de funcio.
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Galileu aplicou seu método cientifico principalmente ao estudo do movimento.
por exemplo, em Didlogos sobre duas novas ciéncias (1638}, encontra-se a seguinte
lei: “Os espagos percorridos por um corpo que sai do repouso em movimento uni-
formemente acelerado estéo entre si como os quadrados dos tempos gastos para
percorré—los'.' Qu seja, se para percorrer determinado espago s; o tempo gasto é f,
e se para percorrer um espaco s o tempo gasto é t, entic 2 _ 1;_2 .Com 0 desen-

5 i
yolvimenta e a difusdo da simbolegia algébrica {ignorada por Galileu), essa lei pas-
saria a se escrever assim:
s = kt?
em que k = s,/t}, destacando-se o espago em termos do tempo.

Mas guem primeirc conseguiu fundir & idéia de variabilidade uma simbolo-
gia algébrica conveniente,ao representar lugares geométricos por meio de equagbes
algébricas e fazer a correspondéncia entre as variaveis a fim de poder esbogar o
grafico correspondente, foi o fildsofo e matematico francés René Descartes (1596~
1650), o criador da geometria analitica.

Na segunda metade do século XVIl, o matemdtico alemao G. W. Leibniz (1646-
1718) usaria pela primeira vez a palavra “fungao’ Também se deve a Leibniz a intro-
ducao das palavras “varidvel; “constante” e “pardmetro; hoje corriqueiras na lingua-
gem matematica. Mas a notagac f(x) para indicar uma fungao sé seria introduzida
em 1734 pelo matematico suigo L. Euler (1707-1783).

5. APLICACAO — FUNCAO

Definicao 26: Seja f uma relacdo de £ em F. Dizemos que f é uma aplicacdo
de £ em F se, e somente se:
{i) o dominio de f é £, isto &, D{f) = E;
(i) dade um elemento a € D{f}, é dnico o elemento b € F tal que (a, b) € f.
Se f é uma aplicacdo de F em F, escrevemos:
b = fla) (lé-se “b é imagem de a pela f")
para indicar que (g, b) € f.
Usaremos também a notacio
f:E~=F
Para indicar que f é uma aplicacdo de £ em F.
As vezes, usaremos a notacio
X fix)
Para indicar a aplicagdo f em que f(x} é a imagem do elemento genérico x.
O cenjunto F é chamado contradominio de f.
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lgualdade: decorre diretamente da definicdo de relagio (se¢do 1.2 deste capi-
tulo) a seguinte proposicdo:se f1E —=Fe g £ —F, entdo f = g se f{x) = g{x) para
todo x € £

Fun¢do: se §: £ —=F e o contradominio F é um conjunto numérico (portanto,
F é subconjunto de C), é usual chamar f de funcdo. As vezes, contudo, usa-se a pa-
lavra fun¢ao para designar uma aplicagdo qualquer.

Exemplos 19 e contra-exemplos 5:
12)Se E={a, b, ¢, d} e F={m, n,p,q,r}, consideremos as relagbes de £ em F
seguintes;
(a, ), (b, p), (c, @)}
ta, m), (b, n), {c, ), (d, )}
R; = {la, n), (b, n), (c, q), (d, N}
{

Examinemos os diagramas de flechas:

Ry R,
E F E F
a m a m
b m——— d b —0n
c p c P
q -G
d r d r
E Ry F E Re F
a m a m
—>n .
b v b ]
p .
- ¢ q
d v d r
Temos:

R, e R; sdo aplicacoes;

R, ndo é aplicacdo, pois D(R,) = {a, b, c} # F,uma vez que d & DR );

R4 nao ¢é aplicacio, pois (b, n) € R, e (b, p} € R,, portanto, b tem dois "corres-
pondentes” em F.

2%) Se £ = F = R, consideremos as seguintes relagdes de R em R:

Ry={lxy) € R? | x* =y}

Ro={,y) € R? | x* +y? =1}

Ri={xy ER? |y =x7}
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Examinemos seus graficos cartesianos:

x<¥

A relacdo R, nao é aplicacao, pois, por exernplo, para g = 1 existem b=1e b'= —
tais que (g, b} e (g, b') estdo em R,.

A relacdo R, ndo é aplicacdo, pois D{R,) = [-1, 1] # I e também porque, por
exemplo, para @ = 0 existem b = 1 e &' = —1 tais que (g, b) € R, e (a, b') € R,.

A relagac R; é aplicagdo de It em R.

l Exercicios l

53, 5e £ =11,2,3,4} e F={a, b, c}, quais das relagdes abaixo sdo aplicagdes de E

em F?

R‘l = {(1ra}l( r )! (31 c}}

RZ = {“r a)(( i )f (3; C), 4 C)}

Ry =1{01,0),(1,0), (2 6), 3,0 (4 a)}
Ry={01,.(2,¢), 3, 0,4}

54. Considere a relacio R = {(x,y} € R x R | x? + y? = 9}. R é uma aplicacéo?

55. Considere a relacago R={(x,y) € Z x 7 | mx + ny = 1},em que m e n sdo nu-
meros inteiros dados. Quais sao as condicdes sobre m e n para que R seja uma
aplicagao?

56. Descreva todas as aplicacdes de £ = {0, 1, 2} em F = {3, 4},

37. Descreva como conjunto de pares ordenados a fungdo f: £ — F dada pela lei:

1,sex e @
f(X)z{

—1,sex & Q
Sa0 dados: £ = {0, 1, L. v 2, ﬁl}EF=Z
1: r 21 !3 -

8. Seja £ N x N — N tal que f{x, ¥) = mde(x, y).
Determine £(5, 1), (12, 8), £(3, 7). (0, 5) e £(0, 0).
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59. A aplicacac f: R — R ¢é dada pela lei:
2x + 5,5e x < —1
f)=<x*+2,5e -1 =x=1
3x,5e x >1

. '5 7 . 2
Determine £(0), f (5) f —5). f(\-‘ 3 ) e f(~? .

60. Decida em cada caso se f e g sdo funcdes iguais ou distintas.
=2+ 1
-1
2y ) =19 =x*exe {1, -1, —i}
A =xxERegly) =y’ yci-1,1]

19) flx) = g =x—1exe R — {1}

6. IMAGEM DIRETA — IMAGEM INVERSA

Seja uma aplicagdo f: £ — F.
Definigao 27: Dado A C E, chama-se imagem direta de A, segundo f, e mdF
ca-se por f{A), o seguinte subconjunto de F: :
={f(x) | x € A}
isto &, f(4) é o conjunto das imagens por f dos elementos de A.
Definicao 28: Dado B C F, chama-se imagem inversa de 8, segundo f, e indi
ca-se por £~ '(B), o seguinte subconjunto de E:
FTB) ={xEE| fix) € B}
isto &, £ '(B) € o conjunto dos elementos de E que 1ém imagem em B através de f
Exemplos 20: =
19)Se F={1,3,5,7,9},F={0,2,4,6,8 10,12} e f: F—F é dada por f(x) = x+}
termos:
(43,5, 7 = {£B3), F(5). F(7)} = {4, 6, 8}
£) = {£(1), £3), £(5), £(7), f9)} = {2, 4,6, 8,10}
fid) =
F'§2, 410D = Ix € E| £(x) € {2, 4,108} = {1, 3,9}
FFo, 12 =xeElf e fo,12)}=0

e

*0

f(A)

=12
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2‘.’)SeE:F=[Ref:[R—=-[R?édadapelaleif(x)-——xz,temos;
f({1,2,3}}={1r4:9}

o2 =Umlo<sx=<2t={¢|0=<x=2}=1004]
#-1,30 = | -1 <x <3} =100,9

o, 4,18} = ={x € R|x* € {0,4,16}} = {0, +2, +4}
f1{[19)—{xER|1<x2<9}—[3—11u[1 3]
FRY =xeR[X*<0}=0

7 3

A 4

3?) Seja f: & — R tal que:

_J0,5exE WL
f(x]_{hsexe E—-Q

Temos:

={fx) | x € Q} = {0}
FR-Q={fx|xc R - Q}={1}
FI12,3) = {fx) | x € [2,31} = {0, 1}
FFllol={xeER|fx) =0} =0
4,5 ={x €ER| flx) € [4, 5]} = &

Exercicios

61. O diagrama abaixo representa a aplicacao f: £ — F. Determine:

a flo.h
b) £({3, 4}

a fi{1,2,5h
d) FE)

e) £ {7, 8}
) £ tfoh
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62. Considere a fungao f: R — R dada por f(x) = |x].

Determine;

a) £(1) d) £([—1,1]) g} £, 31)
b) £(—3) e) f(1-1,2)) h) £ -1, 3D)
aF(1 — v2) f} F(R) i) FNRY)

63. Seja £: R — R, dada pela lei:

X,sex <0
=1, "
v X,sex >0

Determine;
a)f([—1, 81 o FIR) e) £ N[—1,16]
b) F(R-) d} £7 (01, 16]) f) FTU(R*)

64. Seja f:N* x N — N dada pela lei f(x, y) = x.

Determine:

a) £(0, 2) d) £ 't{16} 9) f(I, ) o €N
b) £(3, 0} e) £ '({625}) hy 5 '{p}. p primo
<) £(3,4) fy £ {ap N F'qop

7. J\PLICACGES INJETORAS — APLICACC)ES SOBREJETORAS
Seja uma aplicacdo f: F — F,

Definicdo 29: Dizemos que f é uma aplicacdo injetora ou injecdo se dois ele-
mentos diferentes quaisquer de £ tém imagens diferentes. Em outras palavras, se
para quaisquer x,, x, € £, tais que x; # x,, valer £(x;) # f(x,).

Notemos que a contrapositiva da definigdo anterior é:se x;, x, € E e f(x,) = f{x,),
entdo x; = x,.Normalmente se usa essa contrapositiva, que & equivalente a definicio,
para verificar se f & injetora ou nao. .

Negando-se a defini¢do 29, obtém-se uma condicéo para que f nao seja inje-
tora. Logo, f ndo é injetora se existem x,, x, € E, tais que x; # x, € f{x;) = f{x;}

Definigao 30: Dizemos que f € uma aplicacdo sobrejetora ou sobrejecio quan-
do estd verificada a seguinte condicao:

Im(f) =F

Observando-se que, para toda f: £ — F, tem-se Im(f) C F, entao basta provar
que F C Im(f) para estabelecer que f é sobrejetora. Ou seja, basta mostrar que
para todo y € F existe x € F tal que f{x) = y.

Portanto, uma aplicacdo f: £ — F ndo ¢é sobrejetora se existe y € F tal que, qual-
quer que seja x € E, f(x) # y.
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Definigae 31: Dizemos que f é uma aplicacdo bijetora ou bijegdio quando f &
injetora € sobrejetora.

exemplos 21 e contra-exemplos 6:

12)Se £={a,b.c.de F={0,1,2 3,4}, a aplicagdo f = {{a, 1), (6, 2), (¢, 3), (d, 9}
de £ em F é injetora.

Notemos que no esquema de flechas de uma aplicagao injetora nao hi flechas
gue Convergem para o mesmo elemento de F.
£ F

a 0
b 1
__“'2
¢ »3
d 4

Podemas notar também que f ndo é sobrejetora, pois 0 € F e 0 & Im(f).

221 Se E={a, b,c,d} e F={0,1, 2}, a aplicagdo f = {(a, 0}, (b, 1), (¢, 2), (d, 2)} de
£ em F é sobrejetora.

Notemos que no esquema de flechas de uma aplicacéo sobrejetora todo ele-
mento de F serve de extremidade para alguma flecha,

E a [y 0

b
[l

d 2

Podemos notar também que f ndo & injetora, pois ¢ * d e flc) = fld) = 2.
3%) A aplicacdo f: R — R dada pela lei f(x) = 3x — 1 € bijetora, pois:
(i} dados x,, x; & R, temos:
Flix)=Fl)=3x —1=3,—1=x=x
portanto, f é injetora;
(ii) dado y € R, provemos que existe x € R tal que f{x) = y:

3x—1=y=:»3x:y+1:>x=%-le[R

Portanto, f & sobrejetora.

Nota

As aplicacées nao podem ser divididas em injetoras ou sobrejetoras. Hd muitas
€ Muitas aplicacdes que nao sdo injetoras nem sobrejetoras. Por exemplo, a apli-
“acao f: R — R dada pela lei f(x) = x* ndo & injetora, pois

2+ 2efQ=f-2)=4
€ nao ¢ sobrejetora, pois
-1€Re#HxeER|x*=—1
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Exercicios |

65. Quais das seguintes aplicagbes de £={a, b, ¢, d, e} em F={0,1,2,3,4,5} sao
injetoras?
f1={{a, 1), (b, 2, c, 3), (d, 9), (e, 5)}
f,={a 5, (b,4),{c, 2), (d. 1), (e, 0)}
f3=1{(a 0}, (b, 1), {c, 2), (d, 0, {e, 3}}
f4=1(a, 5} (b, 5), (c, 5), {d, 5), {e, 5}
66. Quais das seguintes aplicagbes de £={a, b, ¢, d, e} em F = {1, 2, 3, 4} 530 sobre-

67,

68.

69.

70,

71.

72,

73,

jetoras?

fr=1la, 1), (b, 2). (c, 3),d 1), (e, 3)}
£, =1@, 2, 1), 3).3), e}
f3={la.3),(b,3),(c, 1), (d 2), (e, 1)}
fa={(a,4), (6,4, 2. 3) @)}

Descreva uma a uma todas as aplica¢des injetoras de £={qa, b} em F={1, 2, 3}.
Descreva uma a uma todas as aplicacdes sobrejetoras de F={a,b,c}em F={1,2}.

Determine todas as aplicagdes bijetoras {ou permutagdes) de £ em Esendo £ = {a,
b, ¢} constituido por trés elementos distintos.

Seja 1N x N — N dada pela lei f(x, ¥) = mdc(x, y).
a) Determine: £Q2, 3), £(0, 5) e (24, 36).

b) f & injetora?

¢) f é sobrejetora?

Dé um argumento razodvel para justificar que toda aplicacdo injetora de um
conjunto finito £ em si mesmo é também sobrejetora.

Dé um argumento razoavel para justificar que toda aplicagio sobrejetora de
um conjunto finito £ em si mesmo é também injetora.

Considere as seguintes fun¢des de B em R:

aly=3 d y=2* g) y =sen x

b) y=x + 2 e)y=x y=5sex# 0
Ay=x*—5x+6 f) y= x| ){y—z,sex:o

Quais sdo injetoras?
Quais sdo sobrejetoras?
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74.

75.

76.

77,

78.

79,

80.

81.

Prove que a aplicacio f: RZ — R? tal que f(x, y} = (¥'x, ¥®) é sobrejetora.

Mostre que a aplicacdo f: Z — Z dada pela lei f(n) = 2n, n € Z, ¢ injetora
mas naoc é sobrejetora.

sendo a, &, ¢, d inteiros, quais sao as condicdes para que a aplicagio f: 7 x Z —
— 7 x £ tal que f(x, y} = (ax + b, cy + d) seja injetora?

Prove que f: R — R definida por f(x) = ax + b, com a e b constantes reais e
a # 0, é uma aplicacac bijetora.

- b
d f
sdo constantes reais, ¢ ¥ O e ad — bc # 0, uma apllcagao bijetora.

Mostre gque f: R — { }—) B - { }dada pela Iely— emquea,b,cd

Seja f: R2 — R dada por f{x, y) = xy.
a) f é injetora?

b) f é sobrejetora?

¢) Determine £~ '({o}.

d) Determine £([0, 11 x [0, 2]).

e) Determine f{{(x, y} | x = y}).

Considere a aplicacdo f: 72 — 7° tal que f(x,y) = (2x + 3,4y + 5).Prove que
f é injetora. Verifique se f é bijetora.

Dois conjuntos, A e B, sdo eqtiipotentes quando A = B = (ZJ ou existe f: A —B bi-
Jetora. Mostre, em cada caso seguinte, que os conjuntos A e B sao eqiiipotentes.
1A= e B=HR*

29A=7 e B=N

3VA=R e B=R,

YA=1-1,1{ e B=]abl.comaebreaisea<b

Sugestdo: Descubra, em cada caso, f: A — B bijetora.

8. APLICACAO INVERSA

Seja a aplicacdo f; E — F. Por definicdo, f & uma relagio de £ em F com certas

particularidades:

(i} D{fY = E;
(ii} todo x & £ tem imagem unica f{x) € F.
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Seja £ ' a relacdo inversa de f. Pode acontecer que ' no seja uma aplica-
¢ao de F em £ Voltando acs exemplos do item anterior, temos:
12) £ = {{a, 1), (6, 2, (. 3). (d, A}
F={(1,a), 2 b),3,0), @4 d)}
£ nao ¢é aplicacao de F em £, pois D(f ") ={1,2,3,4} + F.
22) f ={(a, O), (b, 1), (¢, 2), (d, 2)}
=10, ). (1, b), (2, ¢), (2, d)}
£~ nao é aplicacio de Fem E,pois 2, d € F 'e (2, d) € £, sendo ¢ # d.
O teorema sequinte estabelece em que condigdes 7! é uma aplicacio.

Proposicio 5: Seja 7: £ — F uma aplicacdo, Uma condicio necessaria e suficien-
te para que f ' seja uma aplicacio de F em £ é que f seja bijetora.

Demonstracdo:

. Provemos que, se f ! é aplicacdo, entdo f é bijetora.

a} Sejam X, x, € L, tais que f{x,) = y = f(x,).Entdo (x;,¥) € fe (x,,y) € F
e dai, (y, x,) € f Ve (y x;) € f'. Como £ & aplicacio, podemos escrever
x; = £ 'y} e x, = £ '{y} e concluir, uma vez que £ '{y) é unico, que x, = x. Esta
provado que f é injetora.

b) Sejay € F.Como £ é aplicacio de F em £, existe x € F tal que £ '(y)=x
e, portanto, f(x) = y. Estd provado que f é sobrejetora,

Il. Provemos que, se f é bijetora, entdo f ' é aplicacdo.

a) Como f ¢é sobrejetora, dado y € F, existe x € E tal que f{x) = y e, portan-
to, {y,x) € f *.Esta provado que D(f ') = F.

b) Seja y € F e suponhamos {y, x;) € f ' e (y,x,) € . Entio (x,,y) € f e
(%2, ¥) € f ou considerando-se que f é aplicacio, f(x,) = y = f(x,}. Como, porém,
f € injetora, conclui-se dessas igualdades que x, = x,.Iss0 mostra que, para cada
¥ € F, hd um dnico elemento x tal que (y, x) € f . De a) e b) seque que f ' é
uma aplicacdo de F em E. #

Exemplo 22:

Javimos que aaplicagéo f:R — R tal que f(x) = 3x — 1 é bijetora. Determinemos
a aplicagdo f ', inversa de f.

Fl={v0eR N E fl={yER |y=3x— 1} =

={x e R |x=3 -1} ={{x,y}en2;y=i3‘}

portanto, f ' é a aplicagso de R em R dada pela lei f~'(x) =
Nota
Pode ser provado que, se f ¢ bijetora, entao ' também é. Sendo f ! bije-
tora, a relacdo inversa de f~' também é aplicacido. Mas (f '} ' = fientio f e £
sao aplicagdes inversas uma da outra.

X+ 1
3
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g2. Determine a aplicag¢do inversa de f: R — R definida por 7(x} = ax + b, com
a e b constantes reais e g # C.

3. Descreva a aplicacdo inversa de §: R —{%}—r R —{%} dada pela lei £(x) :GX_-g,
_ -

em que a, b, ¢, d sdo constantes reais, ¢ # O e ad ~ bc # Q.
84, Descreva a aplicacdo inversa de f: Z2 — Z? dada por f(x,y) = (x + 3,2 — y).

9. COMPOSICAO DE APLICACOES

Definicdo 32: Sejam f: £ — F e g: F — G duas aplicagdes. Chama-se composta
de f e g a aplicacao (indicada por g < f) de £ em G definida da seguinte maneira:
(go it = g(Fx)

para todo x € £.

Exemplos 23:;
12) Sejam E ={a,,a,, as, a4}, F = {b,, b5, by, by, b} € G = {c 1, 5, ¢; }. Consideremos
as aplicacdes:
f ={lay, b)), (a3, b)), (a3, by), (ay, bs)} de Eem F
g = 1By, €1}, by €q)s (b, &), by, ), (s, €30} de Fem G
A aplicacdo composta de f e g, de acordo com a definicdo, é g © f: E —G tal
que:
(gof) la) = glfla)) = glby) = c;
([gof) (ay) = glfla,)) = g(by) = ¢,
gof) (as} = glflas)) = glb = ¢,
(gcf) () = glflay)) = glbs) = ¢,

isto &, g5 f ={la,, ¢;), (@5 €1), (@5, C2), (ag, €9)}-
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22} Sendo £:R — R tal que f(x) = 3x e g: R — R tal que g(x) = ¥, a aplica¢do
composta de fegégof: R — R tal que:
(gof) () = glfOa) = (F())* = 3x)7 = 9x
37} Sejam £:R —= R, tal que f{x) = 2" e ¢: B, — R1al que g{x) = . x . A aplica-
cdo compostade feg é gof: R — R tal que:

(@i = glfid) = vFlx) = 2F
Notas
I. A composta de f e g 56 estd definida quando o contradominio de f coin-
cide com o dominio de g {conjunto F).

Il. A composta de f e g temm 0 mesmo dominio de f (conjunto £) € 0 mesmo
contradominio de g {conjunto G).

lIl. Quando E = G, ou seja, f: £ — F e g: F — E, entdo é possivel definir, além de
g« f.a composta de g e f (indicada por (o g): é a aplicacdo de F em F que cbe-
dece a lei

(fogix) = Flgx))
para todo x € F.

Retomando os exemplos anteriores, temos;

2°) A aplicacdo fog R — R é tai que:

(foghx) = flg(x) =3 - g{x) = 3x°

3%) A aplicacdo foq: R, — R, é tal que:

{(Fo @) = Flgx) = 299 = 20 *

IV.Se f: E—= F e g: F— E, entdo existem g f e £ g, mas pode ocorrer de
g f # fog. Sugerimos ao estudante encontrar exemplos disso.

Proposicdo 6: f. £ — F e g: F — G sdo injetoras, entdo g o f é injetora.

Demonstracdo: Sejam x,, x5, € Etais que (g o F){x,) = (g2 Fx;). Entao g{f{x,)} =
= glfix,)) e, como g é injetora, f{x;} = f{x,). Usando-se agora a hipotese de que
f € injetora, conclui-se que x, = x,.

Logo, g © f & injetora. #

Proposicao 7: Se . £ — F e g: F — G sdo sobrejetoras, entao g < f € sobrejetora.

Demonstragdo: Seja z € G. Como g é sobrejetora, existe um y € F tal que g{y) = z.

Sendo f sobrejetora, existe um x € E tal que f{x) = y. Assim, temos:

z=gly) = glf{x)) = (g f)x)

Isso prova que g © f é sobrejetora, #
Nota

Quande compomos duas aplicagdes tais que uma é injetora e a outra é sobreje-
tora, de maneira geral nada podemos afirmar sobre a ¢composta.
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Veja o 1¢ exemnplo, a pagina 103. Temos: f injetora, g sobrejetora e g ¢ f nao

injetora nem sobrejetora.

[ Exercicios |

Exercicios

85. Sejam A=1{1,2,3},B=1{4,5,6,7 e C={8,9, 0.

86.

87.

88.

89.

90,

91.

Seja f:A— Bdada por f(1) =4, f2) =5 e f(3) = 6.

Seja g: B8 — C dada por g{4) = g(5} = 8,g(6) = 9 e g{7) = 0.

Descreva pelos pares ordenados a aplicacdo g o f. A aplicagdo g © f é injetora
ou scbrejetora?

Considere as aplicacbes £, g, h, sobre £ ={a, b, ¢, d} dadas nos diagramas abaixo.
Determine as compostas g ¢ f, fag, goh, hog haofe hoh,
f h
a >0 a
b b b ~
(i > =]
d > d

Sejam f, g, h funces de R em R definidas pelas leis f(x) =x + 2,g(0) =x* — 1
e hix) = 3x.

a) Determine as compostas f0g, foh,gof.gog.gohehca
b) Verifique que (Foglch = folgoh).

Considere as funcées f e g de R em R definidas pelas regras f(x)=x> + 1 e
gix) = x? + 1. Determine as compostas fog, gcf, fof egog.

Sendo f(x) = ax”, com n € N* determine a e n de modo que (f O f){x) = 3x*.

Considere as fungdes f: R — R dada por f(x) =2x + 7 e fog:R — R dada
por (Fglx) = 4x2 — 2x + 3. Determine a fungao g.

Sejam f e g duas funcdes de [t em R assim definidas:

x+ l,sex=10
= ! -_ _2
£ {—x—k 1sex<0 e gix)=3x

Determine as compostas f ag e gof.
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92, Sendo f: B — R uma funcio dada pela formuia:

.x+ 1,5e x =10
Hx) =
1—-2x,5ex>=0

Determine a composta fof.

93. Determine as compostas £ 0g e g =, sabendo que f e g sdo funcdes de R
em R tais que:

x2sex <0 1 —xsex<1
flx) = e glx)=
2x,sex =0 1+ x,sex=1

10. APLICACAO IDENTICA

Definicao 33: Dado £ # (J, chama-se aplicacao idéntica de E a aplicagao ig: E—E
dada pela lei ig(x) = x, para todo x € F.
Notemos que para cada E existe uma aplicacdo idéntica j; e ainda gue,se £+ F,
entao i # i, por terem diferentes dominios.
Proposicio B: Se f: F — F é hijetora, entao:
Fof '=i-e f 'of=i
Demonstracdo: Ja vimos que se f € bijetora, entao 7! é uma aplicacdo de F
em E. Ademais, em virtude da definicio de imagem de uma relacéo, séo equivalen-
tes as igualdades f0) =y e f '{y) = x. Dai,
FE ) =y e £ =x
ou seja;
(Fof Ny =y e F o) =x
Deonde, fof '=ire flof =i #
Proposicao 9: Se f: £ — F e g: F — £ entao:
a) fole=fifof=fguir =geiog=g;
b) se gof =iz e fCg = ir, entdo fe g bijetoras e g = £ .
Demonstragao:
a) Provemos, por exemplo, que f 0ig = f.
Como f: £ — F e i £ — E, entdo D{f 0ig) = £ = D{f).
Dado qualquer x € E, temos:
{f Cigx} = FUAX) = Flx)
Logo, f 0l = f.
b} Provemos, por exemplo, que f € bijetora.
Sejam x,, X, € E elementos tais que f(x,) = f{x;). Entao g{f(x,)) = g{f (x)). Dai
(g c ALY = (g o Hix,) oy, levando-se em conta a hipotese, iz (x|) = ig (X).
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De onde, x, = x,, conclusdo que garante ser f uma aplicacdo injetora.
Para mostrar que f é sobrejetora, tomemos y © F.Entao y = ixly) = (f oglly) =

= fig{y)) = f(x), em que x = g{y] € E. Portanto, f & sobrejetora.

Provermnos que g = f~ .
Temos DIF ) =F=Di{g) e Fog =i = fof ';logo, flgx)) = F(f(x), para

todo x E F.

Mas, como f é injetora, resulta g(x} = f "(x), para todo x € F. #

i Exercicios |

94.

a5,

96.

97.

98.

99.

Sendo f: R* — R — 11} tal que f(x) = x_—;ﬁ; e g:R — {1} em R* tal que

glx) = % . determine f og e gof. O que se conclui do resultade obtido?

Considere as aplica¢bes de R em R:
fix)=x+2eglx)=x*—x

a) Determine as aplicagdes fog, fof e gog.
b) Descreva a aplicacdo h tal que foch=haf =iy.

Sendo f: N — N dada pela lei fim) = n + 1, mostre que ha infinitas fungde:
g:N — N tais que g of = i;. A fungio f é inversivel {f ' é aplicagac)?

Sende g: N — R tal que g{n) = % senéparegln) = se 1 é impafr, mos

n+1

2
tre que existem infinitas fungdes h: N — N tais que gof = iy. A fungéo g ¢
inversivel?

Se f1 E— E e g: F — £ 530 tais que g o f = i, quais das seguintes afirmagde:
sd0 verdadeiras?

ag=f"

b) f é sobrejetora

¢} f é injetora

d) g é injetora

e} g é sobrejetora

Sejam as aplicagdes f:E—-Feqg:F— L.
Prove que:

a) se g f é injetora, entao f é injetora;
b) se f g é sobrejetora, entdo g é sobrejetora.
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100. Sejam as aplicagdes .L = FgE—=Feh F =G,
Prove que se h é injetora e hog = hof, entdo g = f£.

11. RESTRICAO E PROLONGAMENTO DE UMA APLICAGCAO

Definicao 34: Seja f: £ — Feseja A C E com A # . Chama-se restricio de
f ao subconjunto A a aplicagao f | A- A — F assim definida;
(f | A)(x} = Fix)
para todo x € A,

Definicao 35: Seja f: F — F e sejam 8 D £ e C D F. Chama-se prolongamento
de f ao conjunto B toda aplicacdo g: B — C tal que g(x) = f(x), para todo x € £.

Exemp.-‘os 24:
19) Consideremos f: B* — R dada por f(x) =

Se A=1{2,4,6,.}, entdo f|A :{(2,%),(4,%),(6,%),...} é a restricdo de f ao con-
junto A. '

A funcdo g: R — R dada por g(0) = 1 e glx] = fix]), ¥x € R* & um prolonga-
mento de f ao conjunto R.

2°) Consideremos f: C — R, dada por f{x + yi) = vx2+)72.

Note que f associa cada numero complexo ac seu madulo.

Seja g: R — R, dada por g(x) = |x|.

Entdo g é a restricdo de f ac conjunto R, pois, para todo x € R, temos:

><|—'

FOO = Flx + 00) = VX34 02 = Vx2 = |x| = glx).

12, APLICACOES MONOTONAS

Defini¢ao 36: Sejam E e F dois conjuntos parcialmente ordenados e seja f.E —F.
Por comodidade, indicamos com o mesmo simbolo (=) as relagoes de ordem sobre
£ e sobre F, mas pode nio se tratar da mesma relagéo.

Dizemos que f é uma aplicagdo crescente em £ se f{x) = f{x’) sempre que x = Xx’.
Qu seja, f é crescente se para quaisquer x, x' € F, com x = x’, valer f(x} = f(x’).

Dizemos que F é uma aplicagdo decrescente em £ se f{x’) < fix} sempre que
X = x".Em outras palavras, f é decrescente se para quaisquer x, x € £, com x = x’,
valer flx") = f{x).

Uma aplicacdo crescente ou decrescente em E serd chamada aplicacdo mondto-
na em E.

Defini¢ao 37: Uma aplicagio f: £ — F é dita aplicacdo estritamente monétona
em £ quando satisfaz a uma das seguintes proposicges;
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a) f é estritamente crescente, isto é:
se x =< x’, entdo F(x} < f(x")
quaisquer que sejam x, x” € £,
b} f é estritamente decrescente, isto é:
se x << x', entdao F{x"} < f(x)
quaisquer que sejam x, x" € E,
Exemplos 25:
1?) A aplicacdo f: R — R dada por f{x) = 2* é estritamente crescente, pois:
X<x' =22 ¥ x'ER
27) A aplicacdo g: R — R dada por g{x) = 1 — x é estritamente decrescente,
pois:
X<x'=—x'<—x=1—x"<1-x=gx) < g{x)

para todos x, x’ € R,

Exercicios |

101. Quais das funcées abaixo sdo restricoes de f: R — R tal que f(x} = x*?

a) g =1{{0,0),(1,1),(2,4} de {0, 1, 2} em {0, 1, 4}
b) hix) =x’de Cem C
0) ij, 1} (aplicagdo idéntica de {0, 1})

102, Considere a fungao f:R_ — R, dada pela lei f{x) = \ x . Descreva a restricao
de f ao conjunto A =10, 1,4,9, 16, 25}.

103. Quais das funcdes abaixo sdo prolongamentos de i,?

a) 1R — Z tal que f{x) = [x] = maior inteiro menor ou igual a x
b) ip
A g:R — R tal que gi(x} = [x]

104, Considere a funcéo f = {(0,1),(1,2),(2,4), (3, 8), 4,16)} de £ = {0, 1, 2, 3, 4}
em F = {1, 2, 4, 8 16}. Dé uma funcio experimental que prolongue f ao
conjunto R.

EJ Exercicios complementares

C11. Se £ e F sdo conjuntos finitos que tém m e n elementos, respectivamente,
quantas sdo as aplicacdes de £ em F?
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€12

C13.

c14.

C15.

Cl6.

C17.

13.

.Sejaf:E—~FesefamACEeBCE
Prove que:
a) se A C B, entdo f(A) _ F(B)
b) fIA U B} = flA) U f(B)
c) F{IA N B) C FIA) N £{B)
d)ACF '(FAN e fF 1 (BY CB
e) f é bijetora se, e somente se, f(A%) = (f(A))° para todo A C £
Lembrete: Se L C Y, 0 simbolo LE representa o complemento de £ em relacdo a Y.

Prove que, se uma funcdo f: R — R & inversivel e seu grafico é uma curva
simétrica em relacio d retay = x, entdo f = .
Dé exemplos de fungoes f tais gque £ = £,

X
Prove que f:1—1, 1[ — R definida pela lei f(x) = 1—_|;l ¢ bijetora, ou seja,
1-1, 1[ e R sdo conjuntos equipotentes.

Sejam f: £ — F e g F — G. Supondo g bijetora, prove gue f ¢ injetora se, e
somente se, gof € injetora,

Seja f. E — F e sejam A C F e B C F. Prove que:

AACB=f NAYC (B

b) fA U B) = £ HA) U £ (B}

A fAN B =fHA N FTB

d) A% = (£ (A)C

e) f é sobrejetora se, e somente se, f (A) # para todo A C F

Seja £ = {a, b}, com a # b. Calcule:

a) o nimero de relagées sobre E;

b) ¢ numero de refagbes de equivaléncia sobre L;
¢} © niimero de relagdes de ordem sobre E;

d) o nimero de aplica¢des de E em E;

€) 0 nimero de bijecbes de Eem E.

— e e

3 OPERACOES — LEIS DE COMPOSICAO INTERNAS

EXEMPLOS PRELIMINARES

1%} Consideremos a aplicagao f: N x N — N tal que f(x, ¥} = x + v, ou seja,

f associa a cada par (x, y) de nimeros naturais a sua soma x + y. A aplicacio f é
conhecida como operacdo de adicdo sobre N.
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2%} Pensemos na aplicacdo g: R x R — R tal que g{x, ¥} = x - y. Ela associa a
cada par (x, y) de niimeros reais 0 seu produto x - y. A aplicagio g é conhecida
coma operacao de multiplicagdo sobre R,

3%) Consideremos a aplicagac h: P(E) x BP(E) — P{E), em que P{F) indica o
conjunto das partes de £, tal que hi{X, Y) = X M Y, ou seja, h associa a cada par de con-
juntos (X, ¥) a sua interse¢cdo X M Y.Essa aplicagio é conhecida pelo nome opera-
¢do de intersecdo sobre P(F).

14. CONCEITUACAO

Definigdo 37: Sendo £ um conjunto ndo vazio, toda a aplicacdo f: F x £ — £ recebe
o nome operacdo sobre E (ou em E) ou lei de composicéo interna sobre E (ou em F),

Nas considera¢des de carater geral que faremos a seguir neste paragrafo, uma
operacado F sobre £ associa a cada par (x, ¥) de £ x £ um elemento de F que serd
simbolizade por x*y (lé-se “x estrela y"}. Assim x %y € uma forma de indicar f(x, y).
Diremos também que £ é um conjunto munido da operacao *,

O elemento x*y é chamade composte de x e y pela operacao *. Os elemen-
tos x e y do composto x*y sao chamados termos do composto x ¥y, Os termos x
e y do composto x*y sao chamados, respectivamente, primeiro e sequndo termos
ou, entdo, termo do esquerda e termo da direita.

Cutras nota¢des poderdo ser usadas para indicar uma operacdo sobre £,

a) Notacao aditiva

Nesse caso, o simbolo da operacdo é +, a operacdo é chamada adigdo, o com-
posto x + y € chamado soma, e 0s termos x e y sdo as parcelas.

b} Notacdo multiplicativa
Nesse caso, o simbolo da operagédo é - ou a simples justaposigéo, a opera-

<ao é chamada muiltipiicacdo, o composto x - y ou xy é chamado produto, e os ter-
mos x e y s&o os fatores.

) Outros simbolos uttlizados para operacdes genéricas sdo: A, T, L, X, X}, @), etc.

Mais exemplos 25:

1) A aplicagdo f: N* x N* — N* tal que f{x, y) = x* é operagao de potencia-
¢fo sobre R*,

Nota

Quaisquer que sejam os naturais ndo nulos x e y, o simbolo x¥ representa um
natural nao nulo; portanto, f estd bem definida.

Podemos notar que essa operagdo nio pode ser estendida a Z*, porque, por
exemplo, a imagem do par (2, —1) seria 27! & 7*.

27) A aplicacdo f: (* x % — Q* tal que fix, ¥) =
sohre Q*

X . < L
y & @ operacdo de divisao
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A operacao de divisdo pode ser estendida também a R* e C*,

Deixamos como exercicio ao leitor encontrar exemplos que mostrem que a
divisdo nac é uma operacaoc em N* ou em 7%,

32) A aplicagdo 71 Z x £ — Z tal que f(x, y) = x — y é a operacao de subtra-
¢do sobre Z.

A operacao de subtragdo pode ser estendida a0, R e C.

42) A aplicagdo f: Ex £ — E, em que E= M, , ,, (R} representa o conjunto das
matrizes do tipo m x n com elementos reais, tal que f(x, y) =x + y é a operagio
de adicao sobre My, , ,, ().

5%) A aplicagdo f: £ x £ — E em que £ = M, (R) representa o conjunto das
matrizes quadradas de ordem n com elementos reais, tal que f{x, y) =x-yéa
operacdo de multipiicacdo sobre M, (R).

62) A aplicagio @: £ x £ — F, em que £ = R" representa o conjunto das fun-
coes de B em R, tal que ¢ (f, g) = Fog é a operacdo de composicdo sobre R

15. PROPRIEDADES DAS OPERAGOES

Seja * uma lei de composigao interna em E. Vejamos algumas propriedades
gue ¥ pode apresentar,
15.1 Propriedade associativa
Definicao 38: Dizemos que * goza da propriedade associativa se
x¥(y*z)=(x*y)¥z,
quaisquer que sejam x, y, z = £.
Exemplos 26:

1%) As adi¢des em R, Z, (3, R ou (C 580 operagdes que gozam da propriedade
associativa. (Costuma-se dizer que *sdo operagdes associativas”)

(x+yv +z=x+i{y+2z) Vxvz
27} As multiplicacdes em N, Z, 3, R ou € sdo opera¢bes associativas
{x y)-z2=x:(y-2), Vxyz

3%) A adicio em M, , , (R), conjunto das matrizes do tipo m x n com elemen-
tos reais, € operacao associativa.

X+ YV +Z=X+{¥Y+2) ¥YXVZ
4%} A multiplicacdo em M, (R) é operacac associativa.
(XYYZ=X{YZ), VX Y Z
5%} A composigao de funcdes de R em R é operacio associativa.
(foglch=folgoh), Vg h

o-m D



Contra-exemplos 7:

12} A potenciacdo em N* ndo é operagdo associativa, pois:

2%(3%4) = 2{34) = 381

(2#3)%4 = (23" = 27

2%) A divisadc em B* ndo € operacdo associativa, pois:

24%(4%2)=24:(4:2)=24:2=12

(24%4)%2 =(24:4):2=6:2=3

Observacao

0 fato de uma operacdo ser associativa possibilita indicar o composto de mais de
dois elementos sem necessidade de usar o5 parénteses, uma vez que qualquer as-
sociagao entre os elementos presentes conduz ao mesmo resultado, Por exemplo:
24+44+6+7=R4+4)+B6+7N)=2+d4+6)+7=2+{4+6+7)=19

Se uma operagdo nao € associativa, temos a chrigacdo de usar parénteses
para indicar como deve ser calculado um composte de trés ou mais elementos,
pois, caso contrario, deixamos o composto sem significado. Por exemplo, em R,
48 : 6 : 2 : 4 ndo tem significado, pois:

1

48:6):(2:4)=8: 3 =16

{(48:6):2):4=(8:2):14=4:4=1

48 :((6:2):4)=48:(3:4)=48: > =64

3
4
15.2 Propriedade comutativa

Defini¢ao 39: Dizemos que ¥ goza da propriedade comutativa se
x¥y=y¥x,
quaisguer que sejam x,y € £.
Exemplos 27:
12} As adigdes em N, Z, (3, R ou C sdo operaghes que gozam da propriedade
comutativa. (Costuma-se dizer que “sdo operacdes comutativas”™.)
x+y=y+x, V¥xy
2%) As multiplicagbes em N, Z, Q, R ou C sdo operagbes comutativas.
X-y=y-x, ¥xy
3%) A adigéo em M, , , (R) é operagao comutativa.
X+Y=Y+X V¥XY
Contra-exemplos 8:
17} A potenciagao em fN* ndo é comutativa, pois, por exemplo, 2’ =8e 32 =9

2%) A divisdo em R* ndo & comutativa, pois, por exemplo, 3 :6 = % e6:3=2

o113 )



3°) A subtra¢ao em Z nao é comutativa, pois, por exemplo, 3—7= —4e7—-3=4.
4°) A multiplicagdo em M, (R} ndo é comutativa, pois, por exemplo:

GGG 3
oG9

52) A composicdo de fun¢des em R™ nao & comutativa, pois, por exemplo, se

fix) =3x e g{x) = x> + 1, temos:
(Fog) ) = flgx) =30+ )=3x"+3

(go A =glf(x) =Bx? +1=9x + 1

% Exercicios ]
£

105. Em cada caso a seguir, verifique se g operacdo * sobre E € associativa.
x+y
aE=R e x¥y= 5
b)E=R e x¥y=x

QG E=R, e xky=xi+y’
d)E=R e x*y=1o+y3
e) E=R* e x*y:j—‘/
x+y
= ¥y =
flE=R, e x*y Ty
g E=7 e x*y=xy+ 2
h)y E=10 e x¥y=x+xy
NE=R e x¥y=x+y— 2x}
DE=R e xky=x>+y° + 2xy

106, Em cada caso a seguir esta definida uma operacdo sobre 7 x Z.Verifique se
ela é associativa:
a) {a, b)*(c, d) = {ac, 0)
b) (a. bYAlc, d)=(a + ¢, b+ d)
c) {a, 0 L (¢, d) = lac, ad + bc)
d) {a, blofc, d) = {a + ¢, bd)
e) (g, b)x(c, d) = (ac — bd, ad + bc)

107. Consideremos a operagao * em R definida pela regra:
x*¥y=ax+ by + cxy

em que a, b, ¢ sao numeros reais dados.
Determine as condigdes scbre a, b, ¢ de modo que * seja associativa,
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108. Examine novamente as operagdes do exercicio 105 e verifique quais sio co-
mutativas.

109. Examine novamente as operagdes do exercicio 106 e verifique quais sao comu-
tativas.

110. Retome a operacio definida no exercicic 107 e estabeleca as condigdes sobre
a, b, ¢ de modo que * seja comutativa.

15.3 Elemento neutro

Definicdo 40: Se existe e & E tal que e* x = x para todo x &€ F, dizemos que
e é um elemento neutro & esquerda para ¥,

Se existe e € £ tal que x*e = x para todo x € F, dizemos que e é um elemento
neutro & direita para ¥,

Se e é elemento neutro a direita e a esquerda para a operacao *, dizemos
simplesmente que e é elemento neutro para essa operacao.

Exemplo 28:

12} O elemento neutro das adigbes em N, 7, &, R ou C € o numero 0, pois
0+ x=x=x + 0 para qualquer nimerc x.

27) O elemento neutro das multiplicagdes em N, Z, @, R ou € & o ndmero 1,
pois 1- x = x = x -1 para qualguer nimero x.

3?) O elemento neutro da adicao em M, (R} é 0, ., (matriz nula do tipo
mxm, pois 0, ,, + X=X=X+ 0,,, qualquer que seja X € M, (B).

47) O elemento neutro da multiplicacdo em M, {R) é I, (matriz identidade do
tipo n x n), pois I,X = X = X, qualquer que seja X € M, (R).

52) O elemento neutro da composicio em R® é a funcio iy, (funco idéntica
em R), pois ip o f = f = foip, qualquer que seja f € RE.

Contra-exemplos 9:

1?) A subtragdo em 7 admite 0 como elemento neutro 3 direita poisx — 0=x
para tode x € 7, mas nao admite neutro a esquerda, pois ndo existe e {fixo) tal
quee —x=xparatodox € Z. '

27) A divisao em B* admite 1 como elemento neutro a direita, pois x : 1 = x
para todo x € R*, mas ndo admite neutro a esquerda, pois nao existe e (fixo) tal
que e [ x = x para todo x € R*.

3?) Todos os elementos de R sao elementos neutros 4 esquerda da operacao de-
finida por x*y = y sobre esse conjunto. De fato, se e € R, entdo e*y =y, qualquer
que seja y € R Mas nenhum numero real é elemento neutro 3 direita para essa ope-
racao. De fato, se ¢ € R e a é um numero real diferente de e, entdo a*e = e,
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Proposicao 10: Se a operacdo * sobre £ tem um elemento neutro e, entao
ele é unico.

Demonstracdo: Suponhamos que e e €’ sejam elementos neutros da operacao *.

Como e € elemento neutro e €' € E, entdo e# e’ = ¢’ Por raciocinio andlogo,
chega-se a conclusao de que e¥e’ = e.

De onde, ¢'=e. #

Exercicios

111. Examine novamente as operagdes do exercicio 105 e determine quais tém
elemento neutro.

112. Examine novamente as operacdes do exercicio 106 e determine quais tém
elemento neutro.

113. Determine todos os elementos neutros a esquerda para 2 operacio de multi-

plicacado em E ={(g 3) |a b e [R}.
114. Estabeleca as condigdes sobre m, n € Z de modo gue a operagao * sobre 7
dada pela lei x*y = mx + ny:
a) seja associativa;
b} seja comutativa;
¢} admita elemento neutro.

115. Examine novamente a operacao definida no exercicio 107 e estabeleca as
condigbes sobre g, b, ¢ de modo que a operagio tenha elemento neutro.

15.4 Elementos simetrizaveis
Defini¢ao 41: Seja * uma operacio sobre £ gque tem elemento neutro e. Dize-
mos que x £ £ é um elemento simetrizdvel para essa operacao se existir x’ € E tal que
X¥x=e=x%x
QO elemento x’ é chamado simétrico de x para a operacao *.
Quando a operacao é uma adi¢do, o simétrico de x também é chamado oposte
de x e indicado por —x,

Quando a operacao ¢ uma multiplicagio, o simétrico de x também & chamado
inverso de x e indicado por x .
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Exemplos 29 e contra-exemplos10:
17) 3 é um elemento simetrizavel para a adicio em Z, e seu simétrico (ou
oposto) é —3, pois;
(-3)+3=0=3+(-3)
27) 3 € um elemento simetrizavel para a multiplicacdo em @, e seu simétrico
{ou inverso} é 1 , pois:
3 l.3-923.1
3 3
0 ndo é simetrizével para a mesma operagio, pois nao ha elemento x’ € ©Q
tal que:
X-0=1=0.x
3%) Existern apenas dois elementos simetrizdveis para a multiplicacio em Z: o
1 e o —1, que sdo iguais aos seus respectivos inversos,
Ja 0 3 ndo ¢ simetrizavel para a multiplicagio em Z, uma vez que nio existe
sYeftalquex’-3=1=3.x.
4?) (; é ) é simetrizavel para a adicao em M, (R), e seu simétrico é ( :; :; )
pois: .

-1 -2 12 0 0 1 2 -1 -2
(._—3 —6)+(3 6)_(0 0)_(3 6)+(—3 —6)
5%) (; 2) ndo € simetrizivel para a multiplicacdo em M, {R), pois, supondo

b i .
d),terlamos. a+3b=1

¢ d 3 6 o 1 c+3d 2c+ 3d 0 1 c+3d=0
& esse sistema nao tem solucso. 2¢+6d=1

. a
gque sua inversa pudesse ser (c

67) (; ;) é simetrizavel para a multiplicagdo em M, (R), e seu inverso &

[ = 2), pois:

3
(—5 2).(1 2)=(1 0)=('1 2)_(—5 2)
3 -1 .3 5, 0 1, .3 5 .3 -1,
72) A funcao de R em R dada pela lei £(x) = 3x ~ 1 é bijetora e, conseqlente-
mente, é inversivel, Sua inversa é f ~'(x) = X——;1 .Temos:

f 'of=iyg=Ffof " (lembre-se de que i € 0 neutro)

poertanto, f é um elemento de R¥, simetrizavel para a composicao de fungdes.
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Ja qualguer fungao de R em R que nao seja bijetora nao é inversivel e, portan-
to, nac é elemento de R® simetrizdvel para a mesma operacéo.

Proposigio 11: Seja * uma operacao sobre £ que é associativa e tem elemen-
to neutro €.

a) Se um elemento x € £ é simetrizivel, entdo o simétrico de x & Unico.

b) Se x € £ é simetrizdvel, entao seu simétrico x” também é e X') = x.

o) Se x, y € E sio simetrizavels, entdo x* y é simetrizavel e (x* yy =y *x.

Demonstracdo:

a) Suponhamos que x’ e x” sejam simétricos de x. Temos:

X = ekx = (Xkx)kx' = x"TH{x*x)=x"*e=x"
b) Sendo x* o simétrico de x, temos:
Xkx=e=x%x

e, pela definicdo 41, x é o simétrico de X', ou seja, x = (x')".

¢) Para provarmos que y'¥ x’ & o simétrico de x*y, devemos mostrar que:

(1) (y*x)k(x*y)=e

2) xxy) xRy *x)=e

De fato, temos:

(1) (Y x) % (x*y) = [y £ xYEx]y = [y *Cxx)ky = (yke)ky=y*y=e

(2) Analogamente. #

Por inducio, pode-se generalizar a propriedade c): se a;, @3, ..., Oy sao ele-
mentos de £, entao (a,%a,%...%a,) = a,*a), _ 1%...ax*ad%.

Notacdo: conjunto dos simetrizaveis

Se * ¢ uma operacao sobre £ com elemento neutro e, indica-se por U.{E}) o
conjunto dos elementos simetrizaveis de E para a operagao *.

W(Ey={x € E| I EE x'*x=e=x*x]}
Exemplos 30:

U, (N = {0}

U @-=z2
v ={1 -1}
U. ) = R*

UI+ (Mn (R) = Mn (R)
U. (M, (R) = {X € M,(R) | det X # 0}
Uy(R™ = {5 € R®| £ é bijetora}

Podemos notar que U,(F) # &, pois necessariamente e € U,(E), uma vez que
e¥*e=e.
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Exercicios

116. Examine navamente as opera¢bes do exercicio 105 que tém elemento neutro
para determinar os elementos simetrizaveis.

117. Examine novamente as opera¢fes do exercicio 106 que tém elemento neu-
tro para determinar os elementos simetrizaveis,

118. Sendo * a operac¢do sobre Z° dada por {a, b, ¢) % (d, e, f) = (ad, be, ¢f), determi-
ne seu elemento neutro e o conjunto dos elementos simetrizaveis de 7> para *.

119. Sejam F e F dois conjuntos em que estdo definidas as operacoes * e A,
respectivamente, as quais sao associativas e tém neutros. Sobre o conjunto
£ x F, consideremos uma operagdce ¢ assim definida:

{a. bole, dy=(a*xc,bAd)
a) Mostre que © € associativa e possui elemento neutro.
b) Determine os elementos inversiveis de F x F para essa operacao.

15.5 Elementos regulares

Defini¢do 42: Seja * uma operacdo sobre F. Dizemos que um elemento a € £
é regular (ou simplificavel ou que cumpre a lei do cancelamento} & esquerda em re-
lacdo & operacac * se, para quaisquer x, y € F tais que a*x = a*y, vale x = y.

Dizemos que um elemento a € £ é regular (ou simplificcvel} a direita rekativa-
mente & operacdo * se, para quaisquer x, y € F tais que x%a = y¥g,vale x = y.

Se a € £ é um elemento regular a esquerda e a direita para a operagdo *,
dizemos simplesmente que a € regular para essa operagao.

Exemplos 31 e contra-exemplos 11:
1%) 3 é regular para a adicdo em N, pois:
3+x=3+y=x=y
quaisquer que sejam x, ¥y € N.
2?) 3 é regular para a multiplicacdo em Z, pois:
3-x=3 y=x=y
quaisquer que sejam x,y € 7.
3%) 0 ndo é regular para a multiplicacio em Z, pois:
' 0-2=0-3e2+3
47) (; i) é regular para a adicdo em M, (R), pois:
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1 2)+(a b)_(1 2)+(a’ b’) ents (1+a 2+b)_(1+a’ 2+b’)
Se(s 4 ¢ d/f \3 4 N O 3+¢c a+d/ " \3+c¢ 4+d

e dai,la=a,b="b,c=c’ed=d).De onde (a b) = (a’ b,).
¢ d ¢ d

5?) (? ?) néo é regular para a multiplicacdc em M, (R), pois:

0 0‘)(1 2) _ (0 0) _(0 0)(3 4)8(1 2) » (’3 4)

(1134_46_11_12 3 4,7 \1 2,

Proposicao 12: Se a operacdo * sobre E é associativa, tem elemento neutro e
a um elemento a € E & simetrizdvel, entao a é regular.

Demonstracdo: Sejam x e y elementos guaisquer de £ tais que a*x = a*y e
x¥a=y¥a.

Da primeira dessas hipoteses, segue que o’¥{a*x) = a’*{a*y). Dai, conside-
rando-se a associatividade, {a’ * a)*x = (@’ * a) %y, ou seja, e* x = e* y. De onde,
X=V

Analogamente se prova que, se x ¥ a = y ¥4, entdo x = y. Portanto, g & regular, #

Notagao: conjunto dos regulares

Sendo * uma operacdo scbre £, indica-se com R, (E} o conjunto dos elementos
regulares de £ para a operagao *.

Exemplos 32:
R (M) =R~
R(Z)=17*

R, (My(R)) = My(R)

Podemos notar que, se ¥ tem elemento neutro e, entdo e € R, (£) e, portanto,
RAE) # .

Podemos notar também que, se ¥ é associativa e tem elemento neutro e, en-
tdo U (E) C R, (F), conforme mostrou a proposigao 12,

§~ Exercicios [

120. Determine o conjunto dos elementos requlares para cada operagao definida
no exercicio 105.

121, Determine os elementos regulares de 7 x Z para cada operacao definida no
exercicio 106,

122. Mostre que nenhurm elemento de R é regular para a operagio ¥ assim definida:

xky=x>+y — xy
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123. Determine os elementos regulares de R relativamente a operacao * assim
definida: x*y = 5x + 3y — 7xy.

124. Mostre que se * & uma opera¢do associativa sobre F, entio R{E) = & ou
R.{E} é subconjunto de E fechado para a operacio *.

15.6 Propriedade distributiva
Definicao 43: Sejam # e A duas operagdes sobre E. Dizemos que A € distri-
butiva & esquerda relativamente a ¥ se;
xA(y*z)=(x Ay)*(x A 2)
guaisquer que sejam x, vy, z € E,
Dizemos que A é distributiva & direita relativamente a * se;
v Z) Ax=lyAx)¥{zAxX
quaisquer que sejam x,y, z E F.
Quando A ¢ distributiva a esquerda e a direita de *, dizemos simplesmente
que A é distributiva relativamente a *,

Exemplos 33:
12} A multiplicacao em Z é distributiva em relagdo a adigido em Z, pois:
xely+2) =y + (x-2)
quaisquer que sejam x, v,z € 7.
2%) A multiplicagdo em M, (R) é distributiva em relagdo a adicdo em M, (R),

pois:
X (Y+2)=(X-Y)+ (X 2)

(Y+2): X=(Y-X)+(Z-X)}
quaisquer que sejam X, Y, Z € M (R}.
3%) Em N*, a potenciacao é distributiva a direita em relagiac 3 multiplicacao,
pois:

z

(X . y)Z = XZ_ y
quaisquer que sejam x, y, z € ¥,
Entretanto, a potenciagade em N* ndo é distributiva 3 esquerda em relacéo a
multipticacao, pois, por exemplo:
20 #2200

16. PARTE FECHADA PARA UMA OPERACAO

Definicao 44: Sejam * uma operagdo sobre £ e A um subconjunto ndo vazio
de £ Dizemos que A é uma parte fechada de E para a operacao * se, e somente
5e, para quaisquer x, ¥ € A verificar-se x*y € A.
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Exemplos 34;
12) O conjunto N é uma parte fechada para a adicdo e a multiplicagao em Z,

pots: N#Q@,NCZ

e
xENeyeEN=x+yeEN
xENeyeEN=x.yeEN
quaisquer que sejam x,y € M.
2%} O conjunto @ é uma parte fechada para a adigao e a multiplicacdo em &,

pois:
Q+FrJQACR

e
xeQeycel=x+ycQ
xEQeyel=x-ye
quaisquer que sejam x, y € Q.
3%) O conjunto R, é uma parte fechada de R para a operac¢io de multiplica-
cdo em R, pois:
R, R, CRexER,eyeR)=x.ye R,
quaisquer que sejam x,y € R .
4%} O conjunto D,{R) das matrizes diagonais do tipo 2 x 2 é uma parte fecha-
da de M,(R) para a adicdo e a multiplicacdo em M, (R), pois:

a o0 b 0\ _fatb 0O
@ e 8- 2 eom

a 0 b 0} fab O
5O 3 S)eom

quaisquer que sejam a, a. b, b’ € R.

5%) O conjunto A das funcées bijetoras de R em B é um subconjunto fecha-
do para a composigao de funcées em R, pois:

fEAegeEA=fogEA

quaisquer que sejam f, g € A,

Contra-exemplos 12:

19} O conjunto Z_ é uma parte fechada para a adicio em R, mas ndo é parte
fechada para a multiplicacdo, pois, por exemplo:

—2€Z_,-3€7 e(-2-3)& 7_

27} O conjunto B — Q (dos numeros irracionais) ndo é parte fechada para a

adicdo em R e para a multiplicacio em R, pois, por exemplo:

2eR-0,—2erR-aelvz)+(-v2)2r-a
e (\;'2_)(—\3 ) €R-Q
12 -6



3%) O conjunto GL;(R) das matrizes inversiveis ndo é fechado para a adicio
em M,;{R), pois, por exempio:

1T 0 —1 0 1 0 —1 0
(o Veam () _I)EGLz{R}e(O N () e am

Exercicios |

125. Em Z x Z estao definidas duas operagoes * e A da sequinte forma:
a,bxic,d)=(@+c,b+d
(a, bYAlc,d) = lac, ad + bc)

Verifique se A é distributiva em relagao a *.

126. Determine m € R de modo que a operagdo A seja distributiva em relacio
a operagao *, sendo A e * definidas em R por:
xAy=my
X¥y=x+y+xy

127. Decida: quais dos conjuntos abaixo sao partes fechadas de Z para a operacio
de adicdo usual?
a) 7.
b) P={x € Z | x é par}
Q) t={x € Z | xé impar}
d) J={x & Z| x é primo}
e) K=1{x < Z | mdc(x, 10) = 1}
flLl={xEZ|x=3¢g+1,9€ Z}

128. Repita o exercicio anterior substituindo a adicao pela multiplicacio usual.

129. Mostre que A = {(a 0) |a,bER } é parte fechada de M, (R) para a opera-

0 b
¢ao de adicdo.

Cosag senag

) |a € R}é subconjunto de M, (R} fechado
—sena cosa

130, Mostre que A :{(

para a multiplicacao.

131. Mostre que A={z € C|z=cos 0 + i - sen 8} é subconjunto de C fechado
para a multiplicacao.

€S RV SD



17. TABUA DE UMA OPERACAO

Como se constroi

Seja £ = {6y, 4y, ....a,},com n > 1,um conjunto com n elementos. Toda opera-
¢ao sobre E é uma aplicagdo f:E x E — [E que associa a cada par {@;, a)) © elemen-
to a;¥ a; = a;.

Podemaos representar o elemento gy, correspondente ao par (a;, @), numa tabe-
la de dupla entrada construida como segue.,

1°) Marcamos na linha fundamental e na coluna fundamental os elementos
do conjunto £.Chamamos de i-ésima linha aquela que comeca com g; e de j-ésima

coluna a que ¢ encabecada por a;.

id 3] +— linha fundamental

L cotuna fundamental

2?) Dado um elemento g; na coluna fundamental e um elemento a; na linha
fundamental, na intersecdo da i-ésima linha com a j-ésima coluna, marcamos o
Composto a;j-

r j - ésima coluna

V €omposto a;

i- ésima linha —[g;1..
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Exemplos 35;
17) Tabua da multiplicagao em £={—1,0, 1}.

ool o| o

2?) Tabuas das operacdes de reunido e de intersecdo sobre £ = {A, B, C, D}, em
que A, B, C, D sdo conjuntos taisque ACBC CC D,

ulAtB|lCID nlA|B|lC|D
aAlaislcip Alalalala
DC Blels|c|p BlA|B|B|B
clclc|clo clals|c]|c
plolo|b|p plals|c|o

3%} Tabua operagéo * sobre £ = {1, 3, 5, 15} tal que x*y = mdc(x, y).

* |1 13|15 |15

1 {1 {111

3111313

5111155

151113 |5 ]15

4?) Tabua da operacdo de composicio sobre £ ={f,, f,, 3}, em que f,, f;, fs
sdo funcdes assim descritas:

f‘l = {(a; a)r (br b)r (C.r C)}

f, ={la, b), b, ¢), (c, @)}

Jc3 = {{ﬂ, C)i’ (b, a); (C.r b}}

165 |AH
fa|lfs|fH [ F2
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EExercicios |

132.

133.

134.

135.

136,

137.

138.

Em cada caso a sequir estd definida uma operacdo * sobre E. Faca a tdbua
da operagdo.

a) E=1{1,2, 3,6} ex*y=mdclx, y)

b) £=1{1,3,9, 27} e x*y = mmcx, y)

o E:{L V2, %} e X¥Y = min(x, y)
d) E={3\"2 .w,%}ex*y= max(x, y)

e) E={1,i, -1, —ilex*¥y=x-y

Em cada caso a seguir esta definida uma operagdo * sobre £ = {J,{a}, {},
{a, b}}. Construa a tabua da operagao.

a)x¥y=xUy

b) x¥y=xNy

Axxy={(xUy)—{xNy)

Construa as tébuas das operacdes * e A sobre £=10,1,2, 3} assim definidas:
a) x*y = resto da divisdo em Z de x + y por 4
b) xAy = resto da divisdo em Z de x - y por 4

Construa as tabuas das operacdes @ e O sobre £ = {0,1,2, 3,4} assim definidas:
a) x @ y = resto da divisdo em Z de x + y por 5
b) x © y = resto da divisdo em Z de x - y por 5

Construa a tabua da operagio de reuniao sobre a familia de conjuntos ¥ =
{A,B,C,D,E} sabendoque AUB=ACUD=BDUE=DeEfUC=C

Descreva pelas tdbuas todas as operacdes sobre o conjunto £ = {a, b}.
A partir da tdbua ao lado, da operacao A sobre F = {1, 2, 3, 4}, calcule os se-
guintes compostos:
alf3AM A2 Al112]3 )4
b}3A@A2) 1T|v 111
Aaids BAY A4 sl11213]a
ddANAB A4

311 3142
el [43)A31AA4

4 1 41213
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139.

140.

141.

142.

Complete a tdbua da operagdo © (composicio) definida sobre o conjunto de
fungdes reais £ = {f,, fy, fy, f4}, €M que:

fi{x) = X o] £ ) f3 f4
Fix) = _); f,
f3(x} = "% -fz
falx)=x
4 fs
Depois responda;
a) Qual é o elemento neutro? fa

b} Que elementos tém simétrico?
. = 2 -1 .3 2 -1 3
€} Quais sdo os valores dos compostos f,, f, , f; e f10f, cf3?

Construa a tabua da operagdo de composicio sobre o conjunto de funcdes
E = {f1. £ f3, f 4}, sabendo que essas fun¢ées sao de R? em R2 dadas por:
fixy) =y £ ¥) = (x, —y)

fz(xfy):{_xty) f4{Xr,V):(_X: _,V]

SejaF=1{0,1}.5¢jatf o conjunto das aplicacdes de £ em £. Construa a tabua
da operagio de composi¢ao em EE.

Construa a tabua da operagdo de composicao de funcoes em £ = {f, f,, f3, f.},
em que:

fi=1laa).® b (c.0), [ d)} = ( E : j)
f,={la,b), (6,0, (¢, d), (d, @)} = ( f;j)
f3={la o), b d) ¢, a) d b)) = (‘c’ 3 ; g)
fa={la d)(b,a)c, b),de) = (jg; f)
Em sequida, calcule:

a) fL0f30f, d) (fyofy)™!
b) £ e £,

Q) (£,0f,7 f) £5 of;

a b c
c da
adécdebéddecéagededéb.

Observacdo: A notacio ( g) por exemplo, indica que a imagem de
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143. Construa a tabua da operacdo de composicdo de fungbes em £ = {f1, fo Fa
fa. Fs, fo}, €M que:

{1 2 3 {1 2 3 v 2 3
f"(1 2 3) f3’(2 1 3) f5'(3 1 2)

{1 2 3 {1 2 3 {1 2 3
f?‘(ﬁ 3 2) f“(z 3 1) fﬁ‘(a 2 1)

Sugestao: Observe no exercicio 142 o significado dessa notagao matricial.

Como checar propriedades

Vejamos agora como se pode checar uma a uma as propriedades de uma
operacao * sobre £ = {a;, @y, ... , a,} quando * é dada por meio de uma tabua.

a) Propriedade associativa

E aquela cuja verificacao exige maior trabalho. A verificacao pode ser feita de
dois modos:

12 modo: Calculam-se todos os compostos do tipo a;* (a;% a;), com J, j, k €
{1, 2, ..., n}; calculam-se todos os compostos do tipo (a;* a) * 4y, com ke 1,2
..., N} comparam-se 0 compostos que tém os mesmos i, j e k. Como pedemos
notat, esse método requer o calculo de 2n° compostos.

2° modo: Encontra-se um conjunto F dotado de uma operagdo A que se sabe
ser associativa de tal forma que exista uma aplicagdo f: £ — F com as seguintes
propriedades:

a) f é bijetora;

b) f(x*y) = f{x) A f(y) para todos x, y € E.

Se isso ocorrer, a lei * também & associativa, pois, para quaisquer x,y,Z € E
termos:

Flixxy)®z) = fixxy) A £(2) = (Fx) & £yl & fl2) =
= fi) A (F(0) A F@) = FIx) A fly*2) = flxx(y*2)
e, como f é bijetora, vem: (x®y) ¥z = x*(y*7)

Vocé, estudante, podera ter uma compreensao maior desse assunto quando
estudar os isomorfismos {ver capitulo IV, secao IV.2).

b) Propriedade comutativa

Sabemos que uma operagao * é comutativa se a;* a; = a;% @, ou s€ja, a;; =
para quaisquer i,j € {1,2,3, ..., n}.

Chamando de diagonal principal da tabua da operagao * o conjunto formado
pelos compostos dy, dyz, G33: - - . Gpo POAEMOS NOtar que 0s Compostos a; € a; ocuU-
pam posicdes simétricas relativamente & diagonal principal. Assim, uma operagao * é
comutativa desde que sua tdbua seja simétrica em relagao a diagonal principal, isto
é, compostos colocados simetricamente em relacao a diagonal sac iguais dois a dois.
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a,|as a; a; a,
a [y
a a3 L
iguais
=
a:‘ O,, G;\ /
/
i
a; T %
ap D

diagonal principal
Observe os quatro exemplos da pagina 125. Neies, as operacoes sido comuta-
tivas.

Observe agora a tabela abaixo. E um exemplo de operacdo nio comutativa.
Note, por exemplo, que b¥c=agec¥b= b,

* lal|b|c

aiblalc

¢} Elemento neutro

Sabemos que um elemento e é neutro para a operacio * quando:

(Y exa,=a,¥Yag, €E

(Il a*e=a e Va, EE

Da condigdo () decorre que a linha de e é igual a linha fundamental. Da con-
di¢do (I} decorre que a coluna de e é igual  coluna fundamental.

Il

linhas iguais

-

T

Assim, uma operagao ¥ tem neutro desde que exista um elemento cuja linha e
coluna sao respectivamente iguais a linha e coluna fundamentais.

colunas iguais—]
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Observe novamente os exemplos da pagina 125. Todos apresentam elemento
neutro. Confira os neutros:

12) 1; 2°) A e D, respectivamente; 32) 15; 4°) f,.

Um exemplo de operagac sem neutre é dado pela tabua abaixo. Notemos que
a é neutro 56 a esquerda (a linha de a é igual a fundamental).

alb|c

d) Elementos simetrizaveis
Sabemos que um elemento a; € £ é simetrizdvel para a operagdo * que tem
neutro e guando existe um a; € £ tal que:

I a*a=e

i a*a=e

Da condigdo (1) decorre que a linha de a; na tabua deve apresentar ac menos
um composto igual a e,

Da condigdo (ll) decorre que a coluna de g; deve apresentar ao menos um
composto igual a e.

Como a;; = a;; = e, decorre que o neutro deve figurar em posicoes simétricas

i
relativamente 4 diagonal principal.

ala| la| .. |g).|g
ay
a;
a;
posicdes simétricas
_____ em relacdo a diagonal
. -
a; e
an
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Assim, um elemento g; é simetrizavel quando o neutro figura ao menos uma
vez na linha i e na coluna / da tabua, ocupando posigtes simétricas em relacio a
diagonal principal.

Exemplos 36:

12) Neutro: e e | a c

Elementos simetrizaveis: e, a, b, ¢
elela c
alalb|c|le
blbici|e
cicle|a

2%) Neutro: e alelcldle

Elementos simetrizaveis: e, ¢, b
ala ala
bla delb
¢ |a d] ¢
d|a d|d

e) Elementos regulares

Sabemaos que um elemento a € £ é regular em relacdo & operacac * quan-
do:

{} a*a; # a* ag,sempre que a; # g,

(i) ;% a # g; * a, sempre que g; # a;.

Isso significa que a é regular quando, composto com elementos distintos de E,
tanto a esquerda deles como a direita, produz resultados distintos.

Assim, um elemento a é regular quando na linha e na coluna de a néo ha ele-
mentos iguais.

Exemplos 37:

Os elementos regulares sdo e, a, d. elalblcla
Note que na linha e coluna de b ocorrem repeti-

i ) elelalb|c|d

coes, Nas de ¢, também.

alalb|c|d]e

blblclblcia

clc|d]|c b

d|d|e|a c

G- 131 6D



Exercicios |

144. A partir das tabuas construidas no exercicio 132, responda:
a) Que operacdes sao comutativas?
b) Que operagdes apresentam elemento neutro?
¢) Quais sdo 0s elementos simetrizaveis?
d} Quais sdo os elementos regulares?

145. A tabua abaixo descreve a operacao ndo associativa /A sobre o conjunto £ = {g,
b, ¢, d}. Calcule de cinco formas diferentes o composto a A b A ¢ /A d, ou seja:

a) @Ab) Alchd)

N oa c| d
bylaAbANAd
JlarbyAclid a|blb|c|d
dadlbAcdAd blc|did]|a
et aAbhlchd] cldld|al|lb
dla|blb|c

146, Construa a tabua da operacao de intersecio sobre a familia de conjuntos
#F ={A, B, C, D}, sabendo que:
ANB=BBNC=CeCND=D
Em sequida, estabelega:
a) qual é o elemento neutro;
b) que elementos sdo simetrizaveis;
¢} que elementos sdo regulares,

147, A partir de cada tabua abaixo, decida:

i} A operagdo é comutativa? iii) Que elementos sao simetrizaveis?
i} Existe elemento neutro? iv) Que elementos sdo requlares?
a[ Talb]c|d c) alb]c]d]e]f|g|h
alc|d|alb alalblc|d|e|flgl|h
bldicibla bijblc|dlajflg|hie
claib|c|d clc|djalblg|h]el|f
dlbla|d|c dld|a|b|c|h|el|f|g

eleiflg|h|lalb|c|d
b) alblcld flflg|hleiblcld]|a
alciald|b

glglhle|f|lcld|lalb
blalbjc d hihle|Flg|d|a|b|c
clblc|d|a
dld|dialc
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148. Complete a tabua da operacao * sobre o conjunto £ ={a, b, ¢, d}, sabendo que:

{h b é o elemento neutro
{il}) o simétricodeaé a

* a b c d

{ll} o simétricode cé d a

V) a*c=d b
(V) todos os elementos de £

sdo regulares ¢

d

149. Construa a tdbua de uma operagao * sobre £ = {e, a, b, ¢} de modo a satisfa-
zer as seguintes condi¢des:

(Il * seja comutativa

{l) e seja o elemento neutro
() x*a=a, Vx
(IV) RlE) = £ —{a}

150. Construa a tabua de uma operacdo * sobre o conjunto £ = {a, b, ¢, d} de mo-
do que satisfaca as condi¢bes seguintes:

(I} seja comutativa
{) a sejao elemento neutro
{If) U.(E) =
{(IV) Ru(E} =
(V) b*c=

151, Complete a tdbua da operacio * sobre o conjunto £ = {a, b, ¢, d, €}, sabendo

que:
(I ekx=x=x%e ¥x * a b ¢ d €
() atx =g =x%*a, ¥x a
(I xkx=e ¥x+a b
(V) b¥d =¢
(V) b, ¢, d sao regulares ¢
d
e

152. Seja * a operagdo sobre F = {1, 2, 3, 4, 6, 12} dada pela lei x*y = mmc{x, y).
Determine os subconjuntos de £ que tém trés elementos e sao fechados em
relacdo a essa operacio,
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153. Seja £ = % {a, b, ¢}. Qual é a condicéo sobre X e ¥, sendo X € E e Y € £, para
que {X, Y} seja fechado em relagao a operagdo de interse¢ao sobre £7

154. Dé um exemplo de operagdo nao associativa nem comutativa, mas que tem
elemento neutro.

155. Dé um exemplo de operacao sobre £ (finito) em que todo elemento de Eé
regular, existe elemento neutro e 56 ele & simetrizavel.

156. Dé um exemplo de operacdo em que o composto de dois elementos sime-
trizéveis nao é simetrizavel.

157. D& um exemplo de operacéo sobre £ (finito) em que existe elemento neutro
e todos 05 elementos de F, com excecao do neutro, tém dois simétricos.

Exercicios complementares

C18. a) Prove que o numero de operagdes, duas a duas distintas, schre um conjun-
to finito e nio vazio com n elementos é n(”’

15 Prove que 0 nimero de operagdes comutativas, duas a duas distintas, sobre um
2+

. . - . L {nt+n
conjunto finito e ndo vazio com n elementos € ( ) expoente de n,
€19, Seja £ um conjunto munido de uma operagao * que apresenta um elemento
neutro e. Prove que * é associativa e comutativa se, e somente se, a * (b * ¢} =
=(a * ¢} % b, quaiquer que sejam a,b,c € £

€20. Uma operagio * sobre um conjunto E ¢ dita totalmente ndo associativa se
' {axb)kc = a*(b*c)
quaisquer que sejam a, b, ¢ € £.
a) Mostre que tal operagdo nao é comutativa.
b) Mostre que a operacdo de potenciagao (x®y = x’) sobre £ ={3,4, ...} é
totalmente ndo associativa.

C21. Seja * uma operagio sobre £ que é associativa e tem neutro. Sendo A um
subconjunto nao vazio de E, indiquemos com C(A) o conjunto dos elemen-
tos x € F tais que a*x = x* g para todo a € A.
Prove que;

a} C(A) é fechado para a operagao #.
b) 5e B C A, entac C(B) D C{A}.
Q) C(CiCiAN) = ClA)
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18. OPERACOES EM 7,

Vamos definir aqui as operagdes de adicdo e multiplicacao num conjunto Z,,
{m > 1) de classes de restos. Em seguida mostraremos algumas propriedades des-
sas operacoes.

Definigao 45: Dadas duas classes a, b € 7, chama-se soma a + b a classe
a+ b.

Definicdo 46: Dadas duas classes a, b € Z,, chama-se produto a - b a classe

a-b

Observacio

Se a=a’€ Z,,eb=b'€ 7, entdo a=a (mod m) e b= b’ (mod m); portan-
to,a+ b=a'+ bt{mod mea-b=a- btimodm) e conseqilentemente, a + b =
=a'tb'ea-b=a b lIsso mostra que a scma e o produto de classes, conferme
as definicdes 45 e 46, ndo dependem dos representantes das classes. Dessa forma
fica garantido que a + b € tnica e a - b também ¢ Unica, ou seja, as aplicacdes
(@, b)r> a+ bela bl a-b sio operacbes sobre 7., denominadas adicio e
multiplicacéo, respectivamente,

Propriedades da adicao

1) Associativa
Para quaisquer @, b, ¢ € Z,,, temos:

a+b+c)=a+btc=a+bro= L
=(@a+tb)+c=a+b+c=@+b +c 2
2) Comutativa §$
Para quaisquer a, b € Z, temos: £ '.{?Q
- ., = R
a+b=a+b=bt+a=b+a §é‘b
3) Elemento neutro Q‘;’ &

Para qualquer @ € 7, temos: '
a+0=a+0=a :

Portanto, 0 é o neutro da adicdo em Z .

4) Elementos simetrizdveis

Dado a € Z,,, procuremos seu simétrico a’.

Devemostera + a’ =a+a'= 0 e, portanto,a + a’= 0 (mod m) ou a’ = ~a
(mod m). De onde, a’=m—a.

Isso mostra que todo elemento @ € Z,, é simetrizivel para a adicio e seu
simétrico é m—a,
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propriedades da multiplicagao
Analogamente, pode-se provar a associativa e a comutativa,
Para qualquer a € 7, temos;

a-1=a-1=a

Portanto, 1 é o neutro da multiplicagéo em 7

Provaremos que a € £, é simetrizavel para a multiplicacdo se, e somente se,
mdeia, m) = 1.

{(—) Seja a € Z,, um elemento inversivel, Existe, entdio,a’ € 7, tal que a- a’=
=a-a=1. Dai,aag’= 1t (mod m) ou aa’ — 1 = mg, para algum g € Z. A proposicao 2,
do capitulo |l, garante entdo que mdc{a. m) =1,

(<) Se mdc{a, m) = 1, entdo, devido a mendonada proposicdo, existem X, yp € Z
tais que ax, + my, = 1. Dessa |gualdade segue que axo — 1T=m{—y)e portanto,
que axg =1 (mod m). De onde, ax, = 1 ou @ - X, = 1, igualdade que mostra que a
& inversivel e x, é seu inverso.
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CAPITULO IV

GRUPOS

IV-1 GRUPOS E SUBGRUPOS

1. NOTA HISTORICA

Entre 1500 e 1515, 0 matematico italiano Scipione del Ferro (1456-1526) desco-
briu um procedimento para resolver a equacdo cubica x* + px =g (p, g > 0) (em
notacao atual). Esse procedimento se traduz, modernamente, na seguinte formula:

=g -

Del Ferro mostrou, com isso, que é possivel expressar as raizes da cubica consi-
derada em termos de seus coeficientes, usando apenas adicdes, subtracdes, multi-
plicacées, divisdes e radiciacdes. Ou, como se diz modernamente, que a equacao dada
¢ resoluvel por radicais.

Como ja se sabia ha muitos séculos que as equagbes de grau um e dois também sao
resolveis por radicais (no caso destas ultimas, lembrar a chamada férmula de Bhaskara),
a solugao de del Ferro colocou o sequinte desafio para os algebristas: sera que toda equa-
¢ao algébrica é resolivel por radicais? As pesquisas visando respender a essa questao se
arrastaram por mais de dois sécuios e meio, frustraram alguns dos grandes matematicos
desse periodo e contribuiram decisivamente para a criagio do conceito de “grupo’.
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Na verdade a questdo da resolubilidade das equacoes algébricas sO comegou a
ser esclarecida genericamente na segunda metade do século XVl Na obra Réflexions
sur la résolution algébrigue des équations (Reflexdes sobre a resolugdo algébrica de
equacdes) (1770-1771), 0 italo-francés Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), possivel-
mente o primeiro matematico a perceber com lucidez maior o caminho a ser segui-
do para abordar o problema, observou que a “teoria das permutacdes” era de grande
importancia para a resolugao de equactes. Lagrange referia-se a permutagdes envol-
vendo as raizes da equacio.

Em 1824, 0 matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) provaria aqui-
lo de que Lagrange suspeitara fortemente: que ndo ha nenhuma férmula geral por
radicais para resolver as equagdes de grau = 5,

Ainda assim uma questdo permaneda em pé: ja que as equagdes de grau = 5
nio sdo, de modo geral, resoliiveis por radicais, mas alguns tipos o sao, como ja se
sabia bem antes de Abel, 0 que caracteriza matematicamente estas dltimas? A res-
posta a essa pergunta seria dada pelo matematico francés Evariste Galois (1811-
1832), em cuja obra aparece delineado pela primeira vez o conceito de grupo, in-
clusive com esse nome. Resumidamente, a idéia de Galois para responder a essa
pergunta foi associar @ cada equagao um grupo formado por permutagoes de suas
raizes e condicionar a resolubilidade por radicais a uma propriedade desse grupo.
E, como para toda equacao de grau = 4 o grupo de permutacdes que lhe € associa-
do goza dessa propriedade e para n > 4 sempre ha equagdes cujo grupo naoc se
sujeita a essa propriedade, a questao da resolubilidade por radicais estava por fim
esclarecida.

Com o tempo, verificou-se que a idéia de grupo era um instrumento da mais
alta importancia para a organizacdo e o estudo de muitas partes da matematica.
Em nivel mais elementar, um exemyplc é a teoria das simetrias, muito importante
para a cristalografia e a quimica, por exemplo. Essenciaimente, os grupos podem
ser usados para retratar sirmetrias geométricas: a cada figura associa-se um grupo,
grupe esse que caracteriza e retrata a simetria da figura. Em 2.4 (xiii-a e xiii-b) dis-
correremos um pouco sobre isso.

2. GRUPOS E SUBGRUPOS

2.1 Conceito de grupo

Definigao 1: Um sisterna matematico constituido de um conjunto ndo vazio G
e uma operagao (x, y) > x* y sobre G é chamado grupo se essa operacao se su-
Jeita aos seguintes axiomas:

associatividade

{a* b)* ¢ = g*(b*), quaisquer que sejam a, b, ¢ € G;
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existéncia de elemento neutro

existe um elemento e € G tal que a¥ e = e*a = g, qualquer que seja a & G;

existéncia de simétricos

para todo g € G existe um elemento o’ € G tal que a*a’ = a'*a=e,

Se, além disso, ainda se cumprir o axioma da

comutatividade

a*b = b* g, quaisquer que sejam a, b € G,
o grupo recebe o nome de grupo comutativo ou abefiano.

Mantidas as notagées da definicao, um grupo podera ser indicado apenas por
(G, ®), em que, para facilitar, o simbolo * indica a operagdo sobre G.E, quando nao
houver possibilidade de confuséo, até esse simbolo podera ser omitido. Assim, ser3
ComumMm Usarmos expresses como, por exemplo, “Seja G um grupo”ou“Consideremos
um grupo G”, o que naturalmente pressupde a operacio subentendida. Qutra ma-
neira ainda de nos referirmos a um grupo {G, *) é dizer que “G tem uma estrutura
de grupo em relacdo a operacio * ",

2.2 Propriedades imediatas de um grupo

Seja (G, *) um grupo. As propriedades j& demonstradas para uma operacao so-
bre um conjunto (capitulo Ill) nos asseguram:

* a unicidade do elemento neutro de (G, *);

* a unicidade do simétrico de cada elemento de G;

+ que, se e é 0 elemento neutro, entdo e’ = e:

* que (a")’ = a, qualquer que seja a € G;

* que (@*b) = b'*a’ e, portanto {raciocinando por indugio}, que
g, ka,* . ka,) = a,*a, _ ¥ ¥a, n=1);

* que todo elemento de G é regular para a operacio *. Ou seja:
sea*x=a¥*y{oux*a=y¥qg),entiox=y.

Além disso, pode-se demonstrar também que

* no grupo G, a equagao a*x = b (x*a = b) tem conjunto solugic unitario,
constituido do elemento a’* b (respectivamente, b a*).

Consideremos a % x = b. Substituindo-se x por @’* b no primeiro membro da
equacao, obtém-se

ak*{a*b)={a¥*a)*b=e*b=b
© Que garante que efetivamente a”* b ¢ solugdo da equacio. Por outro lado, se x,
€ uma solucdo, entdo a *x, = b. Dai:
a'*(arx) =a'*b

Como g * (a%xy) = (@ *a)* x;, = x,, entdo X =a'%b,
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Nesta altura, cabem algumas observacdes no que diz respeito a linguagem a
ser empregada daqui para a frente:

(i} Um grupo cuja operacdo é uma “adicdo” serd chamado de grupo aditivo, ao
passo que, se a operagao € uma ‘multiplicacao’ de grupo multiplicativo. No caso de
grupo aditivo, o simétrico de um elemento a é chamado oposto de a e indicado por
—a; &, no caso de um grupo multiplicativo, inverso de a e denotado por a !

(ii) Na maior parte da teoria sobre grupos a ser desenvolvida aqui usaremos a no-
tacao multiplicativa para indicar a operagao. Motivo: é mais pratica e, é claro, 0s resul-
tados obtidos valem em qualquer caso, bastando mudar convenientemente a notagao.

2.3 Grupos finitos

Um grupo (G, *) em que o conjunto G é finito, chama-se grupo finito. Nesse ca-
50, 0 nimerc de elementos de G é chamado ordem do grupo (notagdo olG)) e a ta-
bua da opera¢io * se denomina tdbua do grupo. Diga-se de passagem que o pri-
meiro matematico a usar tabuas para representar grupos foi o inglés Arthur Cayley
(1821-1899). Cayley, que valorizava sobremodo os aspectos formais da matematica,
foi provavelmente o precursor do estudo abstrato da tecria dos grupos. Outra rea-
lizagao importante desse matematico foi a introducdo das matrizes na matematica,

Exemplo 1: E facil verificar que G ={—1, + 1} é um grupo multiplicativo, Sua ordem
obviamente é 2 e sua tabua:

IR
1 1 -
1§ -1 1

2.4 Alguns grupos importantes

{i) Grupo aditivo dos inteiros {comutativo}

Sistemna formado pelo conjunte dos inteiros e a adigdo usual sobre esse conjun-
to. Motivo: a adicao usual é uma operacdc sobre Z, assodiativa e comutativa. Mais: ha
um elemento neutro para ela {o numero 0), e o oposto —a de um elemento a € Z
também pertence a esse conjunto, Obviamente essas propriedades sdo pré-requisitos
para este trabalho.

(i) Grupo aditivo dos racienais fcomutativo)

Sistema formado por (¥ e a adicdo usual sobre esse conjunto. O porqué é o mes-
mo do exemplo anterior.

{iiil)y Grupo aditivo dos reais (comutativo)

Sistema formado por R e a adicao usual sobre esse conjunto, O porqué é o
mesme do primeiro exemplo.
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{iv} Grupo aditivo dos complexos {comutativo)

A soma de dois nimeros complexos z=a+bi e w=c+di é definida por
z+w= (@ + b) + {¢ + d)i E facil verificar que essa operacao é associativa. Mais
ainda verificar que 0 =0 + 0 - i é elemento neutro dessa operacao. Por fim, para
todo complexo z = g + bi, 0 nimero complexo —z = (—a) + (—b} é seu oposto, o
que pode ser verificado diretamente sem nenhuma dificuldade.

{v) Grupo multiplicativo dos racionais (comutativo)

Sistema formado pelo conjunto dos racionais nao nulos e a multiplicacdo usual
sobre esse conjunto. O conjunte 11* é fechade em relacdo & multiplicagéo, ou seja,
o produto de dois nimeros racionais ndo nulos também é diferente de zero. A mul-
tiplicagdo usual é associativa em J* porque o € em (J; ¢ nimero 1, elemento neutro
da multiplicacao, obviamente & diferente de 0; e se a # 0, 0 mesmo acontece com
seu inverso @ ', Também neste caso admitimos como pré-requisito o conhecimento
das propriedades da multiplicacdo de niimeros racionais.

Contra-exemplo 1: O sistema formado pelo conjunto Z* e a multiplicacdc de
numeres inteires nao é um grupo, embora o produto de dois inteiros ndo nulos
seja sempre um inteiro ndo nufo. Ocorre que nenhum inteiro g, salvo 1 e —1, tem
inverso em Z.,

{vi) Grupo multiplicativo dos reais (comutativo)
Sistema formado por R* e a multiplicagao usual sobre esse conjunto. O porqué
¢ 0 mesmo do exemplo anterior.

(vii) Grupe multiplicativo dos complexos (comutativo)

Sistema formado pele conjunto C* e a multiplicagdo usuat de nimeros com-
plexgs. O produte de dois nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di é definido
por zw = {ac — bd) + {ad + bc)i. Se os numeros dados sdo diferentes de 0, 0 mes-
Mo acontece com o produto, como se pode verificar. Essa operagao é€ associativa e
comutativa, e a verificacdo disso é apenas uma questao de calculos algébricos; o

elemento neutro é 1 =1 + 0, e 0 inverso de um elemento z = @ + bi, nio nulo, é
-1 a -b , , . .
=S5 et S também um nimerc complexe ndo nulo, considerando-
as+b a*+ b .

sequea # Ooub # 0.

{viii) Grupo aditive de matrizes m x n (comutativo)

Nas consideracoes a serem feitas aqui indicaremos por K, indistintamente, um
dos seguintes conjuntes, 7, @, R ou €, e por M., , .(K) o conjunto das matrizes sobre
K com m linhas e n colunas. Isso posto mostraremos que M, , {K) é um grupo adi-

tivo. Para isso, lembremos primeiro que a adi¢io de matrizes em M, (K) é definida
da seguinte maneira:

m=n
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Se

ayy T by, by,
A = a B: ..........................
Im Gmn brrﬂ bmn
entao:
ant by gt by,
A+ B=

G+ By o G + B
e, portanto, trata-se de uma operacdo sobre o conjunto M, _ (K).
Essa adicdo cumpre os axiomas exigidos pela definicdo 1, 0 que é facil de provar;
Associatividade: A + B+ C)=(A+8B) + C
Comutatividade: A+ B=8+ A
Existéncia de elemento neutro: é a matriz

0 0
Opun=
0 0
Existéncia de opostos: qualquer que seja a matriz
a dyy
A=
am‘l amn
tomando-se
5 —hn
—A = e
—dm A

que abviamente também é uma matriz de M, ,, ,(K), entao:

app — Gy e Gy — dyy
A+ {-A}l= =0
A — 8my - O = Oy

Portanto, (M, ,, ,(K), +} & um grupo aditivo abeliano quando K = Z, (3, R ou C.

mxn

(ix) Grupos lineares de grau n (multiplicativo, ndo comutativo se n = 1)
Indicaremos agora por K, indistintamente, um dos conjuntos @, R ou C e por
M, (K) o conjunto das matrizes de ordem n sobre K. Tratando-se de um caso particu-
lar do exernplo anterior, M,,(K) é um grupo aditivo. No que se refere 3 multiplicacio
de matrizes, porém, a situacdo é diferente. Lembremos que a multiplicacio de matrizes
(linhas por colunas) é definida da seguinte nmaneira: se A = {ay) e B = (by), entao:
AB = (c), em que Cf}':E]a;kbfg (i,j=1,2,..,n

Para essa operacdo vale a associatividade, como é hem conhecido. Mais: ela con-
ta com um elemento neutro que ¢ a matriz idéntica de ordem m:
T 0 .. 0



Mas sempre ha matrizes para as quais ndo ha a matriz inversa: por exempla,

a matriz nula
0

0o 0 ..
0,0 0 . ©
00 o
cujo produto por uma matriz qualquer € ela mesma, portanto diferente de /,,.
Para saber quais matrizes de ordem n tém inversa, recorremos ao seguinte teore-
ma da teoria dos determinantes: “Uma matriz A € M,(K) & inversivel se, e somente se,
det{A) # 07Como o conjunto das matrizes inversiveis, que indicaremos por GL (K),
inclui a matriz idéntica [, cujo determinante & igual a 1 e det{AR) = det{A)det(B) =
# 0, VA B € GL,(K), entao (GL,{K}, ) € um grupo. Esse grupo nédo é comutativo
quando n > 1, pois, por exemplo, se

11 .1 10 .0
A: 0 1 was l e B: ‘l 1 - 0
dwgiw1 o
entao;
n 1 1 1
AB=| o | @ BA =

—_

1 | - n

O grupo (GL,, (K}, -) é chamado, respectivamente, grupo linear racional, real ou
complexe, de grau n, conforme K =, R ou .

{(x} Grupos aditivos de classes de restos (comutativo)

Lembremos que, para qualquer inteiro m > 1, o conjunto das classes de resto
modulo m, ou seja, Z,,=1{0, 1,2, .., m —1} é o conjunto quociente de Z pela re-
lagdo de congruéncia, médulo m. Portanto, 0 é formado por todos os inteiros con-
gruos a 0, médulo m, 1 por todos os inteiros cdngruos a 1, modulo m, e assim por
diante, No capitulo anterior vimos que a adigdo mddulo m, definida por

a+b=a+b
€ uma opera¢io sobre Z,, para a qual vale a associatividade e a comutatividade.
E que, além disso:
at0=a+0=a
€, portanto, 0 é o elemento neutro dessa operacdo. Mais, que a classe m—a é o
oposto de a € Z,, na adicdo maduloe m, pois

a+ m—a=a+tm—-a=m=0

uma vez que m = 0 (mod m). Entdc —a = m—a.
De onde (Z,,, +) ¢ um grupo comutativo, para todo inteiro m > 1, chamado gru-
Po aditivo das classes de resto mddufo m. Vale notar que a ordem desse grupo é m.
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Exemplo 2: Construir a tabua do grupo {Z;, +).

+lo|1]|2
o|o0|1]2
17|20
2201

{xi) Grupos multiplicativos de classes de restos

No capitulo anterior, vimos também como se introduz a multiplicacdo modulo
mem Z.;

sea,be 7, entio a-b = ab.

Naquela oportunidade mostramos que essa operagao estd bem definida e
goza das propriedades associativa e comutativa; além disso, a classe 1 é o elemento
neutro, uma vez que a-1=a-1=a.

Mas ocorre gque, mesmo excluindo-se o elemento 0 de £, que obviamente
ndo tem inverso para a multiplicacdc maédulo m, nem sempre ¢ conjunto restante
& um grupo multiplicativo. De fato, a restrigao da multiplicagdo mddulo 4 aos ele-
mentos de Z, — {0}, por exemplo, nem sequer ¢ uma operacéo sobre esse con-
junto, uma vez que 2+2 = 0.

Provaremos agora que a restricdo da multiplicacdo modulo m acs elementos
de Z) =27, — {0} é uma operacao sobre esse conjunto se, e somente se, m é um
namero primo.

{(—} Suponhamaos que m nado fosse primo. Como m > 1, podem ser encontra-
dos dois inteiros a, b > 1 tais que ab = m. Dessa igualdade resulta que ab = m.
Como a-b =ab e m =0, entio a-b = 0,0 que & impossivel em face da hipdtese.

{<=) A Unica possibilidade de a multiplicacdo médulo m, quando restrita aos ele-
mentos de 7, ndo ser uma operacao sobre esse conjunto é acontecer de a-b=0
para algum par de elementos desse conjunto. Mas isso implicaria ab = 0 e, portanto,
ab = 0 (mod m). Dai, m | ab e, como m € primo por hipdtese, entdo m |a ou m | b.
Considerando-se, por exemplo, a primeira hipotese, a = mgq, para algum inteiro g,
e, portanto:

a=mqg=m-Gg=0-¢=0
0 que ¢ um absurdo, visto que, por hipétese, a € Zy,.

Mostraremos agora que, se m € primo, a multiplicagao méduto m, quando res-

trita aos elementos de 7, faz desse conjunto um grupo. Para isso basta mostrar

que, qualquer que seja o elemento a € 77, pode-se encontrar b € 7, tal que
ab=1,
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De fato, se g € Z,,, entao a ndo é multiple de m. E, como m é primo, entio
mdc(m, a) = 1. Dai, mx, + ay, = 1, para convenientes inteiros x, e y, (identidade
de Bezout). Reduzindo-se essa igualdade, médulo m;

Mmxg + Qyg=m-Xg + dryg=a-yp=1
— ¥ - - -
0 que mostra que ¥, (que pertence a 7)) @ o inverso de a,

As consideragdes anteriores permitem concluir que Z, é um grupo multipli-

cative se, e somente se, m é primo.

Exemplo 3: Determinemos o inverso de 4 em Z, usando o raciocinio da Giti-
ma demonstracgo. Ora, uma solucdo de 5x, + 4y, = 1, que pode ser determinada por
simples observagao, é (1, —1). Logo, y, = —1 e, portanto, o inverso de 4 é —3 = 4,
pois 4 = —1 (mod 5),

(xii) Grupos de permutacdes

(xii-a) Permutagéic é o termo especifico usado na tecria dos grupos para desig-
nar uma bijecdo de um conjunto nele mesmo. Se £ indica um conjunto nao vazio,
denotaremos por S(E) o conjunto das permutagdes dos elementos de E, A compo-
sicao de aplicacdes &, neste caso, uma operacao sobre S(£), pois, se f e g sdo per-
mutacdes de £, ou seja, se f: £ — £ e g: £ — F sdo bijecbes, entdo a composta
g f: E — E também é uma bijecdo, como vimos no capitulo anterior.

Vimos também que vale a associatividade para essa operacao e que i: £ — F
{aplicacdo idéntica de £), que ohviamente é uma bijecéo, é o elemento neutro
nesse caso, posto que : {i: 0 F {x) =i (f(x)) = f(x)}, para todo x € £, 0 que garante
a igualdade iz 0 f = f. Analogamente se prova que foi; = f. Finalmente, se f é
uma permutaco de £, entdo o mesmo acontece com f ' {aplicacio inversa de f),
que, como também foi visto no capitulo anterior, é uma bijecao e é o elemento
inverso de f para a composicdo de aplicagdes, pois fof ' = faf = .

Portanto, {(S$(£), =} é um grupo — ¢ grupo das permutacdées sobre E. Esse grupo
€ comutativo se, e somente se, sua ordem € 1 ou 2. De fato, se a ordem é 1, 5(F) 56
possui um elemento, a aplicacac idéntica que, naturalmente, comuta consigo mesma.,
5e a ordem € 2 e os elementos de F forem indicados por a e b, entdo S(E) também
50 tem dois elementos: a aplicacao idéntica e a aplicacdo que leva @ em b, e vice-
versa. Como, abviamente, esta Gltima aplicagido comuta consigo mesma e com i, en-
tao (S(E), ©) também é comutativo nesse caso.

Suponhameos agora que 0(S(£)) > 2 e que, portanto, £ tenha mais do que 2
elementos. Designando por g, b e ¢ trés elementos distintos de £, consideremos
as permutacdes f e g de S(£) definidas da seguinte maneira:

fla) = b, f(b) = a e f(x) = x qualquer que seja x # a, b

gla) = ¢, glc) = a e g{x) = x qualquer que seja x # g, ¢.
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E claro que f e g sao permutagdes de £, pela maneira como foram construidas.
Além disso,
(f ogia) = flgla)) = flc) =c¢

(gofia) = glfia) = gib} = b,

o gque mostra que gof # fog e, portanto, que S(E) nao é comutativo,

(xii-b) Um caso particular importante de grupo de permutacdes, alids relacio-
nado com a origem da teoria dos grupos (ver Nota Histérica deste capitulo), é aque-
le em que £ ={1,2,..,n},em que n = 1. Neste caso, em vez da notacio genérica
$(E}, usa-se &, para indicar o conjunto das permutagdes sobre £.E o préprio grupo
(S,. ) tem um nome especial: grupo simétrico de grau n. A andlise combinatdria nos
ensina gue esse grupoe tem ordem nl, ndmero de permutagdes que se podem cons-
truir com n elementos, permutagdes essas gue podem naturalmente ser colocadas
em correspondéncia biunivoca com os elementos de 5.

Para o estudo dos grupos simétricos costuma-se usar a seguinte notagdo: se
fFES, e f)=i, f(2) =iy .., fln) = i, entdo:

Nessa notacdo, a ordem das colunas ndo importa, embora em geral se usem os
elementos da primeira linha em ordem crescente. Por exemplo, em 53,

1 2 3 2 3 1
2 1 3/ i\t 3 2

pois ambas tém o mesmo efeito sobre os elementos de E.
Com essa notacio, a composicao de duas permutagdes

1 2 .. n 1T 2 . n
f=1. . . e ={. . .
ST R, g h k-~ I

se faz da seguinte maneira:

1w 0 o.on 1w 1 oo S
gef=1t . ; cJof . : ;1T i
Ko i, o a T T R [
pois (g o f)lr) = glFN) = gli) = ji.
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Por exemplo, em §,:

123 4} 1234 123 4
241 3/ 31 4 2/ W1 23 a4

Notar que, por exemplo, a imagem de 3 pela compaosta se obtém da seguinte
maneira: 3 > 4 1 3,
Ainda de acordo com essa nota¢ao, se

- a .r . b .
=1 . ioeon .

entdo:

Por exemplo, em 5, a permuta¢do inversa de

{123 4
43 1 2
o123 4
34 21

Exemplo 4: Tébuas de S, e S,.

Obviamente a construgdo dessas tabuas envolve muitos calculos. Por brevidade,
ento, até porque o raciocinio é sempre 0 mesmo, nos ateremos, em cada caso, a efe-
tuar uma composicdo apenas. Sugerimos ao leitor verificar os demais resultados.

Tdbua de S,

Fazendo
1 2 1 2
S = = R =

C .f[} - f'{
fg f[} f]
K| fi | fo
Tdbua de 53
Facamos

=g (123, (123 Jc_123.g_1239_1239_123
MR-V AR VIS VA E DY SN PIEAPY £t PIPEN £l PRSI
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Observemos como se obtém f,04gs, por exemplo;
1 2 3} {1 2 3 12 3

_fo: " = =
199350, 5 1% 1 3Tl 2 1) TR

De maneira analoga se obtém os demais “produtos’ Feito isso e colocando-se
esses “produtos” numa tabua, o resultado serd o seguinte, como o leitor padera checar:
O|lfoi Hi|H 9195
folfo{ il H219:] 8919
filfi | Hhlfo|lG|911%
HihlH | H]| GBS
G| G iR |G| | Hi| h
G|l hig|h|hH| H|H
G| G | d |G| H| L2

Vale observar também que esse grupo nao € abeliano, uma vez que sua tabua
nao é simétrica em relagao a diagonal principal. Por exemplo, f,0g; = g, a0 passo
que g, f, = g,. Como se vera no desenvolvimento da matéria, todo grupo de or-
dem menor que 6 é comutativo. Qutra coisa importante mostrada pela tabua é
que o conjunto C; = {f,, f,, f»} também é um grupo quando considerado com
a composicao de permutagdes. De fato, além de ser fechado para a composicao,
como se vé na tabua, vale a associatividade porque vale em S5, 0 elemento neu-
tro f, estd no conjunto, e £, ' = fo, f1 = fef, '=f.

Finalmente, é importante observar ainda na tdbua que f,* = f,0f, = £,,6:0f, =g,
e g;0 f,*= g,0(£;0 f;) = g; € que, portanto:

S;=1£%f1. 72,91, 910, 9’1'13f12}’1

Se em vez de f, tomarmos f, e em vez de g; tomarmos g, ou g,, obteremos
uma alternativa equivalente de escrever os elementos do grupo S,. Essa observagédo
¢ impartante porque mostra que é possivel escrever ("gerar"} todos os elementos
do grupo usando-se apenas dois deles,

Mostraremos agora comao fica a tabua do grupo $; com essa forma de escrever
seus elementos, Evidentemente é s6 trocar, na tdbua ja construida, £, por 2 95
- 2
por g, f, e gy por g;¢ £,

o £° Fi £ gy g:0f | g;of’
f.° £° i £’ g, 9106 | giof’
5 fi £ 72 | g0k’ G gk
£ £ £° fi 9108 | 910K g
g1 g4 05 | g0f” | £° fi %
g:0f | giof | giof’ g1 £, £° £
giof’ | g10%7 9 10 fy fi £ £°

1 5¢ a ¢ elemento de um grupo cujo elemento neutro é e, define-se 2° = e, Portanto, no grupo em estudo, £,"~ #,,.
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Notar, por dltimo, que C; = {f,, £, £} = 1£,% f,, %} e, portanto, é possivel es-
crever todos os seus elementos usando-se um deles apenas. Ou seja, figera C,.

{xiii) Grupos de simetrias

{xiii-a) Simetrias do trigngulo equildtero

Denomina-se simetria de um tridngulo equitdtero T qualquer aplicacio bijeto-
ra’ f: T — T que preserva distancias. Preservar distdncias significa que, se a e b sao
pontos arbitrarios do tridngulo, entéo a distancia de f{a) a £(b) é igual & distancia de
a a b.Uma isometria pode ser imaginada como uma transformacio geométrica que
leva uma copia do tridngulo a ceincidir com ele préprio,

Para caracterizar geometricamente as simetrias do triangulo, indiguemaos seus
vértices consecutivamente por 1, 2, 3 e consideremos as seguintes retas pelo ba-
ricentro O do triangulo: x, pelo vértice 1, y, pelo vértice 2, e z, pelo vértice 3. De-
notando-se por Ry, R; e R, as rotacdes de 0, {2n)/3 e (4n)/3 radianos em torno de ©
no sentido anti-horario e por X, ¥ e Z respectivamente, as reflexdes espaciais de
m radianos em torno das retas x, y & z, prova-se que o conjunto das simetrias do
triangulo é exatamente {Ry, R:, R,, X, ¥, Z} (uma demonstracio desse fato foge ao
alcance deste texto). Mostraremos a seguir, por meio da construcio de uma tabua,
que esse conjunto, com a composicao de transformacdes, é um grupo naoe abeliano.

Para isso, vejamos primeiro {ver figura a seguir} como se obtém geometricamente
Ri2Y e YOR,, por exemplo.

2 Na verdade, pode-se provar que, se f & sobrefetors e preserva distincias, entio § & uma hijeao,
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Efetuando-se todas as composigdes possiveis, obtém-se a seguinte tabua:
ol R\ R | R XY | Z
Ryt Rl Ry R X | Y| Z

Por meio dela se verifica o fechamento, que R, € © elemento neutro e que
Ry '=Ry Ry '=Ry Ry = R, X '=X, ¥ '=YeZ '=ZValendo a associativi-
dade, por se tratar de composicao de transformagoes, entao efetivamente se trata de
um grupo. Denotaremaos esse grupo por D; = {Ro Ry, R X, Y, Z}.Como a tabua néo
é simétrica em relagao a diagonal principal, entdo ele nao & abeliano.

Por outro lado, observando-se que Ry”=R,0R,=R;, X0R=Ze XcR2=Y, entao:

Dy = {R,% Ry, R2 X, XOR,, X OR}

Ou seja, Dy é gerado por R, e X.

Vale observar ainda que a “particdo” mostrada na tabua poe em relevo o se-
guinte: que a composta de duas rotagdes é uma rotagao; que a composta de duas
reflexdes é uma rotacao; que a composta de uma reflexao com uma rotacdo ou de
uma rotacdo com uma reflexdo € uma reflexao.

(xiii-b) Simetrias do quadrado

Uma simetria de um quadrado Q é, como se pode induzir do caso do tridngulo,
uma aplicacdo bijetora f: Q — Q que preserva distancias. E tal como no caso do
triangulo, uma isometria pode ser imaginada como uma transformacio geométrica
que leva uma copia do quadrado a coincidir com ele préprio.

Para caracterizar geometricamente as simetrias do guadrado, cujo conjunto
sera indicado por D,, indiguemos seus vértices consecutivamente por 1,2, 3,4 e
consideremos as retas x e y respectivamente pelas diagonais 13 e 24 do quadrado,
e as retas z e w a primeira perpendicular acs lados 12 e 34 pelo ponto médio de
ambos e a segunda perpendicular aos lados 23 e 14 também pelo ponto médio
de ambos. O centro do quadrado, que & intersecio dessas retas, sera indicado por O.
Entiio, denotando-se por Ry, Ry, Ry, Ry as rotacdes de ©, /2, w e 3m/2 em tormo do
ponte O, no sentido anti-hordrio, por X e Y as reflexdes de « radianoes em torno
das retas x e y e por Z e W as reflexbes de m radianos em torno das retas z e w,
respectivamente, demonstra-se {aqui apenas mencionamos esse fato) que D, = {R;,
Ry, Ry, Ry, X, Y, Z, W}, Por meio da construgao de uma tabua, mostraremos agora
que esse conjunto, com a composigao de transformacoes, é um grupo. A titulo de
ilustracio vejamos (figura a seguir) como se obtém, por exemplo, ZOR; e R,cZ.
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W =i

Efetuando-se as demais composicdes, a tabela obtida € a seguinte (sugerimos
ao leitor checar os resultados):

Z W B
Y| Y| w| x| Z|R|RiR]|R

Y X '

X Y

Wi w 4

Essa tdbua mostra imediatamente que a composicao de simetrias é uma opera-
cao em D,. A associatividade da operagao vale por se tratar de particular composicao
de aplicagtes. Como, ademais, R, é 0 elemento neutro e Ry ' =Ry, R, "= Ry, R, '=
=Ry Ry =R, XTT=XY "=V, 27" =Z W' = Wentao (D,, 0} € um grupo: o
grupo das simetrias do guadrado. D, nao é comutativo, pois, por exempio,
XuZ=RyeZoX=R,

Observando-se que R,” = R,, R’ = R20OR; = RyCR, = Ry, XoR, = Z, XOR? =
= XoR, =Ye XoR,* = XcR, = W, entio:

Dy ={R%RLRARE X XOR, XCcR2 XcR3}
isto &, D, é gerado por R, e X.
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Convém notar que a particao mostrada na tabua poe em destaque o seguinte:
a composta de duas rotagbes é uma rotacao; a composta de duas reflexdes € uma ro-
tacio; e a composta de uma rotagdo com uma reflexao, ou vice-versa, é uma reflexao.
Em particular o conjunto R, das rotacdes do quadrado também é um grupo.

{xiv} Grupos diedrais

O conceito de simetria de um tridgngulo e de um quadrado, que acabamos de
focalizar, pode ser estendido naturalmente para um poligono regular qualquer de n
lados. Tal como nos casos particulares focalizados, o numero das simetrias de um po-

ligono regular de n tados é o dobro do nimero de lados, portanto 2n no case geral.

Para descrever essas simetrias, denotemos os vértices do poligone consecutivamen-
te por 1,2, ...,n € o conjunto das simetrias por D,.. Duas simetrias bastam para gerar
D, a rotacdo R de 2m/n radianos em torno do centro O do poligono (figura a sequir)

e a reflexdo X de w radianos em torno da reta x pelo vértice 1 e pelo centro do po-
ligono (figura a seguir). (Em ambas as figuras consideramos n impar.)

nt+i 2 n+3 $
2 2
m
1 — 1
X
n- 3 n+1
2 n 2 2

Isso posto, pode-se demonstrar que o conjunto das simetrias do poligono €

D, ={R% R R% ..R" ", X, XCR XCR?, ., XcR" T}
e que esse conjunto é um grupo com a compasicdo de transformagdes. Ou seja,
que D, € um grupo gerado por dois de seus elementos, isto €, a rotacac R e a re-

flexdo X, resultado que constitui uma generalizagdo do que foi visto para o tridngulo
e 0 quadrado.
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O grupa D, é chamado grupo diedral de grau n. Em particular Dy e D, s30 os
grupos diedrais de grau 3 e 4, respectivamente.

Outro fato importante envolvendo o grupo diedral D, é que o conjunto R, = {R®,
R R’ ..R" " '} das rotagdes do poligono é também um grupo em relacio a com-
posi¢ao de transformacoes,

(xv) Sejam G e L grupos que, para facilitar, suporemos multiplicativos (para o
caso aditivo, por exemplo, bastaria mudar o simbolo da operacio). Vejamos como
transformar G x L em um grupo da maneira mais natural possivel a partir das ope-
ragbes de G e L.

A “multiplicacao”

{{a. b, {c, d)) s {a, bllc, d) = (ac, bd)
definida para pares quaisquer (g, b), {c, d) € G x L certamente € uma operagao so-
bre G x L, a mais natural possivel no caso. E com essa operagio G x L ganha uma
estrutura de grupo. De fato:

* [{a, b){c, d)e, f) = (ac, bd)le, f) = ((acle, (bd)f) = (alce), bld) = (a, b){ce, df) =
= (a, b} [{c, d)le, A];

* se g; e € sdo os elementos neutros de G e L, respectivamente, entio ele-
mento neutro da “mulktiplicacio de pares” é o par (eq, e,);

«se (g, b) € Gx L e se indicarmos o5 inversos de a e b em G e L respectiva-
mente por a’ e b; entao:

(@, bia’, &) = {aa’, bb') = (e, €;) = elemento neutro da “multiplicacio” em G x L.

O grupo G x L assim introduzido serd chamado produto direto (externo) dos gru-
pos G e L dados. Esse novo grupo é comutativo se, e somente se, ambos 0s grupos
fatores o forem.

2.5 Subgrupos

Consideremos ¢ grupo (R, +). Observemaos que Z, por exemplg, é um subcon-
junto de R para o qual valem as seguintes propriedades: (a) Z & fechado para a adi-
¢ao; (b) (Z, +), em que + indica a adicio de R, restrita aos elementos de Z, também
€ um grupo, Por isso se diz que Z € um subgrupo de R, Consideracoes analogas po-
deriam ser feitas com Q, por exemplo, Portanto, @ também & um subgrupo de R.

Vejamos agora um exemplo menos corriqueiro, Mantida a notacio de 2.4,
consideremos o grupoe S; = {f,, f1, £, 1, g2, 93} das permutacdes sobre o conjun-
to {1, 2, 3}. A tébua desse grupo nos mostra que o subconjunto C; = {f,, f,, f,} &
fechade para a composigao de permutag¢des. Mais: (5, com a composicao de per-
Mutagoes, temn uma estrutura de grupo, como ja destacamos. Por essa razao, C; é
um subgrupo de S;. A definicao geral de subgrupo, a ser dada agora, inspira-se em
£as0s como esse,
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Defini¢ao 2: Seja (G, *¥) um grupo. Diz-se que um subconjunto nao vazio H C G
& um subgrupo de G se:

« H & fechado para a operacdo * (isto é, se a,b € Hentdo a¥ b S H);

« (H, *) também & um grupo (aqui o simbolo * indica a restricdo da operacao
de G aos elementos de H).

Se e indica o elemento neutro de G, entdo obviamente {e} & um subgrupo de
G. € imediato, também, que o préprio G é um subgrupo de si mesmo. Esses dois
subgrupos, ou seja, {e} e G, sdo chamados subgrupos triviais de G.

Proposicao 1: Seja (G, ¥) um grupo. Para que uma parte nio vazia H C G seja
um subgrupo de G, é necessario e suficiente que a* b’ seja um elemento de H
sempre que a e b pertencerem a esse conjunto.

Demonstracdo:

(=} Indiquemos por e e e, respectivamente, 05 elementos neutros de G e H,
Como

ep¥e,=e,=epke
e todo elemento do grupo é regular em relagio a *, entao e = ;.

Tomemos agora um elemento b € H e indiquemos por b’ e by’ seus simétricos

em G e H, respectivamente. Como, porém,

b,/ *b=e,=e=b%*b
entdo b,"= b’ (novamente pelo fato de todos os elementas do grupo serem regu-
lares para sua operagao). Por fim, se a, b € H, entao a* b, € H, uma vez que, por
hipétese, (H, *) é um grupo. Mas b, = b e, portanto, a* b" € H.

{«) Como, por hipdtese, H nao é vazio, podemos considerar um elemento x,; € H.
Juntando esse fato a hipotese: x* x,' = e € H. Considerando agora um elemen-
to b € H, da hipétese e da conclusio anterior segue que:

exb'=beEH

Mostremos agora que H ¢ fechado para a operacao *. De fato, se a, b € H, en-
tao, Jevando em conta a conclusao anterior, g, & € H. De onde (novamente usando
a hipétese):

akx(pY=axbeEH

Falta mostrar a associatividade em H, mas isso é trivial, pois, se g, b, ¢ € H, entao
a,b, ¢ € G e, portanto, a* (b*c) = (a* b)* ¢ (ja que essa propriedade vale em G). #

Convém observar que, se © grupo é aditivo, entdo a condicdo de subgrupo dada
pela proposicac apresenta-se assim:

«Seg bEH emtdoa + (—b) EH

E no caso de um grupo multiplicativo:

+Seq b € H entdoab™' € H.
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Exemplo 5: O conjunto H = {x € R* | x > 0} é um subgrupo do grupo multi-
plicative dos numeros reais (R*, -). De fato,se a, b € Hentdao g, b= R,a > 0 e
b = 0. Mas, se b > 0, entdae b~' > 0. Logo, ab™' > 0, pois o produto de dois
numeros reais estritamente positivos também ¢ estritamente positivo. De onde,
ab™' € H.

Exemplo 6: Consideremaos o grupo aditivo M,(R). Vamos mostrar, usando a pro-
posicdo anterior, que

H:{(: 3) EMZ(R);ade:O}

€ um subgrupo de M,(R). Obviamente trata-se de um conjunto nao vazio. Notar pri-
meiro que as matrizes de H se caracterizam pelo fato de os elementos da diagonal
principal serem opostos um do outro. Observado isso, tomemaos duas matrizes de H:

A=(fa) e el

A+{—B}=(a_r b—s)
c—t —a+tr

Entdo:

Como as entradas dessa matriz obviamente sdo nimeros reaise —a +r=—{a —r),
entdo A + (—B) € H.

Exemplo 7: Consideremaos dois grupos, G e L, supostos multiplicativos, por simplici-
dade. Ainda para facilitar, indiguemos os elementos neutros de G e L por 1. Entdo
xt={txy)eGxL{x=1}eGx{1}={(xy) €6 xL|y=1} sao subgrupos
do produto direto G x L, Faremos a verificacio apenas para o segundo caso,

Sejam «, B € G x {1}. Entdo ¢ = (@, 1) e B = (b, 1), para convenientes elementos
a, b € G. Portanto:

ap =@ b, 1) =@ e L) =@,
Comoab™' € G, entio ap ' € G x {1}.

L Exercicios |

1. Quais dos conjuntos abaixo sdo grupos em relacio a opera¢ado indicada?
a) Z_; adicao
b) 7 ,; multiplicagéo
¢ A={x € Z|xé par}; adicio
d) B = {x € Z | x é impar}; multiplicacio
e) C=1{~2,-1,0,1,2}; adicio
f) & ={1, —1}; multiplicacao
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10.

11.

. Mostre que R dotado da operagao * tal que x * y = i;‘ +_y3 é um grupo

abeliano.

_Mostre que R munido da operagdo A tal que x A y=x+ y — 3 € um grupo co-

rutativo.

. Mostre que O [\ 2_] ={a+ by 2 | a.b € @} é um grupo aditivo abeliano. Es-

tabelecer as condi¢des sobre a e b para que Q2 ] seja também um grupo
multiplicativo.

. Mostre que R x R} — {(0, 0)} munido da operagdo A definida por (a,b) A (. d) =

= {(ac — bd, ad + bc) é um grupo abeliano.

. No conjunto C* esta definida uma operacdo A talque a A b = lal - b. Mostre

que a operagdo A nao define uma estrutura de grupo sobre C*.

. Verifique se Z x Z é grupo em relagao a cada uma das seguintes leis de compasicao:

a) (a,bi*(c,d) =a+cb+d
b) (a, b)Alc, d) ={a-c b-d)

. Mostre que @* x @ munido da operagao L definida da seguinte forma:

{a, b) L (¢, d) = lac, bc + d)
é um grupo.

. Sejam (G, *} e (H, A) grupos quaisquer. Mostre que G x H tem estrutura de gru-

po em relacio a operagdo 1 assim definida: (x, y) L (x, y) = (x¥x, y A ¥
quaisquer que sejam (x y) e (x’,y) em G x H.

Seja G um grupo multiplicativo e seja * uma operacao sobre G assim definida:
ax b = b - a. Demonstre que (G, *¥) &€ um grupo.

Sejam A um conjunto ndo vazio e RA o conjunto das aplicagbes de A em R.
Definimos uma “adicio” e uma “multiplicacéo” em R* como segue:sendo f e g
func¢des de A em R, temos:

(f + g) ()= flx) + glx), ¥x EA

(F-q) () = f(x)glx), Vx € A
Mostre que R”* é grupo aditivo.
Mostre que, em geral, R# nao é grupo multiplicativo.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Mostre que o conjunto das fungdes polinomiais de grau 1 {ou fungoes afins)
de B em R é um grupo para a composicao de fungbes.
Nota: f:R — R é uma fungao afim se, e somente se, f{x) = ax + b,com a # 0.

Sejam S um conjunto, G um grupo e f: S — G uma aplicagao bijetora. Para ca-
da x,y € § defina o produto xy = £ '{f(x)f(y)). Mostre que essa muMiplicacio
define uma estrutura de grupo sobre §,

Construa a tbua da operacio * sobre G = {e, a}, sabendo que (G, *) é um grupo.

Construa a tabua da operagdo * sobre G = {e, a, b}, sabendo que {G, *) é um
grupo.

Mostre que cada uma das tdbuas abaixo define uma operacdo que confere
ao conjunto G = {e, ab, c} uma estrutura de grupo.

e|lal|lb]|c elal|b|c
ele|lal|lb]|c ejejalb]lc
alalelclp alaleijc|b
b|lb|lc|e|a b|lb|lc|ale
c|lecjb|lale clc|b|el|la

Complete a tabela abaixo, sabendo que G = {e, a, b, ¢} € um grupo em relagao
a essa operagao.

el alb|c
ele|al|lb|c
a|a
b | b}
c | c| e|a

Sejam F,, F,, F3, F, aplicagdes de R? em R? definidas da seguinte maneira:
Fiix y) = oy By y) = (=x,y), F3 (o y) = (%, —y) e Flx v} = {(—x, —y).Se G = {F,,
Fy. F3, F4), mostre que (G, ©) é um grupo. Obter F € G tal que F,0F oF; = F,.

Construa a tabua de um grupo G = {e, g, b, ¢, d, f}, de ordem 6, sabendo que:

(Il G é abeliano. (W) a¥c=b*b=d
(I O neutro & e. (V) a¥f=b*d=e¢
() axd =bkec=Ff (VI c*¥d=a
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20.

21.

22,

23,

24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

Sejam g, b, ¢ elementos de um grupo multiplicativo G. Prove que {abo)™" =
=¢ 67 'a" . Obtenha x € G tal que abcxb = ¢.

Se a, b e ¢ sio trés elementos quaisquer de um grupo multiplicative G, demons-
tre que existe um Unico x € G tal que axbcx = abx.

G é um grupo multiplicativo e @ e b sdo elementos de G. Determine x € G tal
que xax = bba .

Mostre que, se x é elemento de um grupe multiplicativo e xx = x, entdo x é o
elemento neutro.

Mostre que, se G é um grupe multiplicativo e xx =1, ¥x € G, entéo G € abeliano
(1 = elemento neutro).

Seja G um grupo finito. Mostre que, dado x € G, existe um inteiro n = 1 tal
que x" = e,

Sejam G um grupo e x € G. Suponhamos que exista um inteiro n = 1 tal que

x" = e. Mostre que existe um inteiro m = 1 tal que x ' = x™.

Seja G um conjunto finito e munido de uma operagdo * que € associativa, Mastre
que, se a operacao * satisfaz as duas leis do cancelamento, entao (G, *) € um grupo.

Verifique se A ou B é subgrupo do grupo multiplicative (J*.
A={x€Q|x>0}

B:{1+2m|m,nEZ}
1+ 2n

Verifique se A ou B ¢ subgrupo do grupo multiplicativo B*.
A={a+byv2 ER*|abe Q)
B={a+bi2 €R*|a,bE Q}

Verifique se A ou B é subgrupo do grupo multiplicativo C*.
A={cos® +i-send |0 € R}
B={ze C||z|=2}

Verifique se A ou B é subgrupo de grupo aditivo B, supondo p & N um numero
primo dado:

A={a+b.p|abe O}

B={a+bip|abec 0}
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Sabendo que @ — {1} € um grupo relativamente & operacio * tal que x* y =
=x +y — xy,verifique se A ={0, *2, %4, ...} € ou ndo um subgrupo desse grupo.

Mostre o conjunto G das matrizes do tipo ( ; b), coma,bE Reaebndo
- a

nulos simultaneamente, constitui um subgrupo do grupo GL,(R).
(GL,{R) indica o grupo multiplicativo das matrizes reais inversiveis 2 x 2.)

osa sena
—sendag cosa
constitui um subgrupo do grupo multiplicative GL,(RR) das matrizes reais e inver-
siveis do tipo 2 x 2.

Mostre que o conjunto H das matrizes do tipo ( ) coma € R,

Para todo n € N¥, o conjunto R” é definido da seguinte forma:
RH = {(01, [ T, Gn} | a; = R}
Sabendo que R” é um grupo em relagéo a adicéio assim definida:
(ap az: LR an) + (b‘]: b2r LY bn) = (a‘| + b]r aj_ + bzr =y an + bn}
verifigue se H,, H, e H; sao subgrupos de R™.
Hy={la), a5 ...,a) ER" |a, + a, + ... + a,=0}
H,=1{lay, ay ...,0,) ER" | a, € 7}
Hy=1{lay, a5 na) ER" |ay = a, = ... = a,}

Quais dos seguintes subconjuntos de Z 5 sdo grupos em relacdo a multiplicacdo?
a) {1,12}

Determine todos os subgrupos do grupo aditivo 7.

Seja £ = {e, a, b, ¢, d, f} munido da operacdo A dada pela sequinte tabua:

A b

o B I = T N I o T I T
[ I~ T e o T I W T B

| |n ([ S ||

QO™ QL |~ |5 | ™

- | |n [T |9 |
Ol o Q|9
(™| (D |r | o
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a) Admitindo a propriedade associativa, prove que (£, A) é um grupo nao co-
mutative.
b} Obtenha os subgrupos de £ com ordem 2 ou 3.

39. Seja £ ={e, a, b, ¢, d, f} munido da operacic © dada pela seguinte tabua

Olelalblc|d]|f
e|le|lalblcidif
alal|lb|lc|d|f]|e
bibleljd]| f|le|a
c|lc|d| fie|a;b
dld| fle|lajb]|c
flfle|lalb|lc|d

a) Admitindc a propriedade associativa, prove que (£, (2) é um grupo comu-
tative.
b) Obtenha os subgrupos de £ com ordem 2 ou 3,

40. Mostre que H C Z é um subgrupo do grupo aditivo Z se, e somente se, existe
um m € Hde modo que H=1{km | ks Z}.
Nota: Se m € Z, entdo o subgrupo {km | k € Z} costuma ser denotado por mZ.

41. Prove que, se H, e H, sdo subgrupos do grupo G, entdo H, N H, também é sub-
grupo de G.

42, Prove que, se H, e H, sdo subgrupos de um grupo G, entdo H,U H; € subgrupo
de G se, e somente se, H, C H; ou H, C H,.

43. Seja G um grupo multiplicative e seja a um elemento de G. Prove que Nlg) =
= {x € G| ax = xa} é um subgrupo de G.

44, Construa a tabua do grupo G = {0,1,2, 3,4, 5} com a operacdo @ assim definida:
x @ y = resto da divisdo em 7 de x + y por 6

Quais sao os subgrupos de G?

45. Seja S um subgrupo de um grupo G e defina T = {x € G | Sx = x§}. Mostre que
T é um subgrupo de G.{Sx = {sx | s € S}; xS = {xs | s € S})

46. Seja G um grupo multiplicativo e seja H uma parte ndo vazia e finita de G tal
que HH C H; demonstre que H é subgrupo de G. (H -H = {h, h, | hy, h, € H}).
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47. Sejam A e B dois subgrupos de um grupo G. Demonstre que AB = {ab |a € A
e b € B} é um subgrupo de G se, e somente se, AB = BA.

Exercicios complementares

¢1. Mostre gue, se G é um grupo multiplicative finito com namero par de elementos,
entdo existe um elemento x # 1 (1 = elemento neutro) em G tal que x = x .

Sugestdo: Faga G=AUBemque A={xEG|x#x JeB={xeG|x=x""}.

€2. Sefam G um grupo e H um subgrupo. Seja x € G, Seja ainda xHx ™ o subconjun-
to de G formado por todos os elementos xyx™' com y e H. Mostre que xHx ™' é
um subgrupo de G.

C3. Sejam G um grupo e a um elemento de G. Seja o,: G — G a aplicagdo tal que
ULlx) = axa ! Mostre que o conjunto de todas as aplicagdes o, coma € G, é
um grupo com a composicao de aplicacdes.

IV-2 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS DE GRUPOS

3. INTRODUGCAO

O cbjetivo principal deste tdpico € introduzir o conceito de “isomorfismo” de
grupos e estudar suas propriedades basicas. A idéia por tras desse conceito é a de
separar os grupoes em ¢lasses disjuntas tais que as propriedades deduzidas para um
particular grupo de uma dada classe possam ser transferidas para todos os grupos
dessa classe, e apenas para estes, com uma mudanga adequada das notagbes. Es-
sencialmente, dois grupos de uma mesma classe sdo indistinguiveis em tudo que €
pertinente a teoria dos grupos (e apenas guanto a isso). E para que dois grupos, G
e H, pertencam & mesrma classe, exige-se que se possa definir uma bijecéo f:G — H
que “preserve as operacoes” A bijecdo garante a necessidade ébvia de que Ge H
tenham a mesma cardinalidade, ao passo que “preservar as operagdes” significa, gros-
so modo, a possibilidade de poder transferir os “cdlcules” de um para o outro. No
proximao item, formalizaremos essa idéia.

Embora essa formalizacao esteja associada ao desenvolvimenta da dlgebra mo-
derna e, portanto, seja relativamente recente na histéria da matematica, sua utili-
zacdo informal e despercebida em outras areas é muito antiga. Como exemplo, con-
sideremos a congruéncia de tridgngulos, ja estudada por Euclides em seus Elerentos
(€. 300 a.C). O objetivo da congruéncia é separar os triangulos em classes disjuntas
segundo o critério métrico. Assim, ao se achar, por exemplo, a drea de um dado trian-
Qulo, na verdade esta se achando a area de todos os triangulos que Ihe sio congruen-
tes, ou seja, de todos os tridngulos da mesma classe.

G161



Um exemplo mais especifico do uso informal e despercebido dessa idéia ocor-
reu no comeco do século XVII, com a criagdo dos logaritmos. Estes foram introdu-
zidos na matematica com uma finalidade que perdeu totalmente o sentido mais ou
menos a partir dos anos 1960, com o advento dos computadores e calculadoras: so-
correr os matematicos, e especiaimente os astrénomos, em seus longos € penosos
calculos aritméticos. A idéia era transformar uma multiplicagéo, uma divisdo ou uma
radiciacdo respectivamente numa adigao, subtracdo ou divisdo por um ndmero in-
teiro, certamente operacoes bem mais faceis de efetuar de modo geral.Notavelmente
os logaritmos criados por tohn Napier (1550-1617) com essa finalidade cumpriam
plenamente o papel esperado. Para isso Napier construiu uma tabua de logaritmos,
publicada em 1614. Assim, para calcular, por exemplo, o produto de dois nimeros
estritamente positivos, achavam-se, por meio da tabua, seus “logaritmaos” no campo
dos numeros reais; a sequir somavam-se esses logaritmos; finalmente, ainda por meio
da tabua, mas voltando atras, procurava-se o nimero positivo cujo logaritmo fosse
a soma encontrada. Esse nimero era o produto desejado. Evidentemente sem per-
ceber, Napier estava procedendo a uma forma de identificagac do grupo (R, )
(ver exemplo 5) com o grupo (R, +). O procedimento de Napier era diferente, mas
hoje essa identificagao formalmente se faz por meio de uma aplicagao bijetora

log: R, — R
que transforma produtos em somas mediante a propriedade

log (ab) = leg{a) + log(b).

4, HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Definicao 3: Da-se o nome de homomorfismo de um grupo (G, *) num grupo
(J, .) a toda aplicaciio f: G — J tal que, quaisquer que sejam x,y € G:

flx*y) = flx) - fly) _

Nessas condictes, para simplificar a linguagem, nos referiremos a f: G — Jf como
um homomorfismo de grupos. Quando se tratar do mesmo grupo, o que pressupoe
/=G e amesma operacio, entdo f serd chamada de homomorfismo de G.

Se um homomorfismo é uma aplicagdo injetora, entao é chamado de homomor-
fismo injetor. E se for uma aplicacdo sobrejetora, de homomorfismo sobrejetor. O

caso em que f ¢ bijetora corresponde ao conceito de isomorfismo e serd estudado
separadamente,
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£xemplo 8; A aplicacdo f: 7 — C* definida por fim) = i é um homomorfismo
de grupos. E preciso notar, primeiro, que em casos COmo esses as operagdes sao
as usuais e devem ser pressupostas. Portanto, Z é um grupo aditivo e C* um grupo
multiplicativo. Como

Fm+m=i"""=i".i" = fim} - f(n)

fica provado que se trata de homomorfismo.

Esse homomorfismo nao € injetor. Para mostrar isso basta um contra-exemplo.
De fato, f(#) = i* = 1 e £(0) = i® = 1. Também ndo é sobrejetor, pois Im{f) = {1, i,
-1, =i} = C~

Exemplo 9: A aplicacdo f: C* - R”, definida por f(z) = |z| € um homomorfis-
mo sobrejetor. Lembyrar primeiro que se trata de dois grupos multiplicativos. Entéao,
como

flzw) = |zw| = |z||w| = F(z)f(w)

fica provado que f & homomorfismo. Por outro lado, se a € um ndmero real estrita-
mente positivo, entio o préprio a tem imagem igual a a pela aplicagao f, pois f(a) =
= |a| = a e, portanto, f é sobrejetora. Na verdade, todos os nimeros complexos que
tém afixos na circunferéncia de centro na origem e raio g tém médulo a e, portan-
to, imagem a pela aplicagdo f. O fato de os infinitos niimeros complexos com afixos
na circunferéncia terem a mesma imagem basta para mostrar que f ndo € um
homomorfismo injetor.

Exemplo 10: Seja @ um numero inteiro dado. A aplicacao f: 7 —Z definida por
fim) = am & um homomorfismo de 7. Esse homomorfismo so ndo é injetor quan-
do a = 0 e s0 ¢é sobrejetor quandoe a = 1.

Quanto a primeira afirmacio, basta observar que

fim + ny=alm + n) = am + an = f(m) + fin)

Se g = 0, entdo f{m) = 0, para todo m € 7, e, portanto, f ndo é injetora nem
sobrejetora, Suponhamos a # 0 e f{m) = f(n), isto &, am = an; cancelando-se a {0 que
€ possivel, pois a # 0), obtém-se m = n; isso mostra que f € injetora neste caso.

Se a =1, entdo f é a aplicacio idéntica de 7 e, portanto, é sobrejetora. 5e a # 1§,
entdo f nio e sobrejetora, porque Im(f) = {0, La, *2a, *3a, ..} # Z.

Exemplo 11: Dado um inteiro m>1, consideremos p,,; Z — Z, definida por
Pnla)= a.Entao p,, & um homomorfismo sobrejetor de grupos, pois: (i) p,(a + b) =
=a+b=a+b=pyla) + p,b); (i) se y € Z,,, entdo y = a, para algum a € {0, 1,
2....,m—1}, e, portanto, p(a) = a=y.
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5. PROPOSICOES SOBRE HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Nas proposicdes a serem focalizadas neste item, usaremos, por simplicidade, a
notagdo multiplicativa para indicar as operagtes dos grupos considerados. Como ob-
servamos em 2.2, isso ndo acarreta nenhuma perda de generalidade e a passagem
dos resultados abtidos mediante essa nota¢do para qualquer outro caso é simples-
mente uma questdo de mudanga de simbolos.

Isso posto, sejam G e J grupos multiplicativos cujos elementos neutros indica-
remos sempre por e e y, respectivamente, e f: G —J um homomorfismo de grupos,

Proposicao 2: fle) = u.
Demonstra¢do: Obviamente ee = e {pois e & o elemento neutro de G) e ufie) =

= fle) {pois fle} € 1 e u é o elemento neutro de J). Levando-se em conta isso e a
hipotese de que f € um homomorfismo:

flelf(e} = flee) = fle) = ufle)

fle) = u

{pois todo elemento de um grupo é regular). #

Proposi¢ao 3: Se @ é um elemento qualquer de G, entdo fla™") = [f{a)] .
Demonstracdo: Usaremos aqui a proposicao anterior:
flafla™") = flaa™") = fle) = v = fla)fla)] '

fla™) = [fla)]™

{mesmo motivo da demonstragio anterior), #

Corolario: flab ') = fla)[ F(b)] .
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Proposicao 4: Se H € um subgrupo de G, entao f{H) & um subgrupo de J.

Demonstragdo: Lembremos primeiro que f{H) = {f{x) | x € H}.

(i) Como e € H, porque H é um subgrupo de G, entde fie) = u € f{H) e portan-
to, FIH) # .

(i} Sejam ¢, d € f{H). Entdo ¢ = f(a) e d = fib), para convenientes elementos
a, b € H.Logo, cd™' = Fl@)f(b)] ' = fla)fb™") = flab ). Como ab™' € H, pois,
por hipotese, H é um subgrupo de G, entdo cd™' € F(H). #

G

Em outros termos, a proposicao anterior garante que um homomorfisma de gru-
pos f: G — J transforma subgrupos de G em subgrupos de J, Em particular, Im{#)
é um subrupo de J.

Proposigdo 5: Sejam G, Je !l grupos.Se f: G — Je g J— [ sdo homomorfis-
mos de grupos, entdc o mesmo se pode dizer de go f: G — L.

Demonstracdo: Se a, b € G, entao;
(g > flab) = glflab)) = g(F{a)F(bY) = glFla)iglfibh = (go F)a) (go HIb). #

Corolario: Se f e g séo homomorﬁsmos injetores (sobrejetores), entao g o f tam-
bém é um homomorfismo injetor (sobrejetor},

Demonstragao: Imediata. E sé lembrar que a composta de duas funcées inje-
toras (sobrejetoras) também é injetora {sobrejetora).

6. NUCLEO DE UM HOMOMORFISMO

Definicao 4: Seja £: G — Jum homomorfismo de grupos. Se u indica o elemen-
o neutro de J, o seguinte subconjunto de G serd chamado nucleo de f e denotado
por N{f} (na literatura é comum também a notaciao Ker(f)):

N(F) ={x € G} £() = u}

Vale observar que, como f{e) = u (proposicio 2), entdo e € N{f). Assim, pelo
menos o elemento neutro de G pertence ao nicleo de f.

Exemplo 12: Procuremos o nucleo do homomorfismo de grupos £: 7 — C* defi-
nido por f{m) = i"™ {ver exemplo 8). Como o elemento neutro de C* é o ndmero 1, en-

—_—
3 Ce kernet do inglés, que significa “caroga” ou *semente’ &, em sentids figurada, ‘cerne!
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tao basta resolver a equacao i™ = 1. Mas, como é bem conhecido do estudo dos nu-
meros complexos, o conjunto das solu¢des dessa equacéo, ou seja, o nucleo de f, é
N(F) = {0, #4, £8, ..}

Exemplo 13: Consideremos o homomorfismo f: £* — R™. definido por £(2) = |z|
{ver exemplo 9). Como o elemento neutre de R, ¢ o numero 1, entdo temos de en-
contrar as solucoes de |z] = 1;0u seja, o niicleo é formado por todos os nuimeros com-
plexos de modulo igual a 1. Como também ¢é sabido, sdo infinitos esses nimeros
complexos: todos aqueles cujos afixos se situam na circunferéncia de centro na ori-
gem e raio 1,

M)

Exemplo 14: Consideremos agora o homomorfismo f: Z — Z definido por f{m)=am,
em que @ é um numero inteiro dado (ver exemplo 10). Como o elemento neutro de
Z & o numero 0, temos de resolver a equagdo am = 0. Mas é claro que o conjunto
das solucdes depende de a. Se a = 0, ent3o o nucleo é Z, pois, para todo inteiro m,
vale a igualdade m - 0 = 0. Mas, se g # 0, entdo a unica solucdo de am = 0 € o nu-
mero 0, e, portanto, neste caso, N(f) = {0}.

Proposigiio 6: Seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Entdo: {i}) N(f) é
um subgrupo de G; (ii)  é um homomorfismo injetor se, e somente se, N(f) = {e}.

Demonstracéo:

(i) Como fle) = u (proposicio 2), entac e € N{f} e, portanto, N{f) # (. Por
outro lado, se a, b € N(f}, entdo fla) = f{b) = u e, portanto:

Flab™") = fla)f(b™") = fla AL =wu T = u

isso mostra que ab™' € N(f).

{ii) (=) Por hipétese, f é injetor e temos de mostrar que o dnico elemento de
N(f} é e (elemento neutro de G). Para isso, vamos tomar a € N{f) e demonstrar que
necessariamente a = e. De fato, como a € N{f}, entdo f{q) = u. Mas, devido a pro-
posicio 2, f(e) = u. Portanto, fla) = f(e). Como, porém, f é injetora, por hipotese,
entac g = e.

{«<—) Sejam x,, x, € G elementos tais que f(x;) = f(x;). Multiplicando-se cada
membro dessa igualdade por [£(x,)] ', obtém-se £(x,)[F{x;)]"' = u. Mas, devido ao
corolario da proposicao 3, f(x)[f(x,)] 7" = f(x,x,~ ). Portanto, f(x;x,”') = u, 0 que
mostra que x;x,” ' € N(f) = {e}. Entdo x,x, ' = e e, portanto, x, = x,. De onde, f é
injetor, como queriamos provar. #
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Exempio 15: Dos homomorfismos focalizados nos exemplos 12,13 e 14, 56 &
injetor o ultimo, quando a # 0.

7. ISOMORFISMOS DE GRUPOS

A idéia de isomorfismo ja foi esbocada no inicio desta secao. Mas, dada a sua
importancia, convém mais uma vez chamar a atengao para seus elementos basicos
através de urn exemplo simples.

Consideremos o grupo multiplicative G = {1, — 1} e 0 grupo §, das permutagdes
sobre o conjunto {1, 2}. Lembrar que

s} () )

e a operagao, neste ¢aso, é a composicac de permutacdes.
Observando as tabuas desses grupos:

G
1 —1
1 1 -1
-1 =1 1
52
S ' .fo : 'fg
fo fo £
£ fi fo

verificamos que, salvo quanto ao “nome” dos elementos e das operagdes, elas sao
idénticas. Mais precisamente, se na segunda tabua substituirmos o por -, f, por 1 e
f, por —1, obteremos a tdbua de G,

Formalmente, isso poderia ser traduzido pelo fato de que a aplicacdo ¢:G — 55,
definida por ¢ (1) = f, e o(— 1} = f,, que cbviamente ¢ bijetora, “preserva” as opera-
¢Oes, no sentido de que;

P-1=1 b fh=15H0f=cl)le()
1T (=W ==1 = f =focfi=cl)lo{-1)
(—-10-(-1=1 b f=hHofi=a-No(-1)

Visto que a aplicacdo bijetora o, apesar de trocar os nomes dos elementos en-
volvidos, “preserva” as operaches, os grupos podem ser considerados indistintos na
medida em que forem vistos apenas como grupos. Dai ser possivel até substituir um
pelo outro se isso for conveniente,

A definicdo que segue deriva de situagbes como essa.
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Definicao 5: Seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Se f for também
uma bijecao, entdo sera chamado de jsomorfismo do grupo G no grupo J, Neste case,
diz-se que f € um isormorfismo de grupos. Se G = J e a operacio é a mesma, f é um
isomorfismo de G.

Exemplo 16: A funcdo Jogaritmica (ndo importa a base) log: RY, — R é um
isomorfismo de grupos porgque, devido a pré-requisitos para este trabalho:

 logixy) = log(x) + log(y), isto &, log preserva as operaces envolvidas {a
multiplicagio de R, e a adicdo de R);
* log é uma bijecao.

Exemplo 17: Consideremos ¢ produto direto G x L dos grupos G e L. Como ja
vimos (exemplo 7), {1} x L e G x {1} sao subgrupos desse grupo. Portanto, ambos
$30 grupos para a operagao de G x L restrita a seus elementos. Isso posto, pode-se
mostrar que o primeirc deles é isomorfo a L e o sequndo a G. A demonstracao é ana-
loga nos dois casos e, portanto, vamos nos limitar a fazé-la para o primeiro. Numa
questdo como esta é preciso, inchusive, descobrir o isomorfismo. Mas isso néo é di-
ficil, observando-se como sdo os elementos genéricos de um e outro grupos. Se um
elemento genérico de L é g, entdo um elemento genérico de {1} x L & (1, a), Assim,
é razoavel experimentar a aplicacio f:L — {1} x L definida por f{a) = (1,a).Vejamos.

* Se flg) = f{b} entdo (1, a) = (1, b) e, portanto, a = b. De onde, f é injetora.

*Sey & {1} x L entao y = (1, x), para algum x € L. Como f(x} = (1, x) = y, fica
provado que f também é sobrejetora.

« flab) = (1, ab) = (1, a}(1, b) = fla)f(b) e, portanto, f € um homomorfismo de
grupos.

Proposicao 7: Se f: G — J é um isomorfismo de grupos, entao f ~':J — G tam-
bém é um isomorfismo de grupos.

Demonstracdo: Lembremos primeiro que, como foi provade no capitulo I, o
fato de f ser uma bijecdo garante que f* ! também é uma aplicacdo bijetora, 56
que obviamente de fem &.

Assim, falta demonstrar que f~' conserva as operacdes {mais uma vez aqui
indicadas multiplicativamente). Para isso, tomemos y,, ¥, € J. Como f é sobrejetora,
¥y = f{x)) e y, = f(x,), para convenientes elementos x,, x, € G. Dai, £ '(y,) =
= ' f{x)} = x, e, analogamente, £~ '(y,) = x,. Entdor

F Ay =F W F0g) = F UGN = x5 = £ Ny f Ny #

Em face do resultado anterior, se f: G — J é um isomorfismo de grupos, entao
pode-se dizer que os grupos G e J sao isomorfos. Por exemplo, os grupos (R, +)
e {R, +) sao isomorfos, via uma funcao logaritmica.
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8. 0 TEOREMA DE CAYLEY

Como ja vimos, a natureza dos grupos varia amplamente: por exemplo, ha gru-
pos de numeros, grupos de permutagbes e grupos de matrizes, entre outros. O cb-
jetivo central desta segdo é dar urna demonstragao de que, a despeito disso, ha um
certo elo entre todos eles. Ocorre que, como mostraremos, todo grupo € isomorfo
a um conveniente grupo de permutacdes. O teorema de Cayley, que garante esse
fato, é um exemplo do que se chama em matemaética de teorerna de representacio.
0O fato de todo grupo poder ser representado por um grupo de permutacdes tem a
vantagem de dar um certo carater de concretude ao grupo em estudo, por mais abs-
trato que este seja.

Definigao 6: Seja G um grupo {continuaremos, para facilitar, com a nota¢ao

multiplicativa). Para cada a € G, a aplicacao

5,0 =G
tal que 8,(x) = ax, para qualquer x € G, serd chamada transiagéo a esquerda defi-
nida por a. De maneira analoga se definiria transfacdo a direita.

No case de G ser um grupo aditive, a translacdo a esquerda definida por um
elemento @ € G é assim definida; §,(x} = a + x.

Nas consideragdes a sequir, é indiferente usar translacdes a esquerda ou a di-
reita, mas usaremos as primeiras.

Proposi¢do 8: Teda translacdo € uma bijecdo, ou seja, é uma permutacic dos
elementos de G,

Demonstracdo: Seja 8, uma translagao de G e suponhamos &,(x) = 8,{y}. Entdo
ax = ay e, portanto, x = y, uma vez que tode elemento de um grupo é regular. Isso
mostra que 5, & injetora, Para mostrar que € sobrejetora, dado um elemento qual-
quer ¥ € G, deve ser possivel encontrar x € G tal que ax = y. Mas, como ja vimos, essa
equagao tem solu¢do no grupo: o elemento a” 'y € G. Entdo &, ¢ sobrejetora.

Adoctando-se a notagdo T(G) para indicar o conjunto das translagbes em G e
lembrando que ${G) foi a notacac adotada para o conjuntc das permutacdes dos
elementos de G, entio a proposicao anterior nos diz que T(G) C S{(G}. #

Proposi¢do 9: (i) A composicio de translacbes é uma operacao sobre T(G);
(i} a inversa da translagdo 8, é a translagdo &, . 1; (iii) T(G) é um subgrupo do gru-
po (S{G), 7) das permutagbes dos elementos de G,

Demonstragdo:
(i) Sejam &, e 3, translacbes de G. Entéo:

(B,08,0x) = 8,18,(x)) = &,(bx) = albx) = (ab)x = §_,(x)

O que mostra que 8,08, = 8,
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(i) Como 8, & bijetora {proposicao anterior), procede falar em aplicacao inversa
neste caso. E o enunciado ja aponta a “candidata™ a translagao §,. 1. Daqui para a
frente é apenas uma questdo de verificacio:

« Como {8,08,-110x) = 8,8, 10 = 8,00 "%} = ala " 'x) = (aa™")x = x = iglx},
entdo 8,08, 1 =i

« Da mesma forma se prova que 8,-1358, = ig.

Portanto, efetivamente, 3,1 € a inversa de &,, isto ¢, (3,) ' =38, 1.

(iii} Sejam &, e B, € T(G). Entao:

3,008, =8,0(8p-1) = Bgp-1
De onde, §,C {6,,)_' € T(G) e, portanto, T(G) € um subgrupo de 5(G). #

Proposicao 10 (teorema de Cayley): Se G é um grupo, a aplicagio f: G — T{G)
que associa a cada elemento @ a translagao 8, (isto &, f(a) = 8,) € um isomorfismo
de grupos.

Demonstraciio:

* Se a, b € G e fla) = flb), entdo &, = §,. Portanto, 8,(x) = §,(x), qualquer que
seja x € G.Lembrando a definicdo de translagdo, temos que ax = bx, qualquer que
seja x € G. Em particular, para o elemento neutro e, ae = be, ou seja, a = b. Isso
mostra que f é injetora.

» Como uma translacao é sempre do tipo &, com a € G, entdo necessariamente
f é sobrejetora.

= Para guaisquer g, b € G:

flaby = 8, = 8,08, = fla)of(b)
e, portanto, f € um homomorfismo de grupos. #

0 teorema mostra que o grupo 7{G) € uma representagac do grupo G. Como

0s elementos de T(G) sao particulares permutacdes dos elementos de G, entdo efe-

tivamente tedo grupo pode ser representado por um grupo de permutacdes dos
elementos de G.

Exemplo 18: Consideremos ¢ grupo aditivo Z ; das classes de resto modulo 3.
Para facilitar a notacao, deixaremos de colocar tracos sobre os elemento de 7 5. Por-
tanto, Z, = {0, 1, 2} e a operacao considerada é a adicao médulo 3 (por exemplo,
2 + 2 = 1). A tdbua do grupo, sem os tragos, fica assim:

+[(011:2
0|10]11 ]2

11210
22|01
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para encontrar o moedelo fornecido pelo teorema de Cayley para esse grupo
indicaremos as permutagées comoe em 2.4 (xii-b). Assim, a translagao a esquerda
definida por a, ou seja, a aplica¢do &, que associa a cada x do grupo o elemento
a + x (lembrar que Z; & aditivo), sera denotada por:

5 _( 0 1 2
0=
a+0 a+1 a+2
Portanto, as translagdes séo:

5. =| O 1 2 (0 1 2)
°Tla+0 o+1 0+2/7\0 1 2
a:( 0 1 2 ):(0 1 2)
V140 141 1+2/ \1 2 0
s.o| O 1 2 )z(o 1 2)
27240 241 242/ \2 0 1

De onde:

T(Z3]:{(0 1 2)(0 1 2)(0 1 2)}
0 1 2/\1 2 0)\2 0 1

é o grupo de permutacdes que representa 7 5, conforme o tecrema de Cayley.

Exercicios |

48, Verifique em cada casc se f é um homomeorfismo:

al f:Z — Z dada por f(x) = kx, sendo Z o grupo aditivo dos inteiros e k um
inteiro dadao.

b} f: R* — R* dada por fix) = |x|, sendo R* o grupo multiplicativo dos reais.

¢) f:R — R dada por f(x} = x + 1, sendo R o grupo aditivo dos reais.

d) f: 7 — Z x 7 dada por f(x) = (x, 0) em que 7 e Z x Z denotam grupos
aditivos.

e) fi7 x Z — Z dada por f(x,y) = xem que 7 e 7 x £ denotam grupos aditivos.

f) f1Z — R dada por f(x) = 2% em que Z é grupo aditivo e R, é grupo
multiplicativo.

49. Determine os homomorfismos injetores e sobrejetores do exercicio 48.

50.

31

52,

Determine o nucleo de cada homomorfismo do exercicio 48.

-Seja f17 x £ — 7 x 7 dada pela lei f(x,y) = {x — y, 0). Prove que f é um homo-

morfismo do grupo aditivo Z x Z em si préprio. Obtenha N(f).

Das aplicagdes a seguir, algumas sdo homomorfismos do grupo muktiplicativo C*,
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53.

54.

53.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Descubra quais e determine o nicleo de cada uma.

1
a) f(z) =2 e) flz) = —5
b) f(z} = |z| f) flz)= -z
o flz) =72 g) flz)=7
1
d) fiz) =7
Prove que a aplicagdo f: 7 — C* dada por f(n) = i” € um homomorfismo do

grupo aditivo Z no grupo multiplicagdo C*. Determine N(f).

Sejam G e J grupos multiplicativos, f um homomorfismo de G em S e H um
subgrupo de J. Mostre que f '(H) = {x € G | f(x) € H} é um subgrupo de G.

Sejam G um grupo multiplicativo comutativo € n um namero inteiro positivo.
Mastre que a aplicagdo f(x) = x" é um homomorfismo de G.

Prove que um grupo G é abeliano se, e somente se, f: G — G definida por f{x] =
=x"' é um homomorfismo.

Seja B* o grupo multiplicativo dos ndimeros reais néo nulos. Descreva explicita-
mente o nucleo do homomorfismo “valor absoluto”x — | x| de R* em si mesmo.
Qual é a imagem desse homomorfismo?

Sejam os grupos (G, -) e {J, ) e seja G x J o produto direto de G por J.Estabeleca
quais das aplicacdes abaixo sdo homomorfismos e determine seus nicleos.
a) f;: GxJ— Gdadapor fi{x, ¥y} =x

b) f;: G x J— Jdada por fo{x,¥) =y

¢} 3G —= Gx Jdada por f5{x) = (x 1)

d) f,: G xJ— Jx G dada por f,(x, ¥} = (v, x)

e) fo: } — G x Jdada por f{y) = (1, )

Construa a tabua de um grupo G = {e, a, b, ¢} que seja isoformo ac grupo mul-
tiplicativo H = {1,i, -1, =i}

Construa a tabua do grupe multiplicativo G = {e, g, b, ¢} de modo que G seja
isomorfo do grupo (Z3, +). Em sequida, resolva em G a equagao axb ' = ¢°.

Mostre que G = P({a, b}) com a operacio diferenca simétrica e o grupo H = {1,
3,5,7} com a operacio de multiplicagio médulo 8 sdo isomorfos.
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62.

63.

64.

65.

66.

67,

68.

69,

70.

7,

Mostre que se G = {e, a, b, c} é um grupe, de ordem 4, com elemento neutro e,
entae s6 ha duas possibilidades essencialmente distintas para a tabua de G.
Sugestdo: Notar que a¥b =eou a*b =

Observagdo: U grupo G = {e, a, b, ¢}, de ordem 4,em que o = b* = ¢* = e (ele-
mento neutro), chama-se grupo de Klein.

Mostre que o grupo de Klein, G = {e, 4, b, c}, e o grupo aditivo Z, ndo sio iso-
morfos.

Sugestdo: Tomar um possivel homomorfismo f: Z, — G e mostrar que f naa
é bijetora.

Sabendo que G = {e, a, b, ¢, d, £} é um grupo multiplicativo isomorfo do grupo
aditivo 7, faca o que se pede:

a} Construa uma tabua para G.
h) Calcule a®, b™?e ¢,
<) Obtenha x € G tal que bxc =a™'.

Mostre que f: 7 — 27 dada por f{n) = 2n,¥n £ Z, é um isomorfismo do gru-
po aditive Z no grupo aditivo 27,

Sejaac Ry ea+ 1.

a) Mostre que G = {a” | n € 7} é um subgrupo de (R”, -).
b) Mostre que f:Z — G tal que f{n) = @" & um isomorfismo de (Z, +} em (G, -}.

Prove que a funcao exponencial f(x) = 4", com 0 << a # 1, é um isomorfismo
do grupo aditivo R noe grupo multiplicativo RY,.

Qual é o isomorfismo inverso?

Mostre que G = {2™3" |m,n € Z} e J={m + ni | m,n € Z} sao subgrupes de
{R*, -} e (C, +), respectivamente, e que 53¢ isomorfos.

Seja Aut{G) o conjunto de todos os automorfismos de um grupo G {isomorfis-
mos de G em G}. Mostre que {Aut{G), =) € um grupo.

Prove que se G é um grupo ndo comutativo, entae Aut(G) tambérn é ndo co-
mutativo.

Determine todos os automorfismos do grupo de Klein.
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72. Seja a um elemento fixo do grupe G (multiplicative). Prove que £: G — G defini-

da por f(x) = axa ' é um isomorfismo.

73. Mostre que ha pelo menos dois homomorfismos e ao mencs um isomeifismo
de um grupo nele proprio.

Exercicio complementar

C4. Mostre que f é um isomorfismo do grupo aditivo dos racionais se, e somente
se, existir ¢ € U* de modo que fix) = cx, ¥x € Q.

IV-3 GRUPOS CiCLICOS

9. POTENCIAS E MULTIPLOS

Os conceitos de poténcia e multiplo a serem introduzidos neste item sao simi-
lares no que se refere a grupos. A diferenca é apenas de notagao. Enquanto o pri-
meiro desses conceitos se refere a grupos multiplicativos, 0 sequndo se refere a
grupaos aditivos, Por essa razao, basta desenvolver o assunto com uma das notagoes
e o faremos com a multiplicativa, por ser mais simples e de uso mais fregliente na
teoria dos grupos. Ao final, enunciaremos a definicao e as propriedades para o ca-
so aditivo.

Defini¢do 7: Seja G um grupo multiplicativo. Se @ € G e m é um nimero in-
teiro, a poténcia m-ésima de g, ou poténcia de a de expoente m, é o elemento de G
denotado por @™ e definido da sequinte maneira;

* se m = 0, por recorréncia, da seguinte forma
a® = e (elemento neutro de G)
a"=am"'a,sem =1
*sem <0
am = (a—m)—'l
A definicao por recorréncia no caso m = Q deve ser interpretada assim: a' =
1= - -
=a'"la=aa=ea=qga*=a’ 'a=a'a = aa; a® = a* 'a = a’a = (aa)a, etc.
Uma conseqiiéncia imediata dessa definicao é que, para todo inteiro m, vale
e” = e.
Exemplo 19: No grupo multiplicativo GL,() das matrizes reais 2 x 2 inversiveis,
. 1 1 -
seja A = ( ) Entao:
.2 3

A0=(1 0)A1=AA2:(1 1)(] 1)=(3 4-)
o 1/ oAz 3/02 3/ 8 n/T
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1o cagmy=1.{ 3 “H=( 3 I
A [1/det(A)] - adj(A) 1 (_2 1) (—2 1)'

e A0 Y

Exemplo 20: No grupo multiplicative 7% das dlasses de resto médulo 5, seja
a = 2. Entdo:
2°=1,2'"=22,22=2-2=4,2>=4.2=3,..

2°7=3,22=3)"=(4)"=4, ..

Exemplo 21; No grupo $; das permutagdes dos elementos de {1,2,3},sejaa =
2 3). Entdo:
31

a0:(1 2 3):&*;01:0;02:(1 2 3)5(1 2 3)=(1 2 3);a3=
.1 2 3, 2 3 1 2 3 1, 3 1 2,

2. {12 3)h(1 2 3) (1 2 3)__ ..
=ga= = = ¢ ... (E importante observar que,
{\ 3 01 2/7\2 3 1/7\0 2 3 (Eimpo N
neste caso, as poténcias de expoente positivo se repetem ciclicamente a partir des-
3 4oa = aona = a’; a® = a?; ete);

ta 0ltima; ou seja, a* = a*ca=eoca=ga’ =a

4 =(1 2 3);0 2 (2 = (1 2 3‘)‘1 2(1 2 3)
31 2 3 1 2 2 3 1

Proposi¢iio 11: Seja G um grupo multiplicativo. Se m e n sdac ndmeros inteiros
e a € G, entao:

N aMa"=a"" "

(i) a ™=@ "

(i) @™y =a™.

Demonstracdo:

(i}

» Demonstraremos primeiro para o seguinte caso particularrn =0em +n =
#= 0.0 raciocinio serd por indugao sobre n.

Se n = 0, entdo a™a” = a™ad® = a™e = a™ = @™ "% = @™ ' Portanto, a pro-
priedade é verdadeira quando n = 0. Seja r = 0 e suponhamos que, para qualquer
inteiro m tal que m + r = 0, se tenha o™ '* = a™a’. Entdo a™a""! = a™(a'a) =
=(a"a")a = a™*'a =™+ (Chamamos a atengao para o seguinte: nas passagens
assinaladtas com * usamos a definicdo de poténcia, o que € possivel porque r + 1 = 1
€m +r+ 1= 1;e na passagem assinalada com *3* usamos a hipotese de indugao.)

* Para o caso geral, sejam m e n inteiros quaisquer. Tomemos um numero in-
teirop > Qtalquep+n>>0ep+ m+ n >0, 0 que cbviamente sempre & pos-
sivel. Isso posto, observemos primeiro que, devido a definicio, a’a™# = aPla”} " =e.
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Entao:
a0 = @™ NaPaP) = (a™ MaPla P =a™ tteg P gmHin=Plg P Lgmgn+ryg P L
Z [a™(a"a)la P = [[@™aMa®la P = (@™ a")(aPaP) = (A" a"e = a"a"
{Notar que nas passagens assinaladas com * usamos a conclusdo anterior,)

{ii) Observemos que, devido a (i), a ™a™ = a' ™'™ = a° = ¢; analogamente,
a™a” " = e. Portanto, cada uma dessas poténcias é inversa da outra. Logo,a ™ =
= (Om)_l.

{iii) O caso em que n = 0 se demonstra por inducdo sobre n e deixamos como
exercicio. Suponhamos n << 0, Entdo:

(@™)" Z@™) " =@ ") E
{Na passagem assinalada com #* usamos a definicio; na assinalada com *#* usa-
mos (ii).) #

Um corolario imediato dessa proposigdc é que duas poténcias quaisquer de
um mesmo elemente do grupo comutam entre si.isto é,seaE Gemn € 7,

amn

entdo a™a" = a"a™.

Defini¢do 8: Seja G um grupo aditivo, Se g € G e m € um ndmero inteiro, o
multiplo m-ésimo de a é o elemento de G denoctado por m - a e definido da se-
guinte maneira:

* se m = (, por recorréncia, da seguinte forma

0 - a = e (elemento neutro de G)
m-a=m-—1})-a+asem=1

*sem <G

m-a=—[(-m) - al
Exemplo 22: No grupo aditivo M;(R) das matrizes reais 2 x 2, seja A = (; 2).

Entio:

S IR AN R R VIS R PR P R B R

23 Do D00 B 940 DC 8-

e DA e

Il

|
—

.
.
w =
I .
RS
—_—

1]

_ _("2 4') - (—2 —4)‘
6 8 -6 -8/
Proposicdo 12: Seja G um grupo aditivo. Se m e n sdo nimeros inteiros e a € G,
entao;
ilm-a+n-a=m+n-a
(i) (—m}- a=—(m-a)
ii)n-(m-at=(nm)+a#
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10. GRUPOS CiCLICOS

Se a é elemento de um grupo multiplicativo G, denotaremos por [a] o subcon-
junto de G formado pelas poténcias inteiras de a, ou seja, lal = {a™{m € Z}.Esse
subconjunto de G nunca é vazio, pois e, 0 elemento neutro de G, pertence a ele,

uma vez que e = a°.

Proposicao 13: (i) O subconjunto [a] & um subgrupo de G; (i) se H € um sub-
grupo de G ao qual a pertence, entdo [a] C H.

Demonstracdo:
{iy Como ja observamos, [a] #+ (0. Sejam pois u e v elementos de [dgl. Entao u =
= a™ e v = a", para convenientes inteiros m e n. Dai, uv™' = a™a") '=a"a " =

a™ " Isso mostra que uv~' € [a]. De onde, [al é um subgrupo de G.

(i) Se @ € H, entao toda poténcia de g também pertence a H e, portanto,
[l C H. #

A sequnda parte dessa proposicdo nos diz, em outras palavras, que [a] € o
“menor” subgrupo de G que inclui o elemento a.

Definicdo 9: Um grupo multiplicativo G serd chamado grupo ciclico se, para
algum elemento a € G, se verificar a igualdade G = [a]. Nessas condigdes, o elemen-
to a € chamado gerador do grupe G.

Entao, dizer que um grupo multiplicativo G € ciclico significa dizer que G =
={a™| m € Z}, para algum a € G.E no caso aditivo significa, ajeitando-se a notacao,
que G inclui um elemento g tal que G={m-a|m &7} ={..{(-2)- a,—ae=0-q,
a, 2 - a,..}. O fato de m ser variavel no conjunto Z, que é infinito, ndo quer dizer
que [a] seja infinito, como seré visto, Como veremos, também, um grupo ciclico
pade ter mais do que um gerador.

Exemplo 23: No grupo multiplicative C¥, encontrar o subgrupo gerado por i. Por
definicao, [i] = {i™ | m € Z}. Mas, como se vé no estudo dos nameros complexos,
esse conjunto sé tem 4 elementos, 1,7, —1, —i, ebtidos respectivamente quando
m=4qg,m=4q + 1,m=4q + 2e m = 4q + 3. Portanto, [i{1 = {1,—1,i, —i}. E opor-
tuno, nesta altura, mostrar a tadbua desse grupo:

- 1 -t i —i

Exemplo 24: Seja n = 1 um numero inteiro. O conjunto das raizes n-ésimas da
unidade € um subgrupo do grupe multiplicativo C* e € ciclico. De fato:
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» Sejam «, B raizes n-ésimas da unidade. Entdo o = 1 e 3" = 1 e, dai, (@™} =
= &"BM " = 1- 17" = 1. Portanto, trata-se de um subgrupo de C*.
« O conjunto das raizes n-ésimas da unidade é:
{cos[(2km)/n] + isen[(2km)/n] | k=0,1,2,..n —1}

Observe-se que T, = cos[(2w)/n] + isen[(27)/n] gera todas as raizes, pois 1, =

= cos[{2km)/n] + isen[(2kw)/n]. Uma raiz, como t,, geradora do grupe multiplica-
tivo das raizes da unidade, chama-se raiz primitiva n-ésima da unidade.

Exemplo 25: No grupo §;, encontrar o subgrupo gerado por f, = (12 g 13)
Observermnos que f“’:(l g ;) = f, (elemento neutro), f,' = f,, f,* = (12 ; ?)O

_ﬁ"123):(123):f faz(123‘)ﬁ(123)=(123):
""(231__ 3.1 2 7T 7 31 2/ A2 30 12 3,
=1 f{‘ = f1,f15 = fz,f,"’ = fq, .- (Notar que as permutagbes f,, f, e f, se repetem

ciclicamente.}
Por outro lado:

f1_1=(1 2 3)=f2,f|_2=[f12)_1=f2_1=(1 2 3):f1,f1'3:(f13)_1:

301 2 2 3
=fo ' =fo, F17% = fo £17° = £, .. (Notar que também aqui ha repeticao ciclica
de fo. f1 e %3)

Portanto, [£,1 = {fy. 1. f>}-

Mais a frente, com a teoria a ser desenvolvida, teremos condicdes, em casos
como esse, de determinar os elementos do grupo ciclico sem precisar fazer tantos
“célculos® Convem observar ainda que, repetindo esse raciocinio para os demais ele-
mentos do grupo {exercicio que recomendamos aos estudantes), encontrariamos o
sequinte: [fp] = {fo}: [f2] = 1F0 F1. F25 (911 = {F0. 91} (93] = {fo. 92} [g3] = {fo. 93t
Issc mostra que S5 ndo € gerado por nenhurn de seus elementos e, portanto, que
nac é um grupo ciclico.

Exemplo 26: O grupo aditive Z é ciclico, pois todos os seus elementos sdo muatti-
plosde 1oude —1.Defato,Z={m-1|me& Z}ouZ ={m - (-1} | m € Z}.Por-
tanto, Z = [1] = [—1]. Os niimeros 1 e —1 sdo, na verdade, os unicos geradores de 7.

Proposicao 14: Todo subgrupo de um grupe ciclico é também ciclico.

Demonstracdo: A demonstracio sera feita, mais uma vez, com a notacao mul-
tiplicativa, e o elemento neutro do grupo sera denotado por e. Assim, se H € um
subgrupe do grupo ciclico G = [g], entdo todo elemento de H é do tipo a”, para
algum inteiro m, pois também é um elemento de G.

Suponhamos que H = {a®} = {e}. Nesse caso, H ¢ ciclico gerado por a” = ¢, pois
qualguer poténcia de e é igual ao préprio e.
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Caso contrario, H inclui um elemento ™ cujo expoente é diferente de zero,
Mas, como (@™~ = a~™ & H, entdo pode-se dizer que, neste caso, H possui um
elemento de expoente estritarnente paositivo, Seja b o menor inteiro estritamente
positivo para o gual a" € H. Mostraremos que b = a" gera H, ou seja, que H = [#].
Para isso, tomemaos um elemento genérico x = @” € H. O algoritmo euclidiano usa-
do com n como dividendo e h como divisor garante que se podem encontrar dois
inteiros g e r tais que

n=hg+r{Q=r<h)
Pertanto:
x=a"=a""" = (")’

Dai:

a" = (a") % = b7 %

Como, porém, (b) 7 € H (porque b € H) e x € H {por hipbtese), entdo ¢’ € H
{por ser o produto de dois elementos de H). Portanto, ndo se pode ter r > 0, pois
isso implicaria a existéncia de um elemento em H de expoente estritamente posi-
tivo @ menor gque h, 0 que nao é possivel. Entdo r=0e

x=a"=a"=(a"=b7
e, portanto, x € [b] = [a"]. Esse raciocinio mostra que H C [b]. Mas também vale a

inclusao contraria, pois, se b € H, o mesmo se pode dizer de qualquer poténcia de b.
De onde, H = [b]. #

Exemplo 27; Devido a proposicdo anterior, pode-se garantir que um subcon-
junto ndo vazio H C Z é um subgrupo de {Z, +) se, e somente se, H = [m], para
algum inteiro m € H. Portante, os subgrupos de Z sao:

O ={0L M =[-11=Z[2=[-21= {0, +2, +4,..},[3] = [-3] = {0, 13, 16, .}, etc.

11. CLASSIFICAGAO DOS GRUPOS CICLICOS

Seja G = [a] um grupo ciclico. Dois casos podem ocorrer:

Caso 1: a’ # a*sempre que r # s.

Um exemplo que se enquadra nessa exigéncia é o subgrupo G gerado pelo nu-
mero 2 no grupo multiplicativo @, ou seja, G =12] =1{.,27%27",2°=1,2",2% .}

Nesse exemplo, chama a atencdo a seguinte aplicacdo de Z em [2]:

-2, —1, 0, 1, 2 .. n
! ! | | } |
22 2 %=1, 2" 22 .., 2

No caso geral de um grupo ciclico G = [d), ela é definida por ri—a" e tem, como
veremos, um papel fundamental no que se refere a representagdo dos grupos enqua-
drados neste caso. Com vistas a estudar esse papel, denctaremos essa aplicagio por £.
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Portanto, f: Z = G=[dl éa aplicacio assim definida: f{r) = a".

. Devido a propria definicdo dos grupos ciclicos do caso em estudo, ou seja,
a' # o sempre que r # 5, a aplicacdo f ¢ injetora.

+ Fla também & sobrejetora, porque todo elemento de y € G pode ser escito
como y = a’, para algum inteiro r, e, para esse elemento, fir) =a’ =y.

« E é um homomorfismo do grupo aditivo Z no grupo G. De fato:

flm+ m=a"""=a"a" = fFimFn)
Portanto, acabamos de demonstrar a seguinte proposiqao.

Proposicao 15: Se G = [a] é um grupo ciclico que cumpre a condigao do caso
1, entao a aplicagdo f: Z — G definida por f{r) = a’ & um isomorfismo de grupaos.

O fato de a aplicagdo f ser uma bijecao tem como consegiiéncia que os conjun-
tos 7 e G = [a] tém a mesma cardinalidade e, portanto, G € infinitc. Por essa razao,
os grupos que se enguadram no caso 1 530 chamados grupos ciclicos infinitos. No
aspecto algébrico, o fate de f ser um isomorfismo leva & conclusdo de que todos
os grupos ciclicos infinitos sdo copias de grupo aditivo Z.

Caso 2: @’ = a° para algum par de inteiros distintos, r € s.

Suponhamaos r > s. Entao a@’) ' =a'la®) '=eedai,d” =g emquer—s> 0.
Isso mostra que ha poténcias de g, com expoentes estritamente positivos, iguais
a0 elemento neutro e, Portanto, & possivel fazer a seguinte escolha: seja h o menor

numero inteiro estritamente positivo e tal que a"=e

Entio a” = e, a"*' =a'a=ea=a,a"*?=a"""a = aa = a’ ...Ou seja, a partir
do expoente h as poténcias de a se repetem ciclicamente. Uma primeira pergun-
ta que surge ¢ se na sequiéncia de poténcias a° = e, a' =a,d? ..,a" ' haelemen-
tos repetidos. A resposta & negativa. De fato, suponhamos a=alcom@=i<j<h
Entao 0 < j — i < hed = /(@) " = a/(@))”" = e Mas isso € absurdo, porque,
dada a escolha de h, nao se pode ter simultaneamente 0 <<j — i < he a'=e

A sequnda pergunta é se ha outros elementos no grupo além de e, q, a%,..a" .
A resposta também & negativa. De fato, seja x um elemento de G = [al. Entao, x = a”
para algum inteiro m, Usando-se o algoritmo euclidiano com n1 como dividendo e
h como divisor:

m=hg +r{0=r=<h

Entdo:

a" =g "= (a"¥a" =e%d’ = ea" = a’

Como os valores possiveis de rs30 @, 1,2, .., h — 1,entdo as possibilidades para a™
ssoa’=ea' =aa’ ., a" .lsso mostraque [a] C {a®=e.a' =a,d .. a" L
Obviamente, porém, devido a definicdo de [al, vale a inclusao contraria. De onde,
al={a’=e a' =a,a%.,a" " '} e a ordem desse grupo ¢ h.

Demonstramaos, pois, a seguinte proposicao.
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Proposicdo 16: Seja G = [a] um grupo ciclico que cumpre as condicges do ca-
so 2. Entdo existe um inteiro h >0 tal que: (i) a"=e; (i) a’ + e sempre que 0<Ir<h,
Neste caso, a ordem do grupo é h e

G=lal={e.ad . ,a"

Como nao poderia deixar de ser, 0 grupo, neste caso, € chamado grupo ciclico
finito, e 0 expoente h, com o significado das consideragdes anteriores, periodo ou or-
dem de a. Em suma, o periodo de um elemento a de um grupo é um inteiro h > 0
se: (i) @' = e; {ii) @” # e, qualquer que seja o inteiro r sujeito as restricdes 0 < r < h.
E claro que, neste caso, @ gera um grupo de ordem h.

Se, para qualquer inteiro r #0, a" # e, entao se diz que a ordem ou periodo de
a & zero. Se a ordem de um elemento de um grupo € zero, entdo ele gera um subgru-
po cidico infinito. De fato, neste caso ndo se pode ter m # n e @™ = a”, pois, supon-
do, por exemplo, m > n, entdo @™ ~" = e, ¢ que é impossivel, devido a suposigao
feita.

De modo geral, o periodo de um elemento a de um grupo é denotado por ofa).

Exemplo 28: O periodo de 1 no grupo multiplicativo dos ndmeros complexos é
1,uma vez que 1' = 1, 0 periodo de —1 é 2, porque (—1)' = —1e(-1¥=1,e0
periodo de i é 4,pois °=1,i' =i, # = —1,i* = —i e i* = 1. Nesse mesmo grupo,
o periodo do niimero —i também é 4, como é facil ver.

Os nameros 1, - 1,1, —i considerados sao as raizes quarticas da unidade. Como
vimos, duas delas, / e —i, as raizes primitivas, tém periodo 4 e, portanto, cada uma
delas gera o grupo das raizes quarticas. De modo geral, como ja vimos (exemplo 24),
o conjunto das raizes n-ésimas da unidade é um subgrupo de (¥ e é ciclico. Qual-
quer dos seus geradores, ou seja, qualquer raiz primitiva n-ésima da unidade, como
1, = cos{2m/n) + isen(2n/n), por exemplo, tem periodo n.

Ainda no grupo multiplicativo ¥, o elemento 2/, por exemplo, tem ordem zero,
uma vez que {27 = 2%" = 2", —2", 2" ou —2"f e nenhum nimero desse tipo é
igual a 1.

Proposicao 17: Seja g um elemento de periodo h > 0 de um grupo G. Entéo
a™ = e se, e somente se, h | m.

Demonstracéo:

(=) A idéia aqui & usar o algoritmo euclidiano com m como dividendo e h co-
mo divisor;

m=hg+r@=r<h)
Entéo:
e=g" =g ' "=a"% = ("% = %' =ea’ = a'
Ou seja, @’ = e. Como ndo se pode ter r > 0, pois isso contraria a hip6tese de
que o perindo de g é A, entdo r = 0 e, portanto, m = hg. De onde, h | m.
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(«) Se h | m,entdo m = hg, para algum g € Z.Entao,a™ = a"¥ = (@M = e =e. #

Proposi¢ao 18: Seja G = [a) um grupo ciclico finito de ordem h. Entao: (i) a cor-
respendéncia s —>a° é uma aplicacio de 7, em G; (i} essa aplicagdo € um isomor-
fismo do grupo (Z,, +) no grupo (G, -).

Demonstracdo:

(i) Nesta parte ternos de demonstrar gue nenhum elemento de Z, tem dois
associados em G, ou seja, que a duas representagdes de um mesmo elemento de Z,
estd associado, pela correspondéncia definida, o mesmo elemento de G. De fato,
suponhamos r =1.Entao, r — t = hg para um conveniente inteiro g. Dai:

a = a' t = d'a" = a'a"? = g'e? = d'e =a'

Portanto, se r = t,entao a’ = a'.

(ii) Seja f: Z, — G definida por f(r) =a’.

«Se g’ = d’, entio a’ ~ ° = e e entdo, devido a proposicdo anterior, r — 5 = hg, pa-
ra algum inteiro ¢. Dai r = s (mod h) e, portanto, r = 5. 1ss0 mostra que f é injetora,

« Seja y € G.Entao, y = " para algum inteiro 1, sujeito as restrigbes 0 = r < h.
Deonde,r €7Z,e

flry=a"=y
Fica provado, pois, que f também & sobrejetora.
s Por fim, sejam 7, § € Z,. Entao:
FUr+5)=frts)=a "*=aa* = f{r) + £(5)
e, portanto, f € um homomorfismo de grupos. Juntando tudo, conclui-se que f €
um isomorfismo de grupos, como queriamos provar. #

Essa proposicao nos da conta de que © grupo aditivo Z, ¢ uma copia aditiva de
todos 0s grupos ciclicos finitos de ordem h. Igualmente, 0 grupo das raizes h-ésimas
da unidade é uma cdpia multipiicativa.

12. GRUPOS DE TIPO FINITO

Seja (G, +) um grupo e L ={ay, a3, a,} um subconjunto de G. Considerando
que a colecao dos subgrupos de G gue contém L nao é vazia {pelo menos G perten-
ce a ela), a questac que nos propomos & a seguinte: qual o menor subgrupo de G
que contém 17

Para responder a essa pergunta, procuraremos generalizar o que foi feito para
subgrupos ciclicos. Denotemos por [L] o conjunto de todos os elementos de G que
se podem expressar da seguinte maneira: x,™1, x3"2...X,"r, €M qUE Xy, X5 . X; =
e os expoentes sio inteiros. Provemos primeiro que [L] € um subgrupo de G.

De fato, se u, v € [L], entdo u = x,™, x;™2..x,"r e v =y, ¥, 2..y{"t, para conve-
nientes elementos xq, Xy, .. X, Y1 ¥z - ¥; € L € expoentes inteiros, Dai:
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w = x0T W Xy T Y T ey T

expressao que nos autoriza a afirmar que uv~ ! € [1], pois nas poténcias do segun-
do membro as bases sdo elementos de L e os expoentes sao inteiros.

Por outro lado, seja H um subgrupo de G que contém L. Mostraremos que
H O [L], 0 que completard nossa resposta a questdo inicial. Para isso, tomemos
y & [L]. Entdo u = x,™1x,™2 ... x, ™, com x, X, .., X, € L e expoentes inteiros. Como
pertencem a L, os elementos x,, x, .., X, também pertencem a H. E, como H € um
subgrupo de G, entao x;™,x;2, .., X,r € H.Pelo mesmo motivo, também pertence
a H o produto desses elementos, ou seja, € L. Se todo elemento de [L] é também
elemento de H, entdo efetivamente, nas condi¢des enunciadas, [L] C H.

O subgrupo [L] assim definido é chamado subgrupo de tipo finito gerado por
L. Um grupo G se diz de tipo finito se existe L C G, L finito, e tal que [L] = G.

Exemplo 29: Um grupo ciclico G = [g] obviamente & de tipo finito. Neste caso,
mantida a notacao das consideragdes anteriores, L = {al.

Exemplo 30: O produto direto de dois grupos ciclicos G = [g] e H = [b] é de ti-
po finito. De fato, se L = {{a, 1), (1, b)}, em que, por simplicidade, o simbolo 1 indi-
ca tantec o elemento neutro de G como o de H, entdo G x H = [L]. Para mostrar isso,
basta observar que, para todo elemento (@™, b"} € G x H, vale a igualdade

(@™ 6" = (a, N7, D)

Exemplo 31: O grupo S, das permutacdes dos elementos de {1, 2, 3} ¢ de tipo
finito. De fato, como ja vimos em 2.4 (xii-b), se

1 2 3 1 2 3
f = =] = )
‘ (2 31 ) 9 (1 3 2,
entao 55 = {£,°, £, £, 91, 9. £, .51} em que se adotou a notagdo multiplicativa

em lugar da usada normalmente para a composicao de aplicacdes. Essa maneira
de escrever os elementos de S; mostra que, se L = {f,, g,}, entac 53 = [L].

_fjuxercicios !

74. Construa os sequintes subgrupos:
a) [, em (@, +)
b} (31, em {Z, +)
o [3]em (Q*, -)
d) [i1em {C* )

75. Mostre que todo grupo de ordem 2 ou 3 é ciclico.

76. Ache um grupo de ordem 4 ciclico e um nao ciclico.
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77. Mostre que os elementas nao nulos de 7,5 formam um grupo multiplicativo
ciclico isomorfo ao grupo aditivo Z,,.

78. Mostre que {Z,,, +) é ciclico, Vm > 1.
79. Mostre que todo grupo ciclico infinito tem dois, e somente dois, geradores,

80. Mostre que todo subgrupo H # {e} de um grupo ciclico infinito é também
infinito.

81. A tabua ao lado define uma operacao - que confere ao conjunto £ = {e,a,b,c,
d, f} uma estrutura de grupo.

Pede-se determinar: e Z 2 g z j i
a) o subgrupo gerado por b; alalelcldifle
b) o periodo de d; biblcid|fiela
¢} os geradores de G; clcidlflelatb
d) xE Gtal que bxc =d . didlfie alblc
L flfielalblcld
FHES i
al bl=eg b =bti=db=bb=db=e
(b = {e, b, d}
by d®=ed =dd’=bd =e
Entao, old) = 3.
) J& sabemos que e, b, d nao sao geradores de G. Por outro lado:
lal={e.a b, cdf} =1
[cl={e ¢}
Portanto, os geradores de Gsan a e f.
d) bxc=d ' b 'bxcc T=b'd et e x=b"d7c Tentdox=dbc=ec=rc. -

82. Seja G = {e, a, b, ¢, d. f, g, h} um grupo cuja tabua é mostrada abaixo.

Pede-se determinar: eiagiblcidifig]lh

a) o subgrupo gerado por &; elelalb|c|ldif|lglhn

b) o periodo de d; alaldlc|glflelnle

¢} os geradores de G;

dxEGtalquea-x-b"'=d. byb h|dlajg cielf
clecl|b|fid|h|g|a]|e
did|flglh|e|a]|b]|c
flflelhibla|d]|c|g
gig|lcje|f|b|h|d]|a
h|lhiglale|lc|b|Ff]|d
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83. Sejam m € Z,m > l.Indicando por G,, o conjunto das raizes m-ésimas comple-
xas de 1, mostre que (G, -} é um subgrupo ciclico de (C*, ).

84. Sejam a e b elementos de um grupo multiplicative G. Supondoe olab) = h = 0,
mostre que ofba) = h.
lesolucio
Se ola, by = h = 0, temaos:
(ab)"=eefabf£eic{1,2,..,h—1}
Temos, por outro lado:
12} {ba)" = blab)’ ~'a=blab) la=bb la la=e
2 Seic{1,2,..,h — 1} e(ba) =e decorre:
blab) "fa=e. . {ab)’ " '=bTlat r (ab)' "' = (ab)]
isto &, (ab) = e, e isso & absurdo. [ ]

85. Mostre que o Linico elemento de um grupo de ordem 1 € o elemento neutro.

86. Seja a + e um elemento do grupo G.Prove que ofa) =2 se,e somente se,a=a~ .

87. Seja G um grupo finito de ordem par. Mostre que o nimero de elementos de G
de ordem 2 é impar.

88. Seja G um grupo multiplicativo e x € G. Mostre que, se existe um inteiro n,

n = 1,tal que x” = e, entdo existe um inteiro m = 1 tal que x ' = x™.

89. Se g, b e ab do grupo multiplicativo G tém ordem 2, entao ab = ba. Prove.

90. Seja G um grupo multiplicativo e suponha a € G. Mostre que ofa) = o{a™ ") =
= olxax™ ), ¥x € G.

9. Seja G um grupo finitc. Se x € G, mostre que 3n € Z de modo que x" = ¢
{elemento neutro).

92, Seja G = [a] um grupo ciclico de ordem h. Mostre que a' € G é um gerador de
G se, e somente se, mdcih, ) = 1.

(=)
Se a'é um gerador de G, como g € G, temos:

IreEN|d=a . a"=a. . tr=1(modhy..tr=1 1} ki . 1 =tr- kh
Seja d = mdcih, ). Entdo:
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dit=d|tr ]
:>d|rr—kh::>d|1 = d=1

dlh=d| ki

(=]

se 1 = mdclh, ), entdo existern dois inteiros 7 e § tais que 1 =rt + hs e, dai, rit =1

{mod h); portanto, a''= 4.

Dado x € G, temos:

x = al = (aff]" = {ar)ri

o que prova que a' é gerador de G. |
93. Mostre que todo subgrupo de um grupo ciclico & também ciclico.

04. Se G = [a] é um grupo cidlico de ordem h > 0 e se d & um divisor positivo de h,
mostre que, sendo ¢ = h : d, entdo [a'] € um subgrupo ciclico de G de ordem d.

95. a) Defina subgrupe gerado por um subconjunto de elementos de um grupo
aditivo.
b) Mostre que (Z", +) é de tipo finto¥n = 1.
" = {la,, ... a,) | a; € Z} € grupo aditivo)

96. Mostre que (@, +} nao ¢é de tipo finito.

97. Seja S uma parte nao vazia de um grupo multiplicativo G. Mostre que todo
subgrupo de G que contém 5 também contém [S].

98, Seja G = [a] um grupo ciclico de ordem s e seja G'= [b] um grupo ciclico de or-
dem t. Demonstre gue existe um homomorfismo «, de G em G’ tal que ola) = b¥
se, e somente se, sk & um maltiplo de t.

IV-4 CLASSES LATERAIS — TEOREMA DE LAGRANGE

13. CLASSES LATERAIS

Consideremos, a titulo de motivacéo para o conceito a ser introduzido aqui, um
subgrupo nao trivial H do grupo aditivo 7. Como ja vimos, H necessariamente €
ciclico, ou seja, H possui um elemento r > 1 tal que H=[n] = {0, *n, £2n, «u}. Oboser-
vemos entdo que, quaisquer que sejam a, be Z:

a = b (mod n) se, e somente se,a — bEH

fato esse que estabelece uma correspondencia entre subgrupos de Z e as relagdes
de congruéncia, modulo n, sobre Z.
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Essa observacdo pode ser generalizada, como veremos a seguir, para um grupo
arbitrario {G, *) e para um subgrupo arbitrédrio H de G.Para a demonstracao desse
fato usaremos mais uma vez, por simplicidade, a notacéo multiplicativa para indicar
a operacac do grupo G.

Proposicao 19: (i) A relagdo = sobre G definida por “a = b se, e somente se,
a b € H"é uma relacdo de equivaléncia. (i) Se a € G, entdoe a classe de equiva-
lancia determinada per a é o conjunto aH = {ah | h € H}.

Demonstracdo:

(i}

+ Como e = g 'a € H, entdo g = a e, portanto, vale a reflexividade para a
relagdo em estudo.

+Se g = b, entao a 'b € H; mas, sendo H um subgrupo de G, entdo (@~ 'b) "' =
= b~ 'a € H.lsso mostra que b = a e, portanto, que a simetria também se verifi-
ca para =,

« Suponhamos a =~ b e b ~ ¢;entdo a 'b, b™'c € H; dai, (@ 'B)(b ) =a ¢
€ H e, portanto, a = ¢, de onde a transitividade também vale neste caso.

{ii}

« Seja a a classe de equivaléncia do elemento a. Se x € a, entéo x = g, ou
seja, x_'a € H. Portanto, x”'a = h, para um conveniente elemento h € H. Dai,
x = ah e, portanto, x € aH,uma vez que h ' € H.

« Por outro lado, se x € aH, entdo x = ah, para algum h € H.Dai,x la=h"' €
€ He, portanto, x = a. De onde, x € a.

Dessas conclusdes, segue que a=aH. #

Definigao 10: Para cada g € G, a classe de equivaléncia aH definida pela re-
lacio = introduzida na proposicao 19 é chamada classe lateral & direita, modulo H,
determinada por a.

Uma decorréncia imediata da proposicao anterior € que o conjunto das classes
laterais 3 direita, médulo H, determina uma parti¢do em G, ou seja

a} se a € G, entdo aH # &

b} se a, b € G, entdo aH = bH ou aH N bH = Z};

¢) a uniado de todas as classes laterais € igual a G.

O conjunto quociente de G por essa relagéo, denotado por G/H, é o conjunto das
classes laterais aH(a € G).Um dos elementos desse conjunto é o préprio H, pois H = eH.

De maneira analoga se demonstra que a relagdo = definida por “a = b se, e
somente se, b~ ' € H” também é uma relacio de equivaléncia sobre o grupo G.
S6 que, neste caso, a classe de equivaléncia de um elemento a £ G € o subconjunto
Ha = {ha | h € H}, chamado classe lateral A esquerda, médulo H, determinada por a.
E claro que, se G for comutativo, entdo aH = Ha, para qualquer a € G.
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Na teoria que segue é indiferente usar classes laterais a esquerda (com as quais
trabalharemos) ou 3 direita. Um dos motivos & que 0s conjuntos quocientes tém a
mesma cardinalidade nos dois casos. De fato, pode-se demonstrar que a cofrespon-
déncia at — Ha~ ! é uma bijecdo (propomoes esse resultado como exercicio).

Exemplo 32: No grupo multiplicativo G = {1, —1,i, —i} das raizes quérticas da
unidade, consideremos o subgrupo H = {1, —1}. As classes laterais neste caso 530
H={1 1,1 (—1}={1,-1}
(~DH= {1 1,0 Enk= 0T
iH={- 1,0 (=N =0
(—H = {(=0 - L(=D=DF=1-7, 7}
Portanto, G/H = {14, iH}.
Nesta altura convém registrar gue, se H € um subgrupo de um grupo aditivo G,
entio as classes laterais a direita, modulo H, 530 05 conjuntos a + H,coma € G.

Fxemplo 33: Seja G o grupo aditivo 7 . Para facilitar, escreveremos 0s elementos
de Z sem os tragos. Ou seja, 7,=10,1,2,3,4 51, Considerando o subgrupo H =
= {0, 3}, temos:

0+H=H={0,3, 1+H={1,4 e 2+ H={2,5}

Como a reunido dessas 3 classes € igual a G, podemos intefromper NOssos cal-
culos nesta altura, com a certeza de que niao ha mais classes distintas das que ja
foram obtidas. Portanto, G/H = {H, 1 + H 2 + H}.

Exemplo 34: Considere o grupo muitiplicativo R* dos numeros reais @ H o sub-
grupo formado pelos numeros reais estritamente positivos. Ou seja, H = {xe R}
x = 0}. Como

aH=H,sea >0
aH={x ER*|x<0}Lsea <0

entao R*/H é formado de duas classes apenas: a dos nameros reais maiores que
zero e a dos ndmeros reais menaores que zero.

Fxemplo 35: Consideremos agora © grupo simétrico G = Ss. Para facilitar, adote-
mos a notagao

0= (1 2 3‘) e b=(1 2 3')
2 3 1 1 3 2
Isso posto, S5 = {e,a,a%, b, ba, ba®} (ver 2.4, xii-b). Considerando-se o subgrupo
H = C; = {e. a, a’}, entdo:

eH = H =1{e, a,a’}
aH = {ae, aa, ad’} = {a, @’ &}
a*H = {a’e, d?a, a’a*} = {d’, e, a}
bH = {b, ba, ba’}
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Também aqui ja ndo é preciso prosseguir (mesma explicacio do exemplo 33),
Portanto, S3/C; = {H, bH}.

Proposicéo 20: Seja H um subgrupo de G. Entdo duas classes laterais quaisquer
modulo H sdo subconjuntos de G que tém a mesma cardinalidade.

Demonstracdo: Dadas duas classes laterais aH e bH, temos de mostrar que é pos-
sivel construir uma aplicacdo bijetora f: aH — bH. Lembrando a forma geral dos ele-
mentos dessas classes, € natural definir f da seguinte maneira; f(gh)=bh, para qual-
quer i & H. 5em maiores dificuldades, prova-se que f € injetora e sobrejetora. De fato:

» {injetora) Se h, h, € H e flah) = f{ah,), entdo bh = bh,; como, porém, todo
elemento de G é regular, entdo A = h,.

» (sobrejetora) Seja y € bH. Entao y = bh, para algum h € bH. Tomando-se
x = ah € aH, entdo f{x) = flah} = bh =y. #

Em particular, todas as classes tém a mesma cardinalidade de H = eH {e = efe-
mento neutro),

Obviamente, se G é um grupo finito, entdo o conjunto G/H também é finito. O
numero de elementos distintos de G/H é chamado indice de H em G e é denotado
por (G : H). Entdo, no exemplo 32, (G : H) = 2, no exemplo 33, (G : H) = 3, no exemplo
34,{G:H) =2 e no exemplo 35, (G:H) = 2.

Devido ao fato de que aH — Ha ™' é uma aplicagao bijetora, como j& obser-
vamos, entao o indice de H em G é o mesmo, quer se considerem classes laterais a
direita ou a esquerda, madulo H.

14. O TEOREMA DE LAGRANGE

Proposicido 21 (teorema de Lagrange): Seja H um subgrupo de ura grupo fini-
to G. Entdo o(G) = olH)(G : H) e, portanto, o(H} | o(G).

Demonstracédo: Suponhamos (G : H) = r e seja G/H = {a,H, a,H, .., a,H}. Entdo,
devido & proposicdo 19,6 = a\H U ayH U ..U a,H e aH N aH = J, sempre que
i # j,Mas, devido a proposicao 20, 0 nimero de elementos de cada uma das classes
laterais ¢ igual ao numero de elementos de H, ou seja, é igual a o{H). Portanto:

o(G) = o(H) + olH} + ... + olH)
em que o numero de parcelas é r = (G : H). De onde:
o{G) = (G : Rlo(H)
e o(H) | olG), #

Diga-se de passagem que, apesar do nome, ndo é de Lagrange, matemdtico do

qual ja falamos na abertura deste capitulo, a demonstracio geral que acabamos de

fazer desse teorema. Na época de Lagrange, o conceito geral de grupo ainda nao ha-
via sido formulado. Na verdade, Lagrange apenas usou o teorema numa situacao
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muito particular mas extremamente importante, em pesquisa gue visava encontrar
uma ligagdo entre a solugao algébrica das equacbes € as permutacoes das raizes des-
sas equacdes.

Coroldrio 1: Seja G um grupeo finite. Entao a ordem {periodo} de um elemento
a € G divide a ordem de G e o quociente é (G H), em que H = [g].

Demonstraciio: Basta lembrar que a ordem de a é igual a ordem de [d] e que,
devido ao teorema de Lagrange:

o(G) = (G : Hlolla]). #

Corolario 2: Se a é um elemento de um grupo finito G, entao a®% = e (elemen-
to neutro do grupo).

Demonstracdo: Seja i a ordem de a. Portanto, h & o menor inteiro estritamente
positivo tal que a” = e {elemento neutro do grupo). Mas, devido ao corolario anterior:

o{G) = (G : Hih
em que H = [al. Portanto:
GO(G) - a[G.‘H)h — (ah)[G:H] — e{G:H] —e #

Corolario 3: Seja G um grupo finito cuja ordem é um numero primo. Entdo G
é ciclico e 0s Gnicos subgrupos de G s&o os triviais, ou seja, {e} e o proprio G.

Demonstracdo: Seja p = o(G). Como p > 1, 0 grupo G possui um elemento a
diferente do elemento neutro. Assim, se H = [d], o teorema de Lagrange garante gue
o{H) | p.Logo, o{H) = 1 ou p e, portanto, H ={e} ou H= G.Como a primeira dessas
hipSteses & impossivel, entdo G = H e, portanto, G é ciclico, Por outro lado, se J é um
subgrupo de G, entao, ainda devido ao teorema de Lagrange, o(J) | o{G). Dai, o(J} = 1
ou p e, portanto, J = {e} ou J = G. #

Contra-exemplo 2: Considere o seguinte subconjunto do grupo 54:L= {( 1234

1234)

U g z i)} Embora o nimero de elementos de L, que é 2, divida a ordem do
' 2 3 4)“ _
3 4 2

) & L.Isso mostra que nio vale a reciproca do teorema de Lagrange.

grupo S,, que é 24, L nao é um subrupo de 5,, uma vez que U

=(1234
1423

Exemplo 36: O teorema de Lagrange pode ajudar bastante na determinagao
dos subgrupos de um grupo finito. Para exemplificar, consideremos o grupo $3.cuja
ordem é &, como ja vimos. Os subgrupos possiveis de S; tém, portanto, ordem 1, 2,
3 ou 6, Os de ordem 1 e & sao Uriviais: respectivamente, o subgrupo formado 56
pelo elemento neutro e o proprio 5. Os de ordem 2 e 3 sdo necessariamente cicli-
cos, como vimos (corolario 3). Logo (ver exemplo 25), 53 tem trés subgrupos de or-
dem 2, a saber, (9], [g,] e [g5] e um Gnico de ordem trés: [£1] = L£,).
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E claro que o exemplo dado é muito favoravel na aplicacdo do teorema de La-

grange. No caso do grupo S,, o teorema de Lagrange também é suficiente, embo-

ra o trabalho seja muite maior. Vale ressaltar, porém, gue ha outros recursos tedricos

capazes de favorecer uma pesquisa mais abrangente dos subgrupos de um grupo

finite, mas eles se situam além dos objetivos deste livro.

29,

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106,

107.

108.

109.

Determine todas as classes laterais de H = {0, 3, 6, 3} no grupo aditivo 7 ,,.
Determine todas as classes laterais de 47 no grupo aditivo Z,

Seja S o grupo das permutagdes de £=11,2, 3}. Determine todas as classes
laterais de H = {f,, f1} subgrupo de 5, em que:

1T 2 3 1 2 3
¢ ( 1 2 3 "2 1 3
Sendo H = {0, £m, 2m, ...}, m € Z, um subgrupo do grupo aditivo Z, mostre

que {0,1,...,m—1} =Z, é o conjunto das classes laterais de H. (Logo,
(Z :H) = m.)

E finito ou infinito o numero de classes de Z x 2Z em Z x Z? Por qué?

Dado o grupo Z x Z, {produto direto), ache todas as classes laterais, a esquer-
da, do subgrupo H = {0} x Z..

Mostre que o ndmero de classes laterais de R em € ¢ infinito.

Considerando Z como subgrupo do grupo aditivo Q, descreva as classes Z +

1
L
(—-ed + 7

Mostre que, sendo a + Z uma classe lateral de 7 em R (a0 € R), entao existe
bERtalqued<b<leb+Z=a+t+ Z

Mostre que, dado ala € C%), entdo existe b € C* talque b =1e b R, =aR".

a) Mostre que H :{(; 0) |c e R*}é um subgrupo do grupo GL,(R).
<

b) Mostre que existem infinitas classes de H em G.
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110. Mostre que sao equipotentes 0s conjuntos das classes laterais a esquerdae o
das classes laterais a direita para todo subgrupo de um grupo G, ou seja,
tém o mesmo cardinal.
Sugestdo: Considerar ¢ (aH) = Ha ™'

111. Seja # um subgrupo de um grupo (G, <)

a) Mostre que “x ~ y <> x_ 'y € H" define uma relacao de equivaléncia em G,
b) Mostre que, Ya € G, a = aH.

112. Seja G um grupo de ordem p", em que p é primo e n > 1, Mostre gue a o
dem de um elemento qualquer de G é uma poténcia de p.

113, Seja £: G — J um homomorfisma de grupos. Sendo S um subgrupo de J, pro-
ve que £~ X(S) é subgrupo de G tal que N(f) C £(S).

] Exercicios complementares

C5. Sejam H e K subgrupos de um grupo finito. SeoH)=peolKl=qglp+4g
psimos), entado H N K = {e}. Prove.

C6. Demonstre que todo subgrupo préprio do grupo aditivo dos nimeros racionais
tem indice infinito.

IV-5 SUBGRUPOS NORMAIS — GRUPOS QUOCIENTES

15. INTRODUCAO

Como j& vimos na nota histdrica que abre este capitulo, a nogdo de grupo e a
prépria palavra “grupo’ ainda que com um significado nao muito claro, ocorreram
primeiramente ao matematico Evariste Galois. A questdo que levou Galois a essa
nocao era a da resolubilidade das equagoes por meios algébricos {por radicais).
Galois associou a cada equacao um grupo de permutacoes de suas raizes e con-
seguiu vincular a resolubilidade a uma propriedade desse grupo. Os grupos com
essa proptiedade sdo chamados modernamente de grupos soltveis.

Qcorre que o conceito de grupo solivel envolve um conceito preliminar, o de
subgrupo normal, que Galois também teve de criar. De fato, na linguagem algébrica
moderna, um grupo G se diz soltvel se é possivel encontrar uma sucessao finita de
subgrupos Gg, Gy, Gy, G, tais quet () G= Gy D G1 D G, DD 6, = {e} (e = ele-
mento neutro de G (i) G, , , ¢ “subgrupo normal”de &; (i =0, 1. .. n — 13; (it} o
“grupo quociente” G;/G; | ; é abeliano.
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Pois bem, sao justamente os conceitos de “subgrupo nermal” e “grupo quocien-
te” que introduziremos nesta se¢ao. Deixamos claro, porém, que o conceito de gru-
po soluvel e seus desdobramentas na teoria das equacgdes nao serao explorados aqui,
devido ao carater introdutério deste trabalho.

Também nesta secao, € pelas mesmas razoes de sempre, adotaremos a notacao
multiplicativa para as opera¢des dos grupos no desenvolvimento da teoria.

16. MULTIPLICACAO DE SUBCONJUNTOS

Sejam (G, -) um grupo e A e B subconjuntos de G. Indicaremos por AB e chama-
remos de produto de A por B o seguinte subconjunto de G:
AB=,se A= ouB=0
AB={xy|xEAeyEBLseA# JeB+ J
Portanto, a “lei” que associa a cada par (A, B} de subconjuntos de G seu produto
AB é uma operacao sobre o conjunto P(G) das partes de G, chamada muitiplicagao
de subconjuntos de G. Essa operacdo goza da propriedade associativa (pelo fato de
a multiplicacdo de G gozar dessa propriedade). Vale notar, ainda, que, se 0 grupoe G
é comutativo, entao a multiplicacio de subconjuntos de G goza da propriedade co-
mutativa.
Exemplo 37: Seja G={e, a, b, ¢} um grupo de Klein. Lembremos a tabua desse grupo;

+lelajblc
e|lel|lalb]c
‘a|laje|lc|b
blblclela
clclblale

Se A ={e aleB=1{b c},entao AB = {eb, ec, ab, ac} = {b, ¢. ¢, b} = {b, c}.
Exemplo 38: Consideremos o grupo multiplicativo dos ndmeros reais. Se
A={xeR*|x>0leB={x ER*|[x<0j

entao:

AB={xER*|x<0}=8
pois o produto de um namero estritamente positivo por um estritamente negativo
é estritamente negativo e, por outro lado, todo niimero estritamente negativo a po-

de ser escrito como a = (—1)(—a), em que o primeire fator é estritamente negativo e
0 segundo estritamente positivo,

17. SUBGRUPOS NORMAIS

Definicao 11: Um subgrupo N de um grupo G é chamado subgrupo normal (ou
invariante) se, para todo x € G, se verifica a igualdade

xN = Nx.
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Ou seja, a classe lateral & direita, modulo N, determinada por x, é igual a classe
lateral a esquerda, médulo N, determinada por x, para qualquer x € G.

Exempio 39: Se G é abeliano, entdo obviamente todo subgrupo de G & normal,

123

1 2 3 1 2 3 u
f1 = (2 3 1) e g, = ('I ; 2), entao 53 = {fo; i f]z,- g 91)c1, 913‘12}.

Embora esse grupo nao seja comutativo, o subgrupo H = C; = {fy, £, f;°} é
normal, pois, como se pode ver, conferindo em sua tabua (ver 2.4 xii.b):

Exemplo 40: Consideremos o grupo simétrico ;. Lembremos que, se fo= (1 2 3)

foH = {for F1i flz} = Hf, g:H = {91 911, 91f12} = Hg,
fH= ‘{fv f12, fo} = Hf, (g1 f)H = 9.1, g|f12, gqy = Hig, 1)
fiPH = {£% for fs} = Hfy? @1f12)H = {91)‘12, g Gifat = H(91f12)

Portanto, s ha duas classes laterais distintas: foH e g;H. Sugerimos ao leitor
verificar os “calculos” na tabua.

Exemplo 41: Seja H um subgrupo de G tal que (G : H) = 2. Entao H é um subgru-
po normal de G. De fato, neste caso, as classes laterais a direita, médulo H, sdo duas:
H e aH, em que a é um elemento quaiquer do grupo gue nao pertence a H e
portanto, aH = (H ), pois as duas classes formam uma particao de G. As classes la-
terais a esquerda, modulo H, também séo duas: H e Ha, em que a € um elemento
qualquer do grupo que ndo pertence a H, e, portanto, Ha = (H%);. Logo, xH = Hx, qual-
quer que seja x € G.

Proposicao 22: Seja N um subgrupo normal do grupo G. Entao, para quais-
quer a, b € G, vale a igualdade (aN)(bN) = (ab)N.

Demonstracdo: A demonstracdo serd feita por dupla inclusao.

+ Seja x € (aN){bN). Entao, devido a definicio de produto de subconjuntos, x = uv,
em que u € alN e v € bN. Portanto, u = an, e v = bn,, para convenientes 11,1, € N;
dai, x = (an,){bn,) = aln,b)n,. Como, porém, por hipétese, Nb = bN e n,b € Nb, en-
tdo n,b = bny, para algum n; & N.De onde, x = a{n,bin, = albn;)n, = (abj{nsn,).
Observando-se que nyn, € N, conclui-se que x € (ab}N. Fica provado, pois, que
{(aN)(bN) C (abN.

+ Seja x € (ab)N. Entdo, x = (ab)n, para algum n € N.Mas nessa igualdade é possi-
vel introduzir o elemento neutro e da seguinte maneira: x = (ae)(bn). Como e E N,
entio ae € aN. Por outro lado, é imediato que bn € bN.De onde, x = (ab)n = (ae)(bn) €
e (aN)(bN). Ficou demonstrado, assim, que (ab)N C (aN){bN).

Das conclusdes parciais, seque a tese: (ab)N = (aN)(bN). #

A proposicao anterior nos diz, basicamente, que o conjunto das classes laterais
a direita, modulo N, que é uma parte de {G) denotada por G/N, é fechado em
relacio a multiplicagio de subconjuntos de G. A associatividade da multiplicagao de
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classes laterais € uma conseqiéncia desse fechamento e da associatividade da mul-
[ipiicagéo de subconjuntos, mas poderia ser demonstrada diretamente assim:

[(aN)BENEN) = [(abINY(eN) = [{ab)cIN = [albA)IN = (@N)I(baIN] = (aN)IBN)Y(cNY]

18. GRUPOS QUOCIENTES

Seja N um subgrupo normal de G. As seguintes propriedades, envolvendo a mul-
tiplicagao de subconjuntos de G, restrita a G/N, ja foram destacadas nesta se¢do:

» (aN}(BN) = {ab)N;

« [{aNYBN)I(cN) = (aN)T{BN) (e N)].

Além dessas, valem também:

. ([aN}(eN) = (ae)N = aN = (ea)N = (eN){aN);

« (aN){a™'N) = (aa" )N = eN = (a 'aN = (a” 'N}aN).

Portanto, o conjunto quociente G/N, com a multiplicacao de subconjuntos,
restrita a seus elementos, € um grupo cujo elemento neutro & eN = N e no qual
@) '=a 'N.

Defini¢do 12: Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Nessas con-
dicoes, o grupo quociente de G por N é o par formado pelo conjunto quociente G/N
e a restricao aos elementos desse conjunto da multiplicagéo de subconjuntos de G.

Exemplo 42: Sejam G = {1, —1,], —i} o grupo multiplicativo das raizes qudrticas
da unidade e N = {1, —1}. N é um subgrupo normal de G pelc fato mesmo de que
G é comutativo. As classes laterais neste caso sao duas apenas: 1N = N = {1, -1}
e iN = {i, —i}. (O préprio fato de a unido das duas ser igual a G ¢é suficiente para
mostrar que ndo ha outras} A tabua do grupo quociente G/N &

N |iN
N | NN
iN {iIN | N

Exemplo 43: Sejam G = Z¢ = {0, 1, 2, 3,4, 5} e H = {0, 3}. As classes laterais
neste caso sdo:0 + H=H, 1 + H=1{1,4},2 + H=1{2,5},ja que essas trés englobam
todos os elementos de Z. A tabua do grupo quociente G/H neste caso €

+ H 1+H | 2+H
H H 1+H | 2+ K
1+H | 1+H 2+ H H
2+H |2+ H H 1+ H

Notar que usamos o fatode que 3 + H=H,pois3 —0=3 € H.
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Exemplo 44: No grupo S consideremos o subgrupo H = Cs = {fo, f1. £17}. No
exemplo 40 verificou-se que H é um subgrupo normal S5, Outra maneira de chegar a
essa conclusao seria por intermédio do exemplo 41. A tabua do grupo guociente
S,/H é a seguinte;

H | H gH
gH gH| H

Proposi¢do 23:5¢ja f:G— [ um homomorfismo de grupos. Se N é um subgru-
po normal de G, entao a aplicagdo p: G — G/N definida por {@) = aN € um homo-
morfismo sobrejetor de grupos cujo nucleo é N.

Demonstracdo: De fato:

» .(ab) = {(ab}N = {aN)(bN) = pla)p(b).

« Se y € G/N, entdo y = aN, para algum a € G. Como, entac, g} = aN =y,
conclui-se que L é uma aplicacao sobrejetora.

« Lembremos, primeiro, que o elemento neutro do grupo quodiente é aclasse N.
lsso posto, se @ € Ker(j), entdo pfa) = aN = N. Como, porém, a@ € aN, pois a = ae
e e € N entio a € N. Isso mostra que Ker(p) C N. Por outro lado, se a € N, entao
al = N e, portanto, {a) = aN = N {elemento neutro de G/N) e, portanto,a &€ Ker(pL).
As duas inclusdes demonstradas garantem que Ker{p) = N. #

Definigao 13: Seja £: G — L um homomorfismo de grupos. Se N é um subgru-
po normal de G, entao o homomorfismo p.: G — G/N definido por p(a) = aN é cha-
mado homomorfismo candnico de G sobre G/N.

19. 0 TEOREMA DO HOMOMORFISMO

Lema 1: Se f: G — L é um homomorfismo de grupos, entdo N = Ker(f) € um
subgrupo normal de G e, portanto, G/N tem uma estrutura de grupo.

Demonstracdo: Que N = Ker(f) é um subgrupo de G ja foi demonstrado {pro-
posicio 6), Falta provar que é normal, ou seja, que aN = Na, para qualquer a € G, 0
que sera feito por dupla inclusao.

« Se x € aN, entdo x = ah, para algum h € N.Mas ah = (aha "Ja.Ocorre, porém,
que flaha™") = Fla)ffla™") = fl@elfla)] '= Flafla)l™ " = u {elemento neutro de
t). Portanto, aha ' € N = Ker(f) e, como x = ah = (aha MNa, entdo x € Na. Fica pro-
vado, pois, que aN C Na.

* De maneira analoga se demonstra que Na C aN.

Das duas conclusoes, segue que Na = alN, como queriamos Provar. #
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Proposicido 24 (teorema do homomorfismo para grupos): 5eja f: G — L um
homomorfismo sobrejetor de grupos. Se N = Ker(f), entéo o grupo quociente G/N
é isomorfo ao grupo L.

Demonstracdo: O primeiro passo é descobrir um isomorfismo, digamos, de G/N
em L. E, para isso, uma boa pista é ver como se representam os elementos de G/N e
;. Os do grupo guociente sdo classes laterais aN, com a € G, e os de L imagens
fla), com a € G. Portanto, é natural investigar se a correspondéncia aN — f{a) € um
isororfismo. Mas primeiro é preciso ver se se trata de uma aplicagao, ja que uma
mesma classe lateral 3 direita, médulo N, pode ser representada em geral de mais
de uma maneira,

« Vamos supor aN = bN.Entdo b~ 'a € N e, portanto, f(b~"a) = u (elemento neu-
wro de 1). Mas f(b~'a) = (b~ fla) = [F(B)'f(a). Logo, [FB) 'fla) = u e fla) =
= f(b)u= f(b). De onde, a correspondéncia aN — f{a) é de fato uma aplicacao.

« Seja o1 G/N — L a aplicacao definida por o (aN) = f(a). Para mostrar que € inje-
tora, suponhamos f{a) = £(b), em que a, b € G. Entdo [£(b)]'fla) = [F1)]"'f(b) = u.
Usando-se a hipotese de que § é um homomorfismo de grupos, da iguaidade
[£(6)]"' fla) = u seque que £(b™'d) = u. Mas isso significa que & 'a € N e, portan-
to, alN = bN, como gqueriamos provar.

+ Que o é sobrejetora é praticamente imediato. De fato, se y € L, entéo y = f(a),
com a € G. Entao, tomando x = aN € G/N, olx) = claN) = fla) = y.

« Mostremos por dltimo que v é um homomorfismo de grupos. De fato:

allaN)(bN)] = ol{ab)N] = flab) = fla) f(b). #

Seja f: G — L um homomorfismo sobrejetor de grupos e denotemos por No
ntcieo de f.Consideremos ainda o grupo quociente G/N, o homomorfismo candni-
co p: G — G/N e o homomorfismo o: G/N — L, introduzido na proposicac anterior.
O diagrama de grupos e homomorfismos

f

G—m——ML

13 i)
G/N

sugere a possibilidade de uma fatoragdo de f através de G/N. Efetivamente isso
ocorre, pois, para gualguer g € Gt
(owla) = olpia)) = alaN} = fa)
€, portanto:
f=oCp

Exemplo 45: Dado um inteiro m = 1, consideremos o homomorfismo p,: Z — £,
definido por p,{a) = a (exemplo 11). Esse homomorfismo & sobrejetor, como jé vi-
mos, e seu nicleo & 6 conjunto dos inteiros a tais gue @ = 0, ou seja, o conjunto dos
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inteiros a tais que a = 0 (mod m). Portanto, Ker(f) = [m] = {0, +m, +2m, ..}. O teo-
rema do homomorfismo nos garante que os grupos Z /Im] e Z,, sao isomorfos.

l Exercicios l

114.

115.

116.

117.

Seja G um grupo multiplicativo.Se AC Ge A # O sejaA '={x"" | x € AL
Mostre que:

a (A '=A

b) VA,BC G A# B+ (, tem-se (AB) ' = ' . A~

Seja G um grupo multiplicativo e H # @ um subconjunto de G. Mostre que
H é subgrupo de G se, e somente se, H-HC He H ' C H.

Mostre que, se N é subgrupo normal de G, a € G e n € N, entio existe um
elemento ' € N tal que an = n'a.

Sejam M e N subgrupos normais de G. Mostre que M £ N e MN também o séo.

_ Resolugio |
Facamos M M N=He MN =K,
Sugerimos ao estudante mostrar que H e K sao subgrupos de G.

118.

119.

120.

121.

Provemos gue xH = Hx, V € G:
yExH = y=uxh 1

he Mn Nj
E entao,m’=n"=histo &,y = h'x € Hx,

= y=mx=n%x

Analogamente, y € Hx = y € xH.

Provemos que xK = Kx, ¥ € G:

YExK= y= xk=ximn = (xm)n = (mxin = mxn) = merx) = (mmx = K'x = Y E Kx
E analogamente, y € Kx = y € xK. [

Sejam G um grupo, N um subgrupo normal e H um subgrupo de G. Mostre que
H 1M N é normal em H.

Mostre que um subgrupo N do grupo G é normal se, e somente se, x 'Nx = N,
para tode x € G. (Nota: x "Nx = {x"'nx | n € N})

Sejam G um grupo e H um subgrupo. Seja Ny, o cenjunto de todos os x € G
tais que xHx ™'
mal em N,,.

= H. Mostre que N,, é um grupo que contém H e que H é nor-

Mostre que, se M e N sdo subgrupos normais do grupo Ge M N N = {e},
entdo mn = nm, para todos mE Men € N.
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122.

123.

124.

125.

126.

127.

128,

129,

130.

Sugestdo: Prove que (mn)(nm) ' = e, (e = elemento neutro)
Seja N um subgrupo de G tal que (G : N) = 2. Mostre que N é normal em G.

Demonstre que, se um grupo finito G tem urmn Unico subgrupo N de uma dada
ordem, entdo N é normal em G.

Seja G um grupo multiplicativo. Mostre que H = {x € G | xa = ax, Va € G} é um
subgrupo normal de G.

1°) Sendo e o elemente neutro de G, temos ea = ae, ¥a € G; portanto,e EHe H # &,
29) Sejam x,y € H. Entdo x e y comutam com qualquer elemento de G. Interessa par-
ticularmente observar que, se a € G, entdo xa = axeya '=a 'y
Provermnos que xy™ ' € H:
Gy Na=xty e =xia ) =xiya” )V =xlay V)= (xaly ! = {ax)y”' = alxy™)
3%) Provemos, finalmente, que aH = Ha, Va € G:
wEgHsa=ohsa=ha< a € Hn
Entao, aH Cj Ha. m

Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e N um subgrupo normal de G. Mos-
tre que NH € um subgrupo de G e NH = HN.

Seja f: G — J um homomorfismo sobrejetor de grupos. Se H € um subgrupo
normal de G, mostre que f(H) é um subgrupo normal de J.

Seja f: G — G’ um homomorfismo com nicleo H. Suponha que G € finito.
Mostre que ordem de G = (ordem da imagem de f)ordem de H).

Sabe-se que o conjunto dos automorfismos de G, denotado por Aut(G), é um
grupo para a composicao de aplicagbes. Para cada a € G, seja £,;: G — G dada
por F,{x) = axa~", ¥ x € G. Mostre que /(G) = {f, | a € G} é um subgrupo
normal de Aut{G).

Seja T um subgrupo ciclico @ normal de G, Mostre que todo subgrupo de T
é subgrupo normal de G.

Seja G = [a] um grupo ciclico de ordem 6. Sendo H = [¢°], construa a tabua
do grupo G/H.
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As classes laterais & esquerda de H sao:

el = He aH =1a, a’, a°}

Notermnos que eH = a’H = a*H e aH = a*H = a*H.

Observemaos tambem que xH = Hx, ¥ € G, pois G é abeliano.

. . H
Podemos, entio, construir a tabua de G/H: aH | aH a

131. Determine todos os subgrupos ndo triviais do grupo aditivo Z ;. Para cada sub-
giupo H encontrado, construa a tabua do grupo quociente Z¢/H.

132. Construa as tabuas dos seguintes grupos quocientes:
a3 Zg/H, em que H=1{0,4}
by 7727
O (7 x V(BT x 27), em que £ x Z é o produto direto

133. Considere Z como um subgrupo do grupo aditive I dos nimeros racionais, Mos-

tre que, dado um elemento x € (/7 existe um inteiro n =1 tal que nx =0.

134

Demonstre que, se H & um subgrupo normal de G e o indice de H em G é
um nimero primo, entdo G/H é ciclico.

V-6 PERMUTACOES

20. CICLOS E NOTAGAQ CiCLICA

Entre 05 grupos importantes que relacionamos em 2.4, merece ser estudado
um pouco mais profundamente, pela sua importancia e varios campos, 0 grupo §,,
das permutacdes sobre o conjunto {, = {1,2,..,n},n = 2. Na nota histérica que abre
este apitulo (secdo 1), ja nos referimos ao papel dos grupos de permutagdes na
histéria das equagdes algébricas. Qutro assunto em que os grupos de permutacdes
desempenham um papel chave € na tecria dos determinantes,

Para o estudo que seque, precisaremos intreduzir um novo tipo de permutagao
€ UMi nova notagao.

Definicao 14: Sejam ay, a4, .., 6, € 1, inteiros distintos. 5e v € 5, é uma per-
mutagio tal que ola,) = @y, 7la,) = o%(a} = a3, .. 0la,_ ) =o' la))=ag,ecia)=
= v'lg)) = a, e u(x) = x, para todo x € §, — {a,, Ay, ... 4,}, entdo se diz que ¢ é um
ciclo de comprimento r e que {a,, @, .., a,f € 0 conjunto suporte de «. Para designar
a permutacace assim definida, usaremos a notagao (a4, a3, .., 4,).5e r = 2, entéao o
é chamado de transposicdo,
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Exemplo 46: Consideremos em S; a permutagio
o= (’1 2 3 4 5)
4 1 3 2 5

Comoao(l)=4,dd)=2ec(2) =1,a(3) =3 e o(5) = 5, entdo ¢ é um ciclo de

comprimento 3 cujo conjunto suporte é {1, 2, 4}. Portanto, podemos escrever:
ag=(1 4 2)

A notacao ciclica merece um comentério. Primeiro, ela ndo indica em que grupo
S, se esta. Por exemplo, se escrevemos ¢ = (1 4 2), simplesmente, pode se tratar
tanto da permutacao do exermplo 46 como de

5 = (1 2 3 4 5 6)
4 1 3 2 5 6,

De gue permutacdo se trata realmente € determinado pelo contexto. Qutro
aspecto dessa notacdo é que o mesmo ciclo pode ser descrito de mais de uma
maneira, pois cada um dos elementos do suporte pode ocupar a primeira posicao,
desde que nao se mude a seqléncia em que eles aparecem. Em 5;, por exemplo:

(142)=421=214

Em qualquer dessas trés notacdes, 1 —4,41—2,21,3+2 3,515 ¢, portan-
to, efetivamente elas indicam a mesma permutacdo de Ss.

Proposicao 25: Se o = (a,4d, .. a,] € S, é um ciclo de comprimento r = 1,
entao ofo) = r e, portanto, se £ indicar a permutagao idéntica de S, [o] = {g, o, a?,

o’ T

Demonstracao: Da definicao de ciclo decorre diretamente que o '(a;) = g
(i=1,2,..n ea’lg,) = a,.Entao o’ # £ sempre que 1 =< i < r, g, portanto, r = olo).
Por outro lado, se i é um indice tal que 1 =i = rentdo o'lg) = o'’ @) =
=o' " Yu'la)) = ¢' 7 Ha,) = a,. Considerando-se que o(x) = x sempre que x # g
i=1,2, .., entao ¢’ = & e, por conseguinte, o{g) = r. Ce onde, olu) = 1. #

Dois ciclos, como {1 2 4) e {3 5),em S, cujos suportes sao conjuntos disjuntos,
sao chamados ciclos disjuntos.

Proposicdo 26: Dois ciclos disjuntos comutam,

Demonstracdo: Sejam ¢ e o ciclos de S, disjuntos, com suportes iguais respecti-
vamente a A e 8. Se x & um elemento de f, ha trés hipoteses possiveis:
*x €A,

Entdc, (p2o)(x) = ¢lo{x)) = ©lx), ac passo que (o} (x) = olex)) = @x).
Portanto, ¢ oo e o0 @ coincidem em A.

* x € B (raciocinio analogo).
*x& Aex&E B,
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Neste caso, (poo)(X) = o{a(x)) = ¢{x) = x, a0 passo que (vo@}x) = olpia) =
= ¢(x) = x. Portanto, o e ao @ também coincidem fora de A e B. #

Proposicao 27: Toda permutacdo o € S, excecdo feita a permutagao idéntica,
pode ser escrita univocamente (salvo quanto a ordem dos fatores) como um produ-
to de ciclos disjuntos.

Demonstracdo: Supondo, para facilitar, que o{1) # 1, consideremos a seqlién-

cia de imagens de 1 pelas poténcias sucessivas de u:
¢’ = 1,a(1), oX(1) = [woa)(1), (1), ...

Como 1, é finito, 0s elementos dessa sequiéncia nao podem ser todos distintos.
Isso nos permite fazer a seguinte escolha: seja r © menor expoente estritamente po-
sitivo tal que o%1) = 1,¢(1), (1), 73(1), .., o’ ~ (1) sejam distintos mas o”(1) = o/(1),
para algum inteiro j tal que 0 < j < r. Dai seque que o’ ~ M =1=0"%1)0quesé é
possivel, dada nossa escolha de 1, se j = 0. Portanto, o(1) = 1. Obtém-se assim o ciclo:

o, = (L o(l), a¥1), o’ 7 (1)
que coincide com a restricdo de ¢ a seu conjunto suporte.

Indiquemos por a 0 menor inteiro de I, que nao aparece no suporte de oy e
tal que a(a) # a. (Se nenhum g de I, cumprisse essa desigualdade, a demonstragéo
ja se encerraria,) Repetindo-se o argumento anterior com a sequéncia

a%a) = g, ola), 0¥a) = (covlla), o¥a), ..
chega-se a um ciclo o;, que também coincide com a restricdo de o a seu conjunto
suporte.

Mostremos que ¢, e o, sao disjuntos. De fato, suponhamos que b fosse um
elemento comum aos suportes desses dois ciclos. Entio b = ¢'(1) = o*(a), com, diga-
mos, 0 = s = ¢, Dai, o' ~* (1) = g, 0 que coloca a no suporte de ¢, contrariamente a
nossa escolha.

Esse processo certamente termina num nimero finito m de passos. E, como
0 CF,0..0 7y, tem sobre os elementos de I, o mesmo efeito que ¢, entao:

U= 00050 .00, #
Exemplo 47: Vamos decompor em ciclos disjuntos a seguinte permutagio de Sg

U=(12345678)
1 6 8 3 7 5 2 4

Como (1) = 1, vamos comecar ¢ processo descrito na demeonstragdo com o
elemento 2;

2,02)=6,c2)=cle(2) =cl6) =5, 0(5) =7, 0(7) =2
Portanto:
o =(2 6 5 7)
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Repetindo-se o processo a partir do 3:
3,0(3)=8,08)=4,05(4) =3
Entdo:
g,=(3 8 4)
Portanto:
o=(2 6 5 7)c(3 8 4

Proposicdo 28: Se n > 1, entdo toda permutacio de S, pode ser expressa
como um produto de transposigdes.

Demonstracdo: Uma verificacido simples mostra que para todo ciclo de compri-
mento r em 3, vale a identidade
@, ay 05 .0, _,a)=Ila,a)ola;a, . Jo.ola, ag

Portanto, dada uma permutacdo de S, € s6 decompé-la em ciclos, de acordo com
a proposicao anterior, e depois aplicar a identidade acima para cada um dos ciclos. #

Exemplo 48: Justificar, com detalhes, a seguinte igualdade em 5:(1 2 3 4) =
={1 420 3o 2).Mostraremos que o efeito do produto de transposicoes do
sequndo membro sobre £, é igual ac do ciclo do primeiro membro. Para isso, faca-
mos (1 2)=a,{1 3)=¢e(l 4)=p. Entao:

¢

—- W N

T
————e

=N

how - N

T
_—

B M =

o que mostra que (wogoa)l) = 2, (pogoo)2) = 3, (pogoo)(3) = 4 e
(ho@oa)d) = 1 e, portanto, que pogoa=(1 2 3 4).

Exemplo 49: Vejamos como decompor em transposicoes a seguinte permu-
tacao de 5S¢
U:(12345678)
1 6 8 3 7 5 2 4

Como ja vimos (exemplo 470 =(2 6 5 7)o(3 8 4).Mas, devido a iden-
tidade exibida no corolério:

2 6 5 7= Nc2 502 6 e 3 8 4=3 4o3 8

Portanto:
o=(2 ANof{2 502 6)of3 43 8)

(- 203 €2



21. ASSINATURA DE UMA PERMUTAGAO

A decomposicao de um ciclo em transposicdes, garantida pela proposicdo 28,
nao é Unica. De fato, como {a bjo(b a) é a aplicagao idéntica de 1, que é o ele-
mento neutro de S, entdo num produto de transposicbes podem-se inserir tantas ex-
pressoes desse tipo quanto desejemos, sem afetar o resultado. Em S,, por exemplo:
2 6 5 7= 7o 592 6=0 22 o2 o2 5c2 6)

Pode-se demonstrar, porém, que todas as decomposi¢des de um mesmo ciclo
em transposicoes tém em comum a paridade. Ou seja, se numa delas o nimero de
transposi¢des & par (impar}, entdo o mesmo acontece em todas as outras. Mas, para
provar esse importante resultado, € preciso introduzir antes o conceite de assinatura
de uma permutagao.

a, a; a,
Definicdo 15: A assinatura de uma permutagdoe o = éo
b'l bz e bn
numere real, aqui denotade por sgn a, e definido por:
ﬂj - aj
sgna =

em que o produto é estendido a todos os pares {j, j) de indices tais que / = J.
Da definicdo decorre diretamente que a assinatura da permutacao idéntica é 1.

Convém observar gue o produto que define sgn o ndo depende da ordem das

é uma funcao do par {i, j).

colunas na expressao de v e que cada quodiente
— b
P

Exemplo 50: A assinatura da permutacdo
_ (1 2 3)
TF =
2 3 1
2—13—-1 3-2
3-21-2 1-3

sgn (o} = =(N(—-2(-1/2) =1

Proposicao 29: A assinatura de uma transposicdo é —1,

Demonstracdo: Seja 1 € 5,, uma transposi¢ao.
Evidentemente podemos representar 1 da seguinte maneira:

al az a3 - an
T =
a, & d; .. b,
e {r, s) & um par de indices da primeira linha da transposicio Te 1 =r<<s=n,
entao as situagdes possiveis sdo as sequintes;
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] a; — iy
a) {r,9) = (1, 2) cujo fator correspondente em sgnt &

=—1

0'1 - 02
a, — ay
b) r=1es > 2,caso em que o fator correspondente de (1, 5) em sgnt é .
a; — a,
a; — &
¢) r=2es > 2, caso emque o fator correspondente de {r,s) em sgne & .
a, —
a;. — ar
&) r > 2 e, neste caso, o fator correspondente de {r, s} em sgnt € =1
a, — 4,

Como os fatores de b} e ¢) aparecem em pares cujo produto é 1, entao:
0‘2 - ﬂl

s5gNT =
h — &

Proposicao 30: Para quaisquer permutagoes o, ¢ € S, sgn{p 0 a}=(sgn e)(sgn o).

Demonstra¢do: Permutando convenientemente as colunas de ¢, podemos escre-

a, d; . a, b, by .. b,
iF = e =
b b, . b, LA P
ﬂ

(sgne)(sgn o} = (sgn o) (sgn ) _H b, — Hc —¢ _H

Coroldrio 1: Se v € §,, entdo sgno = X1,

ver:

Portanto:

~sgncp i), #

Demonstracédo: Como ja vimos (proposicdo 28), toda permutacdo pode ser ex-
pressa como um produto de transposicoes. Portanto:

T =1,0T;0..01T,
para convenientes transposigdes tq, Ty, .. T, € 5,. Entdo, usando-se a generalizacao
natural da proposicdo 30 para r fatores e considerando-se que a assinatura de uma
transposi¢ao é igual a —1:

sgna = sgn(-;,*nzo...f:-c,} (sgn T Msgn T} .. {sgn 1) =

= (=11 =1 =*1.#

Corolario 2: Qualquer que seja a permutagdo o € 5, 5gn ¢ = (5gn o)~

Demonstracdo: Como (1 2)a{1 2) indica a identidade de S, entdo ¢~ 'co =
={1 2)(¥ 2).Portanto:

[sgn (o "(sgn ¢) = sgn (@ 'oo) =sgn[{(1 201 2)] =
=[sgn (1 2lsgn {1 2l =(—N{=1) =1

De onde,sgn o ' = (sgn o), #
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Proposicdo 31: 5eja dada uma permutacdo o € S, e consideremos duas de-
composicées de ¢ em transpasices:
U=T0T0..0T, € O =p;Qpy0.0p,
Entdo os inteiros r e 5 tém a mesma paridade.

Demonstracdo: Devido ao coroldric 1,sgn o = (—1)" = (—1)°. Se r for par, entdo
(=1} =1;dai (=1)* =1 e, portanto, s também ¢ par. O raciocinio ¢ andlogo no ca-
so em que r é impar. #

Definicao 16: Uma permutacao o € S, é chamada par ou impar conforme pos-
sa ser expressa como um produto de um nimero par ou impar de transposicoes.
Em outras palavras, conforme sua assinatura seja +1ou —1.0 conjunte das permu-
tagbes pares de S, sera indicado por A,. A, # (J pois & = (12){21} é par.

Proposigao 32: Para todo n > 1, 0 conjunte A, é um subgrupo, de ordem n!/2
e indice 2, de §,,.

O subgrupo A, serd chamado grupo aiternado de grau n.

Demonstracdo: Sejam o, @ € A, Entdo sgn (o) = 1 e sgn ¢ = 1. Como, porém,
sgn (oo™ = (sgn a)(sgn ¢) ' =1- 17" = 1, entdo coe ™' € A,. Fica provado,
pois, que A, é um subgrupo de §,.

Sejam r as permutagdes pares e s as permutaces impares de 5, que denota-
remos respectivamente por ¢, oy, .., 0, @ @, §,, .., P, Multiplicando as permu-
taghes pares por uma transposicao t, obtemos as permutacdes:

TCT, TOd, ., TOT,

Como todo elemento de um grupo é regular, o numero desses produtos tam-
bém é r. Mas, como o produto de uma permutacao impar (a transposicdo 1) por uma
par, todos esses produtos sio impares. Logo, r < s.

Analogamente, se multiplicarmos as permutagdes impares por 1, obteremos as
5 permutacdes pares:

TOP, TOP;, w0 TOP,
nl
Portanto,s < r.De onde,r=s,e comor+ s = nl, entdo ofA,) = 3 e, por con-
seguinte, (S, : A,) = 2. #
Corolario: A, é um subgrupo normal de $,.. (Ver exemplo 41.)

Exemplo 51: Achar todas as permutacoes pares de $;. Lembremos que

S:Jf=(1 2 3)' :(1 2 3) :(1 2 3) :(1 2 3)
S S SRV At PRRPIY il P [l PR

{12 3y 1 2 3
92 (3 2 1)’93*(2 1 3)}
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Entdc, faéparf; =01 2 3)=01 3)o(l éparfHh=01 3 2)=0 2c(l 3
g par,g, ={2 3)éimpar, g, =(1 3) éimpareg;=(1 2) e impar. Logo, 0 grupo
alternado neste caso é:
Az = {fmfwfz}

Exernpio 52: Construir a tdbua do grupo 5,/A,.

Como vimos, o(A,) = (S, 1 A,) = 2 e, entdo, S /A, = {A,, ¢A,}, em que ¢ é uma
permutagao impar qualquer. Uma maneira de construir a tabua pedida ¢ lembrar
gue todos os grupos de ordem 2 sdo isomorfos. Entao:

A, 1 QA,
An | An | 9A,
A, | QA | A,

| Exercicios |

135. Dé um exemplo de duas permutacdes do grupo 53 que ndo comutam,

136. Expresse cada uma das seguintes permutagdes de $; como produto de ciclos
disjuntos e, depois, como produto de transposigoes:

a) (‘I 2 3 4 5 6 7 8)
8 2 6 3 7 4 5 1

b) (1 2 3 4 5 6 7 8)
3 6 4 1 8 2 5 7

Q) (1 2 3 4 5 6 7 8)
3 1 4 7 2 5 8 6

137, Qual é a inversa da permutagio o = (1 2) {3 51 {7 8 9) no grupo 5;5?

138, Determine as assinaturas das seguintes permutagoes:

a) ('I 2 3 4) C](1 2 3 4 5)
2 3 1 4 2 1 3 4 5

b)(1 2 3 4) d}(1 2 3 4 5)
3 2 4 1 3t 2 5 4

139, Responda as seguintes perguntas referentes ao grupo Sg:

a) Qual a ordemdociddo{1 4 5 7)?
b) Qualaordemde (4 5)c(2 3 7)?
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140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

Decomponha cada uma das seguintes permuta¢des num produto de ciclos
disjuntos dois a dois e determine suas ordens e assinaturas.

a) (‘l 2 3 4 5 6 7 8 9)
7 5 8 6 3 4 % 1 2
b} (1 2 3 4 5 6)
6 5 4 3 2 1
Encontre a ocrdem de cada um dos elementos de S,
a) (1 2 3)
by (1 4 3 2)
a {1 23 4

Determine todas as permutacdes de S, que sdo permutaveis com (1 2 3
4 5)(6 7 8 9 10}

Construa uma tabua do grupo alternado A,
Se o € §, & um ciclo de comprimento r, mostre que o) = r.
Sejam o, ¢ € §, ciclos disjuntos. Mostre que ofo @) = mmc(o (), ol

Sejam r, s e t, respectivamente, as ordens de &, ¢ e 03 € m = mmc{r, 5). Lembremoes
as propriedades que caracterizam m: (i) m = 0; (i) r | m e s | m; (i) se m’ é um inteiro
tal quer{m’e s | m’, entao m | m.

Como m é multiplo de re s e ¢ e ¢ comutam entre s, entdo (TG@)™ = F™oE™ =
= go& = ¢ e, entdo, devido 3 propaosicac 17, | m.

Por outre fado, (=)t = ato@' = & pois a ordemn de g é t. Agora, se g € um ele-
mente do suporte de ¢, entdo @{a) = g e portanto, @t{a) = a. Entdo o'{a) = (a*¢@Ha) =
= g{a} = a e dai segue, devido & proposicao citada, que r| t. Analogamente se demons-
tra que s | t. Portante, m | t. Como ja provamos que t | m, entdo m = ¢. |

Mostre que o nuimero de permutacdes impares de {1, .., n}, para n = 2, é
igual ac numero de permutac¢tes pares.

Mostre que a assinatura do r-ciclo {a, a, ..a,) é (-1 V.
Sugestdo: Use o método da inducgae finita.
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148. Seja v um ciclo de comprimento r. Se r é impar, mostre que o? também &
um ciclo.

Justifique as seguintes identidades:

A0 2.k=02.00j+tl ok <j<k
by (1 2 . k=0 ko1 2 k-1 tk>=1)
{12 . kotk—1..2 D=0 k)

149

150. Prove que (@, @, . @) ' ={a; o _ ¢ . a @y

151. Sejam o, ¢ € S, ciclos disjuntos tais que oo = £. Prove que o0 = ¢ = &.

Seja ¢ ={a, a; .. a,).Portanto, ¢ {a,) = a,. Mas, sendo disjuntos os ciclos dados, a; nao
pertence a0 suporte de o e, portanto, o{a,) = a,. Como, porém, a @ = g, entdo (Fogla) =
= a,.Mas (rog)a,) = (@)glay)) = ala,) = a,. Logo, g, = a,. Esse raciocinio, estendido a
todos os elementos do suporte de ¢, levard a conclusdo de que ay = a; = .= 0, &
portanto, de que @ é a permutagao idéntica. Como, por hipotese, ¢ = £ e © = &, pe-
lo que acabamos de provar, entao o = &. ]

152. Sejam &, ¢ € S,. Prove que sgn o = sgn (@oooE™ ')

153. Mostre que em S, se ¢ comuta com a permutagao circulart=(1 2 .. n),
entio ¢ =t com i € 7*,

(- 209 e



CAPITULO V

ANEIS E CORPOS

V-1 ANEIS

1. NOTA HISTORICA

Um aspecto que chama a atengo na histdria da algebra é seu desenvolvimento
tardio no que se refere & organizagao ldgica e axiomatizagdo. Considerando-se que
a geometria ja recebera uma axiomatizacio nos Elementos de Euclides {c. 300 a.C.), 0
fato de datar do século XIX a primeira tentativa feita nesse sentido para a algebra
pde em relevo dificuldades tedricas de grande porte. Além do mais, a obra em que
aparece a primeira tentativa de axiomatizagao da algebra, do inglés Benjamin Peacock
(1791-1858), publicada em 1830, em pouco tempo foi totalmente superada.

Pouco depois disso, o irlandés William R. Hamilton (1805-1865) engajou-se na
tarefa de criar um sistema numeérico que desempenhasse no espaco tridimensional
0 mesmo papel, algebricamente falando, que o sistema dos nimeros complexos
desempenha no espaco bidimensional (o plano). Inicialmente o matematico imagi-
nou que esses novos nlimeros seriam do tipo @ + bi + ¢ (com iZ = 7 = —1). Mas
em 1843, depois de mais de dez anos de pesquisas, descobriu que eles tinham de
serdo tipo a + bi + ¢j + dk {com i* = j* = k? = —1) e que teria de abrir mio da
comutatividade da multiplicacio. A criacio desses novos nlmeros, 0s quaternions,
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mostrou que as leis classicas da dlgebra (como a comutatividade) podem nao ser
aplicaveis em certos casos. O trabalho de Hamilton e outros matematicos colaborou,
ja no século XiX, para a criagac de inUmeras “estruturas algébricas” novas, entre as
quais as de “corpo” e de "anel”

Na verdade, o embrido da idéia de corpo jé aparecera nos anos 1820, nos tra-
balhos sobre equagdes algébricas do noruegués N.H. Abel (1802-1829). Abel enten-
dia por corpe uma cole¢do de numeroes fechada para a adicao, subtragao, multipli-
ca¢ao e divisao (salvo no caso de divisor igual a zero), Mas a idéia de corpo s6 se
tornaria explicita quando o alemac R. Dedekind (1831-1916) introduziu 0s corpos de
ntimeros de grau finito como base para o estudo dos numeros algébricos.

Um numero complexo se diz algébrico se é raiz de um polindémio com coeficien-
tes racionais. Por exemplo, v 2 /26 algébrico, pois é raiz de p(x) = 2x> — 1.Um nu-
mero complexo que ndo é algébrico diz-se transcendente. Os exemplos mais notdveis
de numeros transcendentes sao w e e. Demonstra-se que, se « e B sdo algébricos,
tambem o sao a = B, ap e a/f {(se B # 0) g, portanto, o sistema dos nimeros al-
gébricos é um corpo, segundo a idéia de Abel. Porém, o primeiro matematico a dar
uma definicdo abstrata de corpo foi H. Weber (1842-1913), num artigo de 1893,

Essas pesquisas levaram naturalmente a idéia de inteiro aigébrico. Um namero
complexo se diz inteiro algébrico se é raiz de um polindmio cuje coeficiente do ter-
mo de maior grau é 1 e os demais sdo numeros inteiros. Por exemplo, 0 nimero |
é um inteiro algébrico, pois é raiz de p(x) = x* + 1. Demonstra-se que, se o e B 530
inteiros algébricos,entdo a * B e aff também o sdo. Mas o/ nédo é necessariamen-
te inteire algébrico, mesmo quando B # 0. Nessas propriedades, compartilhadas
pelo sistema dos numeros inteiros, inspira-se a definicao de anel. Mas a primeira
definicdo abstrata de anel (ver 2.1} s6 seria dada em 1914 pelo aleméio A, Fraenkel
(1891-1865), embora ¢ nome anef ja tivesse sido introduzido por D. Hilbert (1852-
1943) perto do final do século XIX.

2. ANEIS E SUBANEIS

2.1 Conceito de anel

Definicao 1: Um sisterna matematico constituido de um conjunto ndo vazio
A e um par de operagtes sobre A, respectivamente uma adicdo (x, y} > x + y e
uma multiplicagéo (x, y) > xy (ou x - y), é chamado anel se:

(i) {A, +) é um grupo abeliano, ou seja:

(alseqa b,cE A entiaca + (b + o) ={a + b + ¢ (associatividade):

(blse g, b€ A entdo a + b = b + a (comutatividade);

(c) existe um elemento 0, € A tal que, qualquer que sejaa S A, a+ 0, =a
(existéncia de elemento neutro);
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(d) qualquer que seja a € A, existe um elemento em A, indicado generica-

mente por —a, tal que a + (—a) = Oy (existéncia de opostos).
(i) A multiplicagdo goza da propriedade associativa, isto &
se g, b, ¢ € A, entdo albc) = {ab)c.

Giiiy A multiplicagdo é distributiva em relacao 2 adigdo, vale dizer:

sea b cEAentioalb +c)=ab+acela+bc=ac+ be.

Por uma questdo de simplicidade de linguagem, poderemos identificar a adi¢ao
do anel com o simbolo + e a multiplicagao com um ponto.E quando nao houver pos-
sibilidade de confusao, até esses simbolos poderao ser omitidos. Por exemplo, sera co-
mum usarmos expressdes como “Seja (A, +, -) um anel” ou mesmo “Seja A um anel”
ou “Consideremos um anel A”. Naturalmente as duas ltimas alternativas pressupdem
que néo haja confusdo possivel quanto as operacdes subentendidas. Qutra maneira
simplificada de nos referirmos a um anel A sera dizendo que “A tem uma estrutura
de anel”, 0 que naturalmente também pressupde as operagoes ja subentendidas.

2.2 Propriedades imediatas de um anel

Seja {A, +, <) um anel.

{a) As propriedades aqui reunidas sao conseqgiiéncias do fato de que a adicéo €
uma operacio sobre A e de que (A, +) € um grupo aditivo abeliano:

« O elemento neutro 0, & tnico. Esse elemento ¢ chamado zero do anel e, quan-
do ndo houver possibilidade de confuséo, podera ser indicado apenas pelo sim-
bolo 0.

« O oposto —a de um elemento A do anel ¢ unico.

> Sed, ay .0, €A entdo —(a; + ay ..+ ) = (—ay + (—ay) + .+ (=a,).
(Qbservar que a comutatividade da adicao foi usada))

» Seg € A, entdo —{-ag) =a.

« Sea+ x=a+ yentio x = y. Ou seja, todo elemento de A é regular para a
adicao. Ou, dito em outros termos, vale a lei do cancelamento da adicdo.

A equacio a + x = b tem uma e uma 50 solugao: o elemento b+ {(—a.

b Seac Aentaca-0=0-0=0.
Justificacdo:

0+g-0=a-0=g-(0+Q)=a-0+a-0

{cancelando a - 0)

l

0=ag-+0

Analogamente se demonstra que 0 - a = 0. #
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{c) Se a, b € A, entdo al—b) = (—alb = —(ab).
Justificagdo:
ab + [—{ab)l=0=a-0=alb + (—b)l=ab + a{—b)

{cancelando ab)

!

—lab) = a(-b)

Analogamente se demonstra que —(ab) = (—alb. #

{d)Se a, b € A entdo {—a)(—b} = ab.

Justificacdo; Devido a propriedade anterior, {—a}(—b) = —[a{—b)]. Pelo mesmo
motive, a{-b) = —(ab). Portanto:

{(—a)(=b) = —[—(ab)] = ab #

Definigao 2 (diferencas em um anel): Sejam a, & € A. Chama-se diferenca entre
ae b eindica-se por g — b o elemento a + (—b} € A. Portanto,a — b=a + (—b).

{e}Sea bE Aentdo alb — ¢} =ab —ace (g — bjc=ac — bc.

Justificacdio: alb — ¢) = alb + (—c¢)] = ab + a{~¢). Como, porém, a{—c) = —ac,
entao:

alb — ¢) =ab + (—ac)=ab — ac

Deixamos como exercicio a demonstracido de que {a — bjc = ac — bc. #

2.3 Alguns anéis importantes

(i) Anéis numéricos

Sa0 0s mais importantes. As operagdes sao as usuais, cujas propriedades, como
é bem conhecido, cumprem os axiomas da definigao:

» anef dos nimeros inteiros: (Z, +, .);

s anel dos numeros racionais: (0, +, .

 anel dos ndmeros reais: (R, +, .);

+ anel dos numeros complexos: (C, +, .).

(i} Anel das classes de resto médulo m

Para todo inteiro m > 1,6 o conjunto Z,, = {0, 1,2, .., m — 1} em relacio as
operagdes assim definidas:

a+b=a+b e a-b=ab

As propriedades dessas operagoes, estudadas no capitulo Ill, garantem que real-
mente se trata de anéis, Apenas lembramos que o zero desse anel é a classe 0 e que
0 oposto de um elemento g € Z,,, é a classe m — a.

Para simplificar, poderemos trabalhar eventualmente com um conjunto 7, sem
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usar os tragos sobre seus elementos. Qu seja, pederemaos escrever simplesmente:
z,=140,1,2,..,m—1}

Mas, quando isso acontecer, deve-se lembrar que:
g + b = resto da divisdo de a + b por m

ab = resto da divisao de ab por m.
Por exemplo, no anel Z,;:
9+11=8 e 9-11=3

(iii) Anéis de matrizes

Entre os exemplos de grupos aditivos dados no capitulo precedente, figuravam
os das matrizes m x n sobre Z, (3, R e €, todos comutativos. E, entre os grupos mul-
tiplicativos, os grupos lineares de grau n, cujos elementos sao as matrizes quadradas
racionais, reais ou complexas inversiveis (determinante nao nulo), nenhum deles
comutativo, salvo no caso em que n = 1.

Como se trata agora de introduzir os anéis de matrizes, a partir desses grupos,
e, portanto, as duas operagdes devem ser consideradas simultaneamente, entdo sé in-
teressam as matrizes quadradas. Lembrando as propriedades da adicdo e da multi-
plicacdo de matrizes quadradas e que da definicdo de anel néo faz parte o axioma da
existéncia de inversos, podemas concluir que, para qualguer inteiro n > 0,530 anéis:

(Mn(z]: +r .)J (Mn(@]; +.r ')l (Mn(R)r +f ')t (Mn(c}; +r ')

respectivamente anel das matrizes inteiras, racionais, reais e complexas, de ordem n.

Pode-se ir mais longe, porém. Se A é um anel, néo importa qual a natureza de
seus elementos, entio pode-se construir o conjunto (M, (A), +, -) das matrizes nxn
sobre A, para todo 1 = 1, de maneira andloga ao que é feito nos casos numéri-
cos. E estender para essas matrizes a adicdo e a multiplicagdo do anel. No caso de
(My(Z3), +, +), por exemplo, se

[ ST
— DI
kI
- O

entao:

—1
ol

1 0
B+C=|_ e BC=

1 2 1
Nio é dificil provar que, nessas condi¢des, (M,(A). ~, -) também é um anel:o anel
das matrizes sobre A de ordem n.

Ol

{iv] Anéis de funcées

SejaA=7L={f|£:Z — Z}.5e f, g € A definese a soma f + g e o produto
de fg dessas fun¢des da seguinte maneira:

f+g:Z = Z e (f+ g)x) = flx) + glx), para todo x € Z;

fg: Z — 7 e {(fgMx} = Fix)g(x), para todo x € 7.
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Isso posto, pode-se mostrar que o terno constituido pelo conjunto A e as ope-
racoes (f, ) EAXxAf+gEAladicGo)e (f,g) EAXAPfGEA (multipli-
cacdo) € um anel: o anel das funcdes de Z em Z. Por brevidade, e até porque a difi-
culdade envelvida é pequena, nos deteremos na justificagdo de apenas dois dos
axiomas da defini¢do de anel,

« O zero do anel, como seria de esperar, é a fungao 0,: Z — Z definida por 0,{x) =
= 0 (namero zero), De fato, (f + 04)(x) = F{x) + 0,(x) = F{x) + 0 = f{x), qualquer
que seja x € Z. Portanto, se f € A, entdo f + 0, = f.

= Provemos a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagio a adicdo.
Se f, g, h € A, entdo, qualquer que seja x € Z:

[flg + M) = fix)l(g + hPI] = Fix)[glx) + hix)] =
= f(x)g{x) + Fxhix) = {fgix) + (fh)x) = {fg + fh){x)

Portanto, f(g + h) = fg + fh. Analogamente se demonstra que (f +g)h = fh+gh.
(Isso, alids, seria desnecessario, observando-se que a multiplicacio € comutativa.)

Da mesma forma introduzem-se os anéis Q%, R® e C%. De modo geral, se A é
um anel e X é um conjunto ndo vazio, entdo pode-se transformar A* em anel, defi-
nindo-se adi¢do e multiplicacio de fun¢des de X em A de maneira andloga ao que
foi feito em ZZ,

Por exemplo, se X = {a, b} e A= Z, = {0, 1}, entéo o anel A das aplica¢bes de X
em 7, é constituido de 4 elementos, as fungdes f, g, h, u, definidas respectivamente
pelas seguintes relagdes:

flay=0efB)=0;gla=1egb)=1;hla)=0ehb}=Lul@=1eulb)=0

A titulo de ilustracdo, ressaltemos o seguinte:

+ 0 zerc desse anel é a aplicagdo f;

» —g=g,pois(g+gx)=glx) + glx)=1+ 1=0¢, portanto, g + g = f (ze-
ro do anel);

* —h = h {raciocinio analogo);

* —u = ¢ (raciocinio analogo).

(v} Produtos diretos

Sejam A e B anéis e considerernos o produte cartesiano A x B. Ha uma maneira,
por assim dizer, natural de transformar esse produto em um anel, que é definindo-
5¢ a adicdo e a multiplicacdo componente a componente. Ou seja:

(a'lf b]) + (azr bz) = (01 + az, b1 + bz)

(ay, by) + (a5, ;) = (a,a,, b15,)
A verificacdo de que efetivamente (A x B, +, -) é um anel é rotineira. Por exem-
plo, & zero do anel A x 8 é o par (04, Og), em que O, é o zero de A e 0y é o zero de 8,
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pois (@, b) + {0y, 0g) = (@ + O, b + 0z} = {a, b). Segue, como exemplo, a demons-
tracio da associatividade da multiplicacao:
[(91.- b])(Gp bz]](C-'; . b3) = (016‘2, b1b2)(ﬂg, b3) = ((0102)03, {b1b2, b3)
2 (a,(a,83), by{byb3)) = @y, by)a,as, byb3) = (ay, bllay, by)as, b3l
Notar que na passagem * usou-se a associatividade em A e B; nas demais, a
definicio de produto.

*

2.4 Anéis finitos

Um anel {4, +, -} em que o conjunto A é finito chama-se anef finite. Os anéis
7, (m > 1) sdo exemplos importantes de anéis finitos. Também sao finitos os anéis
AM, sempre que A é um anel finito e M um conjunto finito. Neste caso, se a indica
o numero de elementos de A e m o nimero de elementos de M, entac AM tem a”
elementos.

Se A é um anel finito, as tdbuas da adicio e da multiplicagdo podem ser ins-
trumentos Uteis para visualizar algumas de suas caracteristicas. Como exemplo, va-

mos construir as tabuas do anel Z, ={0, 1,2, 3}

o TS TTeTTTaTs
oo |23 ofolofolo
1 2030 1 lo|1]2)3
272 (3|01 21021042
3130112 3jo[3]2]|1

A tabua da multiplicacdo revela que esse anel ndo segue totalmente as leis clas-
sicas da algebra. Notemos, por exemplo, o seguinte:

2 - 2 = 0 {zero do anel) sem que os fatores sejam iguais a 0;

21 =2-3enio é possivel cancelar o 2, mesmo se tratande de um elemento
diferente do zero do anel.

2.5 Subanéis

Definicido 3: Sejam (A, +,-) um anel e L um subconjunte ndo vazio de A, Diz-se
gque L é um subanel de A se:

(i) L & fechado para as operagdes que dotam o conjunto A da estrutura de anel;

(ii) {£, +, -} também & um anel. {(Naturalmente a adicio e a multiplicagao con-
sideradas sdo as mesmas de A, porém restritas aos elementos de L)

Exemplo 1: Considerando-se as operagdes usuais sobre 0s conjuntos nuMericos:
Z é subanel de 4, R e C; 2 é subanel de B e C; R é subanel de C.

Exemplo 2: M_(Z7) é subanel de M, {Q), M, (R) e M, (€ }; M, (Q) é subanel de M, ()
e M,(C); M,(R) & subanel de M,(C}.
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Proposicdo 1: Sejam A um anel e L um subconjunto nao vazic de A. Entio L
é um subanel de A se, e somente,se a — b, ab € L, sempre que a, b € L.

Demonstracdo:

(—) Seja L um subane! de A. Da defini¢do decorre que L é um subgrupo do
grupo abeliano A. Portanto, a — b € L sempre que g, b € L. Completando, a prépria
definicdo impde que ab € L sempre que g, b € L.

{«=) Por hipdtese, se a, b € L, entdc a — b &€ L, Isso prova que L € um subgru-
po do grupo aditivo A (proposicao 1, capitulo IV). Por outro lado, considerando-se
gue, por hipdtese, L é fechado para a muitiplicacao: .

—seq b cE L entio g, b, ¢ € A e portanto, albc} = (ab)c, o que demonstra
a associatividade da multiplicagdo em L;

—seabcELentdoa, b,c S Ae portanto,alb+ct=ab+ace (a+bic = ac + b,
o que demonstra que, em L, a multiplicagdo ¢ distributiva em relagio a adicdo, #

Lembremos o seguinte: (i) se A é um anel, entdo A é um grupo aditivo; (i) um
subconjunto ndo vazio de um grupo aditivo € um subgrupo desse grupo se, e so-
mente se, é fechado para a subtragio. Entao a proposicao anterior pode ser formu-
lada nos seguintes termos:

“Sejam A um anel e L um subconjunto ndo vazio de A Entdo L é um subanel de
A se, e somente se, L é um subrupo do grupo aditivo (A, +) e ab € L, quaisquer que
sejam os elementos g, b € L

Exemplo 3: L = {a + by 2 | @, b € Z}. L é um subanel de R, pois, se a + by 2,
c+dv 2 €L, entdo:

(a+bv2) - lctdv2)=t@— o+ - dv2 et
(a + b{?)(c + d\,"'3) —{ac + 2bd) + (ad + bc)v 2 €1

Esse subanel de R costuma ser denotado por Z[\:Z ]

Exemplo 4: Consideremos o anel A = R® das funcdes reais de uma variavel
real. Seja L = {f € A| (1) = 0}. L é um subanel de A, porque nic é um conjunto
vazio (a funcdo h: R — [, definida por f{x) = x — 1, por exemplo, pertence a L) e,
se f,g € L, entdo:

(f—g)=f1) —g)=0-0=0

(Fg)(1) =F(N)g(1})=0-0=0
© que significa que f — g, fg € L.
£xemplo 5: Seja L um subconjunta ndo vazio de Z.Entdo L é subanel de Z {ope-
racoes usuais) se, e somente se, L é um subgrupo do grupo aditivo Z.

A prépria definigdo de subanel garante, como j& ressaltamos na demonstracao
da proposicao 1, que, se L é um subanel de Z, entac L é um subgrupe de Z.
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Reciprocamente, seja L um subgrupo do grupo aditivo Z. Mas, como ja vimos, L
é ciclico, pelo fato de Z ser um grupo aditivo ciclico. Entdo L = [a] = {0, 2a, +2a, ..},
para algum a € L.Isso posto, se x, y € L, entéo x = sa e y = ta, para convenientes
inteiros s e t e, portanto, x —y = (s — tla € L e xy = (sta)a € L. A proposicao 1
nos garante, entao, que L € subanel de 7.

Esse resultado, visto por outro angulo, diz o seguinte: L é subanel de Z se, e
somente se, existe n € L tal que L = {0, =n, £2n, ..}. Na teoria dos anéis, 0 conjunto
dos muitiplos inteiros de um elemento n € Z as vezes € indicado por nZ.

3. TIPOS DE ANEIS

A definicio de anel é bastante aberta no que se refere a multiplicagao. Por exem-
plo, ha anéis que possuem elemento neutro para a multiplicagao e outros que nao.
O anel Z, por exemplo, possui elemento neutro para a multiplicacae: o numero 1. Ja
o anel 27 = {0, ¥2, ¥4, ..} (que é um subanel de 7), ndo.

Da mesma forma, ha anéis cuja multiplicagido é comutativa e outros em gue isso
nac acontece. Por exemplo, a multiplicagio do anel dos inteiros goza da proprie-
dade comutativa. Mas, no anel M,(R), por exemplo, isso nao acontece, salvo quando
n = 1. E ha outros aspectos em relacdo aos quais os anéis podem ser subdivididos.
Um dos objetivos em vista agora € explorar toda essa abertura propiciada pelos axio-
mas referentes a multiplicagao.

3.1 Anéis comutativos
Definicao 4: Seja A um anel. Se a multiplicacdo de A goza da propriedade
comutativa, isto &, se
ab = ba

para quaisquer a, b € A, entao se diz que A é um anel comutativo,
Exemplo 6;: Qs anéis 7, Q, R e T cuja multiplicacao é sabidamente comutativa.

Exemplo 7: Os anéis 7 , das classes de resto, modulo m. De fato,se a, b € Zp,
entao ab = ba (multiplicacao modulo m), pois o resto da divisdo de ab por m €
igual ao resto da divisao de ba por m.

Exemplo 8; Os anéis de funcoes A%, sempre que A é um anel comutativo.
Realmente, se f, g € A¥ e se x € um elemento genérico de X, entao:

(Fg)x) = £1g(x) = glx)F00) 2 @Hx)
Portanto, fg = gf.
Notar que nas passagens assinaladas com * usamos a defini¢do de produto

de fungées e na passagem assinalada com *#* a comutatividade da muktiplicagac
em A, #
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Contra-exemplo 1: Nao sao comutativos os anéis M, (4), em que A indica Z, &, R
ou L, se n > 1, De fato, como j& vimos (exemplo ix, 2.4, capitulo V), se n > 1 e

T 1 1T 0 . 0
A= o 1 1 e B= 1T 1 0
G 0 1 1T 1 1

entdo AB # BA.

3.2 Anéis com unidade

Definicao 5: Seja A um anel. Se A conta com elemento neutro para a multipli-
cacao, isto &, se existe um elemento 1, € A, 1, # 0,, tal que

0'1A=1A'a=a

quaiquer que seja g £ A, entao se diz que 1, é a unidade de A e que A é um anel
com unidade. Quando ndo houver possibilidade de confusido, poderemos indicar a
unidade simplesmente pelo simbolo 1.

Exemplo 9: Os anéis Z, 3, R e C cuja unidade é o nimero 1.
Exemplo 10: Os anéis 7, das classes de resto médulo m. A unidade € a classe 1,
poisa-1=a-1=aeZ, écomutativo.

Exemplo 11: Os anéis M,(A}, em que A & um dos anéis Z, 0, R ou C. A unidade
€ a matriz

0o . 0
0 w 0
0 0 1

Exemplo 12: Se A é um anel com unidade, entdo a aplicagdo constante u; X — A,
ulx) = 1,, é a unidade do anel A*. De fato, para qualquer f € A e qualquer

XEX(f - u){x) = Fx)uix) = F{x) 14 = f{x). Portanto, f - u = f. Analogamente se
demonstra que u - £ = £.Isso mostra que, se A é um anel com unidade, 0 mesmo
ocorre com A%,

Contrg-exemplo 2: Os anéis nZ nao possuem unidade quando n # 11.
Consideremos, por exemplo, 0 caso em que 11 = 2, ou seja, consideremos o anel 27 =
=10, +2, =4, «}- A unidade, se existisse, seria um nUmero par 2x, tal que a - (2x,) =
= a, para todo a € 27Z. Mas isso implica 2x, = 1, igualdade impossivel em 27.

Definigdo 6 (poténcias num anel): Seja A um anel com unidade.Sea € Aen
€ um numero natural, define-se a” (poténcia n-ésima de A) por recorréncia da se-
Quinte maneira:
n+ 1

a®=1, e a = oo (sempre que n = 0)
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Proposigao 2: Seja A um anel com unidade. Se a € A e m, n 5o nameros
naturais, entdo: {i} a%a” = @™ " ™ (i) (@™ = a™

Demonstracdo:

(i) {Por inducéo sobre n)

Se n =0, entdao a™a® = a™ - 1, = a™ = a™ ~ . Portanto, a propriedade vale
para n = 0.

Sejar = 0 um numero natural e supenhamos a a =a

Entao: a™a ™ 'L a™a'a) £ (@"aNa = (@" T Na = am T T,

Portanto, se a propriedade vale para r = 0, vale também para r + 1. De onde,
pelo primeiro principio de inducéo, vale para todo n = 0.

Observar que nas passagens assinaladas com ¥ usamos a defini¢ao; na pas-

m+r

sagem assinalada com *%, a associatividade da multiplicacao; e na passagem assi-
nalada com #%%, a hipotese de inducdo.

(i} (Por indugao saobre n)

Se n =0, entdo (@™° = 1, = a® = ™ % Portanto, a propriedade vale para n = 0.

Seja r = 0 um nuimero natural e suponhamos (a™)" = "’

Entao; (™)'’ mr

Portanto, se a proprledade vale para r = 0, vale também para r + 1. De onde,
pele primeiro principio de inducao, vale para todo n = 0,

Observar que na passagem * usamos a definicdo; na *% a hipdtese de indu-
¢aQ; e na #%%* 3 propriedade anterior. #

Seja A um anel com unidade e L um subanel de A. As seguintes possibilidades
podem ocorrer:

1% (am)r m tE a™a™ AR amr+ m_ g

+ [ possui unidade e essa unidade é a mesma de A.E o que ocorre, por exem-
plo, com o anel Z dos inteiros como subanel do anel Q dos nameros racionais. O
numero 1 é a unidade de ambos.

* { nao possui unidade, mesmo A sendo um anel com unidade, Por exemplo, 2Z
como subanel de 7.

+ | e A sac andis com unidade, mas as unidades sdo diferentes. Deixamos como
exercicio a verificacdo de que isso acontece, por exemplo, com ¢ anel M;(R) e 0
subanel L constituido pelas matrizes do tipo

o)

1 0 1 0
Enquante a unidade de M,(R) é (0 1), adelé (0 0) (verificar}.

+ Nem L nem A possuem unidade. Isso ocorre, por exemplo, com 4Z =
=1{0, =4, 18, ...} como subanel de 27 = {0, +2, +4, .}.
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« Ando é um anel com unidade, mas L possui unidade. E o caso, por exemplo,
do anel A = 2Z x Z {produto direto}, que nao possui unidade, e de L = {0} x Z, que
¢ subanel de A e cuja unidade é o par (0, 1). {(Sugerimos, como exercicio, a verifica-
cao desses fatos.)

Defini¢do 7: Sejam A um anel e L um subanel de A, ambos com unidade. Se
1, = 15, diz-se que L & um subanel unitdrio de A.

Exemplo 13: 5e L é um subanel do anel R dos nimero reais e L possui unidade,
entdo essa unidade é a mesma de R, ou seja, é o namero real 1.

Seja 1; a unidade de L. Entdo:

PRV P S

Cancelando-se 1, na igualdade 1, -1, = 1 -1, obtém-se 1, = 1,

Notar que na passagem assinalada com * usamos o fato de que 1, € L e que
1, é a unidade de L e na passagem assinalada com *#,que 1, € R {poisL C R)
e 1 é a unidade de R. O estudante devera notar que o raciocinio usado neste caso
para [ pode ser empregado para Z, (2 ou C.

3.3 Anéis comutativos com unidade

Definicdo 8: Um anel cuja multiplicagao é comutativa e que possui unidade
chama-se anel comutativo com unidade.

Exemplo 14: Os anéis numéricos Z, (), R e €.

Exemplo 15: Se A é um anel comutativo com unidade, 0 mesmo se pode dizer
de A", qualquer que seja o conjunto X #+ . {Ver exemplos 8 e 12)

3.4 Anéis de integridade

Consideremos o anel dos inteiros Z e o anel Z* das fungdes de Z em Z. Em-
bora ambos, como ja vimos, sejam anéis comutativos com unidade, eles diferem
num ponto muito importante, Isso porque, enquanto no primeiro vale a fei do anu-
lamento do produto, ou seja:

“Sea,b&E Zeab=0,entdoa=00ud=0"
no segundo isso nao acontece. De fato, consideremos as fungdes f, g: Z — Z de-
finidas da seguinte maneira:

FlI0) =1 e f{x) = 0, sempre que x * O;

gi{0) = 0 e g(x) = 1, sempre que x * 0.

Pela prépria maneira como foram definidas, f e g sao diferentes do zero do anet
{que é a funcao constante 0). Ndo obstante, fg é o zerc do anel, pois:

{fg)(0) = f(0)gl0)=1-0=20
e sex £ 0O
(fg)x) = fix)gix) =0 -1=0
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Portanto, no anel ZZ nao se verifica a lei do anulamento do produto.
Essas duas possibilidades abrem espaco para a definicdo que segue.

Definicao 9: Seja A um anel comutativo com unidade. Se para esse anel vale
a lei do anulamento do produto, ou seja, se uma igualdade do tipo
ab =10,
em que g, b € A, s6 for possivel para
a=0,0ub=0,
entdo se diz que A é um anel de integridade ou dominio. A forma contrapositiva
dessa condicdo é a seguinte:Se g # 0 e b # 0, entdo ab + 0.

Exemplo 16; Todos os anéis numéricos, Z, {3, R e €, sdo anéis de integridade,

Exemplo 17: Consideremos o anel de integridade Z e um conjunto unitario X = {a}
e mostremos que A = Z¥ é um anel de integridade. Que se trata de um anel comu-
tativo com unidade, ja vimos. Ademais, como os elementos de A sdo as aplica¢des
f.: X — Z, definidas por f,{a} = n(n € Z), entéo o zero desse anel é a aplicagao f,.
Como (f, - f)la) = flalfla) =rs = f(a), entdo f, - f, = f,. Assim,se f, # fae f, # f;
ou seja, r ¥ Ges # 0,entdo f, # 0, uma vez que rs # Q.

No entanto, se X possuir mais do que um elemento, entdo A = ZX nao é um
anel de integridade. Sugerimos ao estudante provar esse fato. Para mostrar que nao
vale a lei do anulamento do produto em A, o raciocinio € o mesmo usado para o
anel 77,

Consideremos um anel comutativo A em que nao se verifica a lei do anulamen-
to do produto. Isso significa que no anel hd pelo menes um par de elementos a,
b # 0, (eventualmente esses elementos sao iguais) tais que ab = 0,. Quando isso se
verifica, diz-se que a e b sao divisores proprios do zero do anel. Portanto, um anel de
integridade pode ser definido como um anel comutativo com unidade que nic pos-
sui divisores proprios do zero. Ou, ainda, como um anel comutativo com unidade cu-
jo conjunto dos elementos diferentes do zero é fechado para a multiplicacao.

Exemplo 18:Se m > 1 é um inteiro composto, entdo sempre ha divisores praprios
do zero no anet 7 ... De fato, neste caso podem-se encontrar inteiros a e b tais que
0<agb<mem=ab.Portanto,a, b€ 7,,a,b# 0ea-b=ab=m=0.No anel
Z 4 por exemplo, o tnico divisor préprio do zero é o 2 (observar que 2 - 2 =4 = Q).

Proposicdo 3: Um anel de classes de restos 7, é anel de integridade se, e
somente se, m € um namero primo.,

{—) Se m fosse composto, entdo 7, possuiria divisores proprios do zero, como
ja se mostrou no exemplo 18, Mas isso contraria a hipétese.

{<) Como ja sabemos, 7, é um anel comutativo com unidade, qualquer que
seja m > 1.Supanhamaos, com a hipétese feita, que a - b = ab = 0, para algum par
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de elementos a,b € Z,.Dai, ab = mg (com g € 7) e, portanto, m | ab. Mas, como m
¢ primo, por hipétese, entdo m | @ ou m | b. Mas essas relagdes, em termos de classes
de equivaléncia, se traduzem por a = 0 ou b = 0. Ou seja, se m & primo, entdo Z ,, néo
possuli divisores proprios do zero e conseqlientemente € um anel de integridade. #

Propasigao 4: Seja A um anel comutative com unidade A. Entdo A é um anel
de integridade se, e somente se, todo elemento nao nulo de A é regular para a mul-
tiplicagdo. (Lembremos que ser regular significa obedecer a lei do cancelamento.)

Demonstra¢do:

{—=) Sejam a,b,c € A,a # 0, e suponhamos ab = ac. Dai, ab — ac = 0 e, portan-
to, alb — ¢) = 0.Como A, por ser um anel de integridade, ndc possui divisores pro-
prios do zero, entdo b — ¢ = 0, e, portanto, b = . Isso mostra que a é regular para a
multiplicagao.

(<) Temos de provar apenas que nao ha divisores préprios do zero em A, Para
isso, indiquemos por a um suposto divisor proprio do zero de A.Entdo a + 0 e
ab = 0 para algum b € A, b # 0. Mas, como 0 = g - 0, entdo ab = a - 0. A hipdtese
de que a é regular, e que, portanto, pode ser cancelado nessa igualdade, nos obriga
a concluir que b =@, o que nao é possivel. De onde, efetivamente nao ha divisores
proprios do zero em A. #

3.5 Corpos

Lembremos primeiro que a unidade e ¢ zero de um anel com unidade séo
elementos diferentes (defini¢ao 5). Portanto, num anel com unidade, as equacdes
0-x=1ex-0=1naotém solucdo. Ou seja, o zero de um anel com unidade, qual-
quer que seja ele, niao tem simétrico multiplicativo ({inverso). Por outro lado, como
T+1=1e(=1)(~1)=1,a unidade de um anel com unidade e seu oposto sempre
tém simétrico multiplicativo. No que segue, adotaremos a notagio U(A) para indicar
0s etementos de um anel que tém inverse, elementos esses que serdo chamados de
inversiveis. Come vimas, U(A) nunca é vazio, mas também nunca inclui ¢ zero.

Ocorre que ha certos anéis comutativos com unidade em gue 50 o zero ndo €
inversivel, E o caso, por exemplo, dos anéis @, R e C. E anéis em que, além do zero,
ha outros elementos ndo inversiveis, como, por exemplo, 0 anel Z dos numeros in-
teiros. Na verdade, U{(Z) = {—1, + 1}. A definigdo que segue diz respeito a primeira
dessas possibilidades.

Definigao 10: Seja K um anel comutativo com unidade. Se U(K) = K* =K — {0},
€ntao K recebe o nome de corpo.

Exemplo 19: Os anéis numéricos, O, R e C, sdo corpos.

Contra-exemplo 3: O anel A = R¥ das fungdes reais de uma varidvel real ndo é
Um corpo. Para provar esse fato, lembremos que a unidade desse anel & a funcio
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w: R — R, definida por u(x) = 1, qualquer que seja x € R. Isso posto, consideremos
a funcao f: R — R assim definida: f(0) = 0 e f(x) = 5, sempre que x # 0.Por nao
ser a fungao constante 0, f ndo € o zero do anel RE. E como, qualquer que seja a
funggo g: R — R:
(fg)(0) = f(0)g(0) =0 - g(0) = O
entao fg # u. Ou seja, f ndc é inversivel,
Proposicao 5: Todo corpo é um anel de integridade.

Demonstracdo: Temos de provar apenas gue num corpo vale a lei do anulamen-
to do produte. Para isso, sejam K um corpo e a,b € K tais que ab = 0. 5uponhamos,
por exemplo, que @ # 0 e que, portanto, a € inversivel. Multiplicando-se os dois

membros da igualdade ab = 0 pora™ "

a lab)=a"'-0=0

Porém, como a~ '(ab) = b, entdo b = 0.

Analogamente se demonstra que, se b # 0, entdo a = 0. Entdo um produto
de dois fatores de K nao pode ser nulo sem que um deles o seja, o que demonstra
que K é um anel de integridade. #

A reciproca dessa proposicdo nao é verdadeira. De fato, o anel Z, por exemplo,
& um anel de integridade mas ndo é um corpo, pois U(Z) = {—1, +1}. Mas numa
situacao muito especial essa reciproca vale, como veremos a seguir: quando o anel
de integridade € finito. Para a demonstracao desse fato usaremos o seguinte resul-
tado da teoria dos conjuntos: se um conjunto A ¢ finito e f: A — A é uma aplicagdo
injetora, entdo f é sobrejetora e, portanto, im{f) = A. Diga-se de passagem que, em-
bora esse resultado seja bastante intuitivo, sua demonstragao nao é nada imediata.

Proposicao 6: Todo anel de integridade finito é um corpo.

Demonstracdo: Seja A um anel de integridade formado de n elementos, diga-
mos, A = {a,, a,, ..., a,}. O artificio da demonstragdo, como ja adiantamos, € desco- |
brir uma conveniente aplicacdo injetora de A em A. E, para isso, usaremos o fato de
que todo elemento de A — {0} é regular para a multiplicacao. Seja a um desses’
elementos e consideremos f: A — A assim definida; f(a;) = ag;{i = 1, 2, ..., m).

Se fla;) = fla)), entdo aa, = ag; e dai, cancelando-se a {0 que & possivel, pois
a # 0 e A é um anel de integridade), a; = a;. Isso mostra que £ € injetora e, portan-
to, como ja cbservamos, que f é uma bijecdo. Portanto:

Im(f) = {aa,, aa,, .., aa,} = A
Assim, a unidade do anel, que & um dos elementos a;, pode ser escrita como
1=aa,
para algum r, 1 =X r = n. Qu seja, a é inversivel. Se todo elemento de A, diferente
do zero, é inversivel, entdo A é um corpo, como queriamos demonstrar. #
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Exemplo 20: Se p é um ndmero primo positivo, entio Z, é um corpo. De fato,
como ja foi demonstrado (proposicio 3}, neste caso Z, é um anel de integridade.
E, como é finito, a proposicdo 6 nos assegura que Z, é um corpo.

Segue UmMa maneira equivalente, as vezes mais conveniente, de definir corpo.

Defini¢édo 10”: Um objeto matematico constituido de urn conjunto nao vazio K,
uma adicdo e uma multiplicagéo sobre K recebe o nome de corpo: (i) se K é um gru-
po abeliano no que se refere a adicao; {ii) se 0 indica o elemento neutre da adicao,
K* = K — {0} é um grupo abeliano no que se refere & multiplicacao; (iii) se a multi-
plicacao € distributiva em relagdo a adicio.

Na seqUeéncia, seque a justificacdo da equivaténcia entre as defini¢des 10 e 10’

(Definicdo 10) — (Definigao 10"

Por hipotese, K € um corpo, conforme a definigao 10. Por conseguinte, (K, +) é
um grupo abeliana. Por outro lado, como K & um anel de integridade {proposicio 5),
entdo K* = K — {0y} é fechado para a multiplicagio. Além disso, 1, # 0, (definicio)
e, portanto, 1, € K*. E tamhém, se a € K*, entdo a~' € K*, pois aa~' = 1,.Quanto 2
associatividade e & comutatividade da multiplicagio, come valem em K valem também
em quaiquer parte fechada de K, em particular em X*. Portanto, (K*, -) é um grupo
abeliano. A distributividade da multiplicagdo em relacdo 2 adigao vale por hipétese.

(Definicdo 10°) — (Definicao 10)

Neste caso, cumpre mostrar que a associatividade e a comutatividade da multi-
plicacao, que, por hipétese, valem em K*, podem ser estendidas para K. Acontece que
a demonstragdo da propriedade 2.2 (b), desta secédo, poderia ser reproduzida aqui,
textualmente, com as hipéteses com que contamos. Gu seja, com essas hipdteses
demonstra-se que a - Oy = Oy + @ = Oy, qualquer que seja a € K. Assim, por exemplo,
dados a,b € K, se um dos fatores é igual a 0, entdo ab = 0, = ba e, portanto, a comu-
tatividade da muitiplicagao, que vale em K*, por hipdtese, vale também em K. Coisa
analoga acontece com a assodiatividade da multiplicacao: o fato de valer em K* implica
que vale em K. Quanto a unidade, é o elemento neutro do grupo K* {(por qué?). #

Definicao 11 (subcorpo): Seja (K, +, -} um corpo. Um subconjunto nao vazio
L C K é chamado subcorpo de K se é fechado para a adicdc e a multiplicagdo de K
€ se L também tem uma estrutura de corpo {claro, para as operacdes de K, restritas
aos elementos de L),

Exemplo 21: QO é subcorpo de | que, por sua vez, é subcorpo de C.

Proposi¢ao 7: Sejam K um corpe e L um subconjunto ndo vazio de K. Para que
L seja um subcorpo de K é necessario e suficiente que: (i) 0, 1 € L; (ii) se x, yeli,
Btao x — y c L; (il sex,yE Ley+# 0, entdoxy™ | € L.

Demonstracdo: Por brevidade, demonstraremos apenas a condicdo suficiente.
Primeiro, observemos que da hipotese decorre diretamente que L & um subgrupo do
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grupo aditivo K. Além disso, se x,y € L%, entdo x,y € L e y # 0 &, dai, xy ' €1,
por hipdtese. Mas, como x,y ' # 0, e estamos num corpo, entao xy ' € L*. Logo,
{* & um subgrupo do grupe multiplicativo K*. Que a adicdc e a multiplicagdo de K,
quando restritas a L, 530 operagdes sobre esse conjunto decorre dessas conclusdes
e de que x - 0 =0+ x =0, gualquer que seja x & [, Ademais, como a distributividade
da multiplicagdo em relagéo a adigdo, por valer em K, vale também em L, a definiciao
10’ garante que L tem estrutura de corpo para as restrigoes das cperag¢bes de K a
seus elementos, De onde, L é subcorpo de K. #

Exemplo 22: Provar que L = {a + by 2 | a, b € @} é um subcorpo do corpo R
dos numeros reais.

() 0=0+0-x2el=1+0-,2logo,0,1E L

(i) Se x, y € L, entao esses elementos podem ser postos assim:x = a + b2
ey=c+tdv2iabecde Qllogox—y=(a—c)+ (b~ ) 2. Como (g — ¢},
b—dEQentiox —yEL

(iii} Se x,y € L e y # 0, entdo esses elementos podem ser representados assim:
x=a+by2ey=c+ dv2 (o, b,c,dE Q ¢+ 0oud +# 0).Entdo:

L a+b2 (@+bv2){c—adv2) (ac—~26d) + (bc — ad) 2
Xy '= = =

c+dv2 e+ dv2 He—av2) c? — 2d*

ac — 2bd bc—ad —
= + v 2
c? - 242 2 —2d%

Como ¢? — 2d? # 0, pois, caso contrério, c/d = \ 2, 0 que é impossivel, ja que ¢,
_ac—2bd  bc—ad o
d € (], entdo e 530 numeros racionais e, portanto, xy ' € L.
-2 - 24

Exercicios |

1. Prove que o conjunto Z dotado da lei usual de adicdo e da mulplicagao defini-
da por a - b = 0, para quaisquer g e b em £, é um anel.

2. Mostre que o conjunto Q) dotado das leis de composigao @ e © abaixo definidas
é um anel.
a®b=a+b-1
aGb=a+b—ab

3. Consideramos as operacdes % e A em (D definidas por:

Xy
xxy=x+y—3 e xAy:x+y—?
Mostre gue (1), #, A) é um anel comutativo com elermento unidade,
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10.

11,

12,

13,

. Seja A um anel. Em A x A estdo definidas as duas operagdes seguintes:

{o.6) Tic,di=a+ c,b+d)
{a, b) * {c, d) = {ac, ®)
Prove que A x A é um anel,

. Demonstre que Z x Z munide das operagoes # e A abaixo definidas é um anel.

(ab)xf{c,d=la+c,b+d
{a,b) A (¢, d) = (ac, ad + bc)

. Consideremos em Z x Z as operagdes + e - definidas por:

fa.b) +icdi=la+tcb+d) e {ab) . (cd ={ac — bd ad + bc)
Maostre que (Z x £, +, -) € um anel comutativo com unidade,

. Seja p um numero primo, Seja A o subconjunto de { formado pelas ndimeros

% tais que n # 0 e p 4 n. Mostre que A é um anel,

. Sejam S, um conjunto, A um anel e f: 5 — A uma aplicagdo bijetora. Para cada

par x, y € §, definimos:
x+y=fTF00 + Fly) e xy = FTFONF(y)
Mostre que essa soma e esse produte definem uma estrutura de anel sobre S.

. 5eja £ um conjunto ndo vazio, Em P(E) considere as operagdes:

xAy=0xUyl—(xNy)l e x-y=xNy
Admitindo conhecidas as propriedades da reuniao e da intersecao de conjun-
tos, prove que ((E), A, -) é um anel comutativo com unidade.

Consideremos as operacbes * e A em £ definidas por:
xky=x+tay—2 e xAy=xy+bx+tcy+d
em que q, b, ¢, d sd0 numeros inteiros dados.
Determine g, b, ¢, d de modo que (Z, *, A) seja um anel. Para os valores obti-
dos de g, b, ¢, d, (Z, ¥, A) é um ane! comutativo com unidade?

Seja A um anel cujas duas leis de composicdo sdo iguais, isto é, a + b = ab,
Ya, b € A Mostre que A = {0},

Seja A um anel. Mostre que alb — ¢) = ab — ac e {a — b)c = ac — bc, quaisquer
que sejam g, b, ¢ € A.

Seja A um anel em que x? = x, para todo x € A. Mostre que -x =x, VxE A e
A é comutativo.
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14,

15.

16.

17.

18.

19,

20.

21.

22,

sugestdo: Considere os produtos (x + x)* e {x + y)2.

Seja (A, +, ) um anel com unidade. Mostre que a comutatividade da adicao é
consequéncia dos demais axiomas que compoem a definicdo de anel.
Sugestdo: Prove que (@ + b} — b+ a) =0

sendo a e b elementos de um anel comutativo A, mostre que

@+ b"=a"+ (?)a”“b +... +(?)ab”“ + b ¥n=0nel
Construa as tabuas da adicio e da multiplicacdo no anel A = {a, b} com dois
elementos distintos.

Construa as tabuas da adicéo e da multiplicagao no anet A = {a, b, c} com trés
elementos, todos distintos.

Sabe-se que A = {a, b, ¢, d} e (A, +,+) € um anel em que os elementos neutros
das operagdes + e - s30, respectivamente, a e b. Conhecendo-se 0s compostos
b+ b=ac+c=a, cd=a, construa as tabuas das duas operacdes.

Verifique se existe um anel A = {g, b, ¢, d} tal que {A, +) é isomorfo como
grupo ao Z, e x> = x, ¥x € A.

Determine quais dos seguintes subconjuntos de Q sdo subanéis:
a) Z C)C={%E@qaez,bez,2|b}
b)B={x€EQ|xeZ} d]D:{%E@HaEZenEZ}

Verique se sdo subanéis:

a) Ll = {a+b\-'2 |a. b€ Q) do anel R;
b) Z do anel do exercicio 2;
c) 27 x 27 do exercicio 5.

Quais dos conjuntos abaixe sdo subanéis de M,(R)?

le{(“ O)Ia,bER} L3={(" 0)|a.bER}

b 0 0 b

L2={(a b)!a,b,cER} L4:{(0 a)|a,b,c€ﬂ'&}
0 ¢ c b
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23.

24.

25.

26,

27.

28.

29,

30.

31,

32,

33

Mostre que Q2 (conjunto das funcdes de @ em (3) é um subanel de R™ (anel
em relagdo a adicdo e a multiplicagdo de fungbes).

Se B e C sdo subanéis de A, entdo B M C é subanel de A. Prove.

Ache todos os subanéis do anel Z,,
Sugestao: Determine todos os subgrupos de (7 ,, +) e verifique quais sdo fecha-
dos para a multiplicacao.

Resolva a equagdo 3x + 2 =6x + 7 no anel 7.

Determine x em 75 tal que 3x + 1 =2,

Resolva o sistema de equacdes: {3“' t2y=1

no anel Z,
A + 6y =2

Detemine x, ¥ € Z,;, satisfazendo o sistema de equagodes:
{6x +5y=7
xt+ty=2

Chama-se comutador de dois elementos x e ¥y de um anel A ao elemento
flx, ¥) = xy — yx. Mostre que:

a) x e y comutam se, e somente se, f(x, y) = O;

b) flx,x) =0, Vx € A;

O Flx.y)= —Ffly, ), ¥xy €A

d} fix, Fly, 2) + Fly, Flz.x) + Flz Ax ¥)) = 0 {ldentidade de Jacobi).

Determine o conjunto dos elementos regulares para a multiplicacao e o conjun-
to dos elementos inversiveis de cada um dos seguintes anéis;

a) £ e) Z,4

b) @ f) 714

¢) Z x Z {produto direto} g) M,{R)
d) z, h) Z,x 7,

Que anéis do exercicio 31 sdo de integridade? E que anéis s3o corpos?

Determine todos os divisores préprios de zero, todos os elementos regulares
para a multiplicacdo e todos os elementos inversiveis do anel 7 ,,.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40,

41,

Ache os elementos inversiveis dos seguintes aneis:
al (0,®,Oemquea®b=a+b—-1e alb=a+b—ab
({3, &, O} € um corpo?
b} (7 xZ, +,-)emque (a,b) +{c,d)=la+tcb+d)elad)(cd)=(acad + be)

Determine os divisores proprios de zero do anel (7 x Z, +, -) do exercicio anterior.
Dé exemplo de um anel com unidade em que s a unidade é inversivel.

a) Quais sdo os elementos inversiveis do anel Z,4?
b) Resolva em 7,5 o sistema:

Bx+2y=1

x + ﬁy =7

Quais dos conjuntos abaixo sao anéis de integridade? Suponha que a adicao
e 2 multiplicacdo sao as usuais.

A A={x+1|x€EZ} d)D:{x+y\7_3'1x,yezz}
b)B:{ZX.!XEZ} e)E:{x+y\£|x,ye@}_
g C={xn2|xe} f) F={a+by2+c5+d\10|abcdeZ}

Mostre que A = {(z,, 2,, =25, 2,) | 71,2, € C}, com adi¢do e a multiplicagao
definidas por
@abecd +iefgh=@a@teb+tficrgdt+h
{a,b,c.d) - (e f g h=lae + bg, af + bh, ce + dg, cf + dh)

& um anel comutativo com unidade.

Mostre que A = {{a, b, —b, a) | a, b € Q}, com adigao e a multiplicagao defi-
nidas por
(@bcd +lefgh=latebtfctgd+h
{a, b,c.d) - lef g h = (ae + by, af + bh, ce + dg, cf + dh)

€ um corpo,

Considere A = {(a,, a,, 05, a;) | a; € R}, com adicio e a multiplicacdo definidas
respectivamente por;
(@, ay, a3, a0 + (b by, by, by) ={a, + by, a, + by,a5 + b3,a, + 0y)
(@1, Gy, @3, a4} (b1, by, by, by) = (ay « by, 0y - by, 03 » b3, as - by)
Sabendo que A é um anel comutativo com unidade, mostre que A nao € anel
de integridade.
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42.

43,

44,

45,

46

hy

47.

48.

49,

50

51

52

53,

Um elemento a de um anel A se diz idempotente se g’ = a e nilpotente se
existe n € N*, de modo que a” = 0, Mostre que o Unica elemento nao nulo e
idempotente de um anel de integridade € a unidade e que o zero é 0 Unico
elemento nilpotente de um anel de integridade.

Se £ é um conjunto ndo vazio, mostre que ne anel A = 2(£) todos os elemen-
tos sao idempotentes. (Ver exercicio 9.)

Ache o cenjunto dos elementos nilpotentes dos seguintes anéis: 7, Zg, Zg,
Z,x Z,e R

Mostre que o conjunto dos elementos nilpotentes de um anel comutativo A
é um subanel de A.

Prove detathadamente o seguinte: se a € A (anel de integridade) e a* = 1, entdo
ga=louag=—1,

Mostre que se A é um ane! de integridade, x € A e x?=x,entdox=00ux=1

Seja A um anel com unidade tal que x* = x, ¥ x € A. Mostre que A ¢ um anel
de integridade se, e somente se, A = {0, 1}.

Verdadeiro ou falso: se A é um anel de integridade e L é um subanel de A,
entdo 1, = 1;. Justifique.

Seja A um anel que possui um elemento e tal que ¢’ = e, e ndo é um divisor
préprio de zero de A. Mostre que e é a unidade de A.

Sejam A e B anéis com unidade. Ache os divisores proprios de zero de A x B,
bem como os elementos inversiveis desse anel. Pode A x B (produto direto) ser
um corpo?

Seja K o conjunto dos nimeros do tipo a + bi,em que a e b sdo racionais e §
é a unidade imaginaria. Mostre que K & um corpo.
Sugestao: Prove que K & um subcorpo de C,

Determine quais dos seguintes subconjuntos de R sdo subcorpos:

a) A:{a+b\?_]aE® ebeQ o C={av2+by3|acQebe)}
b)B={a+bi2|acQ e beQ dD={a+bi2|aEZ e bE}
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54. O subconjunto M = {0, 1} de um corpo K qualquer é subcorpo de K?
55. Se 8 e € sao subcorpos de um corpo A, entdo 8 N € é um subcorpo de A,

56. Verdadeiro ou falso: existem infinitos subcorpos de R?
Dé uma justificativa razodvel para a resposta.

57. Prove que ¢ Unico subcorpo de O é o proprio 0.

58, Mostre gue (2 + b)P = a” + b®, quaisquer que sejam a e b em Z,, com p
numerc primo.

Exercicios complementares

C1. Seja M um subconjunto nac vazio de um anel A e seja C(M) o conjunto dos
elementos de A gue comutam com todos os elementos de M. Mostre que C(M)
é um subanel de A.

C2. Seja K = {0, 1, a, b} um corpo. Construa as tadbuas da adicac e da multiplicacao
desse corpo.
Sugestdo: Comece com a tabua da multiplicagao; depois mostre que a + b =1,
1+ a=5, etc.

3. Prove que & é o “menor” subcorpo de R,
Sugestdo: Prove que, se K é subcorpo de R, entao © C K.

V-2 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS DE ANEIS

4. INTRODUCAO

Tal como no caso dos grupos, o papel dos isomorfismos de anéis, conceito cen-
tral desta secao, € em esséncia o de separar 0s anéis em classes disjuntas, de manei-
ra tal que as propriedades pertinentes a estrutura de anel deduzidas para um dos
representantes de uma das classes possam ser estendidas para todos os outros an€is
da mesma classe, apenas mudando-se convenientemente as notacdes (dos elemerr
tos e das operacdes). Ou, dito de outro modo, que um anel de uma dada classe possa
substituir eventualmente, em tudo o que diga respeito a estrutura de anel, outro quak
quer dessa classe, sempre que isso possa ser conveniente. Reflete bem essa situagao
imaginar os anéis de uma mesma classe como “copias” uns dos outros.
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Essa idéia pressupde, de um lado, uma correspondéncia biunivoca entre todos
os anéis da mesma classe.E, de outro, que essa correspondéncia preserve as opera-
coes envolvidas, no sentido da definicdo 12.

5. HOMOMORFISMOS DE ANEIS

Definicao 12: Da-se o nome de homomorfismo de um anel {4, +, -) num anel
(8, +. -} a toda aplicacdo f: A — B tal que, quaisquer gue sejam x, ¥y € A:

fix+ y) = flx) + f(»)

fixy) = fFx) fly).

Nessas condigdes, para simplificar a linguagem, nos referiremos a f: A — B co-
mo um homomorfismo de anéis. Quando se tratar do mesmo anel, 0 que pressupde
A = B, a mesma adi¢ao e a mesma multiplicagdo em A, tanto como dominio como
contradominio, entdo f serd chamada de homomorfisma de A.

Se um homomorfismo é uma fungao injetora, entio é chamado de homomor-
fismo injetor. E, se for uma funcdo sobrejetora, de homomorfisme sobrejetor, O caso
em que f é bijetora corresponde ac conceito de isomorfismo e sera estudado sepa-
radamente,

Convém observar ainda que, se A e 8 sdo anéis, entdo (A, +) e (B, +) 530 grupos
e, portanto, um homomorfismo de anéis f: A — 8 também é um homomorfismo
do grupo aditivo A no grupo aditivo B.

Exemplo 23: Quaisquer que sejam os anéis A e B, a aplicacdo 1A — B, Flx) = 0p
(x € A) & um homomorfismo de anéis, ja que:
*fla+by=0,=0; + 0= fla) + Flb);
* flab) = 05 = 05+ 05 = fla) F(b).
) Exemplo 24: Considerernos os anéisA=7 e 8=7 x 7 {produto direto) e a aplica-
590 f: A — B assim definida: £(n) = (n, 0). A aplicacdo f € um homomorfismo, pois:

*fmtn=m+n0=m0 + (n 0 =Ffim + Flim;
* Flmn) = (mn, 0) = (m, 0){n, 0) = f(m) F(n).
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Exemplo 25: Para cada inteiro m > 1, ha um homomerfismo natural do anel 7
no anei Z,, das classes de resto médulo m: a aplicagao p,,: Z — Z,, definida por
p,.(r) =1, para cada r € Z. De fato, para quaisquer r, s € Z:

s pur+si=rts=r45=p )+ p(s)

« pplrs) = 1S =15 = polr)py(s)

p.. € um homomorfismo sobrejetor, porque todo y € Z,,, € uma classe y = r,
que obviamente provém de r € 7 através de p,.

Exemplo 26: Seja A= 7 [2]= {m + n 2 | m,n € Z} e consideremos f: A — A
assim deﬁnida:f(m +ny2 ) =m - n\"z_- £ é um homomorfismo de anéis, pois:

. f((m + n\3) + (r + s\'_Z_)) =flm+n + (0 + 5)\’?) —m+n—(n+y2
e também

Fm+m2)+5i+sv2)=lm=-m2)+ (r=sV2)=tm+n -+ 2

. f((m + n\-?) (r + 5\-"3)) = f({mr + 2ns) + (ms + nr)\:'?) = {mr + 2ns) —
— {ms + n) 2
e também

f(m + mg)f(r + s\.’?) = (m —my2 )(r - 5\-"2 ) ={mr -+ 2ns) — ms+nry 2.

6. PROPOSICOES SOBRE HOMOMORFISMOS DE ANEIS

Proposicao 8: Se f: A — B € um homomorfismo de anéis, entéo: (i} £{0,) = 0p;
(i) f(—a) = —f(a); (ii} fla — b} = fla) — F(b).

Essas propriedades decorrem do fate de que f é um homomorfismo do grupo
aditivo A no grupo aditivo 8. #

Proposicao 9: Seja f: A — 8 umn hornomorfismo sobrejetor de anéis e suponha-
mos que A possua unidade. Entdo: (i) £(1,) € a unidade de B ¢, portanto, 8 também é
um anel com unidade; (i) se a € A é inversivel, entio f(a) tambémoée [f ()] ' = fla ).

Demonstracdo:

(i) Seja b um elemento arbitrario de 8. Como f é sobrejetora, entdo b = fla),
para algum g £ A. Portanto:

b-f1)=flaf{1,) =fla-1,) = fla) =b
Analogamente se mostra que f(1,) - b = b.Logo, (1,) é a unidade de 8.
(ii) Observemos que:

Flafla™) = flaa™") = Fl,} = 1
De modo anélogo:

fla (@) = fla ') = F(1,) = 15
Portanto:

fla Y =1fa) " #
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Contra-exemplo 4: O homomorfismo f: 7 — 7 x 7 do exemplo 24 ndo € so-
brejetor, pois Im(f) = {{n, 0) | n € Z} # Z x Z.Neste caso, (1) = (1,0) # (1, 1), ou seja,
a imagem da unidade de Z (o nimero 1) ndo é a unidade de Z x Z, que é o par {1, 1).

Propositao 10: (i) Se f: A — B8 é um homomorfismo de anéis e L é um su-
banel de A, entdo f{L) € um subanel de B; (ii) se f: M = N é um homomorfismo
de corpos, f{1,) # 0, e K & um subcorpo de M, entao f(K) & um subcorpo de N.

Demonstracdo:

Demonstraremos apenas (ii). A demonstracao de {i} & andloga e fica proposta
como exercicio.

Sejam ¢, d € f(K). Entdo ¢ = f(a} e d = f(b), para convenientes elementos g,
b € K. Logo: '

¢c—d=fla) — fb) = fla— b)
Come g — b £ K, pois K &€ um subgrupo do grupo aditivo M, entac ¢ — d € f(K).
Além disso, se d # 0, entdo b # 0 e, portanto:

cd ™= fla) [FB) " = Flay b} = flab )
Como ab™" € K, porque K é subcorpo de M, entdo cd ' € f(K). #

Em particular, com as condigdes da proposigdo, im{f) € um subanel (subcorpo}
do contradominio — naturalmente o proprio B (ou N) se f for sobrejetora.

Exemplo 27: 5e f; Z — Z x Z é o homomorfismo do exemple 24, entdo imi(f) =
={{n,0)| n € Z} & um subanel de 7 x Z.

Proposicio 11: Sejam f: A —= B e g: B — C homomorfismos de anéis. Entdo
g < f: A — C também & um homomorfismo de anéis,

Deixamos a demonstra¢do como exercicio. Sugerimos ao estudante gue tiver
duvidas reler a demonstracao da proposicdo 5, capitulo V. A argumentacdo € a
mesma da demonstragao citada — s6 que, obviamente, devera ser usada para a
adigdo e a multiplicacio. #

7.NUCLEO DE UM HOMOMORFISMO DE ANEIS

Definicdo 13: Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Damos o nome de
Nucteo de f, e denotamos por N(f) {usa-se também a notacdo Ker(f)), ao seguinte
subconjunto de A:

Nif) = {x EA| f(x) = Oy}

Vale observar que, como £(0,) = 0, (proposicio 8), entdo 0, € N(f).Logo, pelo

menos o zero de A pertence ao nucleo de f.

Exemplo 28; O nucleo do homomorfismo do exemplo 23 é A, ja que, devido a
definicao de £, todos os elementos de A tém imagem igual a 0g.
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Exempio 29: Determinemos o nucleo do homomorfismo p: Z — Z,, do exem-
plo 25. Lembremos que p,, é definido assim: p,(n) = r (r € Z).
Um inteiro r € N{p,,) se, e somente se,r = 0;
se, e somente se, r = ¢ (mod m);
se, e somente se, r é miltiplo de m.
Portanto, N{p,,) ={0, tm, *2m, ..}.

Exemplo 30: Determinemos o nucleo do homomorfismo f: Z — Z x Z do exem-
plo 24. Como o zerc do anel Z x Z é o par (0, 0), entdo um inteiro n pertence a
N(f) se, e somente se, f{n) = (n, 0) = (0, 0). Ou seja, se, @ somente se, n = 0. Logo,

= {o}.

Exempio 31 Vamos encontrar agora o nicleo do homomorfismo f do exemplo
26. Neste caso 05 anéis sa0 A =8 = Z [\,3} eczerodeBéo numero 0. Entdo um
numero @ + by 2 pertence a N{f) se, e somente se, fla + by 9 J=a— b\-"?= 0.
Mas isso implica que a = b = 0 ¢, portanto, a + b+ 2 = 0. Logo, N{f) = {0}.

Exemplo 32: Consideremos f: 7 x 7 - 7 definida por flg, b) = a. £ facil provar
que f é um homomorfismo de anéis (deixamos como exercicio a verificacio desse
fato). Entdo um par {a, b) € Z x Z pertence a N(f) se, e somente se, f(g, b) =a =
= 0. Portanto;

Nf)={lab)EZ xZ|fla,b)=a=0}={0,b)|bE 7}

Note-se gque, neste caso, N(f) é um conjunto infinito.

Proposicdo 12: Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Entao: (i} N{f) é
um subanel de A; (i) f € injetor se, e somente se, N{(f) = {0,].

Demonstracdo:
(i) Seq, b E N(f), entdo fial = f(b) = 0. Dal, fla — b)) = fla) — fFlb) =0z e
flab) = fla)Fib) = 0g - Oz = 0. Portanto, @ — b, ab &€ N{f), o que prova que o nu-

cleo de f é um subanel de A.

(i) Considerando-se que A e 8 sdo grupos aditivos e que f é, em particular,
um homormorfismo de grupos aditivos, entao (devido & proposicao 6, capitulo IV)
f é injetor se, e somente se, N(f) = {0,}. #

8. ISOMORFISMO DE ANEIS

Consideremos os anéis Z, e Z, x Z; {produto direto), ambos constituidos de
6 elementos. A primeira vista, é dificil perceber algo em comum entre eles além
da cardinalidade: afinal, os elementos e as operacdes de um e de outro tém nature-
za diferente. Na verdade, porém, pode-se mostrar que, enquanto anéis, eles “tém
tudo” em comum.
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Para mostrar isso, 0 primeiro passo é estabelecer uma correspondéncia biunivo-
ca conveniente entre seus elementos. Essa tarefa nao é facil, mas uma boa saida ¢é
comegar pela correspondéncia “mais natural” entre os elementos de um e de outro.
Para iss0, adotaremos a seguinte hotagéo;

= classe de restos module 6 determinada por o;

w B Qo

= classe de restos médulo 2 determinada por a;

a = classe de restos maédulo 3 determinada por a.

Convenhamos que a correspondéncia “mais natural” de Z para 7, x 75 é a
“aplicagdo” f (no exemplo 35 mostraremos que, de fato, f é uma aplicagao) assim
definida:

§ ¢ 2 3
a —(a,a)

Numa tabela, mas, por simplicidade, sem o uso de tragos sobre 0s elementos:

f
2
} o@i\‘\&
S &
1 (1,1 S}ﬁ_*@\\_‘“ §§’
2 | w02 o
3 (1,0) ‘96‘5-&
4 (0, 1) '
5 (1,2)

Observe-se que, por exemplo, o correspondente do 5 € o par (1, 2), porque o
resto da divisso de S por2é 1 e por 3 é 2,
As tabuas do anel Z, sdo faceis de construir:

01041 2131475 ojojlojo)l0|0
1 1 21314 |5]0 01 2131455
2123|4501 0ol2|4|0C1214
3131415101 2 31013013
414015 |01 213 41210412
51510 1 21314 51413211

E uma questac de calculos mostrar que, se substituirmos as entradas dessas
tabuas pelos correspondentes elementos de 7, x Z 5, cbtém-se como resultado
Exatamente as tabuas deste Ultimo anel. Ou seja, que a correspondéncia escothida
Cumpre o esperado. No exemplo 35 provaremos formalmente essa afirmagao. Aqui,
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como ilustracao, nos limitaremos a fazer duas verificacdes desse fato, uma para a
tabua da adi¢do e uma para a tdhua da multiplicacdo.
Em 7, por exemplo, 3 + 4 = 1.0s correspondentes de 3 e 4 em 7, x £ 530 res-
pectivamente {1, 0), (0, 1}, cuja soma ¢ (1, 1), que é exatamente o correspondente de 1.
Também em Z: 3+ 4 = 0. Multiplicando-se os correspondentes de 3 e 4, obtém-se:

(1,000, 1} =, 0
que € o correspendente de 0.

De modo geral, se a + b = c e ab = d {em Zg), entdo flg) + f(b) = flc} e
Fla) £{b) = Fld) lem Z, x Z4). Ou seja, f preserva as operagdes, oy, falando mais
formaimente, f & um homomorfisme de anéis. Como é cbviamente uma bijegdo, en-
t30 se trata de um exemplo de isomorfismo de anéis, conceito a ser definido a seguir.

Definicao 14: Seja f: A — B um homomorfismo de anéis, Se f for também
uma uma bijecdo, entao serd chamado de isomorfismo do anel A no anel B. Neste
caso, diz-se que f é um isomorfismo de anéis.

Convém observar que um isomorfismo do anel A no anel 8 é, em particular,
um isomorfismo do grupo aditivo (A, +) no grupo aditivo (8, +).

Exemplo 33: Se A é um anel, entdo a aplicagao idéntica iy: A — A, iy{x) = x é um
isomorfismo de anéis, pois, além de ser bijetora, € também um homomorfismo,
uma vez que:

. f‘A(a + b] =q-+ b = .‘A(G) + fA(b):

= ixlab) = ab = i (@i, (D).

Exemplo 34: O homamorfismo £zl 21 -2lv2 ), do exemplo 26,é um isomaor-
fismo, pois & injetor, uma vez que N{f) = {0}, como mostramos no exemplo 31, @50
brejetor. De fato, dade y = m + n\ 2 € Z[\ 2 ] basta tomar x = m — ny 2 €
c Z[\. 2 } que:

fw=flm-ni2)=m+n2 =y ¢ ) 3

Exemplo 35: A aplicacdo f: Zg — 7, x Z4 definida por f(a) = (a, a), com a
notacio introduzida no inicio deste item, é um isomorfismo de anéis.

Mostraremos primeiro, e simultaneamente, gue f é, efetivamente, uma aplicagao
e que € injetora.

6 &

a=b se e somente se, 6| (a — b);
se, e somentese, 2 |{a—b) e 3}|(a~-b)

3 3
se,esomente se, a=b e a=¥b;
3

se, e somente se, (g, a) = (b, b).

O fato de f ser injetora e 0 dominio e o contra-dominio de f terem a mesma
cardinalidade (= 6) garantem que f é sobrejetora.
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Falta mostrar que f preserva as aperagdes, o que faremos apenas no que se

refere a multiplicacao:
6 6 6 2 3 3

LI ) =2 2 22 3 2 & 6
fla - b) = flab) = {(ab,ab) ={ab,ab) b a

23 23 8
{a, a)(b, b) = fla) - f(b)

Proposigao 13: Seja f: A — B um isomorfismo de anéis. Entdo £ ;8 — A tam-
bém é um isomorfismo de anéis,

Demonstragdo: Sendo f um isomorfismo do grupo aditive A no grupo aditivo
B, entao £~ é um isomorfismo do grupo aditive 8 no grupo aditivo A (proposicio
7, capitulo IV). Resta-nos provar que f ' preserva as multiplicaces.

Sejam ¢, d € B. Como £ é sobrejetora, ¢ = f(a) e d = f(b), para convenientes
elementos a, b € A.Vale observar, de passagem, que essas igualdades equivatem
respectivamente a @ = f ~'(c) e b = £ ~'{d). Isso posto:

FWed) = £ FB) = T (Flab)) = ab = £ O)f ) #

Uma decorréncia dessa proposicac em termos de terminologia é que se f: A - 8
¢ um isomorfismo de anéis, entdo pode-se dizer que os anéis A e 8 sdo isomorfos.
A relacdo estabelecida por um isomorfismo f: A — 8 seré indicada por A = B ou
8 = A.Dois anéis isomarfos diferem apenas pelos nomes de seus elementos e ope-
ragées. Essencialmente sdo 0 mesmo anel e cada um deles pode ser considerado
uma “copia” do outro. Por exemplo, os anéis Z ; e 7, x 7 ; sao isororfos, como ja mos-
tramos. O anel Z ¢ pode ser considerado uma cépia mais favoravel do anel 7, x 7.

Porém os anéis £, e Z, x £, nao sac isomorfos, como mostraremos a seguir.

Contra-exemplo 5: Mostraremos que nenhuma aplicacdo de 7, em 7, x 7, é
um isomorfismo. Qualquer aplicacde f: 7, — 7, x Z, “candidata” a isomorfismo
necessariamente levaria o zero no zero e a unidade na unidade. Isto &, £(0) = (0, 0}
e f{1}) = {1, 1). Entdo:

FRA=f0+N=fN+fAM=01V+0,0D=03+11+1={0,0

fB=fA1+ =5+ 723=0,1+00=01,1)

Isso mostra que f nac é injetora, pois {0} = F(2) e £(1) = £(3), nem sobreje-
tora, pois im( £} = {(0, 0), (1, 1}}. Portanto, realmente nio ha nenhum isomorfismo
deZ,em 7,x Z,. '

Seja f: A — B um homomorfismo injetor de anéis (corpos). Se L € um subanel
tsubcorpo) de A, entdo £{{} é um subanel (subcorpo) de B, como ja vimos (proposicao
_10)- Entdo a aplicagiio g: L — £(L) definida por g{x) = £(x}, para qualquer x € L, é um
Isomarfismo de anéis {carpos). De fato, g € injetora, porque f é injetora, & sobrejeto-
a3, porque Imi(g) = g(L) = f{L), e homomeorfismo de anéis {corpos), porgque f o é.Por-
t*’mtO. 5e f: A —> B é um homomeorfismo injetor, todo subanel (subcorpo) L de A es-
'8 retratado em B8 por um subanel (subcorpo) que the é isomorfo: sua “copia” f{L).
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Exemplo 36: Consideremos o homomorfismo f: Z — Z x Z introduzido no exem-
plo 24 e assim definido: f(n) = (n, 0). Como vimos (exemplo 30 e proposigdo 12), f é
um homomorfismo injetor. Lembremos que os subanéis de Z {todos) sdo os subcon-
juntos nZ (n =G, 1, 2, ..). As “copias” desses subanéis em Z x Z 530 os subanéis
nZxZn=0,12.)

Mais: pode-se mostrar que os subconjuntos nZ x Z sao os Unicos subanéis de
7 x Z.De fato, sejam M um subanel de 7 x 7 e L o subconjunto de Z formado pe-
los primeiros termos dos elementos de M.Se a,, a, € L, entdo (a;, b)), (a2, b;) € M,
para convenientes by, b, € Z.Dai, {ay, b;) — (ay b)) = (a; — a,, b, — b)) EMe,
portanto, a, — a, € L. Entdo L é um subgrupo do grupo aditiva Z e, por isso,
{ = nZ, para um cenveniente n € Z.De onde M =nZ x Z.

y Exercicios J

59, Verifique se a funcio f: A — B é ou ndo é um homomeorfismo do anel A no anel
B nos seguintes casos:
a) A=Z,B=27,fxy=x+1
by A=Z,B=17, f(x) = 2x
A A=Z,B=ZxZ,f(x)=(0,x
dVA=FxZ,B=2Z,Flx,y)=x
ey A=FxZ =8 flxy) =y x
fYA=Z,B=Z, fx}=x
g) A =8 = U {corpo dos complexos) e fla + bi)=a — bi

60, Determine 0s nucleos dos homomaorfismos do exercicio anterior.

61. Considere os anéis 7 e 7 x 7 (produto direto). Verifique se sdo homomorfismos
e determine o nucleo.

al f.ZxZ — Zx Z dado por fix,y) = (0, y}

b) f:Z x Z — Z dado por f(x,y) =y

¢} f1Z = Fx F dado por f{x) = (2x,0)

d) f:ZxZ — Z x Z dado por fix,y) = (—y, —x)
e) f:Z —= 7 x Z dado por f(x} = (0, x)

62. Sabendo que Z x 7 munido das operacdes de adicdo e multiplicagdo assim
definidas:
a, b+ cdy=la+c¢ b+ d)
{a,b) - (¢, d} = (ac, 0)
& um anel, mostre que a aplicacio f: Z x Z — 7 tal que f{a, b) = @ € um homo-
morfismo sobrejetor.
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63. Sabe-se que Z x Z munido das operacdes de adicdo e multiplicacio assim definidas:
{a.b) +{cd)={a+cb+d
(o, b) - (¢, d) = (ac, ad + bc)
é um anel. Mostre que a aplicacdo f: Z x £ — Z tal que f(a, b) = a é um homo-
morfismo de anéis.

64. Sabe-se que {(Z x Z, +, -) € um anel quando a adigdo e a multiplicagdo sdo
assim definidas;
(@ b+ (cdi=la+cb+d)
(a b} -, d) = (oc — bd, ad + bc)
Mostre que a aplicagdo f: 7 — 7 x Z tal que f{a) = (a, 0) é um homomaorfismo
deZemZ x Z.

65. Dé um exemplo de anéis A e B e um homomorfismo f: A —B tal que f{1,) # 15

66. Mostre que F: C — M,(R) dada por fle + bi} = (Z _b), VYo, be R, éum
a

homomorfismo injetor de anéis.
1 Resolucio
Tomemos z; =a + biez,=c¢ + diem L.

Temos:

fetz)=flata+prap=(2 e Tt _fatc b —d
= a+c - _ _
21T 7y ! +d ga+¢ b+d a+ec

b
a —b ¢ —d
) (b a) ’ (d f) A
. fac—bd  —(ad + bo)
f(21‘22)=.f((ﬂ'f—bd]+(ad+bcm=(ad+bc ac—bd):

('ac— bd  -ad — bc a —-byfc —d £z o
= - = T - Z
gd + be ac — bd b a;\d c ] 2

Observemos que f é injetora, pois:
a -—b ¢ —d a=c
flzy) = Flz,) = = = = 1=2;
b a d < b=d ]

67. Sejam os anéis A = {g + by —2 | a, b € Q} e 8=M(Q},
a —2b
b a

a) Mostre que f: A — B dada por fla + by —2 ) =

) & um homo-
morfismo.

b} f é um isomorfismo?

68. Considere os seguintes anéis: (R, +, ) e (R, ®, O), sendoa@ b=a+ b + 1
eab=0+b+ab.Mostreque f:R = Rdadopor f(x) =x— 1,¥xE R
€ um isomorfismo de (R, +, ) em (B, ©, ©). Defina o isomorfismo inverso.
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69, Seja A um anet com unidade. Para cada elemento inversivel g € A, seja f; A — A
a aplicagdo dada pela lei f,(x) = axa™ . Mostre que f; é um isomorfismo e
dé uma formula para f, ¢ f,.

70. Seja f: A — B um isomorfismo de anéis. Mostre que:
a) Se a € A é um elemento idempotente, entao f(a) também c é.
b) Se a € A é nilpotente, entdo fia) € B também o é&.
¢) SeApossuiunidade,a S Aedb,c EA{b,c & A taisquea=5b-centio fla) €
€ 8 pode também ser decomposto em dois fatores de B, ambos nao inversfveis,

71. Mostre que nenhuma aplicacao f: A —~ Bem que A = {x + yv 2 | x,y € Q},
B={x+y\3 |xye@}ef(x+y\2)—x+yx3eum|som0rfsmo
Sugestdo: Observe que, se f fosse um isomorfismo de A em B8, entdo f(\ 2 ) =
a + by 3. Calcule a seguir £(2) = 2 a partir de f(\ 2 ) =a+ by 3.

72, Mostre que, se f: £ —Z é um isomorfismo de anéis, entdo f € a aplicacdo idén-
tica de Z.
Sugestdo: Observe que f(fl)= tTeque Vm € Frvalem=(£1) +...+ (L1).

73. Mostre que, se f & um isomorfismo do anel A = {a + by 2 | a b € Q} nele
propriq, entao f(\ 2 ) + 2 ou f(\ 2 ) = —\ 2.

74. Mostre que, se f: 0 — 0 é um isomorfismo de anéis, entio f é a aplicacdo
idéntica de {J. : !
Sugestdo: Observe que f{1) =1 = (ﬁ + % + ...+ ﬁ)’ n vezes, ¥n € N* A

partir disso calcule f(%)

75. Determine todos os homemorfismos de 7 em 7.

Seja £: 7 — Z um homomorfisme tai que £(1} = k.
Provernos que f{x) = kx para todo x € Z:
1T =0=k-0.
2%)5e f(n} = kn, com n € N, entio:
fln+ N=fm+ fM)=kn + k=kin + 1)
Portanto, por indugao, a tese esta provada para todo x € R,
3)Sexe€ Z ,entdox=—lxl e lxl € 7_, entio:

fO=fl—Ixl) = —fllx) = —kixl = k(—Ix]} = kx
Tendo prevado que f é uma funcio linear de x, determinemos agora o valor de k.
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Como f(x - y) = f(x) - f(y), para todo x, y € Z, temos:

kixy) ={kx) - (k) ¥x,y € &

E, dai:

k=k? - k=0 ou k=1

Conclusdo: Ha apenas dois homomorfismaos do anel Z nele préprio: fix) = x e
f{x)=0. |

76. 5eja f: Z x £ — Z x Z dada por por f(x, y} = {mx + ny, px + gy}

a) Calcular m, n, p, g de modo que § seja um homomeorfismo do anel 7 x Z
nele mesmo,

b} Em quais desses casos f € um isomorfismo de 7 x Z?

77. Ache todos 0s homomorfismo de 7 em 7 ,.
Sugestdo: Considere as imagens possiveis de 1 € Z por um homomorfismo f:7 — 7.

78. Ache todos os homomorfismos de 7 em 7.
79. Determine todos os homomorfismos do anel Z no anel Z x 7.

80. Determine todos os homomorfismos de Z x Z em 7.
Sugestdo: Faca f(1,0) = p e £{0, 1) = g; em seguida, note que f(x, y) = f(x{1,0) +
+ y(G, 1)).

@ . Exercicios complementares

C4. Mostre que P = {(a, b, —b,a):a,b € R}, com a adicdo e a multiplicacdo definidas por
(@b —ba +c.d-dc=la+cb+d -b—-da+cq)
{a,b, —b,a)c,d, —d, c) ={ac — bd, ad + bc, —ad — bc, ac — bd)

€ um corpo, Mostre que P & isomorfo a T, o corpo dos nimeros complexos.

C5. Mostre que um homomorfismo de um corpo K nele mesmo ou € a aplicagdo
nula cu é um isomerfismo.
Sugestdo: Faga (1) = a e analise as duas possibilidades, a = 0 ou a # 0.

V-3 CORPO DE FRAGCOES DE UM ANEL DE INTEGRIDADE

9. QUOCIENTES EM UM CORPO

Num corpo K, a equagdo ax = b, em que a # 0, tem uma Unica solucio, que é
o elemento a™'h = ba '.Um elemento de K escritc na forma a~'b = ba~ ' é chama-
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. a oo
do quociente de a por b e denotado por e E facil ver, por outre lado, que todo
elemento a € K € um quociente: por exemplo, se b # 0 é um elemento de K, entao

-1 _ab
a={abb™' ===,
b
Adotada a notagao de quociente, as operagdes com elementos de um corpo se
fazem segundo certas regras que facilitam os calculos algebricos e que, num certo
momento, nortearao Nossos passos na construcao do corpo de fragbes de um anel

de integridade, nesse objetivo principal nesta segao. Vejamos como.

Proposicao 14: Sejam g, b, ¢, d elementos de um corpo K.Se b # O e d # 0,

entao:
. a C L
{i) b= d se, e somente se, ad = bc;
(i) gigzadﬂfbc,
b d bd

L @& ac

Wy 4~ ba'

. —-a.

{iv) b= b

ay' b

{v) se a # 0 {além de b), entao (E) = a

Demonstracdo:

0] Se%= g,entéo ab™'=cd . Dai,ad = alb~'b)d = {ab~ ")bd) = (cd "){bd) = cb.

Suponhamos, reciprocamente, que ad = bc. Entédo 9_ b7 = aldd Wb =
— ({ad) (d "b“]= (bed b ) =cd 1= g.

c
(i) T b 4= =ab '+ cd T=aldd Db Ttcbb Nd = {adi(bd) ™ + (bc)(bd]_1=
_ d + be
= {ad * bo)bd) ' = & .
{a c)ibd) bd

(iii) Fica como exercicio.

- +a(-b) 0 _
{iv) E + ?a: af_tf;_b): E =0-{pH"" = 0. Portanto, f é o oposto de g.

{v) Fica como exercicio. #

10. CORPO DE FRACOES DE UM ANEL DE INTEGRIDADE

A questido que temos pela frente agora é a seguinte: dado um anel de integri-
dade A, construir um corpe K do qual A seja um subanel unitério. A construgao que
faremos é a mesma, no plano formal, pela qual se obtém o corpo dos numeros ra-
cionais a partir do anel dos inteiros.
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Seja A um anel de integridade. No conjunto A x A* consideremos a relagdo ~
definida da seguinte maneira:

{a, b) ~ (¢, d) se, e somente se, ad = bc.

Nao ¢é dificil provar que ~ ¢ uma relagao de equivaléncia sobre A x A*, Por bre-
vidade, mostraremos apenas que ~ goza da propriedade transitiva.

De fato, consideremos (a, b), (¢, d), (e, f) € Ax A*.Se (g, b} ~ (¢, d) e {c, d) ~
(e, ), entdo ad = be e ¢f = de. Multiplicando os dois membros da primeira igualda-
de por f e os dois da segunda por b, obtemos adf = bcf e bef = bde. Segue dai que
adf = bde e, portanto, cancelando-se d, 0 que é possivel, pois d # 0 e A € um anel
de integridade, af = be. De onde, (a, b) ~ (e, f).

Tratando-se de uma relagdo de equivaléncia muito especial, preferiremos usar a

. a C e .
notagao p para representar a classe de equivalénda determinada pelo par (g, b}, em

vez da notacao genérica (g, b). Os elementos do conjunto gquociente K = {A x A*)/~,

N . a .
com a notagdo adotada, sdo as fragoes b {a € A, b € A%), Emtéo:

a

c
b= d se, e somente se, {g, b) ~ {c, d), se, e somente se, ad = bc.

Nosso objetivo é transformar K num corpo. inspirados nas consideraces da secao
a c
b d
a < ac

anterior, definiremos “soma” e “produto” de duas fracoes, € K da seguinte maneira:

a ¢ ad+bc
— 4= = e - =
b d bd b d bd
Isso posto, pode-se provar gue as defini¢des dadas independem dos particula-
res pares escolhidos para representar as fragdes. Por exemplo, no caso da multipli-
cac¢ao, suponhamos {a, b) ~ (m, n) e (¢, d) ~ (r, s). Entdo an = bm e cs = dr. Mul-
tiplicando membro a membro essas igualdades, obtemos {an)(cs) = (bm)(dr) e dai

{aci(ns) = (bd)(m). Isso significa, no presente contexto, que (ac, bd) ~ {mr, ns) e,
a C m r
portanto, que — - — = — . —,
b d n s
Rotineiramente se demonstra que (K, +, -) é um corpo. Destaquemos apenas

alguns pontos dessa demonstracéo.

* Associatividade da adicdo:

a (c e) a cf+de adf+bcf+ bde

“4|=+ =)=+ =

b \d f b daf bdf
Também:;

(a c) e ad+bc e adf+ bcf+ bde

— 4+ 2]+ == +—=

b d f bd f bdf
Portanto:



0
0 zero do corpo é a fracio — (0 = zero de A; 1 = unidade de A), pois:

—

a 0 . . a
_..+_:_....__..._-—=_
b 1 b1 b

a _
0 oposto de uma fragéoa é a fragéo -4,
b

A unidade do corpo é a fragdo %

0 X
» O inverso de uma fragio % # 7 é a fracdo E pois:
a

a b _ab

B ' a ba

O corpo K assim obtido é chamado corpo das fragées do anel de integridade A.

A seguir mostraremos de que maneira se pode considerar A como um subanel
unitirio de K. Naturalmente, como os elementos e operacoes de A e de K tém natu-
reza distinta, o sentido dessa afirmacio € que hd um subanel de K que pode ser iden-
tificado com A através de urmn isomorfismo conveniente. E, examinando o formato dos
elementos de K, é licito admitir que esse subanel possa ter como suporte o conjunto:

L={$|aEK}

. . . a
Efetivamente, L é um subanel de K, pois, tomando-se 1

1
= T uma vez que (ab) - 1 =1 - {ba)

el

=<

b ' — + (-
E___E+(_E)_E+_b_“ =0,

1 1 1 1 1 1
e
a b ab
- -=—€L
1 1 1

Para completar nossa argumentagao, falta mostrar que a aplicagéo f: A — L que
. a
associa a cada elemento a € A a fragao 7 é um isomorfismo de anéis. De fato:
at+tb a b

* fla+ b= = =+ — =fla) + f(b);
1 1 1
flaby = 2292 b
o)== 1—f(a)f(),
+ se fla) = f(b), entdo ? = 7 e portanto,a - 1 =1 - a4, 0u seja,a = b, o que

mostra que é injetora;

5 a . o
*seyec lentdoy = T , para um conveniente elemento a € A cuja imagem

. \ . a . P . .
obviamente é y, pois fla) = T =y, e iss0 prova que f também é sobrejetora.
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a
Assim, identificando A com sua copia L = {T |a e K} em K, através do isomor-

morfismo f, podemos dizer que A é um subanel de K e, inclusive, anotar A C K.
alias, no plano formal, como ja adiantamos de inicio, ¢ com todos esses suben-
tendidos que se considera Z T 1},

81. Sendo A um corpo, define-se em A x A* a relagdo de eqguivaléncia (a, b} R (¢, d) =
< ad = be. Determine o corpo de fragdes de A.

82, Seja A um subanel unitario de . Determine o corpo de fragdes de A.

83. Sejam A e B dois anéis de integridade isomorfos e seja f: A = B um isomorfis-
me. Mostre que existe um Unico isomaorfismo g: K — L, em que K e L sdo respec-
tivamente 0s corpos de fracdes de A e 8, e g um prolongamento de f.

a
84. Seja p um numero primo positivo, Seja A = {B EQ|pdt b}. Mostre que A é

um subanel unitario de ) e determine o corpo de fragcdes de A.

V-4 CARACTERISTICA DE UM ANEL

11. INTRODUCAO

Consideremos o anel Z,, das classes de resto module m. Observemos que,
Qualquer que sejaa € 7,

m-a=a+a+.+ta=ata+..+a=ma=0

{m parcelas)
Uma vez que ma = ¢ (mod m).
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Essa propriedade do anel Z ,, ndo é compartilhada pelos anéis numéricos Z, Q,
R’ e C, por exemplo. De fato, considerando a unidade desses anéis, que € 0 numero
1, entdo, qualquer que seja o inteiro estritamente positivo n:

m-1=14+1+._.4+1=m=*20

E essa diferenca entre os anéis 7 e 0s anéis numéricos nao decorre apenas
do fato de os primeiros serem finitos e estes infinitos. Mesmo num anel infinito A,
pode ocorrer o seguinte:

m+a=a+a+ .. +a=0 {zero do anel)

para algum inteiro estritamente positivo m e para todo elemento @ do anel, como
teremos ocasiao de mostrar (exemplo 39). Diga-se de passagem que,sem - a =0,
entio 2m)-a=03m)-a=..=0.

Nosso objetivo nesta secao é explorar as possibilidades levantadas por essas
chservacdes para a teoria dos anéis. Mas para isso precisaremos explorar antes o
conceito de muftiplo de um elemento de um anel.

12. MULTIPLOS DE UM ELEMENTO DE UM ANEL

Seja (A, +, ) um anel. Entdo (A, +) é um grupo aditivo abeliano e, portanto,
pode-se usar para seus elementos o conceito de mditiplo introduzido no capitulo IV
(secdo 9). Lembremos como, adaptando a notagdo ao presente caso: se m é umin-
teiro e @ um elemento de A, entdc m - @ é assim definido:

* se m = 0, por recorréncia, da seguinte forma:

0-a=0,(zero de A)
m-a=mM-1)-a+asem=1

*sem<0

m-a={—m)-{—a

O elemento ma é chamado muiltiplo m-ésimo de a.

Com base nessa definicio, demonstram-se as seguintes propriedades (ver propo-
sicdo 12, capitulo IV), vilidas para qualquer a € A e quaisquer m, n € Z:

iy m-a+n-a=m+n)-a

(i} (-m)-a=—(m-a)

fiiy n-fm-.a)={nm)-a.

Além dessas propriedades, ha outra, de que precisaremos nesta secao, especifi-
ca dos anéis com unidade.

Proposicio 15: Seja A um anel com unidade. Se 1, indica a unidade e m, n € Z,
entda (mn) - 1, =(m - 1,){n - 1,4

Demonstra¢do: Inicialmente suporemos n = (. Para este caso, a demonstragao
sera feita por indugdo sobre n,
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Sen=0,entdo(mn)+1,=0-1,=0,,a0passoque (M -1,)(n-1)=(m-1,){0 -1,)=
= {m -14}0, = 0,. Portanto, a igualdade vale quando n = 0.

Seja r um inteiro maior que ou igual a 0 e suponhamos (M) . 1, = {m . 1,){r. 1,).

Entdo [m{r + Nl -1y =(mr+m)1,=(mn -1, + m-1,=(m-1){r 1.} +
~m el =0m )+ MU = (m e, + L) =(m 1) + 1) 21,1

Com isso a propriedade esta demonstrada para n = 0.

Suponhamos n < 0. Entdo:

tmm 1 =[=m)(=m1- 1= [(=m) - LI {—m -1l =[=(m- 10— (-1 = (m 1015 #

Coroldrio: Seja A um anel com unidade. Entic o conjunto 8 = Z -1, =
={m.1,| m € Z} é um subanel unitario de A.

Demenstracdo: Como 1, =1+1,,entdo 1, € B que, portanto, nac é vazio, Sejam
m 14 1 -1, € B Entao:

cmly—nth=mel, =1 =me1, + [(—n)-1l=m+ (—n)] 1, =
= {m - n} - 1,, 0 gue mostra que B é fechado para a subtragao;

» (m 1,00 - 1,4) = (mn) - 1,4, 0 que mostra que B é fechado para a multiplicacao.

Entao B= 7 -1, é um subanel de A, unitario, porque 1, € 8 como ja observamos. #

13. CARACTERISTICA DE UM ANEL

Definicao 15: Seja A um anel, Suponhamos que, para algum inteiro n > Q e
para qualquer a € A, verifica-se a igualdade i - a = 0 (zero do anel). Entdo existe um
menor inteiro estritamente positivo r tal que r » g = 0, qualquer que seja a € A. Esse
inteiro r é chamado caracteristica do anel A e indicado por c(A). Se, ao contrario, o
anel A possui pelo menos um elemento g tal que n « @ # 0, qualquer que seja o in-
teiro estritamente positivo n, entdo se diz que a caracteristica do anel é 0,

Exemplo 37: Os anéis £, 3, R e L tém caracteristica 0, pois, se m # 0, entdo
m-1=m e, portanto, m-1 # Q.

Proposicao 16: Seja A um anel com unidade. Entdo a caracteristica de A € um
inteiro fi = 0 se, e somente se, h é o menor inteiro estritamente positivo tal que
h+1,=0,0u seja, se, @ somente se, i € a ordem de 1, no grupo aditive (A, +).

Demonstracdo:

(=) Por hipotese, c(A) = h, Portanto, / - a = 0,, qualquer que seja a € A.Em

Particular, h -1, = 0,. Suponhamos gue, para algum inteiro m, 0 < m < h, se pu-
desse ter m -1, = 0,. Entdo, qualquer que seja a € A:

m-a=ata+ . .+a=adl,+al,+ .. +al,=
=G(1A+1A+..+ 1A)=a(m']A)ZGOA:0A

O que & absurdo, uma vez que c(A) = h.
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(<) Por hipétese, h € 0 menor inteiro estritamente positivo tal que b +1,= 0,
Entdo, qualquer que seja a € A

heg=a+a+.+a=al,+al,+..t+aly=all,+ 1, +.+1d=

=ath -1, =al, = 0,.

Se houvesse algum inteiro m tal que 0 < m < hem . a =0, para gualquer
a € A, entdo, em particular,m <1, = 0,0 que é contrario a hipétese. #

Exemplo 38: Observemos primeiro que, em Z, m - J=141+.+1=m=0,
Suponhamos por outro lado, que para algum inteiro r,0 <r <_m, se tivesse r - 1=0.
Comor -1 =r,entdo r =0, ou seja, r = 0 (mod m).Entdo m jr,0 que € impossivel,
uma vez que 0 < r << m. Logo, c(Z,)=m

Proposicio 17: Se a caracteristica de um anel de integridade A nao € zero, en-
tao é um ndmero primo.

Demonstracdo: Seja ¢{A) = h > 0.5e h nio fosse um numero primo, entdo h=rs,
para um par conveniente de inteiros re s tais que 1 < r,5 < h. Como c({A) = h,en-
taior -1, # Oﬂes-‘i,q #0,.Mas0y=h «1,={rs) -1, ={r -5 14)

Da igualdade (r - 1,)(s - 1,) = 0, obtida, segue que 05 elementos r-1,e5-1,
sao divisores prdprics do zero em A, 0 que contraria a hipotese de que A € um anel
de integridade. Portanto, h € primo. #

Exemplo 39: Vamos dar agora um exemplo de um anel comutativo com unidade
e infinito cuja caracteristica é 2. Esse anel é formado por todas as sequiéndias infinitas
de elementos de 7, com a adi¢ao e a multiplicagao definidas componente a compo-
nente. Se indicarmos por A esse anel, entdo:

A=1g, ay ..)|ay 0y . € Zy}
(@y, a5 ) + by, by ) =(a; + byay + by )
(@q, Gge J(D, by, o} = {a4Dy, @365, )

Deixamos para o leitor a verificacdo de que reaimente se trata de um anel co-
mutativo com unidade. Apenas destacamos que o zero desse anel € a seqiiéncia
{0,0, ... 0, .) e a unidade a seqiiéncia 1,1, .. 1,..). Como

20,1, ,7,0=0.T,.,1,0+0.7,..7,.0=(22.2.=0.0.0.)
e, ocbviamente,

1-4,7,..7,.0=071.,1,.)#0,0,.,0,.)
entao c{A) = 2.

Exemplo 40: A caracteristica de um anel com unidade finito € maior que zero.
Indiquemos por A esse anel e consideremos a seqiiéncia

15,2143 1y
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O fate de A ser finito assegura que ha dois elementos nessa seqliéncia, digamos,
rel,es-ltaisquer>ser-1,=s-1,e portanto, {r — 5} -1, = 04, comr—s >0,
O menor inteiro estritamente positivo f tal que h -1, = 0, € a caracteristica de A.

Proposicao 18: Dois anéis isomorfos tém a mesma caracteristica.

Demonstracdo: Sejam A e B os anéis e indiquemos por f; A — B o isomorfismo.

suponhamos primeiro que ¢(A) = h e tomemaos b € 8. Como § é sobrejetora, entdo
b = fla}, para algum a € A. Entao:

hb=h-flal=fla + flal+ .+ Flal=Fla+a+ ..+ a =Fflh-a)= f{0,) =0
Supenhamos que para algum inteiro 5,0 < s << h, pudesse ocorrer a igualdade

s . b =0z qualquer que fosse o elemento b € B. Isso posto, seja a um elemento ar-
bitrario de A.Como a = f “1{f{a)),em que f ' é o isomorfismo inverso de f, entao:
s-a=s-{f(flall = F N Fla) + FF@) + .+ FUSa) =

= fUfl@) + Fla) + .. + Fla) =F s - Fl@) = £ '(0p) = 0,
o que é impossivel, pois ¢{A} = h. Das duas conclusdes, segue que ¢(B) = h, #
Deixamos como exercicio a demonstracao no caso em que c(A) = 0.
O corolario da proposicado 15 nos diz que, se A € um anel com unidade, entao
Z 1, ={m -1, | m € Z} é um subanel unitario de A. Se a caracteristica de A € h > 0,
entac h -1, =0, e os elementos 0 -1, = 0,,1 - 14, ... (h — 1) + 1, sadc distintos
entre si. De fato, a suposicdo r « 1, =5s-+1,,com ¢ = s < r < h, levaria a igualda-
de {r — 5) - 14, = 0,4, em que O << r — 5 < h, 0 Que é impossivel, considerando-se
que c(A) = h. Mais: ndc ha nenhum outro elemento em 7 -1,, além daqueles
relacionados. Para provar essa afirmacdo, que equivale a dizer que Z -1, =
={0-1,=041-14 ., (h—1)-1,}sefam-1, € Z - 1,. Aplicando-se o algoritmo
euclidiano de Z com m como dividendo e h como divisor:
m=hg+ri0=r<h
Entao;
m-ly={hg+n-1,=(agt-1, +r-1y=(-15)g- 1) + 11, =
=0,{g 1) +r-1=0,+r:0, =r-1,{0=<r<h)
Ou seja, m - 1, é um dos elementos da sucessdo 0+ 1, =0y, } - 14, ., (h — 1) - 1,,
como gueriamos demonstrar. Portanto, neste caso, Z « 1, tem ¢ mesmo cardinal de 7,
E se c(A) = 0, entdo ndc ha elementos repetidos em Z -1,. De fato, a suposicio
r1y=5-1, coms < r levaria 3 iqualdade {r —s) -1, = 04, em que r — 5 > 0. Fa-
Zendo-se r — s = t, entao, qualquer que seja g € A:
traza+a+..+a=aly+aig+..+al=all,+ 1, + .+ 1) =alt-1,}=a0,=0,
0 que é impassivel, pois ¢ (A} = 0. Portanto, neste <aso,
Z o 1y=404, (£1) <14, (22} - 14, o, (20) < 14, o}

tem o mesmo cardinal de Z.
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Essas consideragdes e propriedades ja vistas para os multiplos de um elemento
de um anel, particularmente os muktiplos da unidade, indicam a possibilidade de um
isomorfismo entre Z, e Z - 1, (viar — r -1,), no caso em que ¢(A) = h > 0, e entre
7 e £ 1,4lviar—r-1,),no caso em que ¢(A) = 0.E, de fato, & isso o que aconte-
ce, COMO 5e MOostrard a seguir.

Proposi¢ao 19; Seja A um anel com unidade. {i) Se ¢(A) = h > 0, entdo a cor-
respondéncia que associa a cadar € Z, o elementor-1, € 7 - 1, é um isomorfis-
mo de anéis. (ii} E se c(A} = 0, entao é um isomorfismo de anéis a aplicacdo f: Z —
— 7 -1, definida por f(r) =r - 1,.

Demonstracdo:
(i) Observemos que r = s se, e somente se, h | (r — s;
se, e somente se,r—s=ht (tc 7).

Logo,{r —s) - 1,=(ht) -1, =(h-1){t 1) =0,{t - 1) =04.Como (r —5) -14=
=rely—5-14entdor «1,=s+1, Portanto, a correspondénciar — r -1, & uma
aplicacdo de 7, em Z -1,. Dando a ela o nome de g, mostremas que se trata de
um isomorfismo.

Nas consideracbes que antecedem essa proposicao esta desenvolvido o racio-
cinic que mostra que g € uma bijecao. Por dltimo:

s glr + s)=glr+s)=(r+s)-ly=r+1,+5:1,=g{r) + gis}

< glrs) =(rs) » 1, ={r - 10(s - 1,) = glr)gls).

{ii) Fica como exercicio. O raciocinio é essencialmente o mesmao. #

Essa proposicao nos autoriza a considerar 7, como subanel de todo anel A com
unidade de caracteristica h > 0, 0 que naturalmente pressupde a identificacdo de
Zy, com Z « 1,, justificada pelo isomorfismo g.E também a considerar Z como sub-
anel de todo anel com unidade de caracteristica zero, através da identificacio de
Z com £ - 1,, justificada neste caso pelo isomorfismo f.

14. CARACTERISTICA DE UM CORPO

Se K € um corpo, entdo c(K) = p (primo) ou c{K) = 0, uma vez que todo corpo
¢ um anel de integridade. No primeiro caso, como acabamos de ver, o corpo K
contém Z,, que, pelo fato de p ser primo, também & um corpo. Ou seja, Z, € um
subcorpe de K. Mas, como a unidade 1, {ou 1, pela identificacio feita) pertence a to-
do subcorpo L de K, entdo m - 14 € L, qualquer que seja o inteiro m, e, portanto, Z,
esta contido em todo subcorpo de K. Ou seja, Zp & o “menor” subcorpo de K.

No caso de c(K) = 0, pode-se demonstrar que o “menor” subcorpo de K é Q.

el
¥ Entdo:

Para justificar essa afirmacéo, seja f: @ — K assim definida: f(n;"t) T
-l
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m '1k r'1k
. ——_— = se, e somente se, (m « 1,){s « 1) ={n - 1)(r-1,);
n '11‘ s ‘1k

se, e somente se, (ms) « 1, = (nr) + 1;;
se, e somente se, ms — nr) -1, = O
se, @ somente se, ms — nr = O (pois ¢{K) = 0);

se, e somente se, ms = nr;

m r
5, & somerte se, — = —.
n 5

Isso prova que f & injetora. Ademais:
. f(f N L) ~ f(ms + nr) Cdms o)1 (meis i)+ (n 1)
ns {ns} -1, (n-1J(s-1)
m-1 Fe
-4
n '1k 5 .1k n 5

+ De maneira analoga se demonstra que F preserva a multiplicagao.
- 1k m

Sendo f um homomorfismo injetor, entdo im(f) :{ e @}é um sub-

n-1, 'n
corpo de K, como j& vimos (se¢do 8). Portanto, podemos considerar (), (identificado
com im{£)) como um subcorpo de K.E é o menor subcorpo de K pela razdo seguinte:
se L é um subcorpo de K, entdo 1, € L; dai, m -1, n -1, € L, quaisquer que sejam

m-1
m,n € Z, com n # 0; portanto, (m -1)(n - 1,) 7" = “ el

n-1,
0s corpos Z, e Q, pilares fundamentais sobre os quais assentam todos os cor-
pos, s de caracteristica maior que 0 no primeiro caso e os de caracteristica zero no
segundo, sdo chamados corpos primos.

:L Exercicios |

85. Determine as caracteristicas dos seguintes anéis:
a) £4 aéxZ e) ZgxZg
b) Z d) Z,x Z f) R®

86. Determine a caracteristica do anel das matrizes reais do tipo n x n sobre R e sobre Z.

87. Sejam A e B dois anéis comutativos com elementos unidades. Demonstre que a
caracteristica do anel produto direto A x B é igual ac mmc das caracteristica de
AedeB.

88. Ache um anel de caracteristica zero e um elemento a nio nulo desse anel de
forma que n - @ = 0 para um certo n € N*,
Sugestéo: Tome, por exemplo, A= Z,x Z.
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89. Pode um anel finito ter caracteristica zero? Prove ou contra-exemplifique.
90. D& um exemplo de um anel infinito cuja caracteristica seja diferente de zero.
g1. Pode um anel com unidade ter caracteristica 17 Por qué?

92. Mostre que um anel de integridade com quatro elementos tem caracteristica 2.

Sugestdo: Raciocine em termos do periodo da unidade, no que se refere a
adicao.

93. Seja A um anel cuja caracteristica ¢ um ndmero natural n > 0 nao primo.

Mostre que A possui divisores préprios do zero.

94, Seja A um anel com unidade tal que x> = x, ¥x € A.

Mostre que c¢(A) = 2 e A é comutativo,

95, Seja A um anel e L um subanel de A. Mostre que ¢(l) < c(A}.

Dé um exemplo de um anel A e um subanel L de A para os quais c{L) < c{A).

96. Seja f: A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis. Mostre que ¢ (8) = ¢(A).

97. Seja K um corpo finito de caracteristica p > 0. Mostre que a aplicacdo f: K — K

definida por f{x) = x* é um isomorfismo de K.

sdo anéis de integridade relativamente as operagdes em Z;, induzidas
sobre eles.

b} Mostre que S é isomorfo a Z ;. Qual é a caracteristica de 57

¢) Mostre que T é um corpo de caracteristica 5.

[i] Exercicios complementares

C6. Mostre que o nimero de elementos de um corpo de caracteristica p é uma

peténcia de p.

C7. Mostre que, se K é um corpo de caracteristica p > 0, entdo (x + y)? = xP + y*¥

para todos x, y € K.
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V-5 IDEAIS EM UM ANEL COMUTATIVO

15. NOTA HISTORICA

O "altimo teorema de Fermat” ', desde sua formulagao, feita na primeira metade
do século XVII, até sua demonstragao, realizada finalmente em 1994 pelo inglés
andrew Wiles, sempre foi um desafio intrigante, até para leigos. No sécule XIX,
muitos matematicos deram contribuigdes para a resolucdo desse problema, porém
talvez nenhum mais do que o alemao Ernst Kummer (1810-1893).

Em 1843, Kummer chegou a submeter uma pretensa demonstracao do teorema
ao seu conterraneo P. G, L. Dirichlet (1805-1859). Mas este enxergou um erro na de-
monstracio; sem fundamento, o matemnatico utilizara uma generalizacdo do teore-
ma fundamental da aritmética para um certo tipo de "inteiros” envolvidos na de-
monstracio. Kummer retornou ao problema com mais empenho ainda e acabou
encontrande uma resposta para a questao da “fatoragdo Gnica” levantada por suas
pesquisas. Para isso, introduziu um “outro tipo de numeros”, a que chamou nigmeros
ideais e que nao chegou a definir genericamente, e com esses NOVos NUMEeros Con-
seguiu restabelecer a fatoragdo unica. Acrescente-se que Kummer deu uma demons-
tracao parcial, mas muito ampla, do teorema de Fermat, para uma categoria infinita
de expoentes primos,

Em 1871, R. Dedekind mostrou que os fatores ideais de Kummer poderiam ser
substituidos por classes de nimeros algébricos, as guais, em consideragao a Kummer,
chamou de ideais. Dedekind, definiu ideal em um corpe de numeros algébricos K
como um subconjunto A C K que goza da seguinte propriedade:

SeabEAemnE Z enthoma +nb €A

Com isso, ele transferiu o problema da fatoracdo Unica para ¢ conjunto dos ideais
e, com o conceito de ideal primo {definicdo 18, desta segac), também conseguiu, por
um caminho matematicamente muito mais produtivo, restabelecer a fatoracao unica.

O conceito de ideal, generalizado para anéis quaisquer, € um dos instrumentos
mais poderosos para o desenvolvimento da teoria dos anéis, como podera ser ob-
servado na seqiiéncia deste trabalho. E suas aplicagbes em areas diversas, como, por
exemplo, no estudo das curvas algébricas, fazem dele um dos mais importantes da
matematica moderna.

16. IDEAIS EM UM ANEL COMUTATIVO

O conceito de ideal pode ser introduzido em relagdo a um anel qualguer, poréem

Esﬁnﬁiﬂmeme, o teorema afima gue 1o hi nenhum terno de nimeros inteiros estritamente positivos que seja sohxao dex™ + " =
=2 quande > 2, Vale lembrar que, quando n =1 ou n = 2, essa equagao tem infinitas solugdes, constituidas de componentes
estritamente positivos,
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nos ateremos aos anéis comutativos, dada sua importancia maior neste caso € as li-
mitacdes que os objetivos deste trabalho impdem.

Defini¢ao 16: Seja A um anel comutativo, Um subconjunto / C Al # (O, sera
chamado de ideal em A se, para quaisquer x, y € | e para qualquer g € A, verifi-
carem-se as relacdes seguintes; {i) x — y € L (i) ax € 1.

Exemplo 41: Se A indica um anel comutativo, entao {04} e o préprio A sdo ideais
em A. 530 os ideals triviais do anel.

Exemplo 42: No anel Z, os subconjuntos nZ = {0, £n, +2n, ..}, qualquer que seja
o inteiro n. De fato:

« sex,y € nZ,entdo x = rn e y = sn, para convenientes inteiros r e . Logo,x — y =
—n ~sn=(r — s)n, em que r — 5 é inteiro, De onde, x — y € nZ;

« sejama € Z e x € nZ; entao x = ng (g € Z) e, portanto, ax = alng) = (aq)n,
em que ag é inteiro, o que mostra gque ax & nZ.

Pode-se provar reciprocamente que, se ! é um ideal em Z, entdo / possui um
elemento n tal que ! = nZ. Esse resultado é o objeto do exemplo 45.

Exemnplo 43: O nicleo de um homomorfismo de anéis f:A — B é um ideal em A,
Lembremos que N{f) = {a € A | fla) = Og}-

» Como £(0,) = Op, entdo 0, € A e, portanto, N{f) # .

. Sex,y € M(f),entdo £(x) = fy) = 0p;logo, Fx —y) = F{x) — fly} =0 — 0=
= 0y €, portanto, x — y € N(f).

» Se x € N(f), entdo F(x)}=0p e, portanto, qualquer que seja a € A, Fflax) =
= fla)f(x) = f(a)0z = 05, 0 que mostra que ax € N(f).

Exemplo 44: No anel A = R® ¢ um ideal o subconjunto /= {f:R =R | f(1) = 0.
Considerando-se que obviamente / é diferente do vazio, sejam f, g € I. Entdo:

F-g)=f0}—g}=0-0=0
e, portanto, f — g € L. Agora,se h € Ae f € |, entao:
(hf)(1) = h{1)g() =h(1} - 0 =10
o que garante que hf € [ e, portanto, completa a demonstragao de que | é um
ideal em A = R&.

Um ideal { num anel A certamente é um subanel de A. De fato, se x, y € /, en-
tdo x — y € /, devido a definicéo de ideal, e xy € J, tambem devido a definicao, uma
vez que, se x € |, entéo, x € A. Mas nao vale a reciproca dessa propriedade. De fato,

7 é um subanel de {, como ja vimos, mas ndo é um ideal em (), uma vez que, por

exemplo,lEZ,%E@maslz-1=%€EZ.
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Proposigao 20: Seja J um ideal em um anel comutative A. Entdo:
(i) 0 J{0 = zero do anel).
(i) Se g € J,entao —ag c L
(i} Sea, b€ Jentioa+ b e L
{iv) Se o anel possui unidade e se algum elemente inversive! do anel pertence
aJ entao J=A.
Demonstracdo:
(i) Seja a< J(lembrar que J # &, por defini¢do). Logo,a — a € ou seja, 0 € J,
(ii} Como 0 € J(devido a {i)) e a é um elemento do ideal, entdo 0 —g=—a € 1
{iii) Por hipdtese, g, b € 1 Mas, se b € J, entdo —b € } como acabamos de
ver. Logo, devido a definicdo, a — (—b}=a + b € 1
{iv] Como JC A, basta mostrar que A C /. Para issoc tomemos um elemento ge-
nérico a do anel. Obviamente g = a -1 {1 = unidade do anel}. Tomando-se um ele-
mento inversivel ¥ € J, o que é garantido pela hipotese, entdo, para algum v € A,
uv = 1 {unidade do anel). Portanto;

a=a-1=aluw) = (aviu

Observando-se que av € A e u & J, entdo a = (aviu € 1 5Se tode elemento de A
pertence a f entao A C J, como queriamos demonstrar. #

17. IDEAIS GERADOS POR UM NUMERO FINITO DE ELEMENTOS

Para quaisquer n elementos ay, @3, ... @, (n = 1) de um anel comutativo A4,

indicaremos por {a,, a,, .., 4,,) © seguinte subconjunto de A:
(@1 Ay, oo Q) = 3007 + X085 + o + Xp8p | X1, Xy X, € A}

Provemos que {a,, a;, .., @, &€ um ideal em A. De fato:

* 0=90a, + 0g, + .. + Oa, € {a,,d,, ., ,} & portanto, esse CoNjuNto Nao € vazio.

+SebcEa,a, . aentdob=xa, + ..+ x,a,ec=ya + ..+ Y0,
em que os x; e os y; {1 = | =< n) sdo convenientes elementos de A; observando
que (x; —y) EA(i=1,2..,nequeb—c=(x3 —yla + ..+ (x, — yla,
conciuimos que b ~ ¢ € {ay, dy, ., Ay

* Se b é um elemento de {ay, a,, .., a,), digamos, b = x,a; + .. + x,q,, e se
€ € A, entao:

¢b = (cxda, + ..+ [exy)a, € {ay, ay, .. Q)

Pois cada um dos produtos cx; pertence a A.

_ Definigao 17: Se A ¢ um anel comutativo e S = {a,, a;, .., @, C A, entdo o ideal
{ay, a,, .., a,), introduzido nas consideragdes anteriores, é chamado ideal gerado
por S {ou pelos elementos de S). O ideal gerado por um conjunto unitdrio {a} é
<hamado ideal principat gerado por a. Se todos os ideais de um anel comutativo
sd0 principais, entdo esse anel recebe o nome de ane! principal.
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Exemplo 45: O anel Z é principal. Seja / um ideal em Z.5e [ = {0}, entdo & ime-
diato que ! & principal, pois (0) = {x - 0| x € Z} = {0.5¢ / # {0}, entdo / possui um
elemento nao nulo a e, portanto, —a € A.Como um desses dois elementos {a ou —a)
& estritamente positivo, entdo A possui elementos estritamente positives, 0 menor
dos quais indicaremos por b. Nosso propésito agora é provar que { = (b}, 0 que
concluird a justificagao.

Como b € I, entdo {b) C I. Para demonstrar a inclusae contraria, tomemos um
elemento genérico m € [ e apliquemos o algoritmo eudlidiano ao par formado por es-
se elemento, como dividendo, e b, como divisor. Se q é 0 quociente e r ¢ resto;

m:bq+r{05r<b)
Seque dessa igualdade que:
r=m—bg
g, portanto, que r € I, uma vez que m, b € et é um ideal. Mas, como b é o menor
inteiro estritamente positivo que pertenceafer < b, ndo se pode ter r > 0. Logo,
r=0 e, portanto, m = bg, 0 que mostra que m € {b). Portanto, { C {b}.
As duas inclusdes demonstradas garantem que / = {b).

Exemplo 46: Vamos mostrar que o conjunto [ = {x € Z | 9 divide 21x} € um
ideal em Z e encontrar seu gerador.

0 namero 0, por exemplo, pertence a /, pois 9 j 0.

Sex,y € f,entdo 9| 21x e 9| 21y ¢, portanto, 9 é divisor de 21x — 21y =21(x—y¥).
igualdade que mostra que {x — y) € /.

Se x € |, entac 9 | 21x e dai segue que 9 | 21(ax), qualquer que seja a € Z, ou
seja, ax € 1.

Sendo um ideal em Z, entao ! é gerado pelo menor de seus elementos estrita-
mente positivos. Uma verificagio direta mostra que esse elemento é o ndmero 3.
Portanto, f = {3).

Proposicdo 21: Seja A um anel comutativo com unidade. Entdc A é um corpo
se, e somente se, 0s Unicas ideais de A sdo os triviais {0} e A).

Demeonstragdo:

(—) Seja J # {0} um ideal em A.Com essa suposicao, resta-nos demonstrar que
J = A Para isso tomemos a € J, a # 0, que & inversivel, por A ser um corpo. A igual-
dade desejada, J = A, é entdo uma conseqUeéncia da proposi¢ao 20, parte (iv).

(<) Temos de provar apenas que todo elemento de A, nao nulo, é inversivel.
Para tanto, seja a € A, a # 0, e consideremos o ideal J = {a). Como J # {0}, pois
a € J, entio J = A e, portanto, 1 € J. Dessa relagao segue que 1 = ax,, para um
conveniente x, € A.De onde, a € inversivel, #
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18. OPERACOES COM IDEAIS

18.1 Intersegao
Se I e Jsdo ideais em A, entdo ! M J também é um ideal em A. De fato:

*ComoQElelEentio0ENJ

*Sexye€inientdiox,yElexy€ JSeque daique (x —y) Ele{x —y) € J
g, portanto, {x — y) € 11N J,

*SejamxE1NJeac A EMdox € I,x € Je, portanto, ax € f e ax € J, De
onde,ax € { N J.

Proposicdo 22: Se [ e J sdo ideais em A, entdo ! N J é o “maior” ideal contido
em ! e em J. {No enunciado, “maior” significa que todo ideal contido em / ¢ em J
tamhbém esta contido em / N J)

Demaonstracdo: Seja L um ideal em A contido em { e em J, Portanto, se x € [,
entio x € e x € S e, por conseguinte, x € / 1N /. Se todo elemento de [ pertence
tambémal M lentaol CINJL#

18.2 Adicédo

Sejam [ e Jideais e um anel comutativo A. A soma desses ideais é o subcon-

junto de A, indicado por { + J, e assim definido:
I+i={x+y|xcleye s}

Vamos mostrar que / + J também é um ideal em A e, portanto, que a iei que
associa a cada par de ideais de um anel sua soma é uma operacido no conjunto
de todos os ideais desse anel,

*lomo0Ejedcentiod=0+0€E/+ 1

* Sersef+ Jentdor=x, + y, es=x, + y,, para elementos convenientes
XXz Sley,y, ELEMaor — s ={x; — x;)+{y, — y,) €1+ } uma vez que
Ki—x) Elely, —y) EL

*SefamtE/+JeaCAEntact=x + yx E Ly € J) e at = ax + ay. Como
axCSleagyelentioate ] + 1

Proposicao 23: Se f e J sio ideais e um anel comutativo A, entdo: (i) / + J
contém { e /i (ii}  + J & 0 “menor”ideal em A com essa propriedade. {(No caso,"menor”
significa que todo ideal em A que contém / e contém J também contém | + f)

Demonstracao:

() Sejax €1/ Comox=x + 0e 0 € J entdo x €/ + J. Esse raciocinio mostra
que/+ J > 1 De maneira andloga se prova que | + J O J.

(i) Seja £ um ideal em A tal que L D /e L D J. Devemos provar que todo elemen-
o de / + J também & elemento de L. De fato, se r € f + Lentdor=x+yx el
Y&J)Comol Dl entaox €L e como L Dhentdioy € L.logo,x+y=r€ i #
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Exempio 47: Nosso objetivo aqui € determinar a soma de dois ideais em Z. Co-

mo todo ideal em Z & principal, entao devemos determinar d na igualdade:
(@ +(by=Ad)

dados a, b € Z. Observemos primeiro que, como a=1-a + 0 +b, entdo a € {a} +
+ (b} = {d). Logo, a = td, para algum inteiro t, &, portanto, d | a. Analogamente se
demonstra que d | b.

Como, por outro lado, d € {a} + {b), entdo pode-se representar d assim: d=
— rg + sb,em que 1, s € Z.Dessa igualdade decorre que todo divisor de a e b tam-
bém é divisor de d.

Entéo o inteiro d goza das seguintes propriedades: (a) é divisor de a e b; (b) todo
divisor de a e b ¢ também seu divisor. De onde, d = mdc(a, b) ou d = —mdc(a, b}.

Por exempla:

@+ 3H=MN=Z

pois mdc(2, 3) = 1.

19. IDEAIS PRIMOS E MAXIMAIS

Definigao 18: Seja P um ideal em um anel comutativo A. Diz-se que P é um
ideal primo se P # A e se qualquer relagdo do tipo ab € P,em que g, b € A, tiver co-
mo consequiénciaque a € Pou b € P.

Exemplo 48: No anel Z o ideal / = {0} é primo, pois, se ab € |, isto &, se ab =0,
entdo g =0 ou b =0, ou seja, a € f ou b € [. Obviamente 0 mesmo ocofre com um
anel de integridade gualquer.

Exemplo 49: O ideal 27 é primo em 7. De fato, se ab € 27, entdo 2 | ab e,
pertanto, como 2 é primo, 2 | a ou 2 | b.De onde, a € 27 ou b € 2Z.

Exemplo 50: No anel produto direto Z x Z o ideal I = {0} x Z é primo. De fato,
se (a, b, (c, d) sdo elementos de Z x Z tais que (a, b)(c, d) = (ac, bd) € {0} x Z, en-
td0 ac = 0 e, portanto, a = 0 ou ¢ = 0. De onde, {a, b) € {0} x Z ou (¢, d) € {0} x Z

Definicao 19: Seja P um ideal num anel comutativo A, Diz-se que M ¢ um ideal
maximal se M # A e se os Unicos ideais em A que contém M sao o propric M e A.

Exemplo 51: 27 é um ideal maximal em Z. De fato, se / € um ideal em 7 que con-
tém 27 propriamente, entac / possui um numero impar 2t + 1. Mas, como 2t € 1,
pois 2t pertence a 2Z e | D 27, entdo 2t + 1) — (20) =1 € L. De onde, I = Z.

Exempio 52: No anel produto direto A = Z x Z é maximal o ideal 27 x Z.Para pro-
var essa afirmacdo, seja / um ideal em A que contém propriamente 27 x Z.Entao !
possui um elemento do tipo (2r + 1, 5), em que r, s € Z. Mas, como 2rs — NE]
porque pertence a 2Z x Z, que é uma parte de /, entdo {2r + 1,5) — (21,5 — 1) =
=(1,1) € {. Como a unidade do anel pertence a /, entao I = Z x Z.
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Proposicao 24: Todo ideal maximal em um anel comutativo é necessariamen-
te um ideal primao,

Demonstragdo: Seja Mum ideal maximat em um anel comutativo A. Da definicio
de ideal maximal decorre diretamente que M # A, Basta provar que, se g, b sdo
elementos de A tais que ab € M, entdo a € M ou b € M. Suponhamos que a & M
e consideremos o ideal I = {a) + M. Observemos que, devido 3 proposicao 23,/ DO M.

Como, porém,a € |, poisa=1-a + G e 0 €M, e estamos supondo que a & M,
entao / contém propriamente M e, portanto, { = A, Isso implica que a unidade de
A pode ser escrita assim:

T=ra+m

em que rem sao convenientes elementos de A e M, respectivamente, Multiplicando-
se os dois membros dessa igualdade por b:
b =riab) + bm

igualdade que mostra que b € M, posto que tanto ab como m sao elementos de M. #

Contra-exemplo 6: O ideal {0} x Z é primo em Z x Z, como ja mostramos
{exemplo 50), mas nao é maximal. De fato, é s6 observar que 27 x 7 é também
um ideal em Z x Z, que 27 x Z contém propriamente {0} x Z e que, ohviamente,
2f x £ # 7 x Z.

Esse contra-exemplo mostra que a reciproca da proposicio 24 néo é verdadeira.

i Exercicios |

99, Verifique se sio ideais;

a) {0,2,4} no anel Z;

b) mZ no anel 7;

<) mZ x nZ no anel 7 x 7,

d) {x € 7 | mdc(x,5) = 1} no anel Z;

e) {x € Z | 25 divide 35x} no anel 7;

f) {x € Z | x divide 24} no anel Z;

9) {x € Z | 6 divide x e 24 divide x*} no anel Z;

h) Znoanel (&, & C)emquea®Pb=a+b—1ea@b=a+b— ab, para
todo a, b € (I;

) 2Z no anel {Z, +,-) em que a adicio é a usual e g - b =0, para todo a, b € 7;

) {f:R - R| £(0) = 0} no anel R®,

100. Sendo A um anel (eventualmente ndo comutativo), dizemos que fC Ael #

€ um ideal a esquerda em A se, e somente se:
(Vx,ylixEleyCl=x-yE!) e (Vx,2)(xEAezCi=xzE |}
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107,

108.

109.

Verifique se sao ideais a esquerda em M, (R):

a) L1={(a O)lG,bE R} Q) L3:{(a 0)[0,&)6[%}
0 b b 0

) L2={(a b)\a,b,ceﬂ%} d) ,-_4:{(0 b)1a,beR}
0 c a 0

Mostre que & um ideal em A {anel comutativo) o conjunto dos seus elementos
nilpotentes, Sugestdo: Para mostrar que €sse conjunto é fechado para a subtra-

50, tomando x e y hilpotentes e tais que x' = s = 0, considere (x — )" .
¢ P y

Descreva os seguintes ideais principais:

a) 2Yem 74 e} 3y em Zg
b) (=5 em Z fi (2) em 27
2 3
) <7> em (J g <_g>em1}%
d) L2)emR h) (1 —iyemC

Determine todos os ideais de Z3.
Mostre que todos os ideais de um anel Z,, sa0 principais.

a) Seja / um ideal do anel comutativo A. Prove que
J=IxEA|x-i=0 Vi€ éumideal de A
b) Determine J no caso A = 7 ge | = (2).

Sejam A um anel e Jum ideal a esquerda. Seja M 0 conjunto de todos os
x € A tais que xJ = {0}. Mostre que M é um ideal em A. (xJ = Djijie )

Seja A um anel comutativo. Dados a € Aebe A dizemos que“a é associado
de " quandoa |beb|a.

a) Prove que “a ¢é associado de b" equivale a “os ideais {(a} e (b} sac iguais:
b) Quais sao os elementos associados de 5 no anel Z7

Sejam a, b, ¢ elementos do anel de integridade Z. Mostre que, se d = bce
b + “a, entao {a} g {b).

Sejam / = (@) e J = (b} ideais em um anel A. Mostre que / J={xy|xEle
y € J}é um ideal em Ae /- J = {ab).
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110. Sejam { e J dois ideais do anel A. Mostre que, se { N J = {0}, entao xy = 0,
paratodox S iey € J

111. 5e {/;) € uma familia de ideais, mostre que M /,é um ideal.

112. a) Dé um exemplo de dois ideais / e Jem um anel A de modo que / U J nao
é ideal de A.

b} Se !, C [, C ;... & uma seqiiéncia de ideais em A, mostre que l?J [, é um
ideal de A.

113. 5eja A um anel com as operagdes + e -,
Mostre que:
a) Ax Z é um anel em relacdo as operacdes @ e & assim definidas:
fam &b n={a+bm+n
{a, m} © (b, n) = (ab + mb + na, mn)
b} A x {0} é um ideal em A x Z.
¢) A aplicacdo f: A — A x {0} tal que f(x) = (x, 0} € um isomorfismo.

114. Sejam { = (x) e J = {y) dois ideais de Z, Mostre que | + J = {mdc(x, ¥)} e que
I = {mmc(x, ¥)); em sequida determine {12} + {21} e {12) N {21),

1%) Lernbremos que m € mmc(a, b} se, e somente sea|m,bim;a|m e b|m'=m|mim=0.
Provemos que {a} N {b) = {m). Sendo x um elemento qualquer de Z, temos:
XE{a = o|x
XED = b|x

Portanto, {a} N {b)} S {m).
2%} Lembremos que d é um mdc(a, b) se, e somente se, d =0;d | a,d | b;d|aed | b=

= m|x & xE{m

x € {ay M {b} 4::‘{

= d’'| d. Provemos que {a) + (b} = {d), Para qualguer inteiro x, temos:
XEM Ty = x= a + sb

dia = d|x = xE{d}

dib
Portanto, {a) + (b} C {d).
Sendo {a} + (b} um ideal em £, {a} + {b} é um ideal principal. Seja d’ um gerador
de {a} + {b). Temos:
a=a+0 = g€+ = d|a
b=0+b = bec{a) +{by = d|a

3%) Em conseqiiéncia do exposto:

12y M {21y = {mmc (12, 21} = {84
2y + 21y ={mde (12, 21} = {3} n

(35263 =D
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115.

[

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

cs.

Exercicio complementar

Sejam a, b e ¢ elementos fixados de um anel A. Prove que {a, b, ¢) = {ax + by +
+ccz|xnyzEe A} é um ideal em A. Em seguida, determine m € Z tal que
{12, 20,28) = {my no anel 7.

Seja # um homomorfismo do anel A no anel A Mostre que, se [ e J sao ideais
em A, entdo f{l + ) = fi) + £

Seja / um ideal no anel A e a um elemento fixo de A. Mostre que 0 conjunto
doay =i+ ra|i€ler& A} éideal em A
Determine, no caso A = Z, o ideal ({4}, 6).

No anel 7 considere o ideal f = (3). Mostre que o unico ideal em Z que con-
tém / é o proprio Z; generalize esse resultado.

Sejam a,, dy, ..., 4, € A.Supondo A um anel comutative com unidade, mostre
que {a,, dy, ..., 0,,} & o menor ideal em A que contém {a,,as, ... A

Seja a um elemento idempotente de um anel A comutativo com unidade.
Mostre que A = {@) + {1 — a) e que {a} N (1 — a) = {0}.

Mostre que um anet comutativo com unidade A é anel de integridade se, e
somente se, {0} é primo.

Dé exemplos de ideais primos e ndo maximais.
Seja @ # 0 um numero inteiro. Prove que {a} é primo se, e somente se, a € primo.

Se f é um ideal no anel A e se P é um ideal primo em /, entdo P é um ideal
em A. Prove.

Mostre que todo ideal primo P # (0) em Z & maximal.

Mostre que é maximal em A = ¥ o ideal M= {f € A | f(1} = O}.

Seja A o subanel de R formado pelas fungdes infinitamente derivaveis. Seja
1, o subconjunto de A constituido pelas funcdes f tais que todas as suas
derivadas, até a de ordem n, se anulam em 0, ou seja:

J ={fEA|D(0)=0Yk O < k=n}

Mostre que J, & um ideal de A.
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v-6 ANEIS QUOCIENTES

Seja ! um ideal em um anel comutativo A. Conforme ja vimos (secao 16),/ é
um subanel de A e, portantg, um subgrupo do grupo aditive A. E como esse grupo
¢ comutativo, entdo / é um subgrupo normal de (A, +). Logo, tem sentido conside-
rar o grupo queciente A/l cujos elementos sao as classes laterais a + f{a € A) e
cuja adigdo € definida por (@ + 1) + (b + 1) = {a + b) + {a, b € A). Lembremos
gue o elemento neutro de A/l é a classe 0 + [ =1 e que o elemento oposto de
uma classe @ + 1 € a classe (—a) + L. A proposicao que segue mostra que o grupo
A/t pode se converter em um anel de uma maneira muitc natural.

Proposicae 25: Seja / um ideal em um anel comutativo A. Considerando-se |
como subgrupo normal de A, entido o grupo quociente A/f torna-se um anel comu-
tative definindo-se a multiplicacao em A/f assim:

@+ N+ =lab) +!

Demonstracdo: Primeiro é preciso demonstrar que essa multiplicacao esta bem
definida, ou seja, que nao depende dos elementos de A usados na representacdo das
classes. Para isso, suponhamos a,+ [ = a,+ f e by + [ = b, + ! e mostremos que

01b1 + |'l: 02b2 + .'l

De a,+ | = a,+ i segue que a,— a; € | e, analogamente, de b, + I =b, +/
segue que b,— b, € I Portanto, levando-se em conta que { é um ideal em A:

b](d] - az) = |ll e az(bl - bz) e |‘

Logo:

Isso significa que a,b, + = a,b;, + |, como queriamos mostrar.

Falta provar as propriedades da multiplicagdo necessarias para completar a es-
trutura de anel comutativo em A/l. Dado que o raciocinio € o mesmo sempre, Nos

ateremos a demonstrar a distributividade da multiplicagdo em relagao a adigao.
Para isso, sejam a, b, ¢ € A. Entéo:

@+ nib++c+l=la+Nlb+cy+N=1lalb+l+1={ab+ac)+ 1=
={ab+ N+lac+hH=la@a+Nb++a+Dc+)#

Contra-exernplo 7: Se A possui unidade e J é um ideal em A, entdo o anel quocien-
te A/f também possui: é a classe 1 + J (1 = unidade de A). De fato, (@ + J}(1 + J) =
=a-1+d=a+l

Mas A/J nao é necessariamente um anel de integridade quando A é um anel
de integridade. Para mostrar isso, consideremos o anel de integridade 7 e o ideal
J = {6) nesse anel. As classes 2 + J e 3 + J sao diferentes do zero do anel quo-
Ciente, que é a classe 0 + J = J. De fato, se, por exemplo, 2 + J = J, entdo 2 € J,
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o gue nao ocorre. No entanto, {2 + )3 + f) =6 + J=J,umavez que 6 € J.Ou
seja, 2 + J e 3 + J sdo divisores proprios do zero em Z/J.

Proposi¢do 26: Sejam A um anel de comutativo com unidade e J um ideal
em A. Entao: (i) J é um ideal primo se, e somente se, A/J é um anel de integridade;
(ii) J € um ideal maximal se, e somente se, A/J é um corpo.

Demonstracdo:

(i)

(—) Basta provar que A/J ndo possui divisores proprios do zero. Para iss0, sejam
a+ib+JEANSe(a+ Hb+S)=ab+ S=J{zerodo anel quociente), entdo
ab € J e, como J é primo, entdo a € J ou b € J. Mas isso significa que a + J =
ou b + J = J(zero do anel quociente A/J). Portanto, A/ ndo passui divisores pro-
prios do zero, como queriamos demonstrar.

(<) Sejam a, b € A tais que ab € J.Eméo ab + J = (a + )b + J} = J (zero de
A1) Mas, como A/J é, por hipdtese, um anel de integridade e, portanto, nao possui
divisores préprios do zero, entac a + J = fou b + f=J ou seja, a € Jou b & L Por-
tanto, J € um ideal primo,

(ii)

(—) Basta provar que todo elemento a + J # J é inversivel. Dessa desigualdade
seque que a & J e, portanto, {a) + J = A.Entdo a unidade de A pode ser ascrita as-
sim: 1 = ab + m, para algum b € A e aigum m € J.Dai, 1 — ab=m € J ¢ portanto:

14+ t=(@b)+Ji=(@+ b+ )

0 que mostra que b + J é o inverso de @ + / no anel quociente A/J.

(<) Sendo A/J um corpo, entdo J # A.De fato, se J = A, entao A/J = {Jleisso é
incompativel com a hipétese de A/J ser um corpo. Falta provar que o Unico ideal que
contém J propriamente é A. Para tanto, denotemos por K um ideal em A tal que K2 J
e K # J e consideremos um elemento a € K — J.Como a & J,entdo g + J # J, ou
seja, a + J & um elemento nao nulo de A/J e, portanto, tem um inverso b + Jno anel.
Dai, {a + J)(b + J) = 1 + J, igualdade que tem como conseqgiiéncia que ab — 1 € 4
togo,ab — 1 € K e,como a € K, entdo 1 € K. Dessa relacao segue que K = A. Ou se-
ja, o Unico ideal que contém J propriamente € A e, portanto, J & maximal. #

Proposicdo 27: Seja I um ideal em um anel comutativo A e consideremos 2
aplicacdo : A — A/l assim definida: pu{a) = a + 1, para cada a € A. Entao p. € um
homomorfismo sobrejetor de anéis cujo nicleo e /.

Demonstracdo:

Se a, b € A, entdo:

spla+b=la+b)+i=(a+h+ (b + 1) = pia) + pibk

« wiab) = (ab) + 1 ={a + b+ 1) = pla) pib)

o que demonstra que . ¢ um homomorfismo.
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Ademais, se y € A/l entdo y = a + |, para algum a € A. Tomando-se x = q,
entao L {x) = p{a) = a + i = y. Com isso fica demonstrade que . é schrejetora,
Por outro lado, se a € A, entao:
a € Ker{f) se,esomente se, L@ =a+i=1
se, e somente se, g € [
De onde, Ker(f) = I, como queriamos provar. #

Definigao 20: Seja f um ideal em um anel comutativo A. Entao o homomarfis-
mo . A — A/l introduzido na proposicio anterior e definido por (g} = g + |, para
cada a € A, é chamado homomorfismo candnico de A sobre A/l

Proposi¢ao 28 (teorema do homomorfismo para anéis): Seja f: A — B um ho-
momorfismo sobrejetor de anéis. Se | = Ker(f), entdo o anel quociente A/ € iso-
morfo a 8.

Demonstracdo: O primeiro passo é descobrir um isomerfismo, digamos, de A/
em 8. Como um elemento genérico de A/! é do tipo a + ! (a € A) e um elemen-
to genérico de B do tipo fla)la € A), pois f € sobrejetor, o bom senso recomen-
da que se experimente a correspondéncia

a+1— fla).
E trata-se efetivamente de uma aplicacao, inclusive injetora, pois:
a+i=b+1seesomentese,ag—beEL
se, e somente se, fla — b) = 0 (zero de B);
se, e somente se, fla) — flb}=0;
se, e somente se, fl(a) = F(b).

Chamando-se essa aplicacio de o, entdo, para qualquer a € A, wla + 1) = fla).
Mostremos agora que o € um homoamorfismo de anéis.

coflag+f+b+M=clla+tb) +N=Ffla+b=Ffla+ flB)=vla+ )+
Logb+ 1y '

s alla+ Nb + 1) = allab) + 1) = flab) = fla)fb) = alag + Holb + 1),

Deixamas como exercicio a demonstracio de que o é sobrejetora. #

Seja f: A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis e denotemos por / ¢ nu-
cleo de f. Consideremos ainda o anel quociente A/l, o horomorfismo candnico
LA — A/l e 0 homomorfismo o: A/l — B, introduzido na proposicac anterior, O
diagrama de anéis e homomorfismos

A d » B
Afl
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sugere a possibilidade de uma fatoracao de f através de A/l. Efetivamente isso
ocorre, pois, para qualquer a € A:
(0 o wia) = o) =cla+1) = fla)

e, portanto:
f=cop

Exemplo 53: Consideremos um inteiro m > 1. Como ja vimos {exemplo 25), a
aplicagdo p,,: Z — Z,, definida por p.(r) = r, para cada r € Z, é um homomofismo
sobrejetor de anéis. Vimos também (exemplo 29) que N(p,) = {0, +m, +2m, .} ={m}.

Portanto, Z/{m) = Z,,,
12 4

Exemplo 54: Consideremos a correspondéncia Z ., — Z 4 definida como:a — a,

12 4
em que a e a sao, respectivamente, as classes de restos mddulo 12 e 4, determi-

nada por a € Z. Essa correspondéncia pode ser assim visualizada:

24 244 244
0—0 4—-2=0 § - B8=0
2 4 124 4 24 4
1 -1 5 —>5=1 9= 0=1
12 4 24 4 a2 4 4
2 2 6 = 6=2 10 - 10=2
12 4 24 4 12 a4
33 7 >7=3 11—-1=3

Mostraremos que essa correspondéncia, na verdade, € um homomorfismo so-
12

brejetor de angis, gue seu nucleo é /= (4) e que, portanto, 7 ,,/1 é isomorfo a Z,,.

Primeiramente mostremos que a correspondéncia dada é uma aplicagdo. De
1212 a4
fato,se @ = b, entdo 12 | (a — b) e, portanto, 4 | (@ — b); logo, @ = b, Seja f o no-

me dessa aplicacao. Entao:

ERRF 2 4 4 o4 w2
- fla+b=Ffla+by=a+b=a+ b= fla) + flb);
212 12 4 a4 2 0
s fla b) = flab) = ab = a b= fla) f{b);

+ f é sobrejetora pela prépria maneira como é definida.

Entao f é um homomorfismo sobrejetor de anéis.
12 4 4
Por outro lado, a € Ker(f) se, e somente se, a = 0;

se, & somente se, 4 | a.

22u B
Portanto, f = Ker(f) = {0, 4, 8} = (4).De onde, Z,,/I = Z,, como queriamos

mostrar.
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Exercicios —l

127. Construa as tabuas do anel quociente A/{ nos seguintes casos:
a) A=Zel=(2}
byA=Zel=(4
A A=Zel={m
d) A é um anel qualquer e | = (0}
e) A é um anel qualquere / = A
flA=7,xZ7el=F,x27
QN A=Z,el=(2)
h) A =74 e /= N{A) = conjuntos dos elementos nilpotentes de A

128. Construa as tdbuas dos seguintes anéis quocientes: Z4/(3) e (Z, x Z5)/(1, 0.
129. Prove que 27 x 37 é um ideal em Z x Z. Determine; (7 x Z}/{27 x 3Z).

130. Quais sao os possiveis anéis quocientes no corpo R dos nameros reais?
Sugestdo: Lembrar da proposicao 21.

131. Mostre que, se A possui unidade, entdo A/l também possui.

132. Mostre que a + ! € A/l é inversivel {(supondo A com unidade) se, e somente
se,dre Ademodoquea-r—1€ 1

{—) Suponhamos que o inversc de @ + i seja r + [ Entdo, (@ + 1}{r + 1) =1 + /; dai,

ar + 1 =1+ le portanto,ar — 1 € /.
() Seexisterc Atalquear — 1 Efentdicart I={a+Nr+N=1+1leag+{

& inversivel. u

133. D& um exemplo de anel de integridade A e de ideal / em A tal que A// nao
é de integridade.
Resolva o mesmo exercicio quando A é um corpo.

134. Sendo / o ideal constituido pelos elementos nilpotentes de um anel A, mostre
gue / € o Unico elemento nilpotente de A/l

Seja @ = a + 1 um elemento nilpctente de A/ Temos:
dneN|@=0=a"=0=0"E/=3I3meN |(@)"=0=a""=0=
=gcl=ad=a+ =1 m
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135. Dado o homomorfismo f: Z — Z 4 definido por f(im) = m:

a) construa o nucleo de f;
b) determine o homomorfismo canbnico de 7 em Z/N(f).

136. Seja A um anel comutativo e n, n > 0, um numero natural dado.

a) Prove K, ={n-a | a € A} é um ideal em A.
b) Prove que a caracteristica de A/K, divide n.

I 137. Seja § um conjunto nao vazic e A um anel comutative.

| a) Mostre que A={f|f:S — A} é um anel comutativo para as operacoes

' definidas por (£ + g)(x) = F(x) + glx) e (fg) () = F()g(x), V£, g E A e
¥xe s

b) Para um elemento s € S, seja /; = {f € AS | £(s) = 0}, mostre que I é um
ideal maximal em A®,

Nota: O anet A° é chamado anel das fungdes de S em A.

138. Seja / um ideal em um anel comutativo A. Mostre que A/ tem unidade se, e
somente se, existe e € A tal que ae — a € I, qualquer que seja a € A.

|| Exercicio compiementar

C9. Seja A um anel. Sejam / e J ideais em A tais que J C 1. Mostre que existe um
homomorfismo de anéis f: A/J— A/ique levaa +Jema +/a €A

V-7 ORDEM EM UM ANEL DE INTEGRIDADE

20. ANEIS DE INTEGRIDADE ORDENADOS

A relacio de ordem usual no conjunto 7 dos inteiros é “‘compativel” com as
operacdes de 7 no sentido de que sdo verdadeiras as propriedades "se a < b,
entioa+c=b+ c"e’sea=<bec =0, entio ac < bc’ Essa compatibilidade
nao ocorre, por exemplo, quando se considera Z ordenado pela relacdo de di-
visibilidade. De fato, embora se verifique no que se refere & multiplicagao, o mesmo
ndo acontece quanto a adigao, pois, por exemplo, 3 divide 6, mas 3 + 2=5 nao
divide 6 + 2 = 8. A definigao que segue tem por objetivo postular as condiges
que devem caracterizar a “compatibilidade” de uma relacéo de ordem com as ope-
racdes de um anel.
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Definigde 21: Consideremos um par ordenado constituido de um anel de
integridade (A, +, -} e uma relacdo de ordem total = sobre A. Nessas condi¢des,
diz-se que (A, +, -, =) € um anel de integridade ordenado quando os seguintes
axiomas se cumprem:

{C,) Quaisquer que sejam a, b,c € A sea=b,entioa+ c< b + ¢

{0;) Quaisquer que sejam a, b, c € A,se a = b e 0 = ¢, entdo ac = bc.

+ Em varias proposicdes a serem demonstradas, a hipotese de que A é um
anel de integridade poderia ser substituida por uma mais geral (anel comutativo
com unidade, por exemplo). Mas, visando as situacbes mais importantes, € para
nao picar muito o raciocinio, as proposicbes serdo sempre enunciadas para anéis
de integridade.

« Os axiomas O, e O, caracterizam, respectivamente, 0 que se entende por
compatibilidade da relagdc de ordem com a adi¢do e com a multiplicacdo.

+ Vale observar ainda que, embora, pela definicdo dada, um anel de integri-
dade ordenado seja um sistema (A, +, -, <), que obedece a5 imposicdes da definigdo
21, muitas vezes, subentendidas as operacdes e a relagao de ordem, e para simpli-
ficar a linguagem, usaremos expressdes como “o anel de integridade ordenado A}
“seja A um anel de integridade ordenado’ ou mesmo, apenas, “anel ordenado” para
designar esse nove objeto matematico.

Exemplo 55: Os anéis de integridade Z, U e R sdo anéis de integridade ordena-
dos no gque se refere a ordem usual =,

21. PROPRIEDADES IMEDIATAS DE UM ANEL DE INTEGRIDADE
ORDENADO

Nas consideragbes que seguem usaremos, como € praxe, as seguintes notagdes:

a = b para indicar que b = g;

a < b paraindicarguea=bea # b

a > b para indicar que b < a,

Proposicao 29: Em um anel ordenado {ou seja, anel de integridade ordenado),
$30 equivalentes as afirmacdes: (i) a << b; (i) g — b =< 0; (jii) —b = —a.

Demonstracdio:

(i} = (i) Devido a (0,),de a =< bseque que a + (—b) = b + {—b). Portanto,a — b < 0.

(i} — {iii) Por hip6tese a — b = 0.Dessa relacdo seque,devido a {O,),que {a — b) +
(~a) = 0 + (~a). De onde, —b = —a.

(i) — (i) Para a demonstracao, neste caso, & s6 somar (a + b) a cada um dos
Membros de —b < —a, o que é permitido, mais uma vez, por {Q,). #

Proposicao 30: Seja A um anel ordenado. Entéo, para quaisquer a, b, ¢ € A:
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il Sea+c=b+c¢entdoa= b.
(i) @ < b se, e somente se, g + € < b+

Demonstracéo:

{i) Da hipétese, a + ¢ < b + ¢, segue, devido a (0,), que {a + ¢} + (- = b +
+ 0+ (—c.Entaioa + [c + {(—al < b + [c + ()] e portanto,a + 0 < b + 0.
De onde, g = b.

(ii)

{—) Por hipétese, a < b, ou seja, g = b e a # b. Entao, devido ao axioma {O;),
a+ c= b+ c. Como ndo se pode ter a + ¢ = b + ¢, pois isso acarretaria a = b,
entdoa+c<b+c

() Por hipétese,a + c << b+ c.EMaoa+c= b+ cea+ c# b+ cMasde
a + ¢ = b+ ¢ decorre, como vimos em (i}, que @ = b. Como nao se pode tera = b,
pois essa igualdade acarretaria g + ¢ = b + ¢, 0 que contraria a hipdtese, entdo @ < b. #

Corolario: Num anel ordenado, sdo equivalentes as afirmagdes: (i) a << b;
(i) a — b < 0; {iii) —b < —a. Em particular so equivalentes as condi¢des: (a) 0 < q;
{b) —a << Q.

A demonstracio sera deixada como exercicio. O raciocinio € o mesmo usado
na demonstracio da proposicdo 29, o que € licito fazer devido a parte (i) da pro-
posicdo anterior. #

Proposicao 31: Sejam a, b, ¢ elementos de um anel ordenado. Entao: a << ¢ sem-
preque(lasbeb<clila<beb=couliija<beb<c

Demonstracdo: Demonstraremos essa proposicao apenas no caso da hipotese
{iit}. Nos demais casos, a demonstracdo € andloga.

Por hipdtese, g = b,a # be b = ¢, b # ¢ Entdo, devido a transitividade da re-
lacao de ordem; @ = ¢. Suponhamos que se pudesse tera = c.Entdocsbeb=c
e, portanto, como a relacdo de ordem goza da propriedade anti-simétrica, b= ¢, 0
que é absurdo. logo, a == cea # ¢, ou seja, a < ¢. #

Exemplo 56; Mostrar que em um anel ordenado A nao pode ocorrer nenhuma
das sequintes situagoes: (a) g, = b, e by < ay;(b)a; < b, e b, = a,.

De fato, tanto no primeiro caso como no segundo teriamaos, como conseqiién-
cia, que a; < a,, o que é impossivel.

Proposicio 32: (“adicao de desigualdades”): Seja A um anel ordenado. Se a.,
Ay G by by b, EAea; = b (i=1,2, ., mn = 1), entdo:

a +a,+.+a,sb+tb+.+b,
Se, ademais, a, < b,, para algum indice r (1 = r =< n), entao:

a,+a;+ ..+ta,<b +b,+..+0b,
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Em particular, sea= b (a << b) e n é uminteiro = l,entdon-a<n-bp-a<
< n-b)

Demonstracdo: Faremos a demonstracio para n = 2. No caso geral, procede-
se por indugao sobre n, estendendo-se o raciocinio que sera feito aqui.

Por hipdtese, a; < by e a, < b,. Somando-se a, aos dois membros de a,=< b,
e by aos dois membros de a, < b,, 0 que é permitido por (3,), obtém-se as
desigualdades a, + a, < b, + g, e a, + b, < b, + b,. Entao, devido a transi-
tividade da relagdo de ordem: g, + a, < b, + b,.

Suponhamos que, por exemplo, a, < b, e a, < b,. Entdo, devido ac resultado
que acabamaos de demonstrar, valido neste caso, pois a, < by e a, # by a, + a, =
- by + b, Mas de g, < b, decorre que a, + a, < a, + b,. Assim,se a, + a, =
= b, + by entdo by, + by, < a, + b, e portanto, b, < g,, 0 que nhao é possivel,
pois, por hipdtese, a, < by.Logo, a, + a, # b, + b, e, por conseqiiéndia, a, + a, <
< by + by #F

P

!

Proposicio 33: Se a < b e 0 = ¢ entdo ac = bc, Mais: ac = be se, e somente
se, ¢ = 0 e, portanto, ac << be, sempre que ¢ > Q.

Demonstragdio: Como a < b,entdo a = b.C axioma (O,) garante entdo que ac = bc.

Suponhamaos ac = be. Entdo ac — be = 0 g, portanto, (@ — b)c = 0. Como estamos
num anel de integridade e a # b, entdo ¢ = 0. Por outro lado, é imediato que, se
¢ =0, entdo, ac = be, #

Corolario: Se g << b e ¢ = 0, entdo bec < gc. Mais: ac = be se, e somente se,c=0
e, portanto, bc << ac sempre que ¢ < 0.

Demonstra¢do: Como ¢ =< 0, entdo 0 = —c¢. A proposicao anterior garante en-
tdo que a{—c) = b(—c), ou seja, que —(ac) = —(bc). Mas entdo, em virtude da pro-
posicao 29, be < ac. Para justificar a segunda parte, o raciocinio é analogo ao usado
na demonstracao anterior, #

Proposicao 34 (regra de sinais): Num anel ordenado, ab = 0 se, e somente se,
>0eb>00uag<0eb < 0.{stoé ab > 0 se e somente se,ae b témo
“mesmo sinal”. )

Demonstracdo:

{—) Da hipétese, ab > 0, decorre que ab # 0 e, portanto, a = 0 e b # 0. Su-
Ponhamos, por redugdo ao absurdo, que @ > 0 e b < 0, ou seja, que a e b tives-
sem “sinais contrdrios”. Entao —b > 0 e, portanto, a{—b) > 0 - (—b). Mas dessa
desigualdade decorre que ~(ab) > 0. Adicionando-se essa Ultima desigualdade
com ab = ¢ (hipotese), obtém-se ab + [—(ab)] = D ou Q = 0,0 que é impossivel.
De maneira analoga se mostra a impossibilidade dea < 0e b > 0.Entdio a e b
tém o mesmo sinal sempre que agb > G, como queriamos provar.
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{«) Faremos a demonstracdo apenas para o caso emque a < 0 e b < 0.Des-

sa hipotese segue que ¢ < —ae 0 < —b. Entio, devido a proposicao 33,{(—b) - 0 <
i4 (—a)(—b), ou seja, 0 < ab ou ab > 0. #

| Proposicao 35: a> = 0 e a* = 0 se, e somente se, a = 0. {Portanto, a? > 0se
g+ 0)

Demonstragdo: Como A é totalmente ordenado, entao 0 = aoua= 0Nopr
meiro caso, multiplicando-se ambos os membros da primeira dessas desigualdades
por a, o que € permitido por (0}, obtém-se 0 - g = aa, ou seja, 0 < a2 De onde,
a2 = 0. No sequndo caso, os dois membros da segunda desigualdade podem ser
multiplicados por —a = 0, com © seguinte resultado:a(—a) < 0 - [~ a).Dai, —a* <0
e, portanto, a* = 0.

Se g2 = aa = 0, entdo a = 0, porque estamos num anel de integridade. Por
outro lado, & 6bvio que, se a = 0, entdo a* = 0. #

Corolario 1: Se 1 indica a unidade de um anel ordenado A e 0 o zero desse
anel, entdo 1 > 0.

Demonstracdo: Como 1 = 1.1 = 17, entdo 1= 0.Mas, como 1# 0, entdo 1 >0.#

Corolario 2: Seja A um anel ordenado. Se a;, ay, ... 4, € A, entao al+a’+ .
+ a,2 = 0.E se g, # 0, para algum indice r (1 = r < n), entdo a’+a’+ .+
+ a2 >0

A proposicao 35 garante que: a,? = 0,a,” = 0, .., a2 = 0. Isso posto, a pro-
posicio 32 garante que @, + a,2 + .. + a,” = 0.5e a, # 0, entao a? > 0, devido
3 proposicio anterior. Mas, neste caso, ainda devido a proposicdo 32, a2+ al+
+.ta’t>0#

Exemplo 57: O conjunto dos elementos de um anei de integridade ordenado A
nao tem minimo. Suponhamos que A possuisse minimo e o indiquemos por m,. Lem-
bremos que esse elemento teria de gozar da seguinte propriedade:m, € Ae m, < X,
qualquer que seja x € A. Como, porém, 0 << 1, entao, somando-se m, — 1 a ambos
os membros dessa desigualdade:

m,— 1 <{mg— 1) +1

Logo, m, — 1 < m,, ¢ que é contraditério, pois (m, — 1) e A

Proposigio 36: A caracteristica de um anel de integridade ordenado é zero.

Demonstracdo: Seja A o anel. Entdo, como j& vimos, 1, > 0,. A proposicao 32
aplicada a essa desigualdade, considerada duas vezes, leva a

1, +1,> 0, + 0,4
ou 2 -1, > 0,.A aplicagéo de novo da proposicdo citada, agora para esta ultima
desigualdade e para 1, > 0y, leva a
3.1,> 0,
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E assim por diante. Portanto, qualquer que seja o inteiro n > 0

nely>0,

Entdon -1, # 0, ,se n > 0, o que tem como conseqliéncia que c{A) = 0, como
queriamos provar. #

Corolario: Se (A, +, +) é um anel de integridade finito, entao nenhuma relacio
de ordem sobre A é compativel com as operagées do anel. Em outras palavras, nao
ha como ordenar o anel A,

A demonstragdo € imediata. E 56 fembrar que a caracteristica de um anel fini-
to é maior que zero. #

22, ANEIS DE INTEGRIDADE BEM ORDENADOS

Definicdo 22: Seja A um anel de integridade ordenado. Entdo os elementos
de P={x € A{ x = 0} sao chamados elementos positivos do anel. Se todo sub-
conjunte de P (com a relagdo de ordem induzida pela de A) possui minimo, entio
se diz que A € um anel de integridade bem ordenado ou, para simplificar, anef bem
ordenado.

Exemplo 58: O anel Z dos nimeros inteiros é bem ordenado como nos asse-
gura o principio do menor numero inteiro,

Contra-exemplo 8: O anel dos nameros reais, com a ordem usual, n&o é bem
ordenado. De fato, qualquer que sejag s /=10,1], a/2 Ele a/2 < a.

Proposicao 37: Seja A um anel bem ordenado. Entdo A ndo possui nenhum
elemento x tat que 0 < x < 1,

Demonstracao: Se o conjunto L = {x € A| 0 < x < 1} nio fosse vazio, entdo
possuiria minimo, pois L C P. Se a indica esse minimo, entdo ¢ < a < 1. Multipli-
cando-se 0s termos dessas desigualdades por a:

0<a’<a
Come a < 1, entio;
0<a<a<i

Essas relagoes mostram que o € [ e @> < a, 0 que & absurdo, #

Definicdo 23: Um anel de integridade ordenado A se diz arquimediano se,
qualquer que seja a € A, existe um nimero natural n > 0 tal que n -1, > a.

Proposigio 38: Todo anel de integridade bem ordenado é arquimediano.

Demonstracdo: Suponhamos que um anel bem ordenado A nao fosse arqui-
Mediano. Ento, para algum a € 4, n - 1, = g, ndo imparta qual o nitmero natural

7> 0.SejaLl={a — n-1,|n € N*. Devido a suposicio feita, todo elemento de L
€ positivo, e como A é bem ordenado, L possui um minimo. Seja g — r -1, esse
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minimo e observemos o elementa g — {r + 1) -1, que também pertence a L. Co-
mo 14 = 0y entdor-1u+ 15> rel, + 040U seja, (r + 1) Va =T 1, Dai, —{r +
4 1) -1, < —r-1yeportantoa+ [+ N-1l<at+ = 1)1, Transformando-
se as adicdes em subtragdes, chegaseag—(r+ N)-ly<a—r +1,,0 que € iIMmpos-
sfvel, uma vez que a — (r+ N1, ELea—1-1, & o minimo de L. Isso prova qué
A é arquimediano. #

Contra-exemplo 9: Um anel pode ser arquimediano sem ser bem ordenado. E o
caso, por exemplo, do anel R dos nimeros reais, pelo fato de que n .1=nedeque
sempre ha um ndumero natural maior que qualguer nimero real dado.

23. CORPOS ORDENADOS

Seja K um corpo. Entao K é urn anel de integridade e, como tal, pode se tratar
de um anel ordenado. Neste caso, diz-se que K é um corpo ordenado.

Exemplo 59: Os corpos O e R sao corpos ordenados, como ja observamos ante-
riormente. '

Contra-exemplo 10: Mostraremos a seguir que Nao ha nenhuma relacéo de
ordem total sobre C compativel com as operacdes que transformam esse conjun-
to no corpo dos numeros complexos.

De fato, suponhamos que C fosse um corpo ordenado. Como conseqiiéncia des-
sa suposicao teriamaos, em particular, 2= —1>0e1l>0.Da primeira dessas desi-
gualdades segue que 1 < 0 ¢ da segunda que 0 < 1.Dai,1 < 1e portanto,1 # 1.0
que ¢ impossivel. Portanto, nao ha como transformar o corpo © num corpo ordenado.

Proposigao 39: Sejam @, b elementos arbitrarios de um corpo ordenado K. In-
dicando-se o zero e a unidade desse corpo respectivamente por 0 e 1, tem-sé:
(i) Se a > 0,entdo a~ !> 0,esea =<0, entio a ' <0
i) Sed < a<1,entdo 1 < al,esel<aendoDd< al<1.
(iii) Se b > a > 0, entdo bt <a
(iv) Sea < b < 0,entao b™' < a'<0.

Demonstragdo:

(i) Comoa > 0O,entdoa # 08, portanto, a '# 0, pois aa” ' = 1.logo, @ P >0
Multiplicando-se ambos 05 membros da desigualdade a > 0 (hip6tese) por "
obtém-se:

@Wa>@V-o0
desigualdade equivalente a al>0.

Deixamos a demonstracéo da sequnda parte como exercicio,

(i) Como a = 0, entao a~' > 0, pelo que acabamos de demonstrar. Assim,
multiplicando-se cada termo de 0 < a < 1 por a":

0<t1<a

G- 276 €2



Deixamos a demonstragdo da segunda parte como exercicio.

(i) Sendoa > 0eb > 0,entdoa ' > 0e b’ > 0e portanto,a 'b~' > 0.Mul-
tiplicando-se cada termo de b > a > 0 por a 'b™ ', obtém-se a~' > b™' > 0.

(ivyComoa<0Oeb<0ention' <0eb '<0e portanto,a 'b~" > 0.
Multiplicando-se cadatermode a<b < Qpora 'b ', obtém-se b ' < a ' < 0. #

Propasiciao 40: Sejam a e b efementos de um corpe ordenado K. Se a < b,
entdo o corpo K possui um elemento ¢ tal que g << ¢ < b.

Demonstracdo: Comeo a < b,entdioa+a<a+boua-1y+a-1,<a+ b,
ou, ainda, a2 - 1) < a + b. Analogamente, depois de se somar b a cada um dos
termos de g <I b, obtém-se a + b <X b(2 - 1,}. Portanto:

a2ty <a+b<b2-1)

Mas, como ja vimos (proposicao 36), 2 - 1, > 0, e, portanto, (2 - 17" > 0.
Multiplicando-se cada termo de a(2 - 1) < g+ b< b(2 -1} por (2 + 1,07, 0 que
néo altera o sentido das desigualdades, pois (2 - 1) 1 = 0, obtém-se:

a<(@+bH2-107"<b

Entdo o elemento ¢ = (@ + b) (2 - 1) ", que nos corpos Q@ e R é a média arit-
mética de a e b, pertence a K e esté entre a e b (estritamente). #

Corolario: Nenhum corpo ordenado é um anel bem ordenado.

Demonstragdo: Seja K um corpo ordenado e consideremos o seguinte subcon-
junto de K:L = {x € K| x = 04}. Se P indica o conjunto dos elementos positivos de
K, entdc obviamente L C P. Mas, qualquer que seja g € L (por exemplo a = 1), a
proposicde nos assegura que Oy << a2 - 1K)_1 << a, e, portanto, L nao tem minimo.
De onde K ndo é bem ordenado, como queriamos provar. #

Exercicios

139, Sejam q, b, ¢, d elementos de um anel ordenade A. Prove que:

a) b > 0 se, e somente se,a > a — b.

b) Seab > 0eb = 0, entic o > 0.

c} a+ b = qase e somente se, b = 0.

d} a + b > a se, e somente se, b > 0,

e) Sea = bec < 0 entdo ac < bc.

f) Seab > 0eb < 0,entaoa < 0.
Sea>b>0ec>d> 0 entio ac > bd > 0.
Sea>bec>d entioac + bd > ad + bc.

0 a? + b? = 2ab.

J} Sea#0oub =0 entdaod +ab+ b2 > 0.
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a) (—)Como b > 0,entdo —b<<Qoul = —b. Somando-se a a cada um dos mem-
bros desta ultima desigualdade:a > a — b.

h Comoa>bec>d,entéoa—b>0ec—d>0‘Assim,{a—b](c—d)>0e,
portanto, ac - ad — bc + bd > 0. De onde, ac + bd = ad + bt

j) Sea=0eb# 0,entaoa’ + ab + b2 = b? = 0, pois b # 0.0 raciocinio é andlogo
noOs €asos em que a * Deb=0.Sea>0eb>GCentioa?>0b%>0eabh>0.
Portanto, a2 + b2 + ab > 0.Quando a < 0 e b < 0, a demonstracao é andloga.
Suponhamos agora que a e b tenham “sinais” diferentes. Entao ab < 0 e, portanto,
—{ab) = 0.Como, porém, a® + b2 + ab=(d + by + [—{ab)], em que (a + b2 =0
e [ (ab)] > 0,entaoc a® + b2 + ab = 0. |

140. Prove, por inducdo, que:

a) Se a > 0,entdoa” > 0({n € N).

b) Se a < 0, entdo a°" > 0 (n € N).

¢ Sea < 0entaog® ' ' < 0(nEN)

d) Se b > g > 0, entdo b" >a"n >0

o Sen=0entioa’ ' =a < 0e portanto, a prepriedade vale para n = 0.5ejar
um nimero natural e suponhamos que a% ' < 0.Entdo g?¢ "V Tt =a’t ! at <
< 0, uma vez que a?* * 1< 0, pela hipétese de indugdo, e a® >0, poisa # 0. I

141. Sejam a, b elementos de um anel ordenado. Prove que:
a) b>a se e somente se, b > a’.
b) @ = b> se, e somente se,a = b.
¢) As propriedades a) e b) valem também para a’ e b°? Prove ou contra-.
exemplifique.

142. Seja K um corpo ordenado. Se a é um elemento positivo de K, demonstre
que, qualquer que seja o inteiro n = 0, (@ + 1)=n-a+1

Como (@ + 1,)° = 1, € 0 - @ + 1 = 1y, a propriedade vale para n =0.Sejar = 0um
inteiro e suponhamos que (@ + 1) =r-a + 1y Considerando-se que a € positivo
e que, desse modo, a + 1, > 0, entdo {a + 1,000 ta)y = {r-a+ 130, +a)ou seja,
@+1y*'=tratlta=r-atir-aa+ ,ta=F+Nra+ir-aatix
Mas, como a = 0,entdo r - 0 = 0 e, assim, (r - ala = 0.5omando-se r+ 1) - @ + 1, 2
ambos os membros da Gltima desigualdade, obtém-se (r + 1) < @ + 1 + (r - ala =
= +1)-a+1.Portanto @ + 1) T+ e+ o
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143. Seja A um anel ordenado. Demonstre que A é arquimediano se, e somente se,
para qualquer a = 1, e qualquer b, existe n € N tal que n - a > b.

144, 5ejam a, b elementos de um corpo arquimediano K. Demonstre que:
a) Se a > 1y, entdo existe n € N tal que a” > b.
b) Se a > 1, e b é positivo, entdo existe n € N tal que g " < b.

a) Comoa > 1, entao g — 1, é positivo. Logo, devido ao exercicio 142 anterior, (a —
gkt W"=mla— 1)+ lkouam=m-a-m- 1, + 1, para qualquer
m = 0. Mas, como K € arquimediano, existen € Ntalquen-a> b+ n-1, — 1
oun-a—n-1;+ 1, >h
Portanto, a® = b, |

145. Seja A um anel bem ordenado. Prove que, qualquer que seja o inteiro n, o
conjunto{a €EA[n-1, <a<{n+ 1) -1,}évazio.

146. Seja A um anel bem ordenade. Demonstre que A= 7 - 1,.

- Resolugao
Seja @ € A. Como um anel bem ardenado é arquimediano, entio, para algum inteiro
n >0, tem-se i+ 1, > a Sendo r o menor numero natural estritamente positivo tal
quer-ly=afr—N-1y,<a<r-1,

Assim, como decorréncia de exercicio anterior, (r — 1) -1, =g e portanto,a €7 -1,. I

147, Seja A um anel. Se L é um subconjunto ndo vazio de A, definem-se L + [, L -

e —L da seguinte maneira:
L+it={x+y|xyethl-L={xy|xyelh-L={-x|xEL}

Isso posto, sefa A um anel de integridade. Demonstre que uma condigio ne-
cessdria e suficiente para que se possa definir uma relagio de ordem sobre
A, compativel com as operacdes desse anel, é que exista um subconjunto
ndovazio PCAtalque:(l P+ PC P P-PC P i} P U (—P) = A (i) P
N {~P) ={0,}.
Sugestdo: Se A é um anel ordenado, mostre que o conjurto P dos elementos
positivos do anel cumpre as condi¢des do enunciado. Para demonstrar a re-
Ciproca, defina < assim: x <y se y — x € P. Observe que os elementos po-
sitivos do anel serdo exatamente os elementos de P.

148, a) Sejam A um anel ordenado e K seu corpo de fracdes. Mostre que o conjunto

P={§ex|ab;>-o}
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cumpre as condi¢des (i), i), (i), (iv) do exercicio anterior e que, portanto,

a relagao < sobre K definida por E % se, & somente se, (i - % e p
faz de K um corpo ordenado.

Mostre que % = i se, e somente se, acb? = abd’.

Se g, b € A, prove que @ < b (em A) se, e somente se, 1 % (em K). (Por

isso se diz que a ordem definida em K € uma "extensao” da ordem do anel A)
Sugestdo:Como uma fragio pode ser representada de mais de uma maneira,

. . a
¢ preciso mostrar primeiro que, se r € Ker = e E entdoc — , 9 pse e so-

c a ¢ . -
mente se, p € P.Ora, de 5 =4 segue que ad = bc e, daj, multiplican-
do-se ambos 05 membros dessa igualdade por ac, que d*cd = abc’. Mas,
como a’ = 0 e ¢ = 0, entdo cd = 0 se, e somente se, ab = ¢
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CAPITULO VI

ANEIS DE POLINOMIOS

1. NOTA HISTORICA

Ao se iniciar o século XVI, o ponto alto das realizagbes matematicas ainda eram
as obras classicas gregas. Destas, certamente a mais conhecida e estudada eram os Fle-
mentos, de Euclides (c. século fll a.C.), embora outras a superassem em originalidade.

Ocorre que, das trés partes em que se poderia dividir a matematica da época,
geometria, aritmética e dlgebra, aquela em que os gregos do pericdo classico menos
se destacaram foi a algebra. Nesse campo, a linguagem algébrica, de que prescindiam,
era substituida, com éhvias desvantagens, pela linguagem geométrica.

E verdade gue posteriormente, no século Il ou lll de nossa era, um grego cha-
mado Diofanto introduziu simbolos para indicar a variavel e suas poténcias {até a
de expoente 6), porém esse passo inicial hio teve continuidade imediata.

Na primeira metade do século XVI, verificou-se um grande avanco no desenvol-
vimento da teoria das equagbes algébricas com a descoberta de formulas algébri-
€as para a resolucdo de equacdes de grau 3 e 4. Mas o raciocinio dos matematicos
Que conseguiram esses grandes feitos era ainda geométrico e a linguagem verbal.

Em 1591, o francés Fra ngais Viéte (1540-1603), em sua obra Introducdo & arte ana-
fitica (in arten analyticem isagoge), criou o calculo literal, ou seja, introduziu a lingua-
9em das férmulas na matematica. Pela primeira vez na histdria da matematica
tomouy-se possivel escrever genericamente, por exemplo, uma equacao do segqundo

- 81D



grau.No entanto, a notacao usada por Viéte, que consistia em representar por vogais
e consoantes maitsculas respectivamente as varidveis e as constantes, ndo vingou.
Porém representar constantes por letras, algo que hoje nos parece corriqueiro, foi
uma revolucdo na matematica.

O trabalho de Viéte teve continuidade com o também francés René Descartes
(1596-1650), um homem Cuja preocupagao intelectual maior era a filosofia, a servico
da qual colocou suas pesquisas matematicas. Sua tnica obra matematica, Geometria
{Géométrie), tinha por objetivo usar o potencial da algebra na resolugao de problemas
geométricos classicos. Entendendo que a geometria ctassicanao exercita o intelecto
sem cansar muito a imaginacao” e que a algebra renascentista que herdara subrmetia
as letras a regras tais que,“em vez de se transformar numa auténtica ciéndia, torna-se
uma arte confusa que obscurece a mente” Descartes procurou estabelecer uma vincu-
lagdo entre esses dois ramos da matemética que aproveitasse ‘o melhor da analise geo-
métrica e da algebra para corrigir 0s defeitos de uma pela outra” A publicagao dessa
obra representa 0 marco inicial da criacao da geometria analitica.

Para embasar seu trabalho, Descartes teve de dar contribuigbes proprias para
o desenvolvimento da algebra. E o caso, por exemplo, do principio de identidade de
polindmios (de que falaremos neste capituio),que possivelmente usou pela primeira
vez na historia da matematica. Diga-se de passagem, porém, gue nas contribuigbes
de Descartes & matemdtica nao se nota nenhuma preocupagdo com enunciados
o formalismos tedricos. Vale acrescentar ainda que tanto a moderna notagao algébri-
ca — o uso das letras x, y, z para indicar variaveis e @, b, ¢, ... para indicar constantes
ou parametros — coma a notagao exponencial para indicar poténcias foram introdu-
zidas por Descartes na obra citada.

Conceitos algébricos mais sutis, como, por exemplo, o de polinbmio irredutivel,
<6 seriam estudados cerca dois séculos e meio depois, na esteira das transformacdes
profundas pelas quais a dlgebra passou na primeira metade do século XIX.

2. CONSTRUCAO DO ANEL DE POLINOMIOS

No que segue, em todo este capitulo, indicaremos por A um anel de integrida-
de infinito. Eventualmente esse anel pode ser um corpo infinito, caso em gue sera
indicado por K. Os exemplos mais importantes de anéis de integridade infinitos
obviamente sao Z, @, R ou C. '

Uma funcdo f: A — A denomina-se funcdo polinomial sobre A se existem ele-
mentos dg, dy, ., @, €M A 1ais que, para todo x € A:

Fx) = ag + ax + @y’ + o+ ax

Quando se escreve f(x) como acima, com os expoentes da varidvel em ordem
crescente, a expressao do segundo membro sera referida como uma forma padrdo
para a fungao polinemial.
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Essa definicao suscita desde logo a seguinte questio: pode uma fun¢ao poli-
nomial ter mais do que uma forma padrao? Ou seja, pode outra seqiiéncia, by, by,
by .. by de elementos de A, definir a mesma fungéo polinomial £7 Isso significaria
a possibilidade de

fx)=by + bx + byx? + ..+ bx*
para todo x € A. Mostraremos que no presente caso (A anel de integridade infini-
10} iss0 nao é possivel. Ja levando em conta esse fato, poderemos nos permitir usar,
desde logo, a expressao polindmio sobre A com o mesmo sentido de “funcio poli-
nomial sobre A” De fato, a idéia de polinébmio como uma expressao formal do tipo
ag + ax + ax> + .+ ax’
em que x € um simbolo que pode representar um elemento do anel ou nao, pres-
supde a unicidade da seqiténcia a,, a,, ..., a,.

A adicdo de dois polindmios quaisquer, f e g, dados respectivamente por
fixy=ag + apx + a2 + ..+ ax egx)=by + byx + by + ..+ b,x, naturalmen-
te se enquadra no conceito de adicio de funcdes cujo contradominio € um anel:
a soma f + g é definida por (f + g}{x} = F0) + gix) = {a, + by) + {a; + b)x +
+ (g, + b,)x* + ... Convém observar que, ao escrever a expressao final, ja levamos em
conta as propriedades operatdrias de um anel. A expressdo obtida para (f + g){x)
mostra que f + g também & um polindmio sobre A. Isso posto, pode-se demonstrar
que o par formado pelo conjunto dos polindmios sobre A e a adigao assim introdu-
zida é um grupo abelianc. Aqui apenas destacaremos que o elemento neutro é a
funcio identicamente nula de A (que é uma fungao polinomial, chamada pofinémio
identicamente nulo, pois pode ser definidapor 0 + 0-x + 0- x> + ., em que 0
indica o zero do anel A) e que o simétrico aditivo de um polindmio £, com forma
padrao f(x) = ay + a.x + a;x° + .. + a,x', é o polinémio —f definido por (—f)(x) =
= —ay + (—ax + (—ax? + .. + (—a X"

Para introduzir a multiplicacdo de dois polindmios quaisquer, f e g, obviamente
vale também a observacdo anterior. Entao, mantidas as notagdes do paragrafe an-
terior, o produto fg é assim definido;

(£9)0) = F(x)g(x) = aghy + (agh, + a,bgx + (agh; + a;by + asb)x? + ... + (a,bx’ **

Também aqui, para obter a expressdo final utilizamos as propriedades algébri-
cas de A. Percebe-se, pela expressio obtida, que fg também é um polindmio sobre
A. Por exemplo, se f(x} =1 + 2x — 2> e g{x) = —x + 3x’, entdo {Fg)(x) =1- 0 +
+ (= +20x+0N-3+2-(-N+0-0+N-0+2-3+0-(—1)+
(=03 + N 0+2-04+0-3+(-2(-1N+0-0x*+[(-2-3x°=-x+
+ x4+ 6x + 2x* — 6x°,

Pode-se demonstrar {aqui apenas mencionaremos) gue para a multiplicagao de
polindmios valem a associatividade e a comutatividade e que o pelindmic definido
por 1+ 0+-x+ 0-x*+ ..,em que 0 e 1 indicam respectivamente o zero ¢ a
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unidade de A, é o elemento neutre dessa operagao. Come, ademais, pode-se provar
também que a multiplicacdo € distributiva em relacao 3 adigdo, concluimos que o
conjunto das fungoes polinomiais sobre um anel de integridade A, com a adicao e
a multiplicacao definidas acima, é um anel comutativo com unidade, Esse anel sera
indicado por Alx], 0 que pressupoe naturalmente a variavel indicada por x.

Mas Alx] ndo é um corpo, cOMo Mostraremaos. De fato, tormemos, por exemplo,
o polinémio f(x) = x. Obviamente £(x) nao é o polindmio identicamente nulo. Se
£(x) fosse inversivel, existiria um polindmia g(x) = dg + ax + a4 .+ ax’,
com a, # 0, tal que F(x) - g(x) = apx + ax? + .. + ax"*! =1 (unidade do anel),
para todo x € A. Assim, para X = 0 (zero do anel), teriamos o seguinte absurdo:
0 = 1. Exibindo um polinémio ndo nulo de Alx] que ndo é inversivel, fica provado
que esse anel ndo & um corpo.

Se g € A, o polinémio f definido por f(x) = a, para qualquer x € A, é chamado
polinémio constante determinado por a.%e a # 0&um elemento inversivel de A, 0 po-
linbmio constante correspondente f € necessariamente inversivel: seu inverso é o
polindbmio constante g definido por a™ ' pois, para todo x € A vale (£g){x) = fix}glx} =
= aa~' = 1 (unidade de A). Obviamente no caso de A serum corpo, todos os polindmios
constantes, exceto o polinémio nulo, sao inversiveis, Surge entao a pergunta: ha outros
polindmios inversiveis, além desses? Veremos, ao final da préxima secao, que nao.

Exercicios |

Nos exercicios deste capitulo, quando nao se explicitar o universo dos coefi-
cientes de polinémios ou equagoes envolvidas, fica subentendido que se trata
de C (corpo dos complexos).

1. Seja a funcio polinomial sobre Z, dada por £(x) = XS x? P+
Calcule £{0), f{1) e F{—1).

2. Sejapixi=ax"+a,_x° 14 .+ a;x + ag um polinémio e observe p(1) =
=a,+a, ¥ .+ ad+ags0ma dos coeficientes do polindmio p(x). Qual
2 soma dos coeficientes do polinémio (4x* — 2x* — 2x — 1)%° & Rx1?

3. Dados os polinémios sobre Z:
Fix) =7 = 2x + &4 glx) =5 Fx+02 453 hn=2 - 3x + x*
calcule (f + g}(x), (g — h)(x) e (h — FHX).

4. Dados os polinémios sobre Z:
FOO =2+ 3x — &4, gl0) =7 + X, hix) = 2x — 3+ X
calcule {£g)(x), (gh){x) e (hf}{x).

(o) 284 =D



5. Supondo o polindmio sobre R dado por f{(x)=(c —a— 1) + (b — ¢ + Six +
+ {a — b — 22 + {a — )% inversivel, determine a, b, ce £ .

6. Prove que, se B é um subanel de A, entdo B[x] ¢ um subanel de A[x].

7. Verifique se cada conjunto abaixc é um subanel de Z[x).
A={ay + ax + ..+ ax" € Z[x]| a, € 27}
B={ag+ ax + ..+ a,x" € Zx]|a,=0}
C={ay+axx + .+ a,x" € Z[x]|a, + a, = 0}

Algum deles é ideal em Z[x]?

3. POLINOMIOS IDENTICOS

3.1 Na seqiiéncia, precisaremos do fato de que, se u € A, vale a sequinte identidade
em Alx]:

XM —u= =~ wx" Tt ux" 2+ L+ e+ u" Y (n

para qualquer inteiro n > 0 e todo x € A, A verificacdo desse fato pode ser feita
informalmente, efetuando-se a multiplicacdo indicada ne segundo membro e simpli-
ficando-se o resultado:

+ux® T+ T k= {ux” T I Ly X+ =X

Seja f um polindmio ndo constante. Entdo f tem uma forma padrio do tipo
fix)=a5+ ax+ azx2 + ..+ ax’,coma, # 0, para algum r > 0.Logo, para qual-
quer u & A, tem-se;

F) — flw =a{x —u) + a0 — ) + ..+ alx’ - u)

Usando-se (1) em cada parcela do segundo membro e a distributividade da
multiplicacdo em relacdo a adicdo, para por (x — u) em evidéncia, obtém-se;

fx) — fu) =
X—wa, +ax+w+a(C+ux+ul)+ . +ak T+ T2+ L+u )=
x—wlla, + au+ .+ au’ V4 g +aut .+ au’ " x+ . tax T = 00— dgix)
e daf:

fix)={x — ulg{x) + flu)

em gue o fator g(x) que multiplica x — v também define um polindémio de A[x].
E importante observar que g(x) tem forma padrac do tipo:
fFd=..+ax"!
em que, por hipdtese, a, # 0.
Definicdo 1: Seja F um pelindémio sobre A. Um elemento u € A é chamado
raiz de f se f(u) = 0 (zero do anel).
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Exemplo 1: Consideremos o polinbmio f € C[x] assim definido: f{x) = x2 +1,
Os numeros complexos i e —i sao raizes de f, pois f{i} = f(—) = 0.

Exemplo 2: Seja a um elemento nao nulo de um anel de integridade infinito A.
Entao o polinémio constante f definido por g, ou seja, o polinémio que admite a for-
ma padrao f(x) = a, ndo tem nenhuma raiz, pois, para todou € A fluy=a+ 0.

Exemplo 3: Todos os elementos de um anel de integridade infinito A sao raizes
do polindémio identicamente nulo sobre esse anel. De fato, a imagem de todo ele-
mento de A por esse polinémio é, por definicdo, o zero do anel. Logo, 0 polinémio
identicamente nulo tem infinitas raizes — todos os elementos de A.

Proposicao 1: Seja u uma raiz de um polinémio nao constante f € Alx]. Se
FOX)=ap + ax + ap + .. + ax’.com g, # 0, para todo x € A, entédo f(x) =
{x — u}glx), para algum polindmio g com uma forma padréo do seguinte tipa: g(x) =

= +ax .

Demonstracdo: Como ja vimos, F{x) = (x — u)g{x) + f{u), para algum g € Alx],
com forma padréo do tipo glx} = .. + a,x'~ !, com g, # 0, qualquer que seja x € A.
Mas, como u ¢ raiz de £, entao f{u) = 0 (zero de A) e, portanto, f{x} = (x — u)gix),
como queriamos mostrar. #

Corolario: Seja £ € Alx] assim definido: f(x) = ao + ayx + a¢* + .. + a,x’,
com a, # 0.5€e Uy, Uy, ., Uy, 580 raizes de f, entao:
FO) = (x — ud{x — updudx — uglgx)
em que q,, & um polindmio de A[x] que admite uma forma padréo do tipo g,,{x} = ..+
+a,x" ™ para todo x € A. Ademais, qualquer outra eventual raiz de f € raiz de g

Demonstragda: A rigor, deveriamos proceder por indugac, mas pouparemos o
estudante do formalismo desse método. Como u, € raiz de £, a proposicac 1 garan-
te que F(x) = (x — u;)q,{x), para algum g, € Alx], que admite forma padrao do ti-
po ¢;(x) = .. + ax" ", qualquer que seja x € A. Mas, como u, também é raiz de f,
entao f(u,) = (u, — u;)q,{u,) = 0. Considerando que u, — 4, # 0 e que estamos
num anel de integridade, entdo q,{u,) = 0 e, portanto, u, € raiz de g,. Sendo assim,
podemos concluir, ainda com base na proposicao 1, que g,{x} = {x — u,)q,{x}, para
algum g, € A[x], que admite forma padrao do tipo g,(x) = .. + a,x"~ 2, para todo
x € A.De onde:

FOO = (x — ) {x — u3dgy0%)

Esse raciocinio, usado ainda com u;, Uy, ..., Uy, levara a conclusac proposta, ou

seja, que

FIx)={x — ud(x — uy)x — Uylg,x)
para algum g,, € Alx], que admite forma padréo do tipo g,(X) = ... + a.x'~™, para
todo x € A.
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Agora, se v € A também & uma raiz de f, diferente das raizes consideradas, ento:
fM=v—ullv —u) (v — u)g, V=0

O fato de (v — u)){v ~ u,) .. {v — u,) # 0 implica entio, dado que A é anel
de integridade, que g {v) = 0. Ou seja, v é raiz de Gy #

Proposicéio 2: Seja f € A[x] um polindmio assim definido: fixi=a, + ax+
+ a,x* + ..+ a,x’,com d, # 0 (zero de A). Entdo f temn r raizes, no maximo, em A.

DemonstragGo: No caso em que f nao tem nenhuma raiz em A, a proposicao
é verdadeira, pois r = 0. Mas, se u,, .., u,, € A sao raizes de £, entso, devido ao co-
roldrio da proposicao 1, fix) = (x ~ u)..{(x — u,,)q(x), para algum g € A[x], que
admite uma forma padrao do sequinte tipo: g(x) = ... + a,x’ ~ ", para todo x € A. Ade-
mais, qualquer outra raiz de f (se existisse) teria de ser raiz de g. Mas, se m = r, q
sera definido por g(x) = q, e, portanto, ndo tem nenhuma raiz em A, pois a, # 0
(exemplo 2). Isso mostra que o numero de raizes de f ndo pode ultrapassar 7, como
queriamos provar, #

Exemplo 4: Se A = Z {inteiros), A = Q (racionais) ou A = R (reais), entdao um po-
linémio sobre A pode ter um ndmero de raizes menor que seu grau. Por exemplo,
o polinémio f definido por f{x) = x* + 1 ndo tem nenhuma raiz em R e, portanto,
nenhuma em @ nem em Z. Quanto a isso, 0 comportamento do corpo C é dife-
rente, como veremos posteriormente,

A esta altura temos condigdes de responder a uma questio importanite: & possi-
vel representar o polindémio identicamente nulo {(que tem infinitas raizes — todos os
elementos do anel A) por uma expressio polinomial, na forma padrao, em que nem
tedos os pardmetros sejam iguais a zero? A resposta é nao, porque essa expressao
poderia ser escrita como

ag+ax + ..+ ax’
com a, # 0 (zero do anel}, e, portanto, teria no maximo r raizes (lembrar que, como
foi visto no exemplo 3, o polinémic identicamente nulo tem infinitas raizes).

Proposicdo 3 (principio de identidade de polinémios): Sejam f e g polinémios
de A[x], que admitem forma padrio do tipo f(x} = @, + a\x + .. + ax" e gix) = b, +
+ bix + ..+ b, para todo x € A.Entdo f = g se, e somente se,a,= by, a4, = b,, ...
Demonstracdo: E imediato que, se a, = b,, a, = b,, .., entdo f = g.Para demons-
trar a reciproca, observemos primeiro que o polinémio f — g é definido assim:
(f — g}x) = Flx} — glx) = (ag — by) + {a; — byx + {a, — by)x2 + ..
Para todo x € A. Mas, devido a hipstese de que f e g sdo iguais, entdo, para todo
U € A, vale a igualdade f(u) = g(u) e portanto, (f ~ g){u) = flu) — g(u) = 0 (zero de

A). Ou seja, todo elemento de A é raiz de £ — g, que, portanto, tem infinitas raizes.
Logo, considerando-se a proposicac anterior e o exemplo 3, f — g € o polindmio
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identicamente nulo sobre A.Entao a, — by =a, — by, = .. =0 ¢, portanto, a, = b,
a, = by, .., como queriamos demonstrar. #

A proposicao 3 garante gue num polinémio f, dado na forma padrao por f(x) =
=ay + 0X T .. + a,x’,a seqiiéncia o, @, ... 4, €5ta univocamente determinada. Os
elementos dessa seqiiéncia sdo chamados coeficientes de f.Em particular, se f néo
é o polinémio identicamente nulo, entéo, para algum indice m,com 0 = m <, tem-
se g, # 0 (zero do anel) e @, , y = .. = a,= 0 (zero do anel). Neste caso, a,, é
chamado coeficiente dominante de f.

3.2 Grau

Agora estamos em condigdes de definir o grau de um polinémio ndo nulo; é
simplesmente o indice de seu coeficiente dominante. Adotada a notacao @ para
indicar o grau, entao, por exemplo, 8(1 + x?) =2 e a{5) = 0.Com iss0, a proposigac
2 pode ser formulada em termos do grau da seguinte maneira:“5e o grau de um
polinémio f sobre o anel de integridade infinito A € r, entao o numero de raizes de
f em A é menor que ou igual a r”,

E importante destacar, ainda, a seguinte propriedade: Se f e g sac polinémios
nao nulos, entdo 4{F - g} = a(f) + #(g). De fato, se os coeficiente dominantes de f
e g sio, respectivamente, g, e b, entdo f(x) = .. + a,x"egx) = .. + b.x° e, portanto,
a forma padrio de fg é do tipo

(fg}(x) = .. + a,bx"**

Como a,b, # 0,ja que os fatores sdo elementos néo nulos do anel de integri-
dade A, entac 3(fg) =r + s = a(f) + olg).

Nesta altura temos condigbes de mostrar que A{x] também é um anel de inte-
gridade. De fato, dados dois polinémios nio identicamente nulos, f e g, de coeficientes
dominantes a, e b, entdo o produto desses polindmios é dado, na forma padrao, por

(FQ) = . +abx"*’

Como a,b, # 0, pois g, e b, sdo elementos nio nulos do anel de integridade
A, entdo fg também nao é identicamente nulo.

Exemplo 5:Se f e g sio polindmios sobre A de graus r e s, respectivamente, €
se f + g nao é identicamente nulo,entdo 4 (f + ¢) = max{a(f), 3(g)}-Suponhamos
que as formas padrdes de f e g sejam, respectivamente, f(x) = .. + a,x" {a, # 0}
e g{x) = ..+ bx* (b, # 0).5er=s,entao (f + gx) = .. + {a, + b}x", 0 que mos-
tra que a(f + g) = a(F) = max{a(f), 3(g)}. (Notar que o caso a(f + g) < a(f)
ocorre quando a, + b, = 0.) Se r = 5, entao:

F+ @)=+ o, +b)x+a,, x*T '+ . +ax

Isso mostra que #{f + g) = a(f) = max{a(f), 3(g)}. Analogamente se procede

No caso em que § > 1.
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3.3 Imersao de A em A[x]

Para encerrar esta se¢ao, mostraremos que A é um subane! unitario de Alx] e
em que termos se da essa inclusao. A idéia é identificar cada polinémio constante
com o elemento do anel A que o determina. Formalmente isso corresponde a in-
troduzir a aplicagao

T A —= Alx]

que associa a cada @ € A o polinémio constante f,, dado por f2(x) = a, para todo
x de A, e mostrar que o é um homormofismo injetor de anéis. De fato;

*olat b)=f, ,pemquef,, ,(x)=a + b, para todo x de A. Como, porém,
(fe + H)00 = () + flx) =a + b,entdo £, , ,(x) = (f, + f){x), para todo x de
A e portanto, f; + f, = f, . ;. Logo:
sla+ =5 ,,=Ff+ fp=cla) + ob)
* Analogamente se demonstra que:
olab) = ola)a(b)

* « éinjetora, pois, se a # b, entdo f, # fpoja que, por exemplo, f,(1,)=a e
fu{1,) = b. Portanto, a{a) * «(b).

tEntao A é isomorfo a sua imagem o{A) em A[x] e, portanto, pode ser consi-
derado um subanel de A[x].E por esse angulo que devemos interpretar a inclusio
AT Alx]. #

Podemos mostrar agora que o conjunto dos polinémios inversiveis coincide com
0 conjunto dos elementos inversiveis do anel A, De fato, se f € A[x] é inversivel,
entao fg = 1, para um conveniente polindmio g sobre A. Daf: 8(f) + alg)=ea() =0,
toge, d(f) = 9{g) = 0 e, portanto, f e g sdo polindmios constantes inversiveis, o que
significa, considerando-se a identificacio proporcionada pela proposicae anterior,
que sao elementos de A. Por outro lado, como ja vimos,se c € A é inversivel, entdo
© polindmio f determinado por ¢, isto ¢, o polinémio definido por f(x) = ¢, & inver-
sivel e seu inverso é o polindmio g definido por g(x) = ¢~

i | Exercicios |

8. Determine o polinédmio P(x) de grau 3 cujas raizes sdo 1, 2 e 3, sabendo que
)%
2, 8

9. Seja f uma funggo real tal que F(x) = ax® + bx® + cx + d para todo x € R,
€M que a, b, ¢ e d sdo nimeros reais. Se f(x) = 0, para todo x do conjunto
{1,2,3,4, 5}, calcule F(6}.
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10. Determine a, b e ¢ de modo que a funcao fix) =W T D — 2JX T T L~
— 7)x + (@ + ¢) seja identicamente nula.

11. Dadas as funcdes polinomiais f(x) = {@ — 1)x* + bx + ce glx) = 2ax% + 2bx —
— ¢, qual é a condi¢ao para que se tenha f = g?

12. Qual o valor de @ — b para que o bindomio 2x% + 17 seja idéntico a expressao
(2 + b2 — (¥ —a)x® + '), comag=>0eb>0?

13. Dados os polinémios f =x%, g=x2 + x* h=x + «* + xbek=3x%—6x*+
+ 2x2, obtenha os nimeros reais a, b, ¢ de modo que se tenha k = af + bg + ch.

14. Seja f € K0, f # 0 e f = 3,em que K é um corpo; se g, b e ¢ sao trés elementos
distintos de K, mostre que se podem determinar, de modo Unico, elementos p, g,
resemKtaisque f=p +glx —a + rix — a)(x — b) + six — a){(x — b)(x — ¢}

15. Discuta,em funcio de a,0 grau do polinémio £ (x) = (2a® +a — 33+ (a?— Nx2+
+ (g + Vx — 3.

16. Sejam A um anel de integridade e f, g € Afx] tais que 3(f + g) =5e a{f —
— g) = 2. Determine 3(fg), 8(f2 — g*} e 3(F* + g°).

17. Sendo A um anel de integridade infinito e sabendo que f, g € Alx] sao tais que
af2 = 8,8(fg) = 7, determine a{f — g), 8f’, 3g> e 3{f + g

18. Determine a condicdo para que um polindmio real ax? + bx + ¢ seja um qua-
drade perfeito.
ax? + bx + ¢ é um polindmio quadrado perfeito se existir px + g tal que ax? + bx +
+ ¢=(px + @) entdo:ax’ + bx + ¢ = p’x* + 2pgx + q°.
Aplicando a proposicao 3, temos:
(h o =p% Qb= 2pg (i c = g°.
Quadrando (I}, temos b* = 4pig? (iI").
Substituindo (I} e (I} em {iI'}, vem b2 = 4(p?}{gq?) = 4ac.
Resposta: b = 4ac.
Essa condigao também é suficiente. o

19. Determine a condigio para que o polindmio f = {(ax + b2 + {cx + dY em
que g, b, ¢ e d sio reais e ndo nulos, seja um quadrado perfeito.
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20. Determine a € K de modo que o polinémio ax? seja um quadrado perfeito
em Klx], nos seguintes casos:

a) K=0
b) K=R
o K=C

21. Mostre que néo existe um polindmio f € R[x]tal que f2(x)=F(x) F(x) =1+ x +x°.

22. O coeficiente da maior poténcia de um polinémio P{x) do 3% grau é 1. Sabendo
que P(1) = P(2) = 0 e P(3) = 30, calcule P(—1).

23, a) Determine os polindmios f do 37 grau tais que f(x) — f(x —1) =¥, para todo
x e R
b) Usando o resultado do item g, calcule em funcao de nasoma S =12+ 22 +
+ 3+ .+ nh

24. Mostre que, se K é um corpoe infinito, entdo existem fungdes de K em K ndo
polinomiais.

f admite infinitas raizes em K e f nao & nula, entdo f ndc é polinomial, [

25. Mostre que as fungdes trigonométricas seno e cosseno nao sao funcdes polinomiais.
Sugestdo: Verifique que senx = 0 e cosx = 0 tém infinitas rafzes.

4. DIVISIBILIDADE EM A[x]

4.1 Divisao exata

Dados £, g € Alx], diz-se que um polindmio f divide g se existe um polinémic
h € Alx] tal que g = fh. Também se diz, neste caso, que f é divisor de g ou que
g € divisivel por f.Para indicar essa relagio usa-se a notacao f | g. Se f nao é divi-
sor de g, isso é indicado por F 1 g.

Convém observar que, se f | g, entdo g = fg e, portanto, 3{g) = 3(f) + d(q).
Em particular a(f) = a(g).

Exemplo 6: Em R [x] o polinémio x — 1 divide o polindmio x* — 1, pois
X —1=(x— Nx+ 1)

De modo geral, (x — u) | (x" — u™), devido 2 identidade demcnstrada neste
Capitulo, em 3.1.
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Exemplo 7: Em qualquer anel A[x],0s polindmios constantes nao nulos, definidos
por elementos inversiveis de A, dividem todos os polinémios. De fato, gualquer

. il

mo(l) f pertence ao anel dos polindmios a que pertence £, pois P pertence ao
<

que seja o polindmio f, se ¢ & inversivel em A, vale a igualdade f = ¢

anel de coeficientes, a afirmagao feita fica justificada.
A relacao de divisibitidade, definida acima, goza das seguintes propriedades:

« f| f treflexiva).

. Se f|geg|h entdo f | h (transitiva).

. Se f|g,ef|gyentdof|(ghy + gyhy) quaisquer que sejam os polindmios
h, e h,.

Dernonstraremos a ultima dessas propriedades. Por hipGtese, existem polindmiocs
g e g, tais que g, = g, € g; = £G,.Dai, g1hy + gahy = faih, + fqohy = flgihy +
+ g,h,) e, portanto, f | (g:f1y + g,13).

Dessa ultima propriedade saem, como casos particulares, as seguintes pro-
priedades:

* Se f|gyef]|g,entdo fi{g T g)

- Se f | g, entdo f | gh, qualquer que seja o polindmio A.

Definicao 2: Dois polindmios £, g € Alx] tais que f | g e g| f dizem-se associa-
dos. Quando f e g sao assaciados, diz-se também que g € associado de f, e vice-versa.

Proposicao 4: Seja f € Alx] um polindmio nao nulo. Entao um polinémio g €
Alx] é associado de f se, e somente se, g = cf, para algum polindmio constante
inversivel ¢.

Demonstracdio:

{—) De fato, por hipdtese, g = £h, e f = gh,, para convenientes polinémios
hy, h, £ Alx], Assim:

g = glhih,)

e dessa igualdade segue que h h, = 1, e, desse modo, h, e f, sdo polindmios
inversiveis e, poertanto, constantes.

(<) Como g = cf, entdo f | g. Mas, de g = cf, segue que (¢ g = f, poisc é
inversivel, Logo, g | f &, portanto, g e f sdo associados. #

Os associados de um polindmio f e os polinémios inversiveis sao chamados
divisores triviais de f.

4.2 Algoritmo euclidiano

Observemos os polindmios reais (sobre R) 1 + x? e 1 + x Obviamente ¢
primeiro nao divide o segundo, ja que tem grau maior que este. Mas o segundo
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também ndo divide o primeiro. De fato, se dividisse, existiria um polindmic de grau
1,digamos a + bx,tal que 1 + x> =(1 + x){a + bx)=a + bx + ax + bx> =g +
+ {a + b)x + bx? Pelo principio de identidade de polinémios:

Como obviamente isso ¢ impossivel, entdo 1 + x nao divide 1 + x2.
Veremos, porém, que sob certas condicées, é possivel conseguir uma “divisao
aproximada” de um polindmio per um outro — tal como acontece no anel Z.

Proposicao 5 (algoritmo euclidiano): Dados os pelinémios f, g € Alx], com
g # 0 e o coeficiente dominante de g inversivel, ento existem polinémios g e r tais
que f =gq + r,em que ou r = 0 ou d(r) < 3{g). Ademais, & Uinico o par de poli-
ndmios (g, r) que cumpre as condigoes da proposicao.

Demonstracdo:

{Existéncia}

Para a demonstracdo suporemos f(x) = dy + a;x + .. + a,x" e glx) = b, +
bix+ ..+ bpyx",comm=0eb,# 0

Vamos por casos.

{i} f = 0 (polindmio identicamente nule). Neste caso, g = r = 0 cumprem as con-
di¢ées do enunciado, pois 0 =g -0 + Q.

(i) £ # 0 e 3(f) < d(g). Quando isso acontece, basta tomarg=0er= f,uma
vez que f = g -0 + f e, por hipdtese, 4(f) < d(g).

(i} £ # 0 e 3(f) = a(g). Neste caso, procede-se por inducio {segundo principio)
sobre o grau de f.

* Provemos para #{f} = 0. Quando isso acontece, di{g) = 0, devido a hipdtese.
Neste caso, portanto, f e g sao polindmios constantes nao nulos: f(x) = ageqglx)=b,
e by € inversivel, por hipttese. A divisio recai em A, em que ¢ possive! e exata: o quo-
ciente € g = by 'ag e o resto r = 0. De fato, a, = bylb, 'a,) + 0.

* Suponhamos agora que d{f) = n > 0 e que o teorema seja verdadeiro para
todo polindmio de grau menor r, 0 = r < n.

* Consideremos o polinémio f, definido da seguinte maneira:

filx) = fIx) — a6, X" Tg(x) (2)

Se fy = 0o0ud(fy) < a(g), entdo g = a,b,, 'x" ™er=F, (para ver isso bas-
taisolar f{x) no primeiro membro).

Caso contrario tem-se 2{f,) = a(g) e d{f,} < n, pois o coeficiente dominante
de f ¢ igual ao do polinémio expresso por a.b,,”'x” ~ Mg(x). Portanto, devido a
hipétese de indugdo, existem polindmios g, e r, tais que

f1lx) = glx}q{x) + ry(x), com r; = 0 ou d(ry) < a(g) (3}
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De (2) e (3) seque que
F0O — agby, X" Mglx) = glx)g (%) + 1%}
e, portanto:
Fix) = a,b, X" Mg(x) + glx)g, 00 + ).
ou
£(x) = [ab, 'x" 7T+ qi(0)]glx) + £i(x)
em que r, = 0 ou a{r,) < d{g).
lsso demonstra existéncia {(notar que g(x) = apb,,” 'x" 7+ g, (x)). #

{Unicidade)

Vamos supor que se pudesse ter f = gq + r=gq, + r,, com a{ry < a{qg), se
r+ 0,ed(r) < alg)ser, # 0.Entdo glg — g;) =r; — r.Como Alx] é um anet de
integridade, entdo r; — r = 0 se, e somente se, ¢ — 4, = 0 (pois g # O).

Suponhamos que r, — 1 # 0,isto &r # ry, €, portanto, que g # 4. Entdc tem
sentido falarnograude ry —renodeg ~ g, e

dlglg — q4)) = dlgy + dlg — gi) = alr, — 1)

Logo, (r; — A = 3(g). Mas isso leva sempre a um absurdo. De fato, as possibilidades
para d{r; — r) sdo as seguintes: (a) 8(ry — r) = a{r),ser= 0, e se teria d{r,) = 4(g),
o que é impossivel; (b) a(r; — r} = a(r), se r; = 0, e neste caso se teria dir) = d{gl,o
que também nac pode ocorrer; (c) dlr; — 1) = mdximo {a(r), d(N), serry # 0,
neste caso se concluiria que mdximo {3(r), 8{N} = 3{g), o que também & impossivel.

Logo, r, = r & por conseguinte, g = qq. #

Corolario: Seja K um corpo e consideremos f,g € K[x],com g # 0.Entao exis-
tem polinémios g e r tais gue f =gq + r,em que our=00u 3{r) < a{g). Ademais,
é unico o par de polindmiocs (g, r) que cumpre essas condigdes.

Demonstracéo: E so observar que, como K é um corpo, o coeficiente dominan-
te de g é necessariamente inversivel, #

No algoritmo euclidiano, os polindmios dados, fe g, e 0s polindmios g e r, cuja
existéncia e unicidade acabamos de demonstrar, sao chamados, respectivamente,
dividendo, divisor, quociente e resto da divisdo de f por g.

Exemplo 8: Determinemaos o quociente e o resto na divisao euclidiana de fix) =
=x* — 1 por g(x) = x + 3, ambos em Z [x].

Como o coeficiente dominante de g & 1, elemento inversivel de Z, entao a di-
visao é possivel em Z [x].

Adotemos o seguinte dispositivo:

x4 0x2 + 0x — 1 x+3
—x* —3x° x?

—3x2 4+ 0x — 1
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O polindmio f,(x)= —3x> —1é 0 primeiro resto parcial, uma vez que seu grau
ainda é maior que o de g. Aplicar a hipétese de inducao a f, com relacio a g signi-
fica, na pratica, repetir o procedimento usado na etapa anterior. Vejamos:

4+ 0k 0x — 1 I x+3

—x3 — 3x2 x> —3x+9
=32 +0x — 1
3x2 + 9y
9 — 1
~9x — 27
-28

Logo, o quociente neste caso é g=9—-3x+x'eorestoér= —28.

Exercicios—l

26. Dividindo o polindmio f por x> — 3x + 5, obtemos quociente x> + 1 e resto
3x — 5. Determine f.

Por definicdo de divisdo, temos: f = gg + r. Entaa:
F= 0+ 17— 3x+5) +(3x—5) = (x* = 3x3+ 6x2~3x+5) + (3x—5) = x*— 357 + 6x2
Respaosta: f = x* — 3x® + 6x2 |

27. Dados os polinémios P(x) de grau m e S(x) de grau n(n < m), o resto da divisdo
de P(x) por ${(x) tem grau p. Determine os possiveis valores de p.

28. Numa divisdo de polindmios em que o dividendo ¢ de grau p € 0 auociente
de grau g, qual é o grau maximo que o resto pode ter?

29. Efetue a diviséo de f = x* + ax + b por g = 22 + 2x — 6.Qual é a condicio
para que a divisdo seja exata?

Resolucao
Aplicando o conhecido método da chave, temos:
1 0 a b 2 2 -6
-1 -t 3 1
-1 a+3 & 2 2
1 1 -3
a+4 b-—3
corestoénuloparaa= —4eb=3.
Resposta: g = %x - % er=i{a ) 4x + (& — 3).
Para divisio exata;a = -4 e b = 3. -
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30

. Sem efetuar a divisdo, detesmine a e b de modo que o polindémio f = (x + 2)°
+ (x — 1) + 3ax + b seja divisivel por g = {x — 2)%,

32

33

34

35

36

37

Desenvolvendo as poténcias, obtemos:

F=2x* -+ 3x2 + (15 + 3alx + (7 4 D)

g=x*—4x+ 4

Fazendo g = ¢x + d (pois dg =af - dg=1)e lembrando que F = gg (pois f é divisi-
vel por g), temos, para todo x:

253 F3x2 + (15 | 3alx | {7+ by=lcx + dix? — 4x + 4) =

=cx® F{d — 4cx? + (4c — 4d)x + 4d

Portanto:

2=¢

3=d —dc = d=4c+3=8+3=11

154+3G=4c- 4d = 15+ 30=8—-44 = 3a=-51=a=-17

74 b=4d = 7+b=44 = b=37

Resposta:a = —17 e b= 37. [

. Determine os reais g e b de modo que o polinémio f =x* — 3ax* + (2a — bIx* +
+ 2bx + (g + 3b) seja divisivel por g = x* — 3x + 4.

. Dividindo (x> — 4x? + 7x — 3) por um certo polinémic p(x), obtemos o guo-
ciente (x — 1} e o resto {2x — 1). Determine p(x).

. Quais 30 0 quociente e o resto da divisdo de P{x) = x* + x2 4+ 1 por D{x) =
=x*—x+ 17

. O polinémio ax® + bx* + ¢x + d é o quociente da divisdo {que é exata) de
x* — ¥ — 34x* + 34x* + 225x — 225 por x> — 4x + 3. Determine |a + b +

+ ¢+ d|.

. O polinémio real p(x) = ax® + bx* + ex® + dx? + ex + F & divisivel por
g,(x) = =2+ 5x e por g,{x) = x> —x— 2. Quantas sao as raizes reais de p(x}?

. Para que valores de m o resto da divisdo de P,(x) = A% — 32 4+ mx + 1 por
P,(x) = 2x* — x + 1 independe de x?

. Sejam Q o quociente e R o resto da divisao de um polindémio A por um potindmio
B. Dé o quociente e o resto da divisdo de A por 2B.
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38. Demonstre que, se f e g sdo polinémios divisiveis por A, entio o resto r da
divisao de f por g também € divisivel por h.
Seja g7 o quociente de f por h: f = q,h.
Seja q; o quaciente de g por h:g = g,h.
Sejam g o quaciente ¢ r o resto da divisio de porg:f=gg tr.
Temos, entdo, r = f — g9 = q\h — qqg,h = {q, — qa,)h e, portanto, r é divisivel por h. g

39. Mostre que, se f e g sdo polindmios divisiveis pelo polinémio h, entéo o mesmo
ocorre com f + g, f — g e fg.

@ Exercicio Complementar

C1. Para quais valores do natural n o polindmio f =1 — x" + x2" — x3" + x¥ ¢
divisivel pelo polinémio g =1 — x + x* — x> + x%?

5. SOBRE RAIZES

5.1 O teorema do resto

Inicialmente generalizaremos o conceito de raiz de um polinémio dado na de-
finicao 1.

Definicdo 3: Seja f um polindmio sobre A definido por f(x) = a, + a;x + ...
+ a,x". Suponhamos ainda que A é um subanel unitario de um anel de integrida-
de L. Um elemento u € L é chamado raiz de f se flu)=a, + au + .. + au’ =0
(zero de L — alids, o mesmo de A),

Neste caso, diz-se também que u é raiz da equacao f(x} = 0.

Exemplo 9: As raizes do polinémio racional (coeficientes racionais) £{x) = x> — 3
s30 05 nUimeros reais \? e —y3.

Proposicéo 6 (teorema do resto): Seja f um polindmio sobre A, de grau = 1,
Se A é um subanel unitario do anel de integridade L e u é um elemento de L, entdo
0 resto da divisdo de f{x) por (x — u) em L[x] € F(u).

Demonstragdo: Se o quociente e o resto na divisio de § por x — u em L[x] séo,
respectivamente, g e r, entdo: ' '

Flxd=x —uglx) + r{x) (4)
em que a(r} << d{x — u) = 1,se r ¥ 0.Portanto, se r # 0, entdo 3{r) = 0, ou seja, r &
constante,

Mas, substituindo-se a varidvel em {4) por w:
fluy=(u — Wglw) + riw) = rlw)
E, como r é um polindmio constante, entda r(u) = r. De onde, r = f{u), como
Queriamaos provar, #
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Convém observar que na proposi¢do anterior o quociente g pode ser um ele-
mento de L[x] e gue seu grau é uma unidade a menos que o do divisor f. De fato,
comor=0o0udir)=0,entdo d{f) =allx —uwgl=alx —w) + 2{g) =1+ d(q@) e
portanto, ¢{@) = @(f) — 1. Ademais, f e g tém o mesmo coeficiente dominante. Para
tirar essa conclusdo, basta observar que, pelo principio de identidade de poling-
mios, o coeficiente dominante de f é igual ao produte do coeficiente dominante
de (x — u), que é 1, pelc coeficiente dominante de g, uma vez que r é constante.

Corolario: Seja f um polindmio sobre A, de grau = 1.5e A é um subanel uni-
tario do anel de integridade L e u é um elemento de L, entdo (x — ) | f {em L[x])
se, e somente se, f{u) = 0.

Demonstracdo:

{(—=) Se {x — u} | f, entdc o resto da divisdo de f por (x — v) é 0. Mas esse resto,
pela proposi¢ao, € f{u). Logo flu) = 0.

{«) Como f(u} é o resto da divisdo de f por (x — u) e f(u) = 0, por hipétese,
entdo (x — u) | f. #

Exemplo 10: Se n é um numero inteiro positivo impar, entao x” + 1 é divisivel
porx + 1,De fato, {(—1)" + 1 =(=1) + 1 =0.

A determinacdo do quociente e o resto da divisdo de um polindémio f de
grau = 1 por um polindmio de grau 1 do tipo ax - b,com a # 0 e inversivel em A,
pode ser feita, no corpo das fragbes de A, a partir da divisdo de f por um convenien-
te polindémio do tipo x — u. De fato, se K é o corpo das frages de A, o algoritmo

euclidianc aplicado em K[x] a f {dividendo) e x — g {divisor) leva a

N i
Fx) = (x - a)q(x) + f(a)

Multiplicando-se o primeirc fator da primeira parceta do segundo membro por a
e 0 sequndo por % . obtém-se:
1 b
fix) = (ax b)(a) glx) + f(a)
Portanto,devido & unicidade garantida pelo algoritmo, ¢ quociente nessa divisdo
. ' b
é o produto de :_; pelo quociente da divisdo de f por x — (E) e o resto & o mesmo.
Exemplo 11: O resto da divisio de f{x) =x> — 2x* -~ 3 por2x + 1 é f(—1/2) =
=(=1/2 = 2(=1/2* =3 = —1/8 — 1/2 — 3 = —29/8.

Proposicao 7: Seja f um polindmio scbre A. Se L é um anel de integridade do
qual A € um subanel unitario e uy, Us, ... ¥, € L sdo raizes distintas de £, entao existe
um palindmic g € L[x] de grau n — r tat que

FO0 = (x — uy)udx — u, )glx)
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Demonstracdo: Deixaremos de fazé-la, considerando que ¢ raciocinio & andlo-
go ao que foi usado na demonstracio do corolario da proposicio 1. #

5.2 O algoritmo de Briot-Ruffini

O algoritmo a ser estudado aqui & um dispositivo pratico para efetuar a divisao
de um polindmio f de grau n = 1 por um polinémio do tipo x — w. Para facilitar,
representaremos fix) na forma

fd=ap® +ax? T+ ax"" 1+ L+ a, x+a, (- ay * 0)

em vez de usar a forma padrio. Usaremos tambeém uma representacao semelhante
para o quociente

gx) =bex" "+ bx" T2+ L+ b, _x+ b,
Assim, se o resto for indicado por r, tem-se a seguinte igualdade:
G tax” Pt ax” Pt ta, xta, = — b '+ bx" P4+

thp_xH by )t =bx" b~ ubg)x T T L+ (b, — ub,  oix +
+{r—ub,_ )

Pelo principio de identidade de polinémios:
by = ao, by — uby=a, (.. by =uby + ay), .., b,_, ~ ub, _ 2= Ay o by =

=ub, ,+a, der—ub,_=a,{. r=ub,_, + a,)

Isso posto, o quociente e o resto podem ser obtidos mediante o dispositivo
abaixo, em que o primeiro elemento da terceira linha & g, e os demais sio as
somas dos elementos correspondentes da primeira linha com o produto de u pelo
elemente da terceira linha e coluna anterior,

ag GI a, e an 1 a, u
uby ub, ub, _, ub,
aozbg Ub0+a1—_—b1 ubl +aE:b2 - Ubn_2+an_|=bn 1 ! Ubn—'l +Gn=r

Exemplo 12; A divisao de x* — 1 por x — 2 pode ser efetuada assim:
1 0 0 0 —1 | 2
1 2 4 8 15=7 |

Portanto, o quociente é dado por glx) =x° + 2 + 4x + 8,e o resto é r = 15.

j Exercicios |

40. Qual ¢ o quociente da divisio de 2x* ~ 5x3 — 10x — 1 por x — 37

41. Qual é o resto da divisdo de x* + x> + x2 + x + 1 porx + 12
P
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42. Determine a,a € R, de modo que o palindmio f = ax® + 2a — x* + (3a — 2)x +
+ 4q seja divisivel porg=x— 1 e,em seguida, obtenha o quociente da divisao.

43. Resolva, em {C, a equagao x* — 5x% — 10x — 6 = 0, sabendo que duas de suas
raizes sdo —1 e 3.

Vamos dividir P{x} = x* — 5x? — 10x — 6 por (x + 1){x — 3):

1 0 -5 -10 —6 -1
1 1 —4 -6 0 3
1 2 2 | 0
Temos que Plx} = (x + 1){x — 3)(x* + 2x + 2); portanto, as demais
raizes vémde x2 + 2x +2=0,istoéx=—11
Resposta: 5 = {—1,3, =1 +i, -1 =ik |

44. O polindmio Plx} = x* — x* — 13x3 + 13x® + 36x — 36 é tal que P(1) = 0.
Quais as outras raizes de P{x)?

45. Determine p e g reais de modo que f = X*+{p—qglx+2peg= C+{p+q
sejam ambos divisiveis por 2 — x.

46. Na divisio do polindmio 5x° + ax® + bx® + 3x + 1 por x — 2, encontrou-se
o quociente 5x* + ¢x® + dx* + ex + 115. Determine o resto.

47. Determine o polindmio f do segundo grau que, dividido porx,x — 1ex — 2,
apresenta restos 4, 9 e 18, respectivamente,

_ Resolugio
Seja f = ax* + bx + ¢.Temos:
f{O):q-02+b-D+c:4==~c=4 “)

fly=ag-124+b-14+c=9=a+b+c=9{l)
fQ)=a-2+b-2+c=18=4a+2b+c=18 (I}
Substituinds-se (1) em {Il} e {Il)) resulta o sistema:
a+b=>5
{4.‘3 +2b=14
que, resolvido por adicdo,dda=2e b=3.
Resposta; f = 2x? + 3x + 4. [ |

48. Determine o polinémio do 32 grau que se anula para x = 1 e que, dividido por
X+ 1,x— 2ex + 2, darestos iguais a 6.
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49. Aplicando Briot-Ruffini, determine o guociente g e o resta r da divisdo de f =
=x>—x*+x—1porg=(x—2)(x — 3).

Sejam g, o quociente e r; ¢ resto da diviséo de f porx - 2

f=qlx—2+nrn )

Sejam g, o quociente e r, o resto da divisdo de g, por x — 3

gr=ax—-3)+r I

Substituindo (I} em (1), vem:

F=lgdx —3) + Rlix 2)+r=g,x — 2x  3)+ [rix — 2) + 1]

Assim, g; € 0 quociente procurado e r,(x — 2) + r, & 0 resto procurado.

Apliquemos Briot-Ruffini duas vezes:

fo—= -1 1 -1 ] 2 g — 1 1 3 | 3
q =1 1 3 ] 5 | n—=1 4 | 15 |

n fy
q=g;=x+4
r=rx—2Y+n=15Kx—2)+5=15x — 25
Resposta:g=x+ 4 e r=15x — 25, |

50. Sendo 8 e 6 0s restos respectivos da divisao de um polindmio P(x) por (x — 5)
e {x — 3), determine o resto da divisdo de P{x) pelo produto {x — 5){x — 3}.

51. Qual é o coeficiente de x* no polindmio P(x) do terceiro grau que se anula pa-
ra x = —1 e dividido separadamente por x — 1,x + 2 e x + 3 deixa sempre
resto 107

52. £ dado o polinémio fix) = {a — % + (@ + Nx* + (@ — 1)x* — 2a + Tx + 12,

a) Determine a de modo que o quociente da divisio de f por g(x) = x> + 1
seja do 3° grau.

b} Para esse valor de g, calcule o quociente e o resto da divisdo de f por g.

53. Determine o resto e o quociente da divisdode f =x" —a"porg=x — a.

r=flaj=a" - a"=0
Aplicando Briot-Ruffini, temos:

n—1 zeros

1 0 0 0 —a” ‘ a
1 a a? a? a™ ! ‘ 0 ‘
—
r
Resposta:r=0eg=x"""+ ox""2 + a®x* "3+ .+ 0" . [
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54. Determine o resto € o quociente da divisaode f = x" + a"porg=x — a.
r=fla)=a" + a"=2a’
Aplicando Briot-Ruffini, temos:

n 1 zeros
1 0 ¢ 0 . 0 a | a
1 a a? a’ . a"t ‘ 2a” ‘
.
r
Resposta:r=2a"eqg=x""'+ax" ?+ax""*+ . +a" "’ a

55, Determine os restos e os guodentes das divisdes de f por g nos seguintes casos:

a f=x"—-8leg=x+3 el f=x*—1eg=x—1
b f=x*+8leg=x—3 flf=x+t1eg=x+1
O f=x>+32eg=x-2 g F=x"+243eg=x—3
d) f=x"—32eg=x+2 h) f=x>+243eg=x+ 3

56. Transforme x° — @ num produto de dois polinémios.

57. A divisao de (x** — 1) por {x — 1) tem resto R(x) e quociente Q(x). Qual o
valor de Rix) e qual o valor de Q{x) para x = 0?

58. Para quais valores de n o polindmio x2" — a*® é divisivel por x* — a??
59. Qual o quociente da divisao de 4x* + 6x* — 7x> + 8x — 7 por 2x + 3?
60. Qual € o resto da divisac de f =x* + 1 porg=2x — 47

61. Prove que, se um polindmio f € Alx] é divisivel separadamente porx — a e
porx — hcomac Aeb € Aea + b, entio f é divisivel por (x — a)(x — b).

"1 Resolucso

Seja g o quociente da divisao de f por {x — a){x — b). O resto dessa divisdo é r=mx +n,
pois #{r} << 2 our=0.Temos: f = (x a){x — blg + (mx + n)

Como § & divisivel por x - a,vem: f{a} = (@ — a)la — blg{a} + (ma + n}=0 {1}
e, sendo f divisivel por x — b, vem: £(b) = (b — a)(b — blg(b} + (mb + n) =0 (2)
Resotvendo o sistema {lembrar que A é anel de integridade):

‘ma t n=0 (1)

{mb 1in=0 (2}

nas incdgnitas m e n, obtemos m =n = 0 e, assim, r = 0. j
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62. Prove que (x — 2)”" + (x — 1)" — 1 & divisivel por x> — 3x + 2.

63. Determine a e b em R de modo que o polindmic f = x> + 2x* + (2a — b)x +
+ (a + b) seja divisivel por g = x2 ~ x.

64. Quais os valeres de a e de b para que o polinémio x* + ax + b seja divisivel
por {x — 1)%7

65. Prove que nx" ' ' — (n + 1)x™ + 1 é divisivel por (x — 1)2.

66. Determine os numeros reais g e b e o maior inteiro m tais que o polindmio

x> —ax* + bx® — bx? + 2x — 1 seja divisivel por (x — 1)™.

67. Determine o quociente e o resto da divisdo de f = x> — 5x2 + 8x — 4 por
g={x— N(2x — 4).

solucéio
Vamos dividir f sucessivamente por x — 1e 2x — 4 = 2{x — 2):
£ -1 -5 8 —4 | 1 g, — 1 -4 4 12
%=1 -4 a4 | _o | 2, >1 -2 [ 0o |
8 2
1 1 .
g=q, = 5 (x 2= 5 x — 1 (ver exercicio 49)
r=r{x — 1 + 1, =0{x — 1) + 0 = 0 (ver exercicic 49}
1
Resposta:q:;x—1 e r=90. »

68. Um polindmio £, dividido por x + 2 e x* + 4, da restos 0 e x + 1, respectiva-
mente. Qual é o resto da divisdo de f por (x + 2)(x> + 4)?

|__._|" Exercicios complementares

C2. £fetue a divisdo euclidiana de f = x" — 1 por g = x* — 1. Qual deve ser a
relagac entre n e p para que f seja divisivel por g?

€3. No polindmio f = nx"'2 — {n + 2x" ™' + (n + 2x — n faz-se a mudanca de
varidvel x = y + 1. Determine o polinémio em y. Qual é uma raiz (6bvia) desse
polinémio? E do polindmio em x?

3.3 Raizes multiplas

Dado um polindmio f(x) = a5 + a;x + a + ... + ax" € Alx], denomina-se
derivada formal de f, e indica-se por f, o seguinte polinémio sobre A:

Fixy=a, + 2 a)x+ B ah?+ .+ n-aix""

(-3 -5



Obviamente a derivada de um polinédmio constante & o polindmio nulo e a deri-
vada de um polinémio de grau n = 1 é um polindmio de grau no méximo n — 1,
Dessa definicdo decorrem as seguintes propriedades, aqui apenas citadas:

a) 5e f(x) e g(x) sao polindmios e A(x) = F{x} + gx), entdo A'(x) = £{x)} + g'{x).
b) Se f(x) e g(x} sdo polindmios e hitx) = f{x) - g(x), entdo h'(x) = Fx)g{x) +
(x)h{x).
(€) Se f(x) é um polindmio e g(x) = [f(x)]", em que n & um inteiro estritamente
positivo, entdo g'(x) = n - [£{x)]"~ 'F{x).

Sejam f um polinémio sobre A e u um elemento de A. Suponhamos que seja
uma raiz de f. Entao, como ja vimos, f é divisivel por x — u e, se g, é o quociente,
entdo f(x) = (x — u}q,(x}. Nessas condicées, se u nao ¢ raiz de g,, dizemos que v é
uma raiz simples de f(x). Mas pode ocorrer de u ser raiz de 11, € Nesse caso existe
um polinémio g, tal que q,(x) = (x — u)g,(x} €, portanto, £(x) = (x — u} gy{x). Se u
naoc € raiz de g, diz-se que u é uma raiz dupla de f(x). E assim por diante.

Definicao 4: Sejam f um polinémio sobre A e u um elemento de A. Se existe
um numero natural positivo r tal que

flx) ={x — u)q,x)
em que g, & um polinémio com coeficientes em A e ¢ ndo é raiz de q,, entao se
diz que u é uma raiz de multiplicidade r de f(x). Se r > 1, diz-se que u é uma raiz
multipla de §(x).

Proposicdo 8: Seja f um polinémio sobre A e v € A uma raiz de f. Para que
4 € A seja raiz multipla de £, é necessdrio e suficiente que u seja uma raiz de £

(—=) Sendo u uma raiz multipla de f, entio existe g, em A[x] tal que

Flx) = (x — w)? - gyl0)

Por derivagao:

1) = 2(x — u)g,(x} + g,/ (x) - (x — u)?

Portanto, f{u) = 0.

(«=) Por hipétese, f'(u) = 0. Suponhamos, por absurdo, que u fosse raiz sim-
pies de f. Entio:

) = —u) - qglx
para um certo g € Alx] tal que g{u) # 0. Mas a derivada de f é dada por
fx)=ql) + x — u- gk

Para x = u:

flwy=qlu) + (u — uv) - g (W) = glv)
0 que é absurdo, pois f'(u) = 0 e glu) # 0. #
Exemplo 13: O polindmio real f{x) = 1 + x + x* n3o tem raizes multiplas. De fa-

to, f'(x) = 1 + 2x, cuja Unica raiz & —1/2. Mas f=1/2y=1-1/2-1/4= i
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Exemplo 14: Seja K um corpo infinitc de caracteristica ©. Entao, qualquer que
segjan >0, f{x) = -1 + x" nao tem raizes multiplas. De fato, neste caso, f'(x) =
=n-x"" " cuja Unica raiz é 0 (zero do corpo K). Mas £(0) = —1 % 0.

Porém, se a caracteristica de K fosse n (e, portanto, n seria um nimero primo},
entao 1 (unidade de A} seria raiz de f(x) = —1 + x" e de f, pois, neste caso, (1) =
=n - 1 =0.Logo, seria raiz miltipla.

Exercicios |

69. Determine todas as raizes e respectivas multiplicidades dos polindmios de C [x]:
a) flx)=3x+ A2+ 1)
b} glx) = 7(2x — 3% (x + 1)*(x — 3)
} hix) = 4(x — 10°(2x — 3) = 4(x — 10)%(x — 1)
d) plx) = 0 + x + 1)} (7x — 14i)°

70. Qual € o grau de um polinémio P(x) cujas raizes sio 3,2, — 1, com multiplicida-
des 7, 6 e 10, respectivamente?

:
Plx) =kfx —3¥(x - 2)%x + )" emque ke Cek # 0
Resposta: grau 23,

71. Forme o polindmio cujas raizes sdc 2, —3,1 + i e 1 — i, com multiplicidade 1.
72. Qual é a muttiplicidade da raiz 1 do polinémio x* — x> — 3x* + 5x — 27

73. Quais sao os valores de a e b para que o polinémio x* + (3a — b)x* + 2b —
— 4)x* + (ab + 4x + a + b tenha uma raiz dupla igual a zero?

74. Qual deve ser o valor de m para que o polindmio x* — {4 + m)x® + (4 + 4mjx —
— 4m admita o ndmero 2 como raiz dupla?

75. Se m é raiz dupla da equagio x* — 75x + 250 =0 e n = —2m é a outra raiz,
ache me n.

r

A quacéo dada & redutivel a forma (x — m)?(x + 2m) = 0;isto &, desenvolvendo:

x} —3mix + 2m?*=0

Portanto, devemos ter;

3m*=75e2m* =250,eisso acarretam=5en = —10.

Resposta:m =5 e n=—10. m
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76. Mostre que os seguintes palinémios em C [x] ndo tém raizes multiplas:
Fxy=x*+x
glx)=x> = 5x +1
hlx) =x° =1

5.4 Raizes racionais de um polinémio de 7 [x]
Consideremos um polinémio £(x) = ay + a;x + ay¥ + .. + ax” com coeficentes
inteiros, ou seja, ag, a,, .. 4, & £. A seguinte proposi¢ao € util em muitas situagoes.
Proposi¢ao 9: Mantida a notagdo das consideragdes anteriores, se um numero
racional u = —, representado na forma irredutivel (isto & mdc(r, s} = 1), é raiz de f,
5
entdor| ay e s| a,.
Demenstracédo: Como f{u) = 0, entao:
ag t r'+ A +a Y 0
a,=| + a,|- - =
¢ 1 $ 2 5 ¢
Multiplicando-se ambos os membros por 5™
A" + ayps” '+ ay’s" it L ta, 7" )s+ar" =0 (5)

Pondo s em evidéncia na soma dos primeiros n termos do primeiro membro
e passando para o segundo o uUltimo termo, temos:

siags” '+ ayrs” T4+ a, ") = —ayr”

tsso mostra que s | a,r”. Como s é primo com r" (pois é primo com s, por
hipétese), entdo s | a,,.

A demonstragdo de que r | g, segue a mesma idéia: colocar r em evidéncia na
soma dos n (ltimos termos de {5), passar a,5” para o segundo membro e depois
usar ¢ fato de que, se um nimero inteiro divide um produto de dois fatores e é pri-
mo com um deles, entae esse numero divide o outro. #

Note-se que a reciproca dessa proposicao nao é verdadeira. De fato, tomando
u= % e f{x) = 1 + 3%, por exemplo, vemos que 1|1, 3|3 e, no entanto, % néo é
raiz de f.

Corolario1: Se um namero inteiro r é raiz do polindmio f(x) = a; + ax +

+ ax* 4+ ..+ a,x” € Z[x], entdo r é um divisor de a,.
Corolario2: Se f{x) = ay + a;x + a,)% + .. + x” € Z[x], entdo as eventuais
raizes racionais de f sdo numeros inteiros divisores de a,.

. . r. . =
De fato, se ¢ nomero racional u = § éraiz de f, entdo s |1 e portanto, s = 1 1.

r o
Logo, S *r e, portanto, pertence a Z. Pela proposicao, r divide a, e, portanto, 0

mesmo acontece com —r. De onde, u | a,. #
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Exemplo 15: O polindmio f € Z!x) definido por f(x) = 2 + x + x? n3o tem
raizes racionais. De fato, se as tivesse, elas seriam nameros inteiros divisores de 2,
Mas esses divisores sdo *1, £2. Como f(1) = 4, f{—1} =2, f(2) =8 e f(~2) = 4
entdo efetivamente f nio tem raizes reais,

]

Exemplo 16: Pode-se provar, por exemplo, que \3 & um numero irracional usan-
do-se o critério dado pela proposicio. De fato, \'2 evidentemente é raiz do poli-
ndmio f(x}) = x> — 2= —2 + x2 Mas, se f tivesse uma raiz y € (}, entao essa raiz
seria um inteiro divisor de —2. Logo, u = +2, 11, Mas nerhum desses niimeros é
raiz de f, como € facil comprovar. Se f ndo tem raizes racionais e \'E é raiz de f,
entao v 2 é irracional.

Da mesma maneira se demonstra que . p é irracional, qualquer que seja o ng-
mero primo positivo p,

Exercicios |

77. Quais sao as raizes inteiras da equacdo P(x) = x> ~ 9x2 + 22x — 24 = 0?

Lembremaos que resolver a equacio P(x) =0 significa encontrar as raizes de P{x).

Como o coeficiente de x* & 1, as possiveis raizes inteiras da equacio sao os divisores de
—24, isto é;

1,-1.2 2,3,-3.4 —-4,6, -6,8 —8,12,—12,24, —24

Calculando o valor de P nesses nimeros, temos:

P #0,P(-1)#0,P2) = 0,P(=2)+0,P(3) £ 0,P(—3) = 0, P{4) # 0,P(—4) = 0
Mas P(6) = 0.

Dividindo P por x — 6; 1 -9 2 24 | 6

1 -3 a | o |
recaimos na equagdo x> — 3x + 4 = 0, cujas raizes 540 complexas e nao inteiras.
Rasposta: 6. |

78. Quais as possiveis raizes inteiras da equacéo x> + 4x> + 2x — 4 =07
79, Quais as raizes da equacdo 3x° — 13x2 + 13x — 3 =07
80. Resolva a equagdo 15x° + 7x° — 7x + 1 =0,

81. Resolva a equagio 5x° — 37x2 + 90x — 72 = 0, sabendo que admite raizes
inteiras.
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82. Resolva a equagao 2x* — 5x* — 2x* — 4x + 3 =10,

Vamos inicialmente pesquisar raizes racionais da equagdo. Se q é raiz, entdo p € {1,
1,3 -3teqe{1,2}

Pctrtanto,E 6{1,—1,3, -3, ], 3]
q 2" 2 2 2/

Fazendo Pix) = 2x* - 5x% — 2x? - 4x + 3, temos:
P(1} #+ 0, P(—1) # 0,P(—=3) = O

1
Mas P3)=0e P (]5) = (); portanto, P ¢ divisivel por {x — 3) (x - —):

2
2 -5 —2 -4 3 3
2 1 1 -1 | o 12
2 2 2 | 0
e recaimos em 2¢ + 2x + 2 = 0, cujas raizes sao:
_9 Fya-
2fiatie 1,3
4 _ 27 2 _
o1 N3 1 vl }
S= i3 m, o iy, s
Resposta {3, 373 +i 5 5 ] ‘

83. Determine as raizes da equacdo x° — 8x3 + 6x% + 7x — 6 = 0.

'84. Resolva a equacdo x® — x* — 82x% — 281x% — 279x — 198 = 0.

85. Resolva: 2x° + x° — 13x* + 13x* —x — 2=0.

86. Determine as raizes da equacao x® + 3x° — 6x* — 6x> + 9x* + 3x — 4 =0.

87. Prove que, se uma equagao pollnomlal de coeficientes inteiros admite como raiz
o nUmero irracional @ + v b, com a, b € Z, b primo positivo, entdo a — b
também é raiz.

88. Com base no exercicio anterior, determine um polindmio com coeficientes in-
teiros e grau minimo que tenha como raizes 1,2e 1 — v 2.

89. Encontre as raizes do polindmio 3x% — 5x3 — 7x? 4+ 3x + 2, sabendo que uma
delasé 1 + 2.

5.5 Raizes complexas de um polindmio de R[x]

O primeire matemaéticoe a lidar intencionalmente com numeros complexos, mas,
mesmo assim, entendendo talvez que se tratasse de um desafio inutil, foi o italiano
Girolamo Cardano (1501-1576). Até entao esses numeros, quando apareciam (por
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exemplo em problemas do segundo grau), eram descartados de pronto, pois nada
se sabia sobre sua natureza ou utilidade. Cardano tinha, porém, razoes mais fortes
para pelo menos matutar sobre esses novos entes matematicos, devido a seu traba-
lho com equagdes cubicas {grau 3), em cuja discussao, como logo se veria, eles tém
um papel fundamental. De todo modo, parece que foi Cardano o primeiro matemati-
co a perceber que, na resolucio de equagdes, esses numeros aparecem “aos pares”
Naturalmente em polindmios com coeficientes reais, 0s Unicos concebiveis na €poca.

Antes de enunciar a proposicao seguinte, lembremos que o conjugado de um
numero complexo z = a + bi é 0 nimero complexo z = a — bi. Lembremos ainda
as seguintes propriedades, alids de verificacdo direta:

s 7= w se e somente se,Z = w.

czZ+w=2z+w.

cZw =z w.

* Se z é um ndmero real, entao z = 7.

Proposicao 10: Seja f(x) = a4 + a,x + a,x* + .. + a,x" um polindmio so-
bre R.Se 0 nimero complexo z é raiz de £, entao z também é raiz desse polindmio,

Demonstracdo: Por hipdtese:

fd=ay+az+ a2+ .. +a,z"=0

Entao, levando-se em conta as propriedades lembradas:

— — 2 - — —_—— - —
flzy=a4 + az + az(z) + ..+ an(z)n: a, +a,z+ az(zz) + .+ an(z”)z

=ay+mz+ a2+ .. +a,2"=0=0

Exemplo 17: Encontrar as raizes de f{x) = —1 + 2x — x2 + 2x*. Inicialmente ve-
jamos se esse polindmio tem raizes racionais. As possiveis, devido & proposicio 9,
580 1/1=1,1/-1=—1,1/2 e —1/2. Uma verificacdo direta mostra que a Unica raiz
racional € 1/2. As demais s&o raizes do quociente de f por (x — 1/2). Esse quocien-
te, que pode ser determinado pelo algoritme de Briot-Ruffini, é 2x° + 2, que tem
discriminante — 16, e, portanto, suas raizes séo niimeros complexos conjugados:

27 +2=0exl=-1esx=1j

Entdo as raizes de f sao: 1/2, *i.

Uma conseqiiéncia da proposicao 10 é que, por exemplo, um polinémio real de
grau 3 ou tem uma raiz real ou trés raizes reais, nunca duas ou nenhuma. Isso sig-
nifica que o gréfico de uma fungdo polinomial de grau 3 corta necessariamente ©
eixo das abcissas, e o faz em um ou trés pontos. Por exemplo, o gréfice da funcao po-
linomial do exemplo anterior corta o eixo das abcissas apenas no ponte (1/2,0).

Esse resultado pode ser generalizado para graus impares: uma funcéo polinomial
real de grau 5 sempre corta o eixo das abcissas, e o faz em um, trés ou cinco pontos.
E assim por diante,



Com uma equacdo polinomial de grau par pode acontecer de o grafico nao cor-
tar o eixo dos x. Mas, quando corta, o nimero de vezes é par. Por exemplo, f(x) =
= x* — 1 corta o eixo das abscissas nos pontos (1,0} e (=1, 0).

L Exercicios |

90. Obtenha os polindmios reais de grau minimo que tém como raizes i, 2i e 3i.

Todo polindmio com coeficentes reais que admite a raiz complexa z também admite

a raiz z; portanto, as raizes do polindmio procurado sao: i —i2i, -2i,3ie -3

0 polindmio é

kix — i¥x + {x — 2i){x + 20} (x — 3i{x 4 30

kix2 + D02 + 4(x +9)

Resposta: k{x® + 14x* + 49x? + 36}, com k # 0. m

91. Os numeros complexos 1 + i, 1 + i* e 2 — i sdo raizes do polindmio p com
coeficientes reais. O que se pode afirmar sobre o grau de p?

92. Resolva a equacio x* — 4x? + 8x + 35 = 0, sabendo que uma das raizes ¢é
2+ i3,
Como a equacio tem todos os coeficientes reais, resulta que outra raiz e 2 — iV3
(conjugada de 2 + iv3 ). Assim, 0 polinémio dado ¢ divisivel por (x—2- iv3Hx -
— 2+ iV3),istoé porx?- Ax + 7

X+ 0x — 4 + 8x + 35 x2 - 4x + 7
—xt + A — 7x? ¥ +4ax 45
4x% - 11x2 + 8x + 35
—4x? + 16x? — 28x
S5x2 — 20x + 35

—5x2 + 20x -- 35
0

A equagao dada se escreve:
(x? —dx + Nx? + 4x + 3)=0
e as raizes de x* + 4x + 5 = 0 sdo as que faltam. Portanto:
‘= —4+416 —20 - -4+ 2 -3t
2 2
Resposta: § = {2 + iv3,2 —iv3, -2 +i—-2-i} [




93. Resolva a equagio x* — 2x3 + 6x* + 22x + 13 = 0, sabendo que uma das
raizes é 2 + 3i.

94. A equacdo x> + mx? + 2x + n =0, em que m e n sd0 NUMeros reais, admite
1 + i como raiz. Quais sdo os valores de m e n?

95. Resolva a equacdo x” — x® + 3x°> — 3x* + 3x* — 3x? + x — 1 = 0, sabendo
que i € uma das raizes da equagio e tem multiplicidade 3.

96. Uma raiz de uma equacao do terceiro grau com coeficientes reais é 1 + 2i e
a soma das demais raizes é 3 — 2/. Determine as raizes dessa equacao.

5.6 Formula de interpolacdo de Lagrange

Graficamente, o resultado que vamos mostrar garante, em particular, que, dados
n pontes de um plano cartesiano, cujas abcissas sdo distintas entre si, existe uma
funcao polinomial de grau n — 1 cujo gréfico passa por todos esses pontos.

Proposicao 11: Sejam a,, g,, ... a, (n = 1) elementos de um corpo K, distin-
tos entre si. Se by, b, .., b, também pertencem a K, entdo existe f € K[x], com
a(f} =n — 1,.1al que f{a,) = b,, ., Fla,) = b,,.

Demonstracdo: Para cada i, 1 = i =< n, consideremos ¢ polindmio g; assim de-
finido;

gix)=x—a).x—a,_Jx—a,,).x—a)= H(x - a)
j+i

E claro que g;{a;) = 0 sempre que j # i e que g,{a,) = H(a; —a) # 0 (lem-

brar hipotese sobre os ay). f#i

Como 05 quocientes pertencem a K, entdo o polinémio

gila)

n b; ft X—a

flx) = i) = > b !

:’2:"’1 qia;) ;§=:1 '(H a; — a;

pertence a K[x]. Para esse polindmio tem-se, por exempio:
# O i) + 2 O ) = by 4 0 0=b

a)= ——qfa)) +——gla)) + . +——gla)=b,+ 0+ .+ 0=

1 0@ 11t a,(ay) G\t aa) 1 1 1

Analogamente se demonstra que fla,) = by, flag) = b, ..., fla,) = b, e, por-
tanto, o polindmio f cumpre o proposto no enunciado, #

Exemplo 18: Determinar um polindmio real § de grau 2 tal que
flO)=1f(1)=0ef(2) =1
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Seguindo os passos da demonstragdo, que € construtiva, temos:
g =x—Nx—2) ..q0=0~-10-2=2
g, =x— 0 =2} . ql)=0-01-2=-1
g;(x) = x — 0)x — NG =2-0{2-1=2

Logo:
F = Y= Nx =D+ L -0 -2+ Tx— O — 1) =
2 —1 2
1. _ N oy v 112
_2{x 1} x 2+x]m2(x N2x—2)={x—-1
Exercicios |

97. Determine o polindmio f de grau 3 em Z[x] tal que f{1) = -2, f(2) =2,
Ff(3) =14 e f(4) = 40.

98. Ache f € Qx]talque of =4 FN =Ff-N=72)=f(=2)=2e f{O)=6.

6. POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

6.1 Introducao

Se K é um corpo, os anéis de integridade K [x] apresentam importantes seme-
Ihancas algébricas com o anel Z dos numeros inteiros. E isso decorre basicamente do
fato de que é possivel estabelecer neles um algoritmo euclidiano, tal como em Z.
O conceito de polindmio irredutivel, que introduziremos a seguir, corresponde, no anel
dos inteiros, ao de ntimero primo. Convém adiantar, contudo, que em situagoes mais
gerais 0s conceitos“elemento primo” e “elemento irredutivel”em um anel de integri-
dade nao coincidem, como teremos opertunidade de ver no préximo capitulo.

Definicio 5: Um polindmio ndo nulo e nao inversivel p € K{x] se diz irredu-
tivel sobre K se uma decomposicio de p num produto de dois fatores de K[x] sé for
possivel com um dos fatores inversivel. Ou seja, se p = fg, entao f & inversivel ou g
é inversivel.

Proposicao 12: Todo polinémio de grau 1 sobre um corpo K ¢ irredutivel.

Demonstracdo: De fato, se p € um polindmio de grau 1 e se p = fg, entao d(p) =
= 3(f) + a(g). Mas, como d{p) = 1, entdo () + (g} = 1. Como essa igualdade
s6 é possivel se a(f) = 1 e 3{g) = 0, ou vice-versa, entdo ou f ou g € inversivel. #

6.2 Irredutibilidade sobre um corpo algebricamente fechado

Definigao 6: Seja K um corpo. Se todo pelindmio ndo constante de K[x] tem
pelo menos uma raiz em K, diz-se que K é um corpo aigebricamente fechado.
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Exemplo 19: O exemplo mais familiar de corpo algebricamente fechado é o cor-
po T dos nimeros complexos. A primeira demonstracio desse fato foi dada por
K. F. Gauss (1777-1853), em 1848, O teorema que assegura esse fato é conhecido
coma teorema fundamental da digebra. Um passo gigantesco rumo a esse resulta-
do ja fora dade pelo préprio Gauss quase cingilenta anos antes, em 1799, na sua
tese de doutoramento, ao demonstrar que todo polindmia real tem pelo menocs
uma raiz, real ou complexa. Em 1815 e 1816, Gauss deu duas novas demonstracoes
desse teorema.

Proposigao 13: Um polindmio sobre um corpo K algebricamente fechado &
irredutivel se, e somente se, tem grau 1.

Demonstragdo: Seja f € K[x] um polinémio irredutivel. Como K ¢ algebrica-
mente fechado, existe v € K tal que f{u) = 0.Logo, x — u| f(x} e, portanto, existe
g € K[x] tal que

fx) =0 — ulglx)

Como, porém, f € irredutivel, entdo o polindmio g é constante ndo nulo, isto &,

existe a € K tal que g(x) = g, para todo x € K. Portanto:

flx}=ax — au
em que au e constante. Logo, o grau de f é 1.

A reciproca é verdadeira, devido a preposicdo anterior. #

Proposicao 14: Seja K um corpo algebricamente fechado e £ um polinémio
de grau n = 1 sobre K cujo coeficiente dominante denotaremos por a. Entdo podem
ser determinados elementos u,, uy, .., U, € K tais que

f(x) =alx — v Hx — uy)dx — up)

Demonstracdo {por inducao sobre n):

Seograude f é 1, entdo f(x) = ax + b, com g # 0. Pondo g em evidéncia,
temos:

Fix) = alx — b/a)
0 que demonstra o teorema paran = 1.

Seja f um polindmio de grau n > 1 e suponhamos a proposicio verdadeira
para todo polindmic de grau n — 1.Como K ¢ algebricamente fechado, f tem uma
raiz u, em K e, portanto:

FO = - ugix) (&)
para um cenveniente g € K{x], de grau n — 1 e coeficiente dominante igual ao
de f. Pela hipétese de inducdo, existem u,, U, ..., u, € K tais que

qix) = alx — uy} 0 — ug)dx — u,) (7}

em que a é o ceeficiente dominante de ¢ e, portanto, de f.
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Substituindo-se (6) em {7}
fix) = alx — udlx — Us)dx ~ u,) #

Obviamente 0s u; que aparecem na proposicdo anterior sao as raizes (todas) de
£. Mas é preciso levar em conta a possibilidade de existéncia de raizes multiplas. Su-
pondo entdo que as raizes distintas f sejam v; , u; , .., U; € que suas multiplicida-
des sejam, respectivamente, a,, a,, .., &, €ntdo podemos reunir os fatores iguais
de f(x), obtendo:

flx)=alx — u; )™1x — u,-z)“:’ XU )

Por uma questio de uniformidade de linguagem, pode-se dizer que o numero de
raizes de um polinémio de grau n sobre um corpo algebricamente fechado € n, conven-
cionando-se, para isso, que uma raiz de multiplicidade «; seja contada «; vezes.

6.3 Relacoes de Girard

Segundo parece, foi Albert Girard (1595-1632} o primeiro matematico a perce-
ber claramente que,com a aceitagao dos numeros negativos e complexos, o numero
de raizes de um polindmio com coeficientes numéricos € igual ao seu grau. Na rea-
lidade, ele prenunciou o fato de que C é algebricamente fechado, o que seria de-
monstrado mais de um século e meio depois por Gauss, como comentamos No
exemplo 19. Girard, embora francés de nascimento, viveu a maior parte de sua vi-
da na Holanda, cnde estudou e serviu como engenheiro militar no exército de
Frederico Henrigue de Nassau.

Diga-se de passagem que em sua época 0s hUmeros negativos e 0s numeros
complexos eram entes ignorados ou rejeitados por muitos matematicos, pois, além
de sua natureza ser ainda meio misteriosa, nem sequer se sabia de utilidade para
eles. Girard contribuiu para o entendimento dos nameros negativos ao introduzi-
los em geometria, associados a um sentido contrario ao associado aos nimeros
positivos.

A visdo e a ousadia matemadtica de Girard fizeram com que seu nome ficasse as-
sociado as relagdes entre coeficientes e raizes de um polindmio. Para descolorir essas
relagdes, ele considerou, falando em linguagem moderna, as fungdes simétricas ele-
mentares de todas as raizes de um polinémio real f de grau n. Se as raizes de f séo
Uy, U, . U, (@lgumas eventualmente complexas), entdo essas fungdes sao definidas
da seguinte maneira;

Oy =ty + s+t U,
Oy = Uly + gty + o+ U, sty oL+ U, gy

n= [J'1 u;_...un

o
I

O nome fun¢des simétricas deriva do fato de essas expressdes nao se alterarem
quando se permutam seus indices de uma maneira qualquer,
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E facil descobrir as relacées entre os coeficientes de um polinémio e as funcoes
simétricas elementares nas situagdes mais simples,

« Se f(x) = a,x* + a,x + a, (grau dois), entao:

2

ax’ + ax + ag = ay(x — ud(x — uy) = aDF — (uy + uy)x + (U] =

= a0 — ay{uy + uydx + ayluuy) = ayx? — 4,05 + a,0;

Pelo principio de identidade de potindmios:

_020—1 = 01 e 0202 = ao

Portanto:

o= ——
1 a;
E, dai:
F0) = as(x* — ox + 0,)
s Se fix} = a;x* + ayp + ayx + a, (grau trés), entio:
az;x* + a? + ayx + ag = a3(x — u)(x — w)lx — ug) =
= aglx® — Uy + uy + ugh + WUy + Uy + U — Ugligs] =
asx® —ag{ty + Uy + ush + ay(uguy + ugus + uyugx — aglu uyug)] =
= a3x° — a30,%° + d;0,X — 030,

Pele principio de identidade de polinémios:
_0301 = 02, 03(72 = a-|, _0303 = aU

Logo:
a; a ay

0_3, 0’2203 e (J3=—a—3

gy = —
De conde:
F00 = a30¢ — 632 + 0yx — G3)
Seria desnecessariamente trabalhosc estender formalmente esse raciocinio para
o caso geral. As relagbes de Girard para um polindmio f{x) =g, + a\x + .. + ax"

de grau n sd0, como é de esperar, em vista dos casos particulares focalizados:

dn— ag_> nao
G1=—"",0,= e Fp= (=1} —
aﬂ n §]
Portanto:
f=a, X" —ox" T+ ax" 2 -+ (1" o, _x+ (—=1"0,]
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99, Se g, b, e ¢ sdo as raizes do polindmioc x* — 2x% + 3x — 4, calcule — + 5 + o
a
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100. Se a, b, ¢ e d 530 as raizes do polinémio 2x* — 7+ o —7x + 2, qualéo

valor da expressao:
PR I B L1,
T bed  acd  abd  abc’

101. Calcule a soma dos quadrados das raizes do polindmic 4511+ ax—7.

102. Resolva a equacio x* — 4x> — x* + 16x — 12 = 0, sabendo que duas de suas
raizes sdo simétricas em relagdo a adigdo.

- Resolugito
Temos
ds
n n+tninptp=—""=4
s
a;
() rry Fartnfatnr byt nh="1 = =1
4
@
(D) rirry + fqrafy + 00l + R = — 7 = —16
4
Qy
(V) ryrrery = — = -12
Oy

(V) r, +r, =0 (condigio do problema)
Comparando-se (I} e {V), resulta:
rh+r+nt+tn=4=rn+tn=4 (Vi
Substituindo-se (V) em ([}, resulta:

flny + R Frnln k=16 = nn= -4 {viy
R T
4

Substituindo-se este dltimo resultado em (IV), vem:

(rrlrsfa = —12 = —4nn = —12 = ry,=3 (VI

De (VI} e (VIII) resulta que ry e r, sdo as raizes da equacao y? — 4y 4 3 =0, isto e,
rr=lery=3.

De (V) e (VII} resulta que 1, e r;, 530 as raizes da equagdo y* 4 =0/istoér =2e
=2

Resposta: $ = {2, —2,1, 3} s

103. Resolva a equacdo x> — 4x? + x + 6 = 0, sabendo que uma raiz ¢ igual a
soma das outras duas.

104. Resolva a equagao x*> — 10x* + 31x — 30 = 0, sabendo que uma raiz ¢ igual
a diferenca das outras duas.

105

»

Resolva a equacao x* + 5x2 — 12x — 36 = 0, sabendo que uma raiz é igual
ao produto das outras duas,
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106, Resolva a equacdo x> + 7x2 — 6x — 72 = 0, sabendo que a razio entre duas

. . 3
raizes ¢ =.

107. Quais sao os valores de h para que o polindmio x* + hx? + (2h + 1)x + 1
admita duas raizes opostas?

108. Determine m de modo que o polinémio x> + mx — 2 tenha uma raiz dupla.

109. Resolva a equacao 8x* — 28x® + 18x? + 27x — 27 = 0, sabendo que uma
das raizes tem multiplicidade 3.

110. A soma de duas raizes da equacdo x? + 2x° + px2 + gx + 2=0é —1eo
produto das cutras duas raizes é 1. Calcule p e g e resolva a equacado.

111. Determine p e g de modo que o polindmio x* + px® + 2x? — x + g apresen-
te duas raizes inversas entre si e a soma das outras duas raizes seja igual a 1.

6.4 Um critério de irredutibilidade

Q critério que enunciaremos ajuda bastante em algumas situagdes: “Se o grau
de um polindmio f sabre um corpo K é 2 ou 3, entdo cu f € irredutivel sobre K
ou tem uma raiz, pelo menos, em K”, Mostraremos a validade desse critério para
o0 caso de o grau de f ser 3. No caso em que o grau € 2, o raciocinio é analogo.

De fato, suponhamos que f nao fosse irredutivel. Entdo f poderia ser decom-
posto ndo trivialmente em um produto f = gg em que os fatores tém grau = 1.
Como, por outro tado, 3(f) = d(ggq) = dlg) + #(g) e d(f) = 3, entdo:

d(g) + d(q) =3

Ora, isso 50 é possivel se d(g) = 1 e 3(g) = 2, ou vice-versa. Supondo, por exem-

plo, que d(g) = 1, entdo a expressdo que define g é do tipo
gixi=ax + bla+ 0

Como —b/a (que pertence a K) é raiz de g, entdo também é raiz de f. #

Exemplo 20: O polinémio f{(x) = 1 + x + ¥* € Q) [x] é irredutivel sobre . De
fato, as possiveis raizes racionais de f sdo +1 (divisores de 1).Mas f(1)=3 e f{(=1)=
= —1.Como nao tem nenhuma raiz em {J, entao f € irredutivel sobre esse corpo.

6.5 Polindémios irredutiveis sobre o corpo dos nimeraos reais

A proposicao 13 garante que o0s Unicos polindmios irredutiveis em C [x] sdo 0s
de grau 1, pois . é algebricamente fechado. O mesmo, porém, nao vale em R[x:
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o polindmic f(x) = x2 + 1, por exemplo, & irredutivel sobre R, De fato, se nao o fos-
se teria uma raiz em R, devido ao critério anterior. Mas é bem sabido que as raizes
de f sdo i e —i, que N30 sS40 NUMerQs reais. A proposicdo que segue determina quais
polindmios reais sao irredutiveis sobre R.

Proposicao 15: Um polindmio f € R [x] é irredutivel sobre R se, e somente
se, a(f) = 1 ou a{f) = 2 e seu discriminante é menor que zero.

Demonstragédo:

(—) Por hipbtese, f é irredutivel sobre R, Mas, devido ac teorema fundamental
da slgebra, f tem uma raiz « em C. Ha entao duas possibilidades. Uma delas € a ser
um numero real. Neste caso, x — o divide f em R [x], o que equivale a dizer que

FO = {x — algx)
para um conveniente polindmio real g. Porém, como f € irredutivel, isso obriga g a
ser constante ndo nulo, digamos, g{x) = ¢, para qualguer x € K. Logo:
fFix)=cx — ¢
o que mostra que d(f) = 1.

A outra possibilidade é o nao ser real, ou seja, « = @ + bi, com b # 0. Neste
caso, devido & proposigdo 10, « também é raiz de f. Entéo f é divisivel em C [x] por
x — ¢« @ porx ~ « (em C[x]) e, portanto, por

(x — a)x —a) =x* — {o + a)x + ax = x> — (2a)x + (@’ + b?)
que é um polinémio com coeficientes reais. Entdo existe g € U{x] tal que
Fx) = [x* — (2a)x + (@® + b7)lg(x) (8)

Por outro lado, como x2 — (2a)x + (a® + 67} é um polinémio real, pode-se usar
o algoritmo euclidiano em R [x] para o par formado por esse pelinémio, como divi-
sor, e f como dividendo. Se g, e r sdo respectivamente o quodiente e o reste, entio:

Fx =3 — (2ax + (@ + bH)1g,(x) + r(x)

Mas, lembrando o fato de que g, e r também pertencem a C [x] e a unicidade
do quociente e do resto, concluimos que g, = g e r = 0, e assim ¢ € R[x]. Entao
como f é irredutivel sobre R, a igualdade {8) implica que o polindémio real g €
constante, digamos g(x) = ¢, para algum numero real nao nulo ¢. Portanto, {8) fica;

Flx) = ex — Qacyx + (@ + bP)c
Isso ja mostra que o grau de f é 2. Ademais, o discriminante de f é
A =(2acY — 4c(a® + bY)c= —4bc? < 0
umavezque b ¥ 0ec # 0.

(<) Se ¢{f) = 1, entdo, pela proposicao 12, f & irredutivel sobre R. Se a(f) = 2, en
tao, como ja vimos, ou f tem uma raiz em ® ou é irredutivel sobre B. Como nao terr
raizes em R, pois seu discriminante é menor que zero, entdo f é irredutivel sobre [, #
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Consideremos um polinémio f € R [x]. Indiquemos por ¢, ¢5, .., €, 5Ua5 raizes
reais e por By, By, Bz: Bz, - B¢, By suas raizes complexas nao reais. Entdo, pelo que
vimos na proposicao 14:

Fx) = alx — c)x — €lulx — €)% — By)lx — By)udx — B (x — By)
que ¢ uma igualdade em C [x]. Observemos, porém, que, fazendo 3, = a, + bi, temos:
x — Boix — By =x* — (2a;x + (a2 + b
Como o discriminante desse polindmio quadratico é
a2 —4-1-{a2+bl=—-4b2<0

entio ele é irredutivel sobre B, O mesmo se verifica obviamente para os demais
produtos {(x — Be{x — Byl
Repetindo esse raciocinio com os demais pares de produtos envolvendo raizes
complexas, obtemos:
) = alx — ¢} x — ) lx — € )[¥* — 2a)x + (@i + bA)]...
D@ - Qagx + (@l + b2
em que os fatores sdo polinémios reais. Essa & a decomposicao de f{x) em fatores

irredutiveis sobre R. E claro que pode haver fatores iguais, tanto entre os de grau 1
como entre os de grau 2, que poderiam ser reunidos de maneira dbvia.

6.6 Sobre a irredutibilidade em Q[x]

Confarme vimos, ndo ha polindmios complexos irredutiveis de grau maior que 1,
assim como ndo ha polindmios reais irredutiveis de grau maior que 2. Em Q[x],
porém, a situacao é diferente, como mostra o exemplo 20: o polindmio racional f
definido por f(x) = 1 + x + x° & irredutivel sobre €}. Mostraremos no proximo
capitulo que em Q[x} existem polinémios irredutiveis sobre Q) de graus arbitraria-
mente grandes.

. Exercicios |

112. Decomponha o polindmic —x* + 4x* + 7x — 10 de Z[x] em um produto
de fatores do primeire grau,

113. Decomponha o polindmio x* — 4 de K[x] em fatores irredutiveis nos seguin-
p

tes €asos:
al K=0
b K=R
) K=C
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114. Mostre que o polindmio 4 + x* de Z[x] é composto.
Sugestdo; mostre que o polindmio dado ndo tem raizes inteiras e, portanto,
se for composto s6 pode ser fatorado com fatores g e h de grau 2. Determine
geh.

115. Mostre que ¢ polindmio 1 + x + x> + x* é composto sobre qualquer corpo K.

116. Represente f{x) = 1 + x* como um produto de dois polinémios unitarios (coe-
ficientes dominantes iguais a 1} de R[x], ambos de grau 2.

117. Prove que o polindmio 2 + 2x + x* do anel Q [x] ¢ irredutivel sobre Q.
118. Prove que o polinémio 1 + x + x° de R[x] é irredutivel sobre R,

119. Quais dos seguintes polinémios do anel Q [x] sdo irredutiveis sobre €7

a) ¥2 —x +1 ¢ x*—4
b) x* — 2 + x + 15 d) x* —x +1

120. Considere o polindmio f = 4 + 8x°.

a) Como elemento de Z [x] ele & redutivel cu irredutivel?
b} E como elemento de R [x]?

) E como elemente de T[x]?

Justifique.

121. No anel 7 [x], considere o polinémio f =x* + 4x* + 7x* + ax + 3.Determine
a € 7 de modo que f seja decomponivel num produto de polinémios de
grau 2.

Exercicios complementares

C1. Seja P um ideal primo no anel de integridade infinito A. Mostre que P[x] é um
ideal primo em A[x].5e M é um ideal maximal em A, M[x] é maximal em A[x]?

€2. Seja K um corpo infinito e u € K. Mostre que M, = {f(x) | f{u) = 0} é um ideal
maximal em K[x] e K[xI/M, & isomorfo a K.

€3.Dado £(x) = ay + ax + .. + axX € Clx), define-se f(x) por:

— — —_ — n
fd=ay + oyx + ..+ ayx.
Mostre que u €  é raiz de f(x) se, e somente se, u é raiz de f(x).
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CAPITULO VI

ANEIS PRINCIPAIS E FATORIAIS

1. NOTA HISTORICA

N3o é possivel falar da algebra moderna, a algebra do século XX, sem ressaltar
o nome de Amalie Emy Noether (1882-1935), considerada com justa razdo a mais
importante matematica de sua época.

Emy Noether nasceu em Erlangen (Alemanha), em cuja universidade Jocal seu
pai era um respeitado professor. Embora ao final do curso secundario pendesse
para o estudo de linguas, acabou estudando conjuntamente matematica e linguas
na Universidade de Erlangen, onde era uma das duas mulheres entre os cerca de mil
universitarios. Esse fato poe em relevo as condigbes extremamente desfavoraveis
que Emy Noether encontrou, no que se refere ao ensino superior, devido a sua con-
dicdo de mulher. Nessa época, as mulheres s¢ podiam assistir a cursos extra-oficial-
mente e com a aquiescéncia do professor, dada raramente. Nao obstante, o fato de
poder graduar-se, o que ocorreu em 1903, representou um avango em relacdo a €po-
cas nao muito distantes.

Em 1907, Emy doutorou-se com uma tese de bom nivel, mas que nio prenun-
ciava o grande papel que ela teria na matematica do século XX. Até 1916, perma-
neceu em Erlangen, substituindo eventualmente seu pai como docente e trabalhan-
do em suas pesquisas, das quais resultariam varios artigos. Nesse ano, foi convida-
da por David Hilbert {1852-1943), a maior figura da matematica mundial na €poca,
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para assessord-lo em suas pesquisas relativas a teoria da relatividade, na Universidade
de Gottingen. Entretanto, a despeito do prestigio e do empenho de Hilbert, s6 em
1922 passou a receber remuneracio da Universidade, e mesmo assim muito mo-
desta, bem inferior a de seus pares do sexo masculino.

Isso, porém, nao impediu que sua produgao cientifica fluisse brilhantermente
nem tirou seu animo para uma de suas atividades preferidas: a orientagdo de alu-
nos. Dentre estes, um dos mais notaveis foi 0 holandés B. L. van der Waerden (1903-
1996), autor do primeiro grande tratado de dlgebra moderna, publicado em dois
volumes no ano de 1930. Reeditada numerosas vezes e traduzida para varias linguas,
essa obra teve influéncia decisiva na difusao da algebra moderna. A propdsito, va-
le acrescentar que boa parte do segundo volume da obra é contribuicao de Emy.

Emy Noether era juclia, e 0 nazismo, que se instaurou na Alemanha em 1933, em
pouco lhe tiraria 0 modesto posto académico. Forcada a emigrar, aceitou convite do
Bryn Mayr College, da Califérnia, para ser professora visitante, funcdo que exerceu
desde o outono de 1933 até sua morte inesperada, em 1935, apds complicagdes de-
correntes de uma cirurgia aparentemente bem-sucedida.

Em poucas linhas é impossivel falar satisfatoriamente sobre a obra de Noether
e sua importancia para a matematica. Registremos, porém, sua definicdo axiomatica
de anel, dada em 1921, que, embora nao tenha sido a primeira da histéria da mate-
matica, € a que se usa hoje nos textos de dlgebra, salvo no que se refere a comutati-
vidade da multiplicagio — atualmente ndo incluida entre os axiomas —, que ela
impunha. Também se deve a Emy a defini¢do de ideal hoje aceita. Em homenagem
a ela, os anéis de uma certa categoria, de que daremos um exemplo neste capitu-
lo, em 3.1, recebem o nome de anéis noetherianos.

2. DIVISIBILIDADE EM UM ANEL DE INTEGRIDADE

2.1 Divisao exata em um anel de integridade

Neste capitulo, estenderemos para um anel de integridade qualquer A a relagao
definida por “x divide y; ja estudada em duas situagdes particulares importantes:
no anel Z dos inteiros e no anel A[x] dos pelinémios sobre um anel de integri-
dade infinito A. Tendo em vista que neste trabalho nao fomos além dos polindbmios
sobre um anel de integridade infinito, subentenderemos A infinito sempre que apare-
cer em cena o anel Alx].

Se g e b s3o elementos de A e se b = ac, para algum ¢ € A, dizemos que a di-
vide b ou que b ¢ divisivel por a e denotamos essa relagdo por a | b. O elemento ¢
que figura nessa defini¢do serd indicado por b/a sempre que a # 0.

A relacdo de divisibilidade, definida dessa maneira, goza das seguintes propriedades:

(i) reflexiva;

(i) transitiva;
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{iiil) sea|bea|c entioallbx+ cy).

Em particular,sea | bea | c,entdoa | (b + c),a|{b — ¢) e a|bd, para qual-
quer d € A,

Deixaremos de dar as demonstracdes dessas propriedades porgue, além de
simples, elas formalmente em nada diferem das correspondentes relativas aos casos
particulares mencionados no inicio.

2.2 Elementos associados

Definicdo 1: Sejam a e b elementos de um anel de integridade A. Diz-se que
a ¢ associado de b se a| b e b | a. Essa relagdo em A serd indicada por a ~ b.
E facil provar que ~ é uma relagdo de equivaléncia sobre A {ver exercicio 3).

Exemplo 1: Os polindémios reais f(x) = 1 + x e g{x) = 2 + 2x séo associados,

uma vez que
2+ 2=2-00+x) el +x={1/2(2 + 2x)

Proposigao 1: Para dois quaisquer elementos a e b de A sdo equivalentes as se-
guintes afirmacdes: (i) a ~ b; {ii) {a} = (b); (iii) b = au, para um conveniente elemento
inversivel u € A,

Demonstragéo:

{i) —{ii)

Como a ~ b, entdo b = ac e a = bd, para convenientes ¢, d € A,

Seja x € {a). Entdo existe r € A tal que x = ar. Levando-se em conta que a = bd,
entac x = b(dr), 0 que mostra que x € {b}. Portanto, {a) C (b}, Analogamente se
demonstra a inciusdo contraria.

ity — (iii)

Como {a) = (b} e a € {a), entao a = br, para algum r em A, Analogamente, b = as
(s € A). Portanto, a = alrs}. Temos duas possibilidades. Se @ = 0, entéo b = 0 e, neste
caso, vale a igualdade 0 = 0 - 1.Como 1 & inversivel, estd provada a tese.Se @ # 0,
podemos cancelar a na igualdade @ = a{rs), obtendo rs = 1, Logo, r € inversivel, e
como a = br, estd provada a tese também.

(i) — (i)

Da hipotese de que & = aqu, com u inversivel, segue direto que a | b. Da hipo-
tese, segue ainda que a = bu ', em que ™' é um elemento de A, visto que u é in-
versivel. De onde, b{ a. #

2.3 Elementos primos e irredutiveis

Definicao 2: Um elemento p € A se diz primo se: {i} p # 0; (i) p ndo é inver-
sivel; (iii) quaisquer que sejam a, b € A,se p |ab,emdo p|aoup|b.

Por indugac, pode-se demonstrar que, se p é primo e p | a,a;..9, {(n = 1), entdo
P divide um dos fatores,
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Exemplo 2: Em Z{x] o polindmio h, definido por h(x) = x, é primo, porque obvia-
mente cumpre as condigdes (i) e {ii) da definicio, e se h | fg,com fix) =ag + ax +
+ax’+ .+ax eglx)=by+ bx+ byx? + .. + byx®, entao existem ¢y, Cy, -
¢, € Z tais que

agbg + (aghy + abgx + {agh, + a1by + asb)x* + .+ abx "=
scx tex P+ L ext T
Dai segue, pelo principio de identidade de polinémios, que
aghg =0

Logo, a, = & ou by = 0. Na primeira hipdtese, h divide f; na sequnda, h divide g.

Definigao 3: Um elemento p € A se diz irredutivel se: (i} p # O; (ii} p ndo € in-
versivel; {iii} quaisquer que sejam a,b € A, se p=ab, entdo a & inversivel (e, portan-
to, b ~ p) ou b é inversivel (e, portanto, a ~ p).

Por indugéo, pode-se provar que, se p é irredutivel e p = 0,d..a, (n = 1), entdo
p é associado de um dos fatores do segundo membro e o produto dos demais fa-
tares é inversivel,

Um elemento p € A tal que p # 0, p nao é inversivel e p nao é irredutivel é cha-
mado redutivel ou composto.

Exemplo 3: Se K é um corpo infinito, os polindmios de grau 1 sobre K sao ir-
redutiveis, como ja vimos no capitulo VI,

Proposicdo 2: Todo elemento primo de um anel de integridade é também
irredutivel.

Demonstragdo: Seja p € A um elemento primo. Temos de provar apenas a con-
digao (i) da defini¢ao de elemento irredutivel. Para tanto, suponhamos p = ab, com
a e bem A Como p | p, entdo p | ab. Logo, devido & hipétese, p | a ou p | b.

A primeira dessas possibilidades corresponde a existéncia deumelemento cEA
tal que a = pc. Levando-se em conta isso, a igualdade p = ab se transforma em p = pcb.
Dai, cb = 1 (lembrar que estamos num anel de integridade) e, portanto, ¢ ¢ inversivel.
Sendo assim, como a = pc, entao a € associado de p.

Com a segunda possibilidade, o raciocinio é o mesmo. #

A reciproca dessa proposicao ndo é verdadeira, como veremos no exemplo 5.

2.4 Maximo divisor comum

Definicao 4: Dizemos que um elemento d € A é mdximo divisor comum dos
elementos a, b € A se: (i) d | a e d | b; (i) todo divisor de a e b é divisor de d {ou
seja,se d,\EAed, |aed | b entaod |d.

De maneira ébvia se define madximo divisor comum de n (n = 2) elementos de A.

E bom frisar ainda que a definicio dada nao implica a existéncia de maximo
divisor comum de dois cu mais elementos de A.
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Proposicdo 3: Sejam a e b elementos de A. Se d é maximo divisor comum de
a e b, entdo todo associado de d também o é. Reciprocamenite, se d e d’sdo maxij-
mos divisores comuns de g e b, entdo d - d".

Demonstracdo:

(—=) Seja d"um associado de d. Entdo d' | d. Como d |aed | b, entdo d’'| a e
d’ | b, devido a transitividade da relagdo de divisibilidade. Portanto, d' também
cumpre a primeira condicao da definicdo de maximo divisor comum.

Indiquemos por € um divisor comum de a e b. Como d é méximo divisor comum
desses elementos, ¢ | d. Mas d | o, pois d’ ~ d. Portanto, ¢ | d".

(<) Se d e d"sdo maximos divisores comuns de g e b, ent3o sdo divisores des-
ses elementos e, portanto, devido & segunda condicao da definicio de maximo di-
visor comum, d | d’e d'| d. #

Obviamente essa situa¢do de mais de um maximo divisor cornum nio é boa, ma-
tematicamente falando. O ideal é que se verifique a unicidade. Por isso, em situagdes
particulares, costuma-se impor uma condigdo adicional. Por exemplo, no caso do anel
dos inteiros, impde-se que o maximo divisor comum seja positivo, O fato de, por exem-
plo, mdc (3, 5) = 1 no anel Z j& pressupde a condicae adicional a que nos referimos.

Definicdo 5: Dois elementos de A se dizem primos entre si se a unidade do
anel é maximo divisor comum desses elementos.

Portanto, de modo geral, todos os elementos inversiveis do anel (e s6 estes)
sdo maximos divisores comuns dos elementos considerados,

Exemplo 4: Os polindmios f, g € Rix] definidos respectivamente por f(x) = x
e g{x) = 2 + x sdo primos entre si. De fato, se p € R[x] é um divisor de f e g tam-
bém é divisor de h = g — h que € definido por h(x) = 2 e é inversivel (seu inverso é
o pelindmio f1, definido por h,{x) = 1/2), entdo p também é inversivel e os polinémios
dados sdo primos entre si.

2.5 Anéis quadraticos

Como mencionamos em 2.3, embora nas situagdes mais familiares “primo” e
“irredutivel” sejam conceitos equivalentes, isso ndo é verdade em geral. Qutras si-
tuacdes fora dos padrdes classicos, como, por exemplo, um anel de integridade em
que dois elementos ndo tém maximo divisor comum, também podem acentecer.
O breve estudo que faremos a seguir dos chamados anéis quadrdticos visa, entre
outras coisas, dar oportunidade de focalizar essas situagbes.

Seja n # 1 um nimero inteiro fivre de quadrados. Isso significa que n nao é di-
visivel por nenhum quadrado perfeito, salvo o nimero 1.1ss0 posto, indicaremos por
Z[vn'} o seguinte subconjunto de C:

Z[\'n] ={x+y\n lX,yEZ}
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Pode-se mostrar que, para cada n nas condigdes enunciadas, Zlyn 1 & um su-
banel unitario de C. Portanto, cada Z[, n] é um anel de integridade em relacao
as operagdes de C, naturalmente restritas aos seus elementos. Cada um deles é
chamado anel quadrdtico. Em particular, o anel quadréitico em que n = —1 & chama-
do anel dos inteiros de Gauss.

O estudo aritmético de Z[, n] depende em boa parte do conceito de norma
de um elemento do anel. Se & = a + b, 11 é um elemento de Z[\'n ], sua norma,
que sera indicada por N{a), é definida da seguinte maneira:

N(a) = a’> — b’n

Dessa definicdo decorrem as seguintes propriedades:
(i) N{a) = 0 se, e somente se, a = &;
(i) N{xP) = N{a}N(B);
(i) N(1) = 1;
{iv) N{o) = 11 se, e somente se, a € inversivel;
(v) Se N{a) & um numero inteiro primo p, entao « é irredutivel em zLnl
Vejamos como se demonstram as duas Ultimas.

Demonstragdo de fiv):

(—>) Por hipotese, N{a) = a®> — nb? = +1.Portanto, (a + bvn)a — ben y=£1.
Como a — byn pertence a Z[.n}, entdo o = a + b.'n & inversivel nesse anel.

{«~) Como a & inversivel, existe 5 € Z[n ] tal que af = 1.Dai, N(aB) = N{e)N(B) =
=1 e, portanto, N{a) divide 1 em Z. De onde, N{a) = 11.

Demonstracdo de (v):

Como N{a) # 1 e N{a) # 0, entdo « # 0 e a ndo & inversivel. Suponhamos
« = py em Z[, n]. Dai, p = N(BIN(y), igualdade essa em Z.Logo, N() = £1 ou
N(y) = £1.Ou seja, ou B ou vy é inversivel. #

Exemplo 5: O objetivo aqui & dar um exemplo de elemento irredutivel e nao pri-
mo, Diga-se de passagem que nao é em todo anel quadritico que ocorre essa situa-
¢éo; ademais, um estudo mais profundo da questdo foge as pretensoes deste trabalho.

Mostraremos gue no anel Z[\‘ —5 ] o numero 3 ¢ irredutivel mas nao é primo.
Antes, determinemos os elementos inversiveis desse anel. Observemnos primeiro que,
sen £ Z[\_;5 ] entdao « = a + by —5, para convenientes a, b € Z, e, portanto,
N{a) = a® + 5b2 Logo, N{x} é um numero inteiro positivo e N(a) = 1 se, e somente
se, @ = ¥1 e b = 0. Assim, 0s Unicos elementos inversiveis de Z[\jﬂ sao 1e —1.

Entdo 3 ndo & inversivel e, obviamente, também nio o é o zero do anel. Supo-
nhamos 3 decomposto em 7 [\——5] num produto de dois fatores: 3 =
=(a+ by —5 )¢ +d\-T5). Passando & norma dos dois membros, temos:

9 = (g2 + 5b%)(c? + 5d%)
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Dessa igualdade (em Z) resulta:
a’+50°=10u9

pois, para quaisquer inteiros @ e b,a® + 562 # 3.5e a* + 5b° = 1,entdo a + by —5
é inversivel. Se a® + 5b% = 9, entdo ¢2 + 5d2 = 1 e, portanto, ¢ + dy —5 & inver-
sivel. Isso mostra que 3 é irredutivel.

Para mostrar que 3 ndo é primo, mostraremos que 3 | (2 +y-5 )(2 - \'_—ET)
mas ndo divide nenhum desses fatores. Quanto & primeira afirmacao, basta observar
que (2 + \-'?5 )(2 —y—5 ) = 9 e que, obviamente, 3| 9. Suponhamos, por absur-
do, que 3 dividisse o fator 2 + \——5 por exemplo.Entédo 3 = (2 + \'——5)(0 by -5 )
para convenientes elementos a, b € Z. Passando a norma, temos:

g9 =(22+ 519 + 56%) = Ha? + 56%)
€, portanto:
a’ + 5b% =1

Lego, a = 21 e b = 0. Temos, pois, duas situagbes:

3=(0+y-5)- 122+ 50u3=(2+y-5).(-1)=-2-y-5

ambas impossiveis. Entdo, efetivamente, 3 ndo € primo em 27[\' "5,

l Exercicios |

Mostre que a relagic definida por “x | ¥” em um anel de integridade ndo é si-
métrica mas pode ser anti-simétrica.

2. Sejam a e b elementos de um anel de integridade A. Mostre que a | b se, e
somente se, {b) C {a).

3. Mostre que a relacdo definida sobre um anel de integridade por “x ~ y"{"x é as-
sociado de y") é uma relacdo de equivaléncia.

4. Seja A um anel de integridade.

a) Mostre que o zero do anel sé tem um associado: ele mesmo.
b} Mostre que, se u € A é inversivel, entdo o conjunto dos associados de u é
U(A). (Lembrar que U(A) indica o conjunto dos elementos inversiveis de A.}

5. Sejam g e b elementos associados de um anel de integridade A. Se ¢ € tam-
bém um elemento de A, mostre que ¢ | a se, e somente se, ¢ | b,

6. Seja A um anel de integridade, Como ~ é uma relacdo de equivaléncia sobre
A, pode-se cogitar de descrever os elementos do conjunto quociente Af~.
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Descreva-0s nos seguintes casos:

a) A é um corpo;

b) A=2Z;

) A= K[x],em que K & um corpo infinito.

a) Devido ao exercicio 4,0 = {0}. Por outro lado, como A & um corpo, U{A} = A*. Logo,
as classes de equivaléncia sdo duas apenas: 0 e A* esta (ltima igual a g, qualquer
que seja g # 0 {zero do corpol.

o) Se f € K[x] ha trés possibilidades a considerar:

() f = 0 & portanto, f = {0}
iy f € K* {conjunto dos inversiveis de K[x] e, portanto, f = K*;
(ili) f & K e, nesse caso, f = {cf | ¢ € K*}. B

7. Mostre que o polinémio f definido por f(x) = 2 é primo em Z[x] e, portanto,
irredutivel nesse anel.
Sugestdo: Se f | gh, entéo os coeficientes de gh sdo pares. Mostrar, por redugao
ao absurdo, que isso nao é possivel sem que todos os coeficientes de f ou to-
dos os coeficientes de g sejam pares.

8. Considere o anel quadratico A = Z[\.’——Z]. Mostre que:
a) UAy={-11}

b)1++v—2 e1— -2 sdo elementos irredutiveis em A;
A 3 é um elemento composto do anel.

a) w=a+ by —2 é inversivel se, e somente se, N{a) = a + 2b? = 1. Mas as Unicas
solucdes inteiras para essa equacao sao (1,0) e {(—1,0).

logo,ae=1Tounx=—1.
b) N(1 + v —2) =N —,-2)=3
o 3=0+ .20 -y22) »

9, Seja A o anel dos inteiros de Gauss.
a) Determine quais das seguintes relacoes sao verdadeiras em A: (i} (1 + 1) | 2;
(i) (2 + 37 [ (5 — i); (i) 3 b2 — N3+ i) ) (3 — 2i) | 26.
b) Mastre que U(A) = {1, —1,i, —i}.
<) Mostre que 1 +i,1 — i e 3 sdo irredutiveis em A.
d) Mostre que 2 é um elemento composto do anel A.

10. Determine todos os divisores em £[i] dos seguintes elementos: 2 e 1 + 2i.
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Resolugio

Se a = a + bi é um divisor de 2 em Z[i], entdo 2 = a3, para algum B do anel. Entac
N{2) =4 = N{a}N(B) = {07 + b?)N(R) e, portanto, a? + b? = 1,2 ou 4, A igualdade g? +

+b? = 1 fornece os divisores inversiveis de 2 : 1, — 1,7, —i. As soluges de a? + b? = 2
sdo (11, 21), e os valores correspondentes de e, ou seja, 1 + i1 — -1 +ie—1— | da
vem ser testados; como 1 1§ é divisor, pois 2 = {1 + i)(1 — i}, entao os demais, que sao

associados desse elemento, também sdo divisores de 2;Ja as solugdes Inteiras de g2 + b2 =
=4 sdo (12, 0) e (0, +2), cujos valores correspondentes de « sag 2, —2, 2i e — 2/, todos
também divisores de 2 em Z[i], como é facil comprovar. Portanto, 2 tem 12 divisores em
ZHE 1, =, 0 —i{inversiveis), 1 + /1 — i, -1 +1i,—1—-1§2,-2,2ie -2 |

11. Mostre que o nimero 1 é um maxime divisor comum de 2 e 1 + 2i em Z[j].
Sugestéo: Mostre que 1 + 2i ¢ irredutivel.

12. a) Mostre que o conjunto dos elementos inversiveis de Z[v =3 | & {—1,+1}%
b} Prove que o nimero 13 é irredutivel em Z, inversivel em & e composto em
zly-31.
13. Seja « um elemento inversivel de um anel quadratico A. Mostre que «, o, o, ...
sdo também elementos inversiveis do anel A.

14. Considere o anel quadratico A = Z[\-"Z ]
a) Determine um elemento inversivel g € A diferente de 1 e —1 e o inverso de a.
b) Mostre que o conjunto dos elementos inversiveis de A € infinito.

a) Um elemento o = g + b+'2 do anel & inversivel se, e somente se, Nia) = a? — 2b% =
= 1. Mas, como © par (3, 2) é solucio de @2 — 262 = 1, entdo 3 | 2. 2 €& inversivel
no anel considerado. |

15. Prove que 3 é composto e, portanto, ndo € primo em Z[\ -2 ]

16. a) Determine todos 05 elementos inversiveis de A = Z[\-'——H].
b) Mostre que o numero 3 & irredutivel em A = Z[\fﬂ ] mas naoc & primo
nesse anel,
Sugestdo: Quanto a segunda parte, observar que 3 | (2 + \_—mh )(2 — 4 :11 )

17. Observande que 3 é irredutivel em Z[i] e que 2 = {1 + {}{1 — i), em que 03
fatores sao irredutiveis, determine um maéaximo divisor comum de 3 e 2 no
anel.
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18. a) Determine os elementos inversiveis em Z[\-' -7 ]. _
b) Mostrequeosnumeros2,1++v —7 e1— v -7 sdo irredutiveisem?/[\-' -7 ]

19. a) Determine os elementos inversiveis em Z [\ —-17 ]
b) Mostre que sao irredutiveis em Z [\" 17 ] 0s seguintes elementos: 2,3, 1 +
V=17 el -y ~17.

20. Mostre que no anel Z [\'—5 ] os elementos 9 e 6 + 3\ —5 nao tém maximo
divisor comum.
Sugestdo: Encontrar os divisores de cada um dos elementos dados {inspirar-se,
para isso, no exercicio 10) e verificar que nenhum dos divisores comuns cumpre
a segunda condi¢ao da definicdo de maximo divisor comum.

21. Seja p um namero inteiro primo. Mostre que p é irredutivel como elemento
de Z[il se, e somente se, a equacao diofantina x2 + y* = p nao tem solugbes
(inteiras).

. Resolugio

{—) Se a equacao tivesse uma solugio (g, b} € Z x £, entdo o + b = {a + bil(a - bi)
= p,em que os fatores do primeiro membro ndo sao inversiveis em Z[/] {por qué?}. Entao
p seria composto. |

22. Mostre que todo inteiro prime da forma p = 4n + 3 é irredutivel em Z[i].
Sugestdo: Se a € um nimero inteiro, entdo @’ = 0, 1 {(mod 4}.

3. ANEIS PRINCIPAIS, FATORIAIS E EUCLIDIANOS
3.1 Anéis principais

J& demos anteriormente a definicdo de anel principai. Recordando: trata-se de
um anel de integridade cujos ideais sao todos principais. Ou seja, se ! € um ideal
em um anel principal, entdo existe a € / tai que ! = {a@). Como ja vimos {exemplo 45,
capitulo V), 0 anel £ é principal. Vale lembrar que a demonstragdo dessa proprie-

dade depende do algoritmo euclidiano. Também € principal um corpo qualquer. De
fato, os Unicos ideais em um corpo K sao {0} = (0Y e K = {1).

Contra-exemplo 1: O anel Z[\' —5] ndc & principal. Para justificar essa afir-
macao, mostraremos que o ideal { = (3, 2+ v-5 ) nao ¢ principal nesse anel.
Suponhamos que fosse, e indiquemos por § = @ + bi um eventual gerador de /,
Entao (3,2 + v 5 ) = (B} e, portanto, B | 3e B | {2+ v—5 ).Dai, N(B) | 9 e, por-
tanto, N{B) = a* + 5b” = 1, 3 ou 9. Segue, entdo, que as possibilidades para B sao:
*1,+3e £2 * y —5 Pode-se verificar diretamente, contudo, que desses elementos
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os Gnicos divisores comunsa 3e2 + y—5 sdo '1e, portanto, <3, 2+ —5)= {1,

Mas isso implica 1 = 3{a + bV =5 ) + (2 + V=5 e + dv=5) = Ba + 2c — 50) +
+ (3b+ ¢+ 2d)v—5 . para convenientes inteiros a, b, ¢ e d. Como, porém, o sistemga

{30+2c—5d:1
3b+c+2d=0

ndo tem solugdes inteiras {por qué?), entdo (3,24 v-5)= (1) é impossivel.
As propaosicdes que sequem justificam o estudo dos anéis principais, pois mos-
tram o quanto eles sao, digamos assim, algebricamente “bem-comportados’

Proposicac 4: Em um anel principal todo elemento irredutivel é primo.

Demonstracdo: Seja p um elemento irredutivel de um anel principal A, Portanto,
p # 0 e p ndo ¢ inversivel. Resta-nos mostrar que, se p | ab, com g, b € A, entdo p
é divisor de um desses fatores.

Para tanto, consideremos o ideal f = {p, a) em A.Como ¢ anel é principal, existe
d € /tal que ! = {p, a) = {(d). Mas p é um dos elementos de / e, portanto, p = dc,
para um conveniente ¢ € A, Entéo, devido a irredutibilidade de p, ou d € inversivel,
e, portanto, ¢ € associado de p, ou vice-versa.

Suponhamos primeiro que d é inversivel, 0 que tem como conseqiiéncia {d} = A.
Logo, {p, @} = A e, portanto, existem xg, ¥, € A tais que 1 {unidade de A} = px, + ay,.

Multiplicando-se por & ambos os membros dessa igualdade:

b = plbxg) + {ab)y,

Como p é divisor das duas parcelas do segundo membro desta dltima igual-
dade, entdo p | b.

Consideremos agora o caso em que c é inversivel. Como p = dc, entdao d = pc ™.
Por outro lado, uma vez que a também pertence a f, entac a = dqg, para um conve-
niente g € A. Das duas ultimas igualdades decorre que a = p{gc™) e, portanto, p

divide a. #

Proposicao 5: Dois elementos quaisquer de um anel principal tém maximo
diviser comum nesse anel.

Demonstracdo: Seja A o anel principal e consideremos g, b € A. Indiquemos
por { o ideal gerado por a e b, isto é,1 = {(a, b}. Por hipdtese, | é principal e, portan-
to, existe d € i tal que [ = {a, &) = {d ). Mostremos que d é maximo divisor comum
deaeb

(ifComoa=a-1+ b-0,entdo a € /. Mas ! é gerado por d, e entdo a = dq.
para algum d € 1. Isso mostra que d | a. Analogamente se demonstra que d | b.

(i) Como d € 1, existem xg, y, € A tais que d = axy + by,. Portanto, se d’ ¢ um
elemento de A que divide a e b, entdo d' | d. #

(o331 )



A proposicio anterior garante que as identidades de Bezout que relacionam
aritmeticamente dois inteiros e seu maximao divisor comum (4.2, capitulo i} podemn
ser estendidas para um anel principal arbitrario.

Coroldrio 1: Dois elementos, @ e b, de um anel principal A sdo primos entre
si se, & somente se, existem elementos x,, yo € A tais que axy + byy = 1.

Demonstracdo: De fato, se a e b sao primos entre si, entéo a unidade do anel,
aqui indicada simplesmente por 1, ¢ maximo divisor comum desses elementos &,
portanto, levando-se em conta o teorema, 1 = ax, + by, para convenientes elemen-
tos X, Yo € Al

Reciprocamente, se 1 = ax, + by, entao todo divisor de a e b também & divi-
sor de 1. Como, obviamente, 1 é divisor de a e b, entdo 1 € maximo divisor comum
desses elementos e, portanto, eles sao primos entre si. #

Convém acrescentar que a proposicio e seu corolario 1 podem ser estendidas
naturalmente para um namero finito qualquer de elementos do anel.

Corolario 2: Se d é um maximo divisor comum de a e b, com um deles pelo
menos ndo nulo, entdo (a/d) e (b/d) sdo primos entre si.

Demonstracdo: De fato, devido a proposicao, existem x,, ¥, € A tais que d =
= axy + by,. Dai,como d # 0,1 = (a/d)xy + (b/d)y,. O corolrio anterior nos ga-
rante entdo que {a/d) e {(b/d) séo primos entre si. #

Proposicio 6: Um elemento p # 0 de um anel principal A € irredutivel {ou
primo) se, e somente se, o ideal (p) € maximal.

Demonstragéo:

(—) Suponhamos p irredutivel e consideremos um ideal = (a) em A tal que
{p) C 1. Como p pertence ac primeiro desses ideais, entdo pertence também ao se-
gundo e, portanto, p = ag, para um conveniente g € A. Sendo p irredutivel, neces-
sariamente um dos fatores, a ou g, é inversivel.

Ora, como para a primeira dessas possibilidades / = A e como para a segunda
I = {p), entdo o Unico ideal que contém {p) propriamente & A, Logo, {p) &€ maximal.

(<) Suponhamos {(p) maximal. Entdo {(p)} # A e, portanto, p nao € inversivel.
Suponhamos p = ab, com os fatores em A. Entdo {p) C {(a) e, portanto, {a} = {p)
ou {a) = A. No primeiro caso, a ~ p e b & inversivel; no segundo, a é inversivel e,
portanto, b — p. #

Nosso objetivo agora € mostrar que todo elemento nao nuio e ndo inversivel
de um anel principal pode ser decomposto em um produto de fatores irredutiveis,
“univocamente” em certo sentido, a ser explicitado no enunciado da proposigao 7.
Para isso precisaremos de dois lemas.

Lema 1: Seja/, C I, C 15 C .. uma sequiéncia de ideais em um anel principal A.
Entdo existe um indice r =1 tat que I, = /., ; = .., ou seja, a seqliéncia € estacionaria.
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Demonstragéo Para a demonstracio precisaremos do fato de que o conjunte
/ —U {, & um ideal em A. De fato, se x, y € |, entao existemn indices m, n tais que x €
= ,' e y € I,.Fazendo s = max{m, n}, temos x, y € I, e, por conseguinte, x — yE L.
Logo, x — y € /. De maneira andloga se demonstra que, se x € f e a € A, entio
ax € 1

Como A é principal, existe d € / tal que { = (d). O fato de d estar em / impli-
ca que existe um indice r tal que d € /,. Portanto, | = {d} C I,. Ccmo, obviamente,
I, C l,entdo I = i.E claro, assim,que /, =/, |, ;= .. #

Quando, em um anel com unidade, toda seqliéncia crescente de ideais (consi-
derada como ordem a inclusao) é estacionaria, diz-se que esse anel é noetheriano,
designacdo derivada do nome da matematica Emy Noether, de quem falames na
Nota histérica do inicio deste capitulo. Portanto, todo anel principal é noetheriano,

Lema 2: Seja A um anel principal. Entdo todo elemento ndo inversivel a € A tem
um divisor irredutivel nesse anel,

Demonstracdo: Se a = 0, a demonstracdo é imediata. Caso contrario, conside-
remos o ideal {; = {a). Se esse ideal for maximal, entdo, devido & proposicao 6, a €
irredutivel,

Se l, nao for maximal, entao existe um ideal /, = {a,) em A, diferente de A,
que contém propriamente Iy, Ou seia, [, C 1, {y # 1, e, # A Se |, for maximal,
entdo a, é irredutivel. Mas, como {g) C {a,), entdo a, | a. Neste caso, a, é um divi-
sor irredutivel de a.

Se 1, ndo for maximal, repete-se o raciocinio, o que levara a conclusac de que
existe um ideal I, = {a,) em A, diferente de A, tal que {a,} C {(a,)./; # /,.De novo
temos pela frente as mesmas duas possibilidades: ou I, € maximal e a, é um ele-
mento irredutivel que divide a,, e, portanto, também g, ou I; ndo € maximal.

Mas, devido ao lema anterior, nenhuma seqiiéncia /y C /, C {, C ... de ideais
em A pode ser estritamente crescente, Logo, para um indice r + 1 oideal f, , ;=
={a, , |} serd maximal; o elemento a, , , assim obtido ¢ irredutivel e divisor de
Ay Qp o 1y Oy, A F

Proposicao 7: Seja A um anel principal. Entao todo elemento a € A, ndo nulo
e nao inversivel, pode ser decomposto em um produto de fatores irredutiveis. Mais:
duas decomposi¢des em fatores irredutiveis, do mesmo elemento nao nulo e nac
inversivel, tdm igual numero de fatores e cada fator de uma delas é associado de
algum fator da outra.

Demonstracao:

{i) (Existéncia da decomposicao}

Se g € A é irredutivel, nada a demonstrar. Entao suponhamos a composto. De-
vido ao lema 2, a tem um divisor irredutivel p, € A, o que garante a existéncia de
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a, € A la; # 0, a; nao inversivel) tal que a = p,a,. Se o fator a, for irredutivel,
demonstracdo encerrada. Caso contrario, repete-se o raciocinio com a,, e assim se
chegara a uma igualdade a, = p,a,, em que os fatores estdo em A e p, é irredu-
tivel. Nesta altura, @ = p,p,a,. Se a, for irredutivel, demonstracdo encerrada. Caso
contrdrio, repete-se 0 raciocinio com da,, e assim por diante, Como a alternativa “a;
ndo é irredutivel” ndo pode se repetir indefinidamente (por qué?}, entdo, numa
dada etapa do raciocinio, a; = p, é irredutivel e, portanto:

a=pPPypPs
em que todos os fatores sdo irredutiveis.

{ii) {Unicidade)

Vamos supor @ = pp;.p; = 4,4,..4,. Essa igualdade nos diz que p,divide
41424, € portanto, uma vez que é primo, divide um dos fatores, digamos p, | g,.
Mas g, € irredutivel e, portanto, seus Unicos divisores sao, além dos elementos in-
versiveis, seus associados. Como p, nao é inversivel, entdo p, ~ q,.Logo, g, = u,p,,
para algum elemento inversivel u,. Da hipdtese pp,..p, = 1G5--.G; = (Up;)q,..q,,
segue, cancelando-se py, que p,..p, = (U,G,}95..9,, em que os fatores, em ambos
os membros, sdo elementos irredutiveis. A repeticio desse raciocinio levard & con-
clusdo de que s = r (poderiamos ter, por exemplo, numa certa etapa do raciocinio,
1=4q; 18 24,1} e de que, ajeitando-se os indices, se for o caso, p, ~ g, p3~
~ Gy #

3.2 Anéis fatoriais

A definicdo que segue visa por em destaque certa categoria de anéis que abran-
ge os anéis principais, conforme a proposicao 7.

Defini¢ao 6: Diz-se que um anel de integridade A & um anel fatorial se as se-
guintes condi¢des se cumprem: (i) Todo elemento a € A, ndo nulo e ndo inversivel,
pode ser escrito como um produto de elementos irredutiveis de A. (i) Se @ = pypy.-
P, = 4195 .4, sdo duas fatoragbes de a em elementos irredutiveis de A, entdo r=s
e, para uma conveniente permutagao  dos indices, p; ~ g, (=1, 2, ., 1)

Duas decomposicbes de um mesmo elemento em fatores irredutiveis, conforme
o item (ii) da definigdo, dizem-se associadas.

Exemplo 6: O anel Z é fatorial. De fato, 0 tecrema fundamental da aritmética,
conforme o enunciamos e provamos no capitulo |l, garante que as condicbes da
definicao anterior se verificam para os nimeros inteiros estritamente positivos n&o
inversiveis. Se @ € Z é negative nao inversivel, entdo g = (—1){—a), em que —a é
estritamente positiva e, portanto, —a pode ser decomposto em um produto de
numeros primos estritamemte positivos, de maneira Unica, salvo quanto a ordem
dos fatores. A justificacao se completa considerando-se que —1 é inversivel em Z.
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Exemplo 7: Um corpo K é um anel fatorial. De fato, nao possuindo sendo elemen-
tos inversiveis, aiém do zero, nao ha em K elementos gue contrariem a definicio.

Exempio 8: Todo anel principal é fatorial, como mostra a proposigdo 7.

Contra-exemplo 2: O anel Z[\:I_;? ] nao & fatorial. De fato, 8§ =2 -2 -2 = (1 +
+ \-"—7 )(1 - \"'—7 ) e os fatores 2,1 + \.'_7_' el —y —7 sao irredutiveis no anel
{ver exercicio 18). Além do mais, é imediato que 2 nao é associado nem de ¥ + v—7
nem de 1 — y —7 .lsso mostra que 20y =7 | ndo cumpre a condi¢do (i) da defi-
nicao 6 e, portante, que esse anel nao é fatorial.

Se A é fatorial, entdo na decomposicac em fatores irredutiveis de um elemento
a € A, ndo nulo e nio inversivel, pode ocorrer de alguns pares de fatores serem
associados. Podemos ter, digamos, dois fatores irredutiveis distintos, mas associados,
p e g. Neste caso, g = vp (ou vice-versa), para algum elemento inversivel v. Logo,
pq = vp. Repetindo-se esse raciocinio sempre que dois ou mais fatores irredutiveis

sejam associados, a decomposicio se apresentara ao fim sob a forma

_ [} (1] [x]
a=up,"'\p,*2.p°

em que u é inversivel (lembrar que um produto de inversiveis € inversivel), r = 1, os
«; sdo inteiros positivos e entre os fatores irredutiveis p; ndo ha associados.

Em certas situacdes pode ser conveniente decompor dois elementos em fatores
irredutiveis do anel de maneira que em ambas figurem os mesmo fatores irredutiveis.
1ss0 & sempre possivel recorrendo-se ao uso do expoente nulo. Assim, se um elemento
irredutivel aparece na primeira decomposigao com expoente ndo nulo e nao aparece
explicitamente na segunda, nds o inserimos nesta com expoente igual a 0. Com essa
convengio, supondo que os elementos sejam a e b, podemos escrevé-los assim:

a=upp,2.pt e b=vpPiprpf (1)
em gue oy, 3; = 0.

Seguem algumas propriedades importantes dos anéis fatoriais.

« Vamos mostrar, construtivamente, que dois elementos quaisquer de um anel
fatorial tém maximo divisor comum, Justificaremos esse fato apenas para as situa-
¢des nao triviais: dois elementos nao nulos e ndo inversiveis. Indicando-se esses
elementos por g e b e supondo-se que suas decomposicdes em fatores irredu-

tiveis sejam as de (1), entdo o elemento

d= P;‘S1P282 ---Prar

em que &; = min{a, B;}, ¢ um maximo divisor comum de a e b.
De fato,como 8, < o, e §;< B, entdod|aed|b.
Por outro lado, se ' € Ae d’| ae d’| b, entao:

d = P;‘wlpzh ---P:Yr

com Y, = w,e Y;= B;. Logo, ¥, = min{w, B} e, por conseguinte, d’| d.
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= Se g e b 530 elementos de um anel fatorial, dos quais um pelo menos nio é
nulo, e se d é um maximo divisor comum desses elementos no anel, entao a/d e
b/d sdo primos entre si. Recorreremos novamente a CoOnvengao usada para es-
crever g e b com os mesmos fatores primos e expressa nas igualdades (1) e a pro-
priedade anterior. Entio, se p;*' é fator de a e p,-ﬁf é fator de b, os fatores respectivos
de d, a/d e b/d sao: p.¥, em que Y, = min{a;, B} p epl TiMasa; — Y= 0
ou B; — ¥, = 0. Portanto, min{a; — ¥;, B; — ¥;} = 0. Como esse minimo € o expoente
de p; no méximo divisor comum de a/d e b/d, entdo nao ha efetivamente fatores
irredutiveis comuns a esses elementos, o que justifica nossa afirmacaoc de que eles
530 primos entre si.

s Se dois elementos g e b de um anel fatorial A ndo sdo primos entre si, entdo
ales tém um divisor comum irredutivel. De fato, com essa suposicao, se d indica
um méximo divisor comum de a e b, entdo d # 0 e d ndo é inversivel. Logo, pode
ser decomposto em fatores irredutiveis, conforme a definicao 6. Qualquer desses
fatores irredutiveis é divisor de a e de b,

+ Se p é imredutivel e p | ab, ou seja, ab = pqg, para algum g € A, entdo p [ a ou
p | b. Com efeito, se decompusermos cada um dos fatores do primeiro membro
de ab = pg em fatores irredutiveis, entdo, pela “unicidade’ p deve ser associado de
um desses fatores. Se esse fator for fator de g, entdo p | g, caso contrério p | b. Isso
mostra gue em um anel fatorial todo elemento irredutivel é primeo.

3.3 Anéis euclidianos

Introduziremos agora uma categoria especial de anéis principais. A inspiragéo é
o algoritmo euclidiano, que, como ja vimos, vale tanto no anel Z como em qualquer
anel K[x], se K ¢ um corpo infinito. Primeiro é preciso generalizar esse algoritmo.

Defini¢do 7: Seja A um anel de integridade e suponhamos que se possa definir
uma aplicacdo d: A* = A — {0} — N que cumpra as seqguintes condigdes:

(i) Se a, b c A* entdo d{ab) = d(a).

(i) Se a, b € Ae b # 0, entdo existem g, r € A {0 quociente e o resto, respec-
tivamente) tais que a = bg + r,em que r = 0 ou d(r) < d(b).

Neste caso, diz-se que A é um anel d-euclidiano ou, subentendida a aplicagdo
d, simplesmente euclidiano.

A definigio dada nao assegura a unicidade do quociente e do resto. Quanto a
essa questao, vale o seguinte resultado (ver exercicio 29): “Para que o guociente €
o resto na condicao (i) da definicao sejam (nicos, é necessdrio e suficiente que
dia + b) = max{dia), d(b)}".

Exemplo 9: O anel K[x] quandc K & um corpo.

Neste caso, pode-se tomar como d = & (K[x])* — N a fungao “grau”, isto €, a
funcdo que associa a cada polindémio ndo nule seu grau.
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De fato, como ja vimos, se f e g sdo polindmios ndo nulos, 4(fg) = a(f) +
+ a3(g) = a(f). Além disso, se f, g € K[x] e g ndo é o polindmio nulo, o algoritmo
euclidiano nos garante que existem g, r € K[x] tais que f =gg + rremquer=10
ou alr) < a{g).

Exemplo T10: O corpo (}, tomando-se como d a funcéo definida por d(x) = 1, qual-
quer que seja x € 0%,

De fato, se g, b & (F*, entdo d{ab) = 1 = d(a).

Sea be eb#0 entio a=bla/b) + 0.

De maneira andloga pode-se transformar todo corpo em um anel euclidiano.

Exemplo 11 Mostraremos agora que 0 anel 7 {i] dos inteiros de Gauss & euclidia-
no quando se toma como d a fungio que associa a cada elemento nac nulo de 7 [J]
(inteiro de Gauss) sua norma. Lembremos primeiro que, se o = x + yi é um inteiro
de Gauss, entdo N(a) = x? + y? e, portanto, N{w) = 1 se « # 0. Entdo, se o e B
sao dois inteiros de Gauss nao nulos:

N{aB) = N{a)N(B} = N{a)

ou seja, a condigao (i} da definicio 7 se verifica para a fun¢ao considerada.
Consideremos o, f € Z [/],# # 0.Entdo o/ B =r + si,em que r e 5 s40 nimeros
racionais. Tomemos dois inteiros m e n tais que

1
2
0 que sempre é possivel, Usando-se os inteiros m e n, a igualdade o/B =r + si
pode ser escrita assim:
a/fB=m+ni+r—m + {s—nli

1
fr~m|55 e |s—n|=

Multiplicando-se ambos os membros por p:
e = Blm + mi) + Bllr — m} + {5 — )}
Fazendo-se (m + ni) = k e Bl{r — m) + (s — n)il = p a igualdade anterior fica
a=fx+p
Notemos, por dltime, que, se p # 0, entdo:
N(p) =N{BINI{r—m) + (s —n)il= N(B)i(r—m)* + (s —n)’ 1 =N(B}{1/4 +1/4) < N(B)
Isso completa a justificacao.
Proposicao 8: Todo anel d-euclidiano é principal.

Demonstracdo; Seja A um anel euclidiano e consideremos um ideal | # {0}
nesse anel. O conjunto {d(x) | x € / e x # 0} é uma parte de N e, portanto, tem
um minimo d{b). Mostraremos que ! = {b}.

Como b € /, entio obviamente (b) C I. Para demonstrar a inclusao contréria, se-
ja x um elemento genérico de . Como b # 0, a condicao (i} da definicao de anel
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euclidiano, aplicada a x e a b, assegura que existem g, r € A tais que x = bg + r,em
que r # 0 ou d(r) < d{b). Dai,r = x — bqg e entdo r € I.Como, dada a escolha de b,
a alternativa r # 0 nao pode ocorrer, entdo x — bg = 0,x = bq e, portanto, x € 1, #

Corolario: Todo anel euclidiano é fatorial.

Exemplo 12: Se K é um corpo, entio K[x] ¢ fatorial, pelo fato de ser euclidiano

e, portanto, principal {exemplo 8).

‘ Exercicios J

23, Sejam | = {a} e J = (b} ideais em um anel principal A.Se / + J = (d), prove que

d é um maximo divisor comum de g e b.

24. Sejam g, b e ¢ elementos de um anel principal. Demonstre que:

25

26

27

28.

29

a) 1 {unidade de anel) ¢ um méaximo divisor comum de g e 1;

b) se d é um maximo divisor comum de ¢ e b, entdo dc é um méaximo divisor
comum de ca e ¢b;

¢) sea|bceaebsioprimos entre shentdo a | ¢

d) se g e b, bem como a e ¢, sdo primos entre si, entdo a e be sao primos entre si;

e) seae bsdoprimosentresiesea|ceb|centdoablc;

f) se d # 0 é um maximo divisor comum de a e b, entdo a/d e b/d sa0 primos
entre si.

Mostre que o ideal (5, 1+ 2y —6 ) noanel Z [\ —6 ] nao é principal.

Exibindo duas decomposicoes do niimero 8 em fatores irredutiveis ndo associa-
dos de 7 [\——7] mostre que esse anel nao é fatorial. (Observar que a conclu-
530 pura e simples de que Z [\-'t7 ] ndo é um anel principal poderia ter sido
obtida do fato, a ser provado aqui, de que esse anel nao é fatorial.)

Exibindo duas decomposictes de 18 em fatores irredutiveis ndo associados de
7z [\ -17 ], mostre que esse anel ndo é fatorial e, portanto, ndo ¢ principal.

Seja A um anel d-euclidiano. Prove que:

a) se a é um elemento ndo nulo de A, entdo d{a) = d{1}
b) se a, b € A* sdo associados, entao d(a) = dib);
¢) um elemento nio nulo a € A é inversivel se, e somente se, d(a) = d(1).

Prove que na definigio 7 a unicidade do quociente e do resto vale se, e samente
se, d(a + b) = max{d(a), db)}.
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{+—) Suponhamos que, para 0 mesmo par de elementos 4, b (b # 0), se tenha:
a=bgirir=0oudn < dbyea="bqg, +r (r,=0o0udr)<db)comr=r,
g portanto, ¢ # q,. Entao: dib} = dllg — q)b) = d{r — r,} = max{d(n), d(—r)} < d(b).
Absurdo. |

30. Encontre quociente e resto, no ane! dos inteiros de Gauss, na“divisao aproxima-
da”“ de « por B, nos seguintes casos:
aa=5—-2iep=6+1i
b)a=3+15iepp=1— 30

31. Mostre que sao euclidianos os anéis Zl.nl paran=—-22e3,
Sugestdo: Escolha como d: {z[, n))" = N a funcio definida por d(c) = |N{a)|
e proceda como para o anel dos inteiros de Gauss.

32. Encontre guociente e resto, no anel Z [\-' 2 ] na “divisdo aproximada” de a por {8,
conforme o exercicio anterior, nos sequintes casos:

A a=4+2y2 eB=2+12;
Bya=4—+v2 eB=2+2V2

33. Consideremos o anel A = Z {i] dos inteiros de Gauss.

a) Mostre que { = (3} € um ideal maximal em A e que, portanto, A// € um corpo.
b) Prove que o anel quociente Z [i1/! é formado de nove elementos.

b} Seja @ um elemento do anel A e consideremos a classe « + 1. Aplicando-se o algo-
ritmo euclidianc a « € 31 = 37 + p,em que p = 0 ou Nip) <- N{3} = 9.
Segue dai que a +/=p + /! (porqué?);se N{p) =0, entdop=0ep+4 =0 +1=1se
N{p} = 1,entio p = 21, *i elementos que determinam quatro classes distintas entre
si e de ! {por qué?); se N(p) = 2, entao p = 11 1i, elementos gue determinam mais
quatro classes distintas entre si e das anteriores (por qué?). E como n&o ha outras
possibilidades (por qué?), entdo o namero de classes distintas € nove. -

34, Se / @ um ideal em A = Z [i], mostre que o anel quociente é finito.
Sugestdio: Generalizar o raciocinio usado na resolucdo de 33.b.

35. No anel Z [{] encontre decomposicdes em fatores irredutiveis dos nimeros 6

e —9 + 12i e, através delas, determine um maxime divisor comum desses
numeros.
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36. Sejam a e b elementos de um anel de integridade A. Um elemento m € A se
diz minimo miltiplo comum de a e b se: {i) m ¢ multiplo de a e b; (i) todo
multiplo de a e b € maltiplo de m. Isso posto, se 4, b sao elementos de um anel
principal, prove que:

a} todo gerador de {a} M (b} € um minimo mltipto comum de a e b;
b} se d é um maximo divisor comum de a e b e i um minimo multiplo comum,
entdo ab ~ dm.

b) Mostraremos que (a} M {b} = {(ab)/d}, o que & suficiente (por quél).Sex € {lab)/d),
entio x = [(ab)/d]t, para algum t € A. Mas, como d é divisor de b, entdo (b/d)t £ A
e, portanto, x = lab}/ d1t = al(b/d}t] € {a); analogamente se mostra que x € {b). Ago-
ra, se X € {a) e X € (b}, entdo x = at, = bt,, para convenientes elementos £, 1, € A,
Mas, como d é um maximeo divisor comum de a e b, entdo 5, = a/de s, = b/d sao
primos entre si {exercicio 24f). Substituindo a e b em at, = bt respectivamente por
ds, e ds,, obtemos ds,t, = ds,t,. Dai, s;t; = 5,t; € oMo s,, 5, € A 530 primos entre
5i, entao s, | t, (exercicio 24¢). Se f,/5, =k, entdo t, = 5.k e, portanto, x = bt, = bs k.
Coma, porém, s, = a/d, entdo x = [(ab}/d]k, o que mostra que x € {abl/dy. W

37. Com base no item b do exercicio anterior em Z[i], encontre um minimo muiti-
ple comum dos elementos « € 3 nos seguintes casos:

ala=3ep=7;
bla=6ep=-9+12

4. POLINOMIOS SOBRE ANEIS FATORIAIS

Nesta secio o simbolo A indicard sempre um anel fatorial infinito, Vale lembrar
que, como mostramos em 3.2, dois elementos quaisquer de um anel fatorial sempre
tém maximo divisor comum, Esse resultado, obviamente, pode ser estendido para
um numero finito qualguer de elementos do anel.

Definicao 8: Um polindmic néo constante pertencente a Alx] se diz primitive
se a unidade de A é um maximo divisor comum de seus coeficientes. Em outras
palavras, isso significa que os Unicos divisores dos coeficientes do polindmio sac 0s
elementos inversiveis do anel.

Exemplo 13: O polindémio f(x) = 2 + 2x + 3x* € Z[x] é primitivo, pois
mdc(2,3) = 1.

Proposicao 9: Seja f(x) = @ + a;x + a,x2 + .. + a,x" € Alx] um polinomio
nao nulo. Entao existem um elemento d A e um polindmio primitivo f* € ALx,
de mesmo grau que f, tais que f = df*
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Demonstracdo; Se d = mdc{ay, g4, ... a,,), entdo a, = dqy, a, = dq,, ... a,, = dq,,,
para convenientes elementos qg, 4y, .. 4, € A, primos entre si. Dai:

FOO = (dgo) + (dg)x + (dg)x® + ..+ (dg)x" =dlge + gix + g %° + .+ g,x").

Fazendo-se F*(x) = gy + g% + g% + ..+ G,x", entdo F* tem 0 mesmo grau
de f, é primitivo e f = df*. #

Proposi¢ao 10: Seja f € A[x] um polindmio ndo constante. Se f € irredutivel,
entdo f é primitivo.

Demonstracdo: De fato, suponhamos que f ndo fosse primitivo e indiquemos por d
um maximo divisor comum de seus coeficientes. Entdo, devido a proposicao anterior,
f = df* em que a(f*) = 4(f). Observemos porém que, como d nao & inversivel em
A, também ndo o é em A[x]. Por outro lado, £* também nao é inversivel em A[x], ja que
tem o mesmo grau de f (lembrar que os inversiveis de Alx] sdo os mesmos de A g,
portanto, tém grau zera). Entdo f = df* é uma decomposicao néo trivial de f em A[x],
o que contraria a hipotese de f ser irredutivel sobre A. De onde, f € primitivo. #

Contra-exempio 3: Um polindmio primitivo pode ndo ser irredutivel.
O polindmio fix} =2 + 5x + 2x? é primitivo, mas composto em Z [x], uma
vez que
fxX)=02x+ Nix+ 2)

Nosso objetivo agora é demonstrar o critério de irredutibilidade de Eisenstein
para polinémios sobre um anel fatorial. Ferdinand R. Eisenstein {1823-1852), alemao,
foi um brilhante matematico, muito admirado por Gauss, com quem estudou. Ao mor-
rer precocemente, aos 29 anos de idade, Eisenstein j era professor da Universidade
de Berlim e membro da Academia de Ciéncias dessa cidade, gracas a uma producao
cientifica volumosa e especialmente brilhante.

Para chegar ao critério de Eisenstein precisaremos de trés lemas.

Lema 3: Se f, g € A[x] sdo polinémios primitivos e para elementos g, b € A
vale a iguaildade af = bg,entdoa~be f~g.

Demenstracdo: Facamos af = h e seja d um maximo divisor comum dos coefi-
cientes de h. Entao h = dh*, em que h* & um polindmio primitivo e de mesmo grau
que # {proposicdo 9).Por outro lado, como af = h, entdo a divide todos os coeficien-
tes de h e, portanto, a | d em A. Loego, d = ac, para um conveniente elemento ¢ € A.
Desse modo:

h = dh* = ach* = af

e o cancelamento de a na ultima igualdade leva a f = cA*, 0 que mostra que ¢ di-
vide f e, portanto, seus coeficientes, ja que ¢ € A. Como f € primitivo, entao ¢ é
inversivel. Levando-se em conta que d = ac, conclui-se que d ~ a. Da mesma forma
demonstra-se que d ~ b. De onde, @ ~ b.

&3 6D



Agora, o fato de a e b serem associados implica a existéncia de um elemento
inversivel u € A tal que b = au. Usando esse fato em af = bg (hipdtese), obtemas
af = aug e, portanto, f = ug, em que u é inversivel em A e, portanto, em A[x]. Isso
mostra que f ~ g, como queriamos demonstrar. #

Lema 4 (lema de Gauss): O produto de dois polindmio primitivos f, g € A[x]
também é um polindmio primitivo.

Demonstracdo: Suponhamos § e g definidos respectivamente por f(x) = @y +
+ ax + a,xt + o+ ax e glx) = by + byx + byx? + ..+ bx® e que o produto
fg=cotex + cxt+ .+ ¢ . x % ndo fosse primitivo. Existiria entdo em A um
elemento irredutivel p divisor de todos os coeficientes de fg. Mas esse elemento
nao divide todos os coeficientes de f, nem tampouco todos os de g. Seja g, 0 coe-
ficiente de f nado divisivel por p com maior indice e, analogamente, b, o coefi-
ciente de g nao divisivel por p com maior indice. Observemos entdo o coeficiente

Cm+n:aobm+n +abpp, gt t by T o T Oy - 101+ G abo

Devido as suposicoes feitas, p divide todas as parcelas do segundo membro
dessa igualdade anteriores e posteriores ao produto a,,b,. Como p | ¢, , , entdo
p | a.,b, e, sendo irredutivel, divide um desses fatores. Como essa conclusao & con-

traditéria com a escolha dos coeficientes a,, e b, entdo a suposicao de que fg ndo
é primitivo deve ser descartada. De onde, a tese. #

Lema 5: Seja K o corpo das fragbes de A. Se o polindmic f € A{x] é iredutivel
sobre A, entdo também é irredutivel sobre K.

Demonstracdio: Suponhamas, por absurdo, que f fosse composto em K[x].
Existiriam entao polindmios g, h € K[x], de grau = 1, tais que f = gh. Os coefi-
cientes de f e g sao fracdes cujos termos pertencem a A. Indicando-se por a o
produto dos denominadores dessas fragbes:

le = g‘|h1 (2}
em que g, € h; € Alx] e t8m o mesmo grau que g e h, respectivamente. Se b,ce d
denotam, respectivamente, maximos divisores comuns dos coeficientes de f, g, €
h,, entao:
f=bf,, g,=cg, e h,=dh, {3
em que fy, g, e h, sdo primitivos e de mesmo grau que £, g, e h, respectivamente
{proposicao 9). De {2} e {3) resulta:
abf, = cdg;h,
Como g,h, é primitivo, devido ao lema de Gauss, entdo o lema 3 garante que
ab~ cd e f, ~ gsh,. Assim:
f1 = ugsh;
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para um conveniente elemento inversivel u & A, e, portanto:
f=0bf =ubg,lh,

Como {ub)g, e h, sdo polindmios de Alx] que tém graus iguais aos de g, e h;,
respectivamente, e, partanto, = 1, entac f € composto sobre A, o que é absurdo,
uma vez que essa conclusdo contraria a hipotese, #

Proposicio 11 (critério de Eisenstein):Seja f(x) =ay + a;x + a;x* + ..+ a,x" €
€ Alx]. Se existir um elemento irredutivel p € A que seja divisor de ag, a4, .. a, _
mas nédo de a, e se p? ndo divide a,, entdo § é irredutivel sobre o corpo das fra-
coes de A.

Demonstracdo: Seja K o corpo das fracdes de A e suponhames f composto em
Kix].Entao f é o produto de dois polindmios de grau = 1 de K[x]. Mas, conside-
rada a contrapositiva do lema anterior, f também poderia ser decomposto em um
produte de dois fatores naoe triviais de A[x]:

) = by + byx + by + o+ X+ ox + X+ 4 ¢ xD

Como p | ay = byc, & p? néo divide a,, entdo p | b, ou p | ¢, exclusivamente.
Suponhamos que p | bg. Como p nao divide a,, = b,c,, entdo p nao divide b, . Isso
posto, seja s (0 < s < r << n) o menor indice tal que p naa divide b,. Portanto, p | by,
piby,..plb, ,epnaodivide b,

Como

a,=bge, + by, -+ byt H b0y + bt
e p| a,, pois s < n, entéo p | bc,. Nao dividindo ¢y, entdo p | b,, 0 que ¢ absurdo. #

Exemplo 14: O polindmio £(x) = 7 + 14x + x% & Z [x] é irredutivel em Q [x].
De fato, considerando o nimero primo p = 7, vemos que 7 | 7,7 | 14,7 nao divide
1 e 72 nao divide 7. Uma generalizacio simples do exemplo dado mostra que em
Q[x] existem polindmios irredutiveis de grau arbitrariamente grandes.

Para encerrar o capitulo, mostraremos que, se um anel A é fatorial, entao A[x]
também o é, mas que A pode ser principal sem gue Afx] o seja.

Usaremos para isso o seguinte fato; se a € A ¢ irredutivel como elemento des-
se anel, entdo também é irredutivel como elemento de A[x]. Vejamos a justificagdo.
Primeiro, a ndo é nulo (pois A e A[x] tém o mesmo zere) e ndo é inversivel em A[x],
pois 0s inversiveis desse anel sdo os mesmos de A. Por outro lado, uma decompo-
sicdo de a em um produto de dois fatores de A[x] s6 & possivel se esses fatores
tiverem grau zero e, portanto, pertencerem a A, Logo, € uma decomposicdo em A, e,
devido a hipdtese, um dos fatores é inversivel em A. Portanto, esse fator também ¢
inversivel em A[x].

E necessario também o lema seguinte.

Lema 6: Seja A um anel fatorial. Entdo todo polindmio irredutivel f € Afx]
também é primo.
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Demonstra¢do: Suponhamos que f { gh em A[x]. Denotando-se por K o corpo
das fragdes de A, é claro que f também divide gh em K[x]. Mas, como f € irreduti-
vel sobre K (lema 5) e K[x] é principal, entdo f é primo em K[x} e, portanto, f | g ou
f | h (novamente em K(x]). Trabalhemos com a primeira dessas possibilidades,

Existe entdo um polinémio m” € K[x] tal que g = m’f. Mas, se ¢ é o produto dos

] ar ’ 1 F
denominadores de m7’, entdo cm’ = m, ou =m=m,emquem & Alx] e tem o mes-

mo grau que 7. Consideremos agora a decomposicdo fornecida pela proposicio 9
paragemg=ag*em=dm* emque a, d € Ae g*, m* € Alx], sdo primitivos e
tém o mesmo grau que g e m, respectivamente. Logo:

ag*=g=m’f = (% m)f = (1C dm*)f
Dai:
acg* = dfm*
Mas fm* também ¢ primitivo e, portanto, devido ao lema 3:
ac~d e g*~ fm*
Logo:
g* = ufm*
para algum elemento inversivel u € A, e dai:
g = aufm*

igualdade que mostra que f | g em Alx]. #

Proposicao T2: Se um anel A é fatorial, entao A{x] também € um anel fatorial.

Demonstracdo: Seja f € Alx], f # 0 e f ndo inversivel.

(i) (Decomposicao em fatores irredutiveis)

Raciocinaremos por indugdo sobre o grau de f.5e d¢(f) = 0, entdo f € A.De-
compondo f em fatores irredutiveis de A (0 que é possivel, pois A é fatorial), tere-
mos a decomposicao desejada, uma vez que, como vimas, esses fatores também sdo
irredutiveis em A[x].

Suponhamos agora gque J(f) =n > 0 e tomemos por hipdtese que a decompo-
sicdo seja possivel para todo polinémio de grau r, com 0 < r < n, Devido 3
proposicic 9, se d é o maxime divisor comum dos coeficientes de £, entdo existe
um polinémio primitivo £* € Alx] tal gque f = df*. Caso f* seja irredutivel, basta
decompor d em fatores irredutiveis para obter a decomposicac desejada para f.
{Neste caso, se d fosse inversivel, f = df* seria essa decomposicio.) Caso f* seja
composto, entdo existemn pelinémios g, A € A[x] tais que

1= d(g), 9 < 3(F9) e f£*=gh

Apticando a hipdtese de indugdo para g e h e raciocinando com d como no ca-
50 anterior, obteremos a decomposicao de f conforme o enunciado.
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(i} {Unicidade)
A demonstrac¢do fica como exercicio, Sugerimos ler a demonstragao da propo-
sicdo 7 e frisamos que o lema anterior € imprescindivel para o raciocinio. #

Exemplo 15: Como Z é fatorial, o mesmo se pode dizer de Z [x].

Contra-exempio 4: Mostraremos agora que o anel fatorial Z[x] nao € principal,
embora Z o seja. Com iss0, mostraremos também que nao vale a reciproca da pro-
posi¢ao 7. Para isso basta dar um exemplo de um ideal em Z [x] que nao seja princi-
pal.E o caso de I = {2, x). De fato, se | fosse principal, existiria um polindmio f € Z [x]
tal que [ = {f). Entdo, por pertencerem a /, os polindmios 2 e x poderiam ser escritos
na forma 2 = fg e x = fh, para convenientes polindémios g, h € Z [x]. Dai, f | 2
em Z [x] e, portanto, f = 1 ou f = £2, Mas como, também, f | x e nem +2 nem
—2 sio divisores de x em Z [x], segue que f = T1.Entao { = Z [x] e, portanto, todo
polindmio de Z[x] seria do tipo

2ag + ayx + Gpx% + o+ ax) 4 xlbg + byx + byx? + L+ bXS) =
=2ay + (2a, + b)x + (2a, + byjx + ..
ou seja, teria como primeiro coeficiente, escrito na forma padrao, um ndmero par,
o que é absurdo. Logo, efetivamente o ideal / = {2, x) ndo ¢ principal e, por con-
seqiiéndia, Z [x] ndo € um anel principal.

m Exercicios |

38. Considere os ideais / = (x, 2x + 1: e J = {x, 5x + 2; em Z [x]. Mostre que / ¢
principal mas J nao é. Algum deles é maximal? Justifigue,

39. Represente cada um dos polinémios de A{x] na forma de um produto de um
elemento de A por um polindmio primitive sobre A:

a) 3x* +6x +6,A=7 Q2+ +ix+(1 —NA=2Z[i]

b) 252 + 2x + 1,LA=R A+ (2-V2)x+aa=20i2]

40. Seja A um anel de integridade infinito. Se K é o corpo das fragbes de A, repre-
sente cada um dos polinémios de K[x] como o produto de um elemento de K
por um polindémio primitivo sobre A:

1 5.1
—xltox+ =7
a}3x zx 6, A

b)lxz— > x + 2,A=Z[i]
2 1—i

gles lor 1 a-zlV2]
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41.

42,

43,

45.

46.

47,

48,

Mostre, através do critério de Eisenstein, que sao irredutiveis sobre € os seguintes
polinémios inteiros:

a) 2+ 2x + 4x? + ¥}

b} 3% — 7

Mostre, através do critério de Eisenstein, que sao irredutiveis sobre o corpo das
fracdes de A os seguintes polinémios:

al X — 2N+ 0+ X2+ (1— i) A=ZI[i)

b) x* — 3, A=Z{i]

O =32 +6x+1++-2,A=7 [\——2]

A reciproca do lema 5 é verdadeira ou falsa? Prove ou contra-exemplifique,

. 5ejam A um anel fatorial infinito e p € A. Se p é primo em A, prove que p tam-

bém é primo em A[x].

Seja A um anel fatorial infinito, Prove que um divisor de um polindémio primi-
tivo f € Al[x] também é primitivo.

Sejam A um anel de integridade e @: A — A um isomorfismo de anéis. Prove que:

a) se p € A € um elemento primo, entdo @(p} também é primo;
b) se p € A é um elemento irredutivel, entdo @(p) também é irredutivel.

Seja A um anel de integridade infinite. Mostre que ¢: A[x] — A[x] definida por
P(f) =g, em qgue g{x) = f{x + 1), para todo x € A, € um isomorfismo de anéis.

Se p € um numero primo, mostre que é irredutivel sobre Q o polinémio inteiro
£ definido por fF(xX) =1+ x+ x2 + .+ xP ™",

xP 1
Sugestdo: Observar que f{x) =

, usar o isomorfismo introduzido no exer-

cicio 47 e, a sequir, o critério de Eisenstein,
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RESPOSTAS DE ALGUMAS QUESTOES

Capitulo |

1. verdadeiras: a, ¢, d
falsas: b, e

2.8=0)C=1z1,{1},{1, 24

3.a)A={1,2,3,4,8={4,5 e C=1{3,4,5}
b A=11,23,4,5,B=14567}e
C=1{4,56,7,8}

7. a) #(A) = {@ {@) (1L {0 @ 1L 1
0,00 e 1,
c) 64

9. 470

11.a} &
) 1 {conjunto dos nimeros irracionais)
od
d) {172, 3/4,5/6, .} = {2’;‘ 1.n=123, }
n
el A

12. 4

13. a) respectivamente:/,{,[5, 4 =[,{1/2,3/4,
5/6, ..}, AU B

16.A=1{2,4,6,8,10}
B=136,912}
C=14812}

17.verdadeiras: a, b, ¢, d,f g, i
faisas: e, h, j

18.a, b, d e

19.3a) Se A é um tridangule, entdo gualquer
lado de A é menor gue a soma dos
outros dois.
b) Se p é um ndmere primo diferente
de 2, entao p é impar.

<] Se x & um numero real tal que -2 <
< x < 2, entdo x* < 4,

d) Se duas retas sao paralelas entre si e se
nio sao paralelas ao eixo das ordena-
das, entao essas retas tém o mesmo
coeficiente angular.

e) Se uma funcao real de variavel real &
diferenciavel num ponto, entdo ela é
continua nesse ponto.

f} Se uma das filas de um determinante
é formada de zeros, entao esse deter-
minante é nulo.

20, verdadeiras: b, ¢
falsas: a, d

21.a} Existe x, x = 2, tal que x? < 4.

b) Existe um tridnguto retangulo gue &
eqilatero.

c} Existe um niimero real x tal que, qual-
guer que seja o inteiro n, verifica-se
n =X

d} Qualquer que seja 0 imero complexo
z,vale 2% # -2,

e) Existemn retdngulos que nac sao para-
lelogramos.

f) Existemn planos paralelos tais que um
deles contém uma reta que ndo é para-

lela ao outro.
22, 2) 3x d)ax
b} ¥x e) 3x
) ¥x f) 3x
23.a) (Vx}3y) d) (3x){3y)
b} (Vx){Vy) e) (Vx)(¥y)
o (Ix)3Iy)

24. verdadeiras: a, ¢
falsas: b
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25.a,¢,d
26. b, d e

27. Reciprocas:

a) Se a soma de dois nimeros inteiros &
par, entdo esses nimeros sao impares.

b) Se uma funcao real de varidvel real é
diferencigvel num ponto, entao ela é
continua nesse ponto.

) Se o determinante de uma matriz é dife-
rente de zero, entao a matriz CoOrrespon-
dente é inversivel.

d) Se um polindmio real tem duas e ape-
nas duas raizes complexas, entas asse
polindmio tern grau 2.

) Se todas as retas de um plano sao per-
pendiculares a um outro plano, entao
os dois planos sao perpendiculares
entre si.

Contrapositivas:

a} Se a soma de dois nimeros inteiros
& impar, entdo um deles é par.

b) Se uma fungao real de variavel real néo
& diferencidvel num pento, entac ela
nao & continua nesse ponto.

¢} Se o determinante de uma matriz é
igual a zero, entdo essa matriz ndo €
inversivel.

d) Se o nimero de raizes complexas de
um polindmio real é diferente de dois,
ent3o o grau desse polindmio é dife-
rente de 2.

e) Se num plano ha uma reta que ndo é
perpendicular a um segundo plano,
entdo os dois planos nao sao perpen-
diculares.

28. Reciprocas:
verdadeiras: b, ¢, d, e
falsas: a
Contrapositivas:
verdadeiras: a, ¢, d
falsas: b, e

29.5eag=centdoa=boub=r.

30. Se trés pontos distintas, A, B e C, de um

plano sao tais que AB = AC + BC, entdo
esses pontos sao colineares.

3l.a)x =1 cx=0
b}x =10 dix=1/2
Capitulo 1l

10. a = 57, 56, 55, 54 e, respectivamente, ¥ = 4,
18, 32, 46.

12. 111

16.¢) mdc (42, —96) = 6
42-7 4+ (-96}-3=6

17.48

18.500 e 180
23.780=2%2-3.5-13
25.b)22-31.5%.13%.13%9=12
31,144

33.b){(2 - 2t,4 — 5t} | te 2}
dy {18 + 23t,- 3 — 4t) |t € Z}

34,56 e 44

35,60 — 77t (t=-1,-2,-3, .1
36. 60 inteiras e 4 meias

37.-255 — 37t(t=—7,-8, -9 .1
38.a) 1 b} 1 do
40.0

45.2) x = 1103 (mod 2210}
b} x = 4128 {mod 6061)

46.a) x = 851 (mod 1430)
b} x = 26 (mod 630}

47.3930

Capitulo 1ll

1. a) R, ={(1,0), (3, 2), (5, 4). (7, 6)}
R, =1{(1,2),(1,4),(1,6).(3,4), (3,6), (5,6}
R,=00

348 D



b) DR, ={1,3,5, 7} elm(R,) = {0, 2,4, 6}
D(R,) = {1,3,5} e ImiR,} = {2, 4, 6}
D(R,) = & = Im(Ry)

.atE={a,bc d e}
b} D(R) = {a, b, ¢, d' e Im[R) = {b, ¢, d, e}
o} RV = {(b. o), (c, b, (d. ), (e, )}
DR N1 =1{b ¢, deleimR NV =1{ab,
c, d}
dYE

bDR)={xeR|-1=x=1}
dImA)={yer] —2=y=2}
d) R ={(x, y} € B2 | x2 + 4y? = 4}

Lal R=1{(1.3),4,2),07 1}

b) D(R) ={1,4,7}

o ImiRy=01,23}

d RV ={3.1),(2,4.0,7
. a) mn by2m"
RnR =(7ZeRUR=ExEF

LR, U R, ={x ) | xR,y ou xRy}
R, N R, = {0, y) | XRyy € xR,y)
xYVER =yl ER,

Ja)R=1(1,1).(1,3), (3,5, (2 2,2 4.
(3,1),(3.3).(3,5). 4,4),(4,2),(5,5),
(5. 3L (5

D D
Pl
(O]

b £

d) R é reflexiva, simétrica e transitiva; R ndo

& anti-simétrica.

9. R ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

10.

11.
12,

13,

14.

16.

18.

20.

21.
22.
24,
27.

28.

§ nao é reflexiva, simétrica, anti-simétrica e
transitiva.

R ¢ simétrica (apenas).

a) 6

b) R = {(ab, ab), (ab, de), (de, ab), (de, de),
{bc, bo), (be, ef), (ef, bel, (ef, ef), {cd, od),
(ed, fa), (fa, cd), (fa, fa)}

C b
d a
e f
o) reflexiva
simétrica
transitiva

reflexivas: Ry, Ry e Ry
simétricas: By, Rz Ry e Rs
transitivas: Ry, Ry, Ry € Rg
anti-simétricas: Ry, Ry e Rg

Ry =1{(1,13,(2,2),(3,3), (4,41 (1. 2), (2,3},
(3,21

Ry ={(1,2),(2,13,(0,3L 3 1)}

Ry ={(1,2),{2,3)(1,3), 2. 1)}

Ry =101,2), (2 3. B, 4}

&, {la, @)}, {ta, b)}, {(b, b, 4D, alj,

i(a, a). (g, Y, {{a. @), (b, b}, {(a, a). {b. @)},
{ta, b, (6, BY}, (o, b), (b, @)}, (b, B), (b, A},
{{a, a), (a, b), (b, b}, {(a, a), (b, b), (&, alk,
{ta, a), {a. b}, (b, a)}, {{a, b), (b, B), (b, al},
ExE

reflexiva: B4
simétricas: todas

reflexiva: Rg
simétricas: R € fg

R, e Ry

a

a

b)0=1{0,—2}, “2=1{0, —2},4=1{4, -6}
b} £/R = {{-3.-2,-1, 0}, {3}, {2}, {3}
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29,

30,

31

32.

33.

34.

35,

36.

37.
38.

39.

a)0=1{048,17={1,59

b) E/R = {{0,4,8},{1,5,9},{2,6,10},13.7}}

b} 700 = 7

AQ05=]2x+1 |xez
{ZytIxez]

1_
2@

da=0,ae @
dv2={x+.2|xE D}

b) classe do

biT+i={xyeClx+y2=2

C/R é o conjunto das retas paralelas ao
eixo real.

0.0 = {{x. y} € R | xy = 0}
ON={xyn €R | xy=1}
R?/5 é o conjunto de hipérboles xy = k.

(LN ={xy ER{x—y=0}
(3 ={xy) ER’|{x—y=-2
R%/T é o conjunto das retas paralelas a
wetax —y=10

a] @ @
[\
® @

b} - @
©
& ©

cjcongruéncia madulo 2
Ri={a.a,(bb)leR;=ExE

Ry ={la a), (b, b), (¢, o)}

Ry ={la. a), (b, b), (c, ¢}, (a, b), (b, a}
Ry = {{a a, (b b), (c. c). (&, c), {c, a)}
Ry =1la a), (& b), (g, c), (b ¢} {c, b)}
Re=ExF

15

-3l 420 b) 20

—_

=N Ao

4.  {o,b}
{al 1o}

&
46. 3D

615

2 3 5
47, {a,b,c.d e}
{a.b,c d}
{a.b,d}

{6}

{a.b,c}
{a}

48.¢ .s.=f h,i
£.i=5b
inf =&
sup="7f
Amax
Amin
49,0 .5.=LeQ|L> 2
Ehi=e Q] e< V2
Ainf, sup, max, min

50.f .5 =30
¢.i.=2
sup = 30
inf =2
Amax
Amin

51.¢.s.={abcdelabcde
f£.i.={ale b}
sup = {a, b, ¢, d}
Ainf
max = {a, b, ¢, d}
Amin

52.{ . s.=(xy)[2lxe2=y
€.i.=(1,1 e (10
inf = {1, 1)
sup = {2, 2)

Amax
Amin
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53.
55.
56.

57.

58.

59.

60.
61.

62.

63.

65.
66.
67.

RyeRy
n¥0

£1=10,3),(1,3), 2, 3)
£2=1(0,3),(1,3), 2,4}
f1=1{0,3), (1,4, 2,3}
Fo=100,3),(1,4), 2, 4)
£5 =10, 4,0, 3), 2 3}
fo = {0, 4,(1,3),(2, )
7 =10,4),(1,4),{2,3)}
fg= 10,4, (1,4, 2,4}

F=1{0,0.0, 1).(%,1), (v2,—1), {w, —1}
(7,13
3

1, 4, 1, 5, 0, respectivamente

5 7 _ I'_ -
flo) =2,f(§)= 5,f(—‘2')— 2,§(y3) =

= 3\"§ Ef(_z?ﬂ)= 5

4

5
$6 no 12 e 22 casos

{7: 8}: {711 B}! {61 8: 9}1 {61' 7: 81 9}, {Or ]- 3! 4}
e {5} respectivamente

1: 31 \:'2 - 1; [01 Tjr [0! 2]1 IR{-: [_31 3]:
[—3, 3] e D respectivamente

0,2, Ry, By, {~1,1,—4, 221, [-4,2%2),

&} respectivamente

.a) 0

b1

¢) 81

d) {(2, 4), 4, 2), (16, 1)}

e} {{5, 4, (25, 2}, (625, 1)}

{1y |y e NP U {(x 0 x e N}
g1

hy {{p, 11}

i) {0,y |y € N

fu ¥
fafa

fi=1a 1), (b, 2)}
fa={{a,2), b1}
f3 = {(ar 2]1 (br 3}}

fa=1la 3) b, 2)}
fs=1{{a 3), b 1)}
fﬁ = {{af 1}, (b, 3)}

68.

69.

70.

73,

76.
79.

81.

82.

83.

86.

Fr={la 1,0, (2%
fa={a 1, (b 2),(c 1)}
f3=1{la 2,1} 1)}
fa=1{la, 1), 2), {2}
fs=1la, 2}, (b, 1), (c, 2)}
Fo=1{a, 2, (b2 (c 1)

fi=1{la a)bb) (ot
fy=1la a). b ) b}
f3={la, b}, (b, allcc}
f4 ={la, b}, (b, c}, (c, a)}
Fg=1{{a o), b a){c b}
fg=1{la . b b)ica}

a)1,5e12
b) nao
¢) sim

injetoras: b, d, e
sobrejetoras: b, ¢

a+0ec*0

a) hao

b) sim

Qx| x=00uy=20}
d) [0, 2]

el R,

19 fix)=x +1
2x,sex =0
2% = d
F {——2x—1,sexé0
3 flx) = 2%
: ~b-g atb
4) flx) = TR 3

X+

-b
f—l(x)=x_a_.
b — dx
a—x

f {x)=

S = —3.2-y
8s.

gof={01,8),(2 83,9
nem injetora hem sobrejetora

gof=f fog=ggch={ad. b,
{c. o), (d, a). h o g ={la, b), (b, bl (¢, )
(d. AL hof=hhoh={ab) bbb
{d, d}
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87.(Ff cq)x) =x2 + 1
GoF) =x2 + 4x + 3

102.

F=1{(0.0), (1, 1), {4, 2), (3,3}, (16, 4),
{25, 51}

(fohix)=3x+2

{goghx) = x* — 2x2
Gohix=9x2—1 104. g: R — R tal que g(x) = 27
thogix=3x2— 3

103, f, iy

105. associativas: ¢, d, f

8B.(fog)x) =x®+ 3x*+ 3x2+ 2
fgo Axt=x%+2x3 +2
(f o fl) =x + 3x6 + 3x3 + 2 107.c=0ac{l,-1}ebe {01}
(gogiixt=x? + 2x2 + 2 ou

c*F0ea=b=1

106. associativas: a, b, ¢, d, e

89.0=33en=2

108, comutativas: a, ¢, d, f, i, j
90.9(x) =2x% — x — 2

5 109. comutativas: a, b, ¢, d, e
3x — Lsex =7

.. 3 110.a=»5b
9M.{(F " gllx) = >
—3x +3sex<3 111. tém neutro: ¢, d, f, i
. _JI ¥ + lsex=20 112. tém neutro: b, ¢, d, e
@ "f)(x)_[—Sx-i-'l,sex{O
{1 o
X+ 2sex= —1 ‘i13.~¢.u(0 o)comaeﬂ%
—2x — 1,5 -1 < x=0 ) 5
MMd. aymc=men<=n
92.(f o)X =1 -1 + 4x, 50 0 < x < _
2 b}y m=n
am=n=1

2—2x,sex2%
M5.a=b=0ec+*0loufa=b#0ec

2(1 — x},sex << 1 aalquer)
93. (f © g)(x) = auatatie
(f 2 9% {2(1+x},sex§21
1+ x%sex=—1 116.0 0
1-x2se—1<x<0 dx|xER
1 fio
(Go A =11 — 2x,5e 0 < x < , 1
2 |}x|x25
1-1—2x,s.°.x2l
2 NLLZxZ

g{uyx=rley & 7}
dy ey |xEZey=11}
e) {“f 0); {Of 1)! [_11 DL (0: _1)}

8. ULIZI) ={xy. D |xy.zE{-11}

94. (F o g)ix) = x
(goflx)=x
entdio g = !

95. al {(fo@x)=x2 —x+ 2

(foflix=x+ 4 119.b) {{x. y) | x € WE) e y € U,(F)}
g ogix)=x%—2x3 + «x
b) Aix) = x — 2 120.a} R fY R — {1}
b} & atZ — {0, -2}
98.c,e 9 R, hy@ — {0, -1}
101.g,i dy R R
el R+ iR
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121. a2} &

B ZxZ
c) £*x £*

123. R —{i, 5}
7

7

126, ndo existe

127.a,b. f
128.b, ¢ f

dyZ x #*

b}

e} Z¥%x 7*

132, a}

h| b =

—_| =] ===

b)

O || =

c)

—_—l=m ==
—

d)

e}

<l

134, a)

b}

135, a)

b)

136.

133.a) |

{a}

ib}

{g, b}

ia}

{b}

{a, b}

1a}

{a, b}

{a, b}

{b}

{b}

la, b}

(b}

1a, b}

1a, b}

la, b}

{a b}

{a, b}

la, b}

&35

NS {ay| & [{a b
Gl | d| @@
g | @ | {a| T | {a
| @ | @ | 6| {b}
fa. b} D | {at | {b} {a b}
¥ | | {a} | {b} [{a b}
g & | {a| b} |{a b}
fat | {at | & |{a b} {b}
o1 | b} [{a. b)Y & | {a}
fa tll{a b)) (b} | {a} | ©
«[ol1[2]3
olal172[3
1117230
213273701
3/3[01]2
Al0]112]3
djojo|o|0
o123
2|07 2T0]2
3[o]312]1
wl0[1]2]3]4
olol112]3(4
1[1]273]4]0
2[2[3[4To1
37374012
a/4]0[1]2(3
alo[1]2]3]4
olo]elo]o]a
1ol ]2]3]a
2ol 24113
3f0[3]1[4]2
4i0l4a{3[21
UJATBTCID[E
A[ATATATAIA
B|ATB|B|BIB
CIA[B|C[B|C
CIA|B[B|D|D
E[A|B|CIDIE




137.38)] Jalbl ol |a]b )} alb
alala albla aiblb
blala blbla blbla

b Ta[b} W[ Ta[6] ™[ [alb
alala albla alblb
blalb blalb blalb

Al Tale] D [Talb] ™ {TJalb
alala alalb albla
blbla b|bla b|b|b

d[Talo] # [Ta[6] © [Ta[b
alalb alalb alaib
bla blalb blblb
ell Talb k¥ [ Talb P) [ Talb
albla alaja alblb
blala blblb bbb
ft[ Talb
alblb
biala

138.2) 2 b2 Q2 d)2 e}

139.7, filfa]fs fa

fi1fa| f3| f2| Fx
fz f3 f4 f'| fz
f3 fz f‘| f4 .'f3
fq, _f‘| fz .f3 f4

a)f4

b} todos

d.f4;f;:_;f39f|

140. G f'l fz f3 f4

fil F1) f2| fa| fa

falfal F1ifa|F3

3| F3| fa| Fr| £2

f4 .'f4 f3 .fz f‘|

141, £, = 10,0, {1, 1)}

£, =1(0,0), (1,00
={0, N1

?zgo 1; ELOH CAEAREFIEEIEE:

A ARAFARAE?

fal Fa| £21 252
f3| 3| f2| f3|f2
f4 f4 f3 fz f'[

182.75

3

fa

h

3

fs

3

f3

fi

f3

£y

i

fa

fi

f3

143,

fi

f;

f3

fs

fs

i

fi

fa

fa

fs

f2

2

£

fs

f3

fa

f3

fs

fa

fi

fe

fs

fq

f4

f3

fs

£

£

fs

fs

fs

£y

fa

3

fs

fs

fs

fa

£

£

144, a) comutativas: todas
b) tém neutro; todas

c) elementos simetrizdveis:

{6}1' {1 }r {\'IE}, {‘Tl'}, {1, l., _1, _."}

d} elementos regulares:

{6}! {1}: {\'I'E}, {11'}, {1, .F.', _1, _j"}

145. I} d

e

146. [

2y | (] 2
DN o |(w|w
=1ialinYnlla
ju]lw] jw]l=] o)

a) A

3¢

b)A

147. comutativas: a, ¢
tém neutro: a, b, €
elementos simetrizaveis:
aja, b cd

b)

b

cJtodos

148,

AN =Ni=N= s
Q|n (oo |
T | |

O |0 n |

f|m (oD | #

149.

Mo |

[aBi=ali~N B
€[ty |9 (D&

oM D (O

oo o (e ™

o354 =)

)¢

5d

QA



150.

Qm (oo | #
o [ L ol | ]
Il i~ Ria g [~ g

oo R (N
O |Or |y o

151

2% =l L bl bW

o (O|m (o
m(o|m O (5 |

L-RE~NaN - dI~WE
f= R = l= I = = =]
fo o ERTEEe T [ Il ey

152. {1, 2,41, {1, 2,6}, {1,2,12}, {1, 3, 6},
{1,3, 1211, 4,12}, {1, 6,12}, {2, 3, 6},
12,4,12},1{2, 6,12}, 13,4, 12}, {3,6, 12},
{4,6,12}

153. XCYou¥YCX

154.

Il [~ ol 120 L

Ea i =% LN By
Q|| s
LR el Ly
[ i Bi=allaYia

e XFy=yx?+y?

=

155. Em

156.

Il i~ =3 L
a i~ i~%11 7 L]
il i iw gl a1 w1
0 |m | Sr o
BB R Al s

157.

~|or Q| m

o Q| m | m
m(m oD D
||| oo
0 (MM n

Capituio IV

1.¢f

7. aj sim
b) ndo, pois U - (Z =xZ) = {{(1,—1), (1,4},
(_1:1)1 (_]:_1)}

14. ela
ele|a
alale

15. ¢lalb
elelalb
alajele
blble|e

17. elalblc
ele|lalb|c
ala|lb|c|e
biblc|e|a
cleclelalb

18.F=F20F40F3

19.

el = -1

e Yl =2~ R B
M| = CLm (oGS
O (M [ =n| S| M O[O
= =R BN - H Ea N Ia
oo Q| m w0 S
o (M .-

20.x=c ' lg7 e !

21, x=bc b7}

22.x = bo7!

28.A

29.A

30.4

3L.A

32. nao

35. subgrupos: H1 e H2

36.a, ¢

37.{0},{0,2}eZ,

38. h) subgrupos: {e, c}, {e, 1, le, d} e {e, a, b}
39. b} subgrupos: le, c} e {e, b, d}

44,

@[0[1{2(3]|4]5
0101213 [4]5
111/2]13/4/5]0
2]1213|4/5/0]1
3{3/4]5|6(1]2
414|/5|0(1]2]3
5/5/011]2|3]|4

subgrupos: {0}, {0, 31,10, 2,4}, G

48. homermorfismos: a, b, d, e, f
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49.

50.

51.
52,

57.

58.

59.

injetores:a {se k # 0), ¢, d, f
sobrejetores: ¢, e, f

a){0hsek#0,0uZ,se k=0
by {1, -1}

d) {0}

e) {0 yye Z}

f) {0}
Nifi={x W EZ xF|x=y}

endomerfismos: a, b, ¢, d, g
nucleos: a) {1, —1}
b) {cos 0 + isend | b € R}

o {1t
d) {1}
1 31 8
g}{h 2 Tl
N(f) = {0}
Im(f) = R

Todas sac homomorfismos,
nucleos: a) {eq, ¥} |y € J}
b) {x, e} | x € G}

ch legh
d) {{eg. e )}
e) {eyl
ela|b|c
elejalb|c
alalelc|b
blblclale
clelble|a
elalblc
elelalbjec
alalclelb
bible|c]|a
c|lclblale
x=al¢?b=beb=¢
. a) ela|blc|d|f
elela|blcld]|f
alalblc|d]|f|e
blblc|d|f|e]|a
clc|d|flelalb
dld|flelalbic
flflelalb|c|d
b) Gzzb,b_zz(b_l}2=d2.f_3=(c 1]3=
=C
Adx=bla e T=dfc=e

67.
71.

74.

76.

82,

99.

100.
101.

103.

104.

106.

131

F LR - Rtal que £ '(x) = jog,x

f1=Hle el (a a) b, b), (c, c)}
fy={le e) (a b) (b c){c, b}
fi=1le e)la bl (b a)lc,c}
Fa=1le. e la, b, (b, c) (c al}
fs5 = {ie el la c) b b), c, a)}
fo=1le. € la c), (b aklc. b}

[-1,=%

(3], =37
Bl={.37%371,133%.}
F1=1{1.i -1, —i}

ciclico: 7,

ndo ciclico: grupo de Klein

[b] ={e b.d. gt
od =2

G nao é ciclico
X=c
H1+He2 +H

47,1+ 44,2 + 47 e 3 + 47
H, fyaH e f3::H & esquerda, com

‘1 23 1 2 3
fy= )ef =
2(231: ’ h 32)
T2 3
HHofseHafgcomfs=
freHofy 4 (3 5 1)

£ finito porque:

g =(d=a-beZeb=d
(mod 2)

Entao:

ZxZ/ZxZZ:{{Q_W,W}}

Ha infinitas classes do tipo (n, 0) +H,
comneEZe0 € Z,.

Z+{-1N=¥F
+
Z+l:{2n—1—|nez}
2
H=10,3}
G/H={H 1 + H 2+ H}
+ H [T+HZ+H
H H [T+ HZ+H
T+HT+HZ+H H
F+H2Z+H H (T+H
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H:{ﬁfjfz}
G/H={H T+ H}

b H [T+H
H H [T+H
T+HTHH H
132, + H [T+HZ+H3E+H
H H [T+H2+H3I+H
ZB;HT+HT+H§+H§+H H
2+H[2+HI+H H T+H
I+ H[3VH H |T+H[Z+H
+ 7 1+ 27
£127 Z 7 1+ 27
1+ 271 + 27| 7

135.(1 2 3)6(1 2 3)

31 2 2 3 1

136.a)(18) (364 (57 =018 (3436
(57
by (13426587 =014{13{2¢)
57058
A(13478652)=(12(15}(16)
(80N H03)02)

137.(12345678910):(12)
21543697810

(35(798

138. 3} +1 by +1 < —1 d} —1

139. a} impar b} impar

140.a) (1 7925 3 8) (4 6); impar; —1
b} (3 6) (2 5) (3 4); impar; —1

141. a) par b} impar c) par

Capitulo V

10.¢=1,b=c=—2,d =6;s5im

16.[+Ta b Talk
alalb alala
blbla blalb
17.|+ |al|b|c alb|c
alalblc a|latala
blbla|c bla

clc|b|a cl|a

18.+|a|b ¢ ‘Talelcld
alalb|c|d dglalalala
blbla|d]|c bla|b|cid
clcld|al|b clalclela
dld|c|bla d|lal|d|ald
20.a3,¢d

21. Sdo subanéis: a, ¢, d
22. 4,15 L5

25.(0), 6,31, (0,3, 31 e 7
26.x =1

27.x =6

28.x=y=3

29.x c {3,7,11}ey="5
31. inversiveis

a) {1, -1} b) {L*h

o {0, -0, 68 01, -1

dy Z5; e {1,3% {1,3,3,9, 71, 13}
gliA € M,(R) | det. A # O},

by {(T, T}, {1, 20}

regulares

a) 2% b) 0% ) Z*x I%;

d) e} f) @) h) idem inversiveis

32. anéis de integridade: 7,
corpos: (b e £

33, divisores de zero: 0, 2, 3, 4,6, 8,9, 10,12,
14,15,16,18, 20, 21, 22
elementos regulares: 1, 5, 7, 11, 13,17,
19,23
elementos inversiveis; ¥, 5,7, 11,13, 17,
19,23

34.a} @b ~ {1}
Ny EZ x Z|x=11}

35. divisores de zero: (0, y), y € £*

b) (3,2)
38.B,D,EeF
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44, N{7) = {0}
N(Z.) = {0}
N(Zg) =102 4,8}
N(Z; x Z ) ={(0,0), (0, 2}
N(RF) = {FER" | fix) =0, ¥x}

51. divisores préprios de zero: (x, 0} ou (0, ¥,
comx# Qqey # Og
nversivels: (x,y), com x € UlA) ey € U(B)

53.A
54. Nem sempre; s6 se K = {0, 1}

56. £ verdadeiro. Uma familia de subcorpos de
R é formada pelos conjuntos da forma
Q[\'P ]. p primo e inteiro, Q[\-"p“[ ={x+
+ yp | xyE W}

59.Si0 homomorfismos: ¢, d, & f, g.

60. nucleos: ¢} {0}
diioy |y ez}
e) {(¢, 0}
f) x € Z] x = 0 (med n)}
g} {0}

61. homomarfismos: a, b, e
nucleos:a) {ix, 0) | x € Z}
bH{x0|xe Z}
e) {@}

65.A=8B=7 xZ e f(x,y)=(x.0)
68.F 'x)=x+1

76.a) Ha 9 possibilidades:
NTm=n=p=g=190
Zim=p=g=0en=1
IIn=p=g=0em=17}
ddm=n=p=0eqg=1
S5im=n=g=0ep=1
6lm=p=0en=g=1
Nim=qg=0en=p=1
Bin=p=0em=g=1
O9n=g=0em=p=1

b) f é automorfismo nos casos 7 e 8.

77.f1(x)=f._)ef2[)()=§

78. £100 = 0, F0) =X, f3lx) =3x e
f4(X) = d_t)?

79. f](x] = (D: O)r fz(x) = (xu OL
F3lx) = (0, e £,500 = (x, %)
80. 5: 7 x £ — 7 tal que fix,¥) = pxou
fix,)=pycomp € Z.
85.a)2 b0 0 di0 24 fl0
86. 0
87.7,,
91. Nao; porque 1- 14 =14 # 04
99. Sio ideais:a, b, c. & 9, i, ).
100. E ideal a esquerda: d
102. a) {0, 2 4} e)Zg
b} 57 f)4Z
qgQ g) R
d) R hC
103. {0};{0,2,4.6};{0. 4} e Z4
105. b) / = {0, B}
107.b)5e -5
117. ({4}, 6}y = {2}
122, {x} em Zix]
130. R/{0} =R
R/R = {0}
133.A=Z1=4Z eAll=17,
135. a) N(F) =47
b} o:7 — Z, tal que alx) = X, comX =
=x + 47
Capitulo VI

1L.f0)=1Ff1=16f-1)=0
2.(4-2-2-13%=1

3.+ g)ld =12 — x + 5x2 + 5x3
(g — M0 =3+4x +x2 + 53 — x*
th — filx}= =5 — x — 4x2 + x?

4. (fg)(x) =14 + 21x — 26x2 + 3x3 - Ax*
(gh) (x) = 14x — 21x2 + 9x3 — 3x* + X°
(hf){x) = 4x — 15x3 + 15x — 4x°
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5.a=1;b=—-!;c=4:f":%

7. S80 subanéis: A e 8.
Sao ideais: A e B.
8.°—6x2+1x~6=0
9. fi6)=0
10.a=—-1:6=6c=1
M.a=—1leb=c=0
12.a=2b=1a-b=1
13.a=8b=-9%c=3
15.sea=1,af =1

3
sea——z,a_f_z

sea:ﬁ1ea¢—%,af:3

16.3(fg) = 10; 0(f2 — 9A) = 7;
af2+ gy =10
17.5(Ff — g} =4
afi=12
892:6
alf +g)¥=12
19.ad = be
2

20.a)a:p—2,comp,qEZeq¢0
q

byac R,
¢} a qualquer

22,P(x) =33 + 9x? — 34x + 24
P(—1} = 66

x2 | x
S A
2 6 d

nin+1){2n +1)
6

x3
23.a3) Plx) = ?+
b} 5=
272.0<=p<n -1
28.p-¢q - 1

A, _93
3a= S ib=7

32.px)=x> —3x +2

33o{quociente =x2 4+ x+1
resto = ¢

34.a+ b+ c+d=96

35. cinco

L

36.m==

o8]

37. quociente = Q
resto = R

40,2x* + x2 + 3x — 1
4M.r=1
1

a2.0= 2 qle) = A% S

10° 10 10
44,2, -2,3e -3

10 14
as,p- -0, 4-_14
P="3 #9773

46, r = 231
4B Pix) =x3 + x2 — 4x + 2
50.r=x+3

POO=2x3+10x2 + 2 &
2 2

52.a)a=1
b} glx) = 2x3 — 2x
r{x) =—x+ 12

55. a} {q:x3 — 3x% + 9x — 27

r=0

b) lr=162

Ja=x+3x2 + 9x + 27

1
10

-5

){q=x4+ 2x3+ 4xZ + 8x + 16

r=64



){q=x4+ 3x3 + 9x2 + 27x + 8 89.5=—-1,1,1+2,1—-+2
r = 486 2
h}{q =x¥— 33+ 9x? — 27x + 81 91. £ maior ou igual a 5.
r=20
93.5={—-1,2+3i2 -3}
56.{x — a)(x* + ax3 + a?x? + adx + a%)
9. m=-2,n=0
S7.Rx)=0:Q{0) =1

95.5={1i —/
58.¥vne R
96.5=1{1+2i,1 — 22}
59.000 = 2x3— L x + 2
Q=27 a5 97. Fx) = x3 — 2x2 + 3x — 4
60.7 = 257 98. F=x* —5x¢ + 6
63.0=-1b=1 99. 1 +1 413
g b 4
6d.a=-36=2
7
66.6=2:b=1:m=3 100.E='2-
2
68.r=%+x+% 101. a2+ b2+ ¢c?2 + d2 =47

103.5=1{2,—1,3}
71.k- (x*— x3 — 6x2 + 14x — 12) = 0, com

K+0 104. 5 = {2,3,5!
72.3 105. 5 = {—6,3, —2}
73.a=2b=-2 106. 5= {—6,—4,3}
74.m £ 2 107.h:—10uh:%
78.1,—1,2, -2, 4, —4
108. m = —3
= ! 3 = 3 L
79.5-{1,3, E} ou 3(1 +i.3) ou 5(1_;\,3)
1 1 3 ;
so.s= (1.1, 1] 109.5{2, 1
53 20

s1.s={2,3.1—52} N0.p=4q=3

1M.p=-2,g=0
83.5={1,-1, 2, -3} oup=—1g=1
6 14+ i3 —1+ j\.g} 112, Plx) = —{x — 1M{x — 5)x + 2)
T2 2

B4.S={1‘I, -3, -
113.a) Em Qx], f = (x2 + 2){(x? — 2).
b)Em R[x], f=(x2 + 2){x +v2 ){x -
-2 )
AEM Cx), f= [+ ivZ)x— iW2)
86.5={1, ~1, -4} (x+ <2 e~ V2.

85.5:{1’_1'2’1, -3+.5 -3- \.5}
2’7 2 2

B8.x?' —5x3 +7x2 —x —2=0 116. 1+ x4 =11 —V2x + 301 + 20 + %)
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119.a, b, d

120. a} Em Z [x], f = 4{1 + 2x?) & redutivel.
b) Em R [x], f é irredutivel, pois 4 & in-
versivel.
Q) EmCIx], f =4(—i + 2x){+i +, 2x)
é redutivel.

121. ga=6oua=10

Capitulo Vil

6.b) 2/~ = {0}, {-1,1}L{-2,2}, ..

9. a) (i): verdadeira
{iii): falsa;

10. divisoresde 1+ 24: 41, 01 + 24, —1 — 2§,
-2+ 52—

16.a) {—1, 1}
18.a} {—1, 1}
19.a) {-1,1}

20. divisores comuns: t1, #3,2 + (=5,

-2~ -5
30. a) quociente = 1;resto = -1 — 3§

32.b) quociente = —3 + 2,2 ;
resto = 2 + 2

35. Um maximeo divisor comum & 3.
37.b} —18 + 24i

39.a) 3(x2 + 2x + 2)
H) 2x2 + 2¢ -+ 1 & primitivo em R [x]
A0+ - A2+ x—i]
A2 2%+ (2 — Dx+ 2.2}
40.a) (2x2 + 3x + 36)
b) [x2 — 5(1 + ix + 4]

) % [(—‘I +y2 Jx? +
-4+4,2
+l=2+2 2+ 2]
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Abel,N.H,, 138,211

Adicdo de desigualdades em um anel
de integridade, 272

Algoritmo euclidiano para inteiros, 34-
35

Algeritmo euclidiano para polinémios,
292

Algoritmo de Briot-Ruffini, 299

Al-Khowarizni, M., 37

Anel, 211

Anel {propriedades imediatas), 271

Anel arquimediano, 275

Anel bem ordenado, 275

Anel com unidade, 219

Anel comytativo, 218

Anel comutative com unidade, 221

Anel de classes de restos, 213

Anel de fungoes, 274

Anel de integridade, 221

Anel de matrizes, 214

Anel de polinémios, 282

Anel dos inteiros de Gauss, 326

Anel dos nameros complexos, 213

Anel dos nameros inteiros, 213

Anel dos nameros racionais, 213

Anel dos nGmeros reais, 213

Anel euclidiano, 336

Anel finito, 276

Anel noetheriano, 322

Anel ordenado, 270-271

Anel principal, 330

Anel quadratico, 325

Anel quociente, 265

Anti-simétrica (propriedade), 73, 75

Aplicacao, 92

Aplicacao bijetora, 99

Aplicagao crescente, 108

Aplicacao decrecente, 108

Aplicagao idéntica, 106

Aplicacao injetora, 98

Aplicacao inversa, 107

Aplicacao mondtona, 108

Aplicacdo sobrejetora, 98

Aristoteles, 16

Arithmetica (de Diofanto), 49

Assinatura (de uma permutagao), 204

Associados (elementos), 323

Associatividade {propriedade associati-
va de uma operacao), 112, 128

Bicondicional, 18
Bijecao, 99
Boole, G, 17

Cantor,G., 7

Cardano, G.,, 308-309

Caracteristica (de um anel}, 249
Caracteristica de um anel ordenado, 274
Cardinal, 7

Cardinal transfinito, 8

Cayley, A, 740

Ciclo, 200

Cictos disjuntos, 202

Classe de equivaléncia, 79
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Classe lateral, 187

Coeficiente dominante, 288

Compatibilidade (de uma relagac de
ordem com uma estrutura de anel
de integridade), 270

Complementar {de um conjunto}, 12

Composto (de aplicagGes), 103

Composto (nimero), 45

Composto (elemento de um anel de
integridade), 324

Comprimento {(de um ciclo), 207

Comutividade (propriedade comutati-
va), 113, 128

Condicional, 18

Conectivos, 18

Congruéncia, 53

Conjectura de Goldbach, 49

Conjunto, 8

Conjunto de chegada, 65

Conjunto de partida, 65

Conjunto {descri¢ao de um), 9

Conjunto parcialmente ordenado, 86

Conjunto totalmente ordenado, 86

Conjunto quociente, 80

Conjunto suporte (de uma permu-
tagio), 200

Conjunto universo, 13

Conjunto vazio, 70

Conjuntos equipotentes, 101

Contradominio, 93

Contrapositiva de uma proposicao ou
fungao proposicional, 24

Corpo, 223

Corpo algebricamente fechado, 312

Corpo de fragdes de um anel de inte-
gridade, 244

Corpo ordenado, 276

Corpo primao, 253

Critérios de divisibilidade, 57-58

Dedekind,R., 271, 255

Del Ferro, S., 137

Demonstracdo de existéncia, 23

Demonstracdo indireta, 22

Demenstragdo por contra-exemplo, 23

Derivada formal de um polindémio, 303

Descartes, R, 93, 282

Diagrama de Venn, 11, 24

Diferenca {em um anel), 213

Diofanto, 49, 281

Dirichlet, PG.L., 255

Distributividade (propriedade distribu-
tiva), 127

Divisivel (por), 33, 322

Divisor (de um inteirg), 33

Divisor {conceito — em um anel de
integridade), 322

Divisor {(conceito — em um anel de
polindmios), 291

Divisor (conceito — para numeros
inteiros), 33

Divisor proprio do zero, 222

Divisores triviais {de um inteiro), 33

Divisores triviais {de um elemento de
um anel}, 45

Dominic, 66

Dominic {de uma relacao), 66

Dominio de validade (de uma funcao
proposicional), 18

Eisenstein, FR., 347

Eisenstein (critério de imedutibilidade}, 243

Elemento (de um conjunto), 8

Elemento neutro, 115, 129, 284

Elemento neutre a diveita, 115

Elerento neutro a esquerda, 115

Elemento positivo, 275

Elemento regular (para uma operagao),
1719, 131
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Elemento simetrizavel, 716, 130

Equagoes diofantinas lineares, 49-50

Equacao resoltvel por radicais, 137

Eqiipotentes (conjuntos), 107

Equivaléncia logica, 20

Esquema de flechas (gréfico carte-
siano), 68

Estritamente negativo (nimero), 9

Estrutura (de anel}, 272

Euclides, 161, 270, 281

Euler, L., 93

Exemplos de anéis importantes, 273-
216

Exemplos de grupos importantes, 140-
152

Fatoracao Unica (em um anel princi-

pal). 333-334 e
Fechada (parte), 121 :
Fraenkel, A, 211 =
Fungao constante, 284 » §
Funciao polinomial, 282 E =
Funcao proposicional, 17-18, 24?11 Fg_ %

Z5E
aE Qe
1)
Galileu Galilei, 92-93 7
Galois, E., 138, 193 g
Gauss, C.F,53,313-314 3

Gerador (de um grupo ciclico), 177
Geradores {de um grupo), 182-183
Girard, A, 314

Goldbach (conjetura de), 49

Graficos cartesianos, 66

Grau de um polindmio, 288

Grupo, 137-139

Grupo (propriedades imediatas), 139
Grupo abeliano, 142

Grupo aditivo, 140

Grupo aditivo de matrizes, 747
Grupo aditivo dos nimeros complexos, 147

Grupo aditivo dos numeros inteiros, 140

Grupo aditivo dos nimeros racionais, 140

Grupo aditivo dos nimeros reais, 140

Grupo aditivo das classes de resto
moédulo m, 143

Grupo alternado, 206

Grupo ciclico, 175-176

Grupo ciclico finito, 179

Grupo ciclico infinito, 178

Grupos ciclicos — classificacao, 178

Grupo das simetrias do quadradg, 150

Grupo das simetrias do triangulo, 149

Grupo de Klein, 173

Grupo de permutacoes, 145

Grupo de rotacdes, 152

Grupo de tipo finito, 181

Grupo diedral, 152

Grupo finito, 187

Grupo linear de grau n, 142

Grupo multiplicative de matrizes, 142

Grupe multiplicativo dos niimeros
complexcs, 141

Grupe multiplicativo dos nameros
racionais, 141

Grupo multiplicativo dos nameros
reais, 141

Grupo multiplicativo das classes de
restos moédulo mim = (), 144

Grupo guociente, 195

Grupo simétrico, 149

IH]

Hamilton, W.R,, 210

Hilbert,D., 271, 321

Homomorfismo {de anéis), 233
Homomorfismo candnico (de anéis), 267
Homomorfisme canédnico {de grupos), 196
Homomorfismo injetor (de anéis), 233
Homomorfismo sobrejetor (de anéis), 233
Homomorfismo (de grupos), 162-164
Homomorfismo injetor (de grupos), 162
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Homomorfismo sobrejetor (de gru- Kummer, E,, 255

pos), 162
in
.n Lagrange, J.L, 138
ideal (em um anel comutativo), 255 Leibniz, G.W, 16, 93
Ideal gerado (por um conjunto finito),257  Lei de composicac interna, 711
Ideal maximal, 260 Lei do anulamento do produto, 222
Ideal primo, 260 Lei do cancelamento, 119, 223
Ideais (adicdo de), 259 Lema de Euclides, 45
Ideais (intersecao de), 259 Lema de Gauss, 342
Idempotente {elemento), 237 Limite inferior, 89
Identidade de Bezout {em 7), 471 Limite superior, 89
Identidade de Bezout fem um anel Livre de quadrados (namerg inteiro), 325
principal}, 337-332 Logaritmo, 162
Imagem (de uma relagdo), 66
imagem direta, 96 .m
Imag!em"mversa, 96 Maximal (elemento), 89
Implicacao, 20 Maximo (de um conjunto), 89
Inclusao, 10

Maximo divisor comum (em 7}, 39

Maximo divisor comum (em um anel
de integridade), 324

Método das divisdes sucessivas, 47

Minimal {elemento), 90

Minimo {de um conjunto), 89

Multiplo {em Z), 33

Multiplo (de um elemento de um

Indo-arabicos {(numerais), 37

Indugdo {primeiroc principio), 31
Inducao {segundo principio), 32
(nfimo, 89

Injegao, 98

intersecdo (de conjuntos), 11

Inversa (de uma aplicacdo bijetora), 101
Inversa (de uma relagao), 69

. grupo), 173
Inversivel (elemento de um anel}, 116 Miltiplo (de um elemento de um
Inverso (de um elemento), 716 anel), 248
Inverso [de um elemento de um anel), 223
Irredutivel (polindémio), 312
lsomorfismo de anéis, 236 sm
isomorfismo de grupos, 167-168 Napier, J., 162
Isomorfos (anéis), 238 Negacdo (de uma proposicao), 18, 22
Isomorfos (grupos), 167 Negativo {namero), 9
Niipotente {elemento), 231
!m Noether, E., 321
Norma, 326
Jevons, WS, 17 Nucleo de um hemomorfismo de
anéis, 235
l m Nvcieo de um homomorfismo de gru-
Kronecker, L. 8,29 pos, 165
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NUmero composto, 45

Numero inteiro estritamente positivo, 9
Numero inteiro estritamente negativo, 9
Numero inteiro negativo, 9

Numere inteiro positivo, 9

Ndamero primo, 45

Operacaoe (sobre um conjunto), 710, 135
Operacdes com ideais, 259

QOposto (de um elemente), 116

Oposto {de um elemento de um anel), 272
Ordem de um elemento de um grupo, 187
Ordem de um grupo, 140

Par ordenado, 63

Parte fechada (para uma operacao), 121

Particdo, 82

Peacock,B., 210

Periodo {de um elemento de um
grupo), 181

Periodo zero, 181

Permutacao, 145, 200

Permutacac impar, 206

Permutacio par, 206

Polinémio, 283

Polindmio constante, 284

Polingmio inversivel, 284, 289

Polinémio irredutivel, 312,317

Polinémio primitivo, 341

Polinémios sobre um anel de integri-
dade infinito, 282-284

Polindmios sohre um anel faterial, 340

Polinémios sobre um corpo, 372-315

Positivo {(numero), 9

Poténcia (de um elemento de um
grupo), 173

Poténcia (em um anel), 219

Primo (etemento de um anel de inte-
gridade), 323

Primo {numerc inteiro), 45
Primos entre si (ndmeros inteiros), 43
Principio de indugao (primeiro), 37
Principio de inducdo (sequndo), 32
Principic do menor inteiro, 30
Problema chinés do resto, 58
Produto de subconjuntos (de um
grupo), 193
Produto direto {de anéis), 215
Produto direto (de grupos), 153
Produto cartesiano, 63
Prolongamento {de uma aplicagéo), 108
Proposicao, 17
Propriedade associativa, 772 128
Propriedade distributiva, 121
Propriedade comutativa, 1713, 128
Propriedades da multiplicacao, 136
Ptolomeu, C., 92

Q]

Quantificador existencial, 18
Quantificador universal, 18
Quocientes (em um anel), 322

Raiz de um polinémio, 297

Raizes multipias, 303

Raizes simples, 304

Reciproca {de uma proposicio ou
fungido proposicional), 21

Reflexividade (propriedade reflexiva),
71,74, 76

Regra de sinais, 273

Regular (elementa}, 179, 137

Relacdo binaria, 63

Relacao de equivaléncia, 78

Relacdo de ordem parcial, 85

Relacdo de ordem total, 86

Relacdo entre coeficientes e raizes de
um polindmio, 315

Relagdo sobre um conjunto, 71
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Relacoes de Girard, 314 Teorema do homomorfismo para
anéis, 267
la Teorema do homomorfismo para gru-
pos, 197
Teorema de Lagrange, 7190
Teorema do resto, 297
Transitividade {propriedade da), 72, 74
Translacac, 169
Transposicao, 201

Simetrias do tridngule equitatero, 149
Simetrias do quadrado, 150-151
Simetrias (de um poligono regular},
149-153
Simetria {propriedade da), 72, 74, 77
Simétrico (de um elemento), 117
Sistema completo de restos médulo m, 35
Sistema de numeragdo posicional deci- lm

mal, 35-36 Ultimo teorema de Fermat, 255
Sobrejecdo, 98 Unido (de conjuntos), 17
Subanel, 216 Unidade {de um anel), 219
Subanel unitdrio, 221 Unitario (subanel), 2217
Subconjunto, 8, 193 Universo de um conjunto, 13
Subcorpo, 225
Subgrupo, 153-155 Im

Subgrupo normal, 194
Subgrupos triviais, 154
SunTsu, 58

Supremo de um conjunto, 89

Valor i6gico {verdadeiro, falso), 17
Van der Waerden, B.L,, 322
Viéte, F, 281

11 Bl
Weber, H., 271

Tabua de um grupo finito, 140 )
Wiles, A, 255

Tébua de uma operacao, 124
Tabuas de um anel, 216
Tecrema chinés do resto, 58-59 .E
Tecrema de Cayley, 169

Tecrema fundamental da algebra, 373
Teorema fundamental da aritmética, 46

Zero (de um anel), 212
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ALGEBRA
MODERNA

Hygino H. Domingues
Gelson lezzi

Inteiramente reescrita e ampliada,
a presente edicao de Algebra moderna,
dos professores Hygino H. Domingues
e Gelson lezzi, ajusta-se mais adequadamente
as atuais tendéncias do ensino universitario
de matematica. Entre outras caracteristicas,

a linguagem é menos simbdlica e formal que a
das edicdes anteriores e o contetdo é muito mais
rico em exemplos e ilustracoes. H4 também uma
serie de notas historicas que contam as origens
dos varios topicos abordados. As listas de
exercicios foram reelaboradas e enriquecidas,
visando a uma integracao maior com a teoria.
O conteudo abrange os seguintes topicos:

e Conjuntos e demonstracoes
e Aritmética dos numeros inteiros
e Relacdes, aplicacoes e funcoes
e Grupos
e Anéis e corpos
e Anéis de polindmios
e Anéis fatoriais
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