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CAPITULO {

NUMEROS, SISTEMAS DE
NUMERAGAO:
INTRODUGAO HISTORICA

1. Origens

- Em algum momento da histéria a Aritmética tem inicio com o homem
comegando a contar ¢, por conseqiiéncia, a associar mimeros (ainda que im-
plicitamente) a colecGes de objetos.e seres que o rodeavam. Mas quando, onde
€ mesmo de que maneira, sdo indagacdes para cuja resposta nio h4 como fugir
a hipéteses e conjecturas.

Na verdade € dificil imaginar que alguma civilizagio de antepassados
NOssos, MeSmo a mais primitiva, nio tivesse entre seus valores culturais, nio
importa quio limitados fossem estes, pelo menos o embrido da idé€ia de nime-
ro. Discernir entre ur e dois, por exemplo, € algo que mesmo culturas muito
atrasadas com certeza conseguiram atingir. Essa impressdo, alids, € confirma-
da pela antropologia, através do estudo de culturas primitivas que remanesce-
ram até nossa €poca. Como algumas tribos aborigines da Austrdlia capazes
apenas de contar até dois, quantificando qualquer colegio com mais de um
par de elementos simplesmente por ‘‘muitos’’.

Assim € que nossos antepassados, talvez h4 uns 30 000 anos, comegaram
@ e preocupar com o registro quantitativo de entes ¢ coisas ligados 2 sua vida
tribal: os familiares, cabecas de gado, dias que se passaram desde um certo
evento, ctc. E de que procedimento langaram mio para levar a efeito esse re-
gistro? E bastante provével que isso fosse feito através da idéia de correspon-
déncia biunivoca. Ou seja, a cada elemento do conjunto a ser quantificado
associava-se uma marca ou algum elemento de outro conjunto (mais ficil de
ter junto a si ¢ de manipular), o qual passava entio a servir de referéncia.

Por exemplo, os dedos das m#os e, se necessario, os dos pfs, poderiam
ser usados sem dificuldades para indicagdo de quantos membros tinha uma fa-
mflia. Mas caso se tratasse de um cli ou de um rebanho, a colegio de todos os
dedos de um individuo poderia ser insuficiente. Para conferir um rebanho,
nas suas idas e vindas do pastoreio, um expediente bastante provivel consisti-
ria em formar um monte de pedrinhas, uma para cada cabega de gado que
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safa de manhi; ¢ no seu regresso, ao fim da tarde, uma pedrinha seria retirada
do monte para cada animal que voltasse. Mas € claro que também um monte
de pedras est4 muito longe do ideal para um registro quantitativo.

Em 1937 Karl Absolom encontrou na Tchecosloviquia uma tibia de
lobo de aproximadamente 7 polegadas de comprimento, datando de cerca de
30 000 anos, na qual estio gravados 55 cortes transversais, em grupos de 5,
sendo que os 25 primeiros se acham separados dos demais por um par de cor-
tes maiores,

E. claro que nio seria improcedente conjecturar que cada um dos cortes
corresponde 2 algum objeto ou ser de um conjunto, familiar aoc homem pré-
histérico que os fez, visando a ter dele uma avaliagiio quantitativa. A cada ele-
mento da colecio (de peles, parentes ou cabegas de gado, por exemplo} era
feito um dnico corte sobre o osso. Essa é uma outra forma do uso da idéia de
correspondéncia biunfvoca.

E como explicar a divisdo dos cortes em grupes de 5 e, depois, uma divi-
830 maior a fim de formar de 5 grupos de 5 cortes um grupo maior? E razodvel
supor que por tras desse fato esteja também o embrifo de outra das idéjas fun-
damentais da Matemética, ou seja, a de base de um sisterna de numeragao —
no caso base 5.

Assim, cada cinco unidades simples formavam uma unidade de ordem
imediatamente supertor e cinco destas tltimas formavam uma unidade da or-
dem seguinte. Se essa era a idéia usada, sem divida estarfamos diante de um

exemplo de emprego da base 5. Mas é claro que apenas esse achado arqueold-

gico, apesar de sua importincia, ndo permite nenhuma conclusio definitiva.

A evolugio do conceito de contagem e de mimero, a partir dessa fase, foi
muito lenta e em etapas dificeis de determinar. Por exemplo, o que teria vindo
primeiro: o uso de simbolos grificos ou o uso de arranjos de sons para desig-
nar urn nimero? A hipdtese mais plausivel, até pelas dificuldades subjacentes
a cada um desses avangos, ¢ a de que primeiro teriam surgido os simbolos. De
qualquer maneira pode ter ocorrido a principio que um mesmo simbolo ou o
mesmo arranjo de sons designasse indistintamente, por exemplo, ‘‘dez carnei-
ros’’ e ‘‘dez cabras’’. S6 bem depois, talvez, é que foram surgindo simholos
ou arranjos de sons distintos para cada uma dessas situagdes.

Em todo o caso, a culminincia desse processo, diga-se de passagem bas-
tante recente na histéria do homem, ¢ a dos mimeros como abstragdes, em que
os simbolos e arranjos de sons usados para indicd-los passam a ter um signifi-
cado que independe de qualquer possivel associagio com particulares colegoes
de objetos ou seres. Hoje, por exemplo, a simples enunciago de *‘dez’ ja
desperta em quem a ouve ou 1€ uma idéia quantitativa muito clara que nio de-
pende de qualquer outra referéncia.

As primeiras culturas a usar simbolos especiais para designar nimeros
localizaram-se junto aos vales dos rios Nilo, Tigre ¢ Eufrates, Indo e Yangtse
Kiang (China} e remontam a cerca de 6 000 anos.
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2. Sistemas de numeragéo

Se dois conjuntos finitos e ndo vazios podem ser colocados em correspon-
déncia biunivoca, ou seja, se a cada elemento do primeiro € possivel associar, de
alguma maneira, um tnice elemento do segundo, e vice-versa, entio h4 entre
esses conjuntos, sob o aspecto quantitativo, algo em comum. Diz-se que am-
bos tém o mesmo nidmero de elementos ou a mesma cardinalidade. Os simbolos
usades para indicar os nimeros chamam-se numerars.

Com o desenvolvimento de uma sociedade vai-se tornando necessirio
contar conjuntos cada vez mais numerosos, efetuar cdlculos, o que ficaria
muito dificil sem uma sistematizacio do processo de contagem e, paralela-
mente, do procedimento para escrever os mimeros. O expediente de que o ho-
mem fez uso nesse sentido, desde tempos imemoriais, foi, coma Jja menciona-
mos de passagem, a escolha de uma base para formar grupos de elementos.

Esquematicamente, a id€ia de base pode assim ser explicada: um certo
mimero natural b > 1 € escolhido como base; isso significa que um agrupa-
mento de b unidades simples (de primeira ordem) forma uma unidade de se-
gunda ordem, um agrupamento de b unidades de segunda ordem forma uma
unidade de terceira ordem, e assim por diante (no nosso sistema, por exemplo,
dez unidades formam uma dezena, dez dezenas uma cenlera, dez centenas um
milkar, etc.); sdo atribuidos nomes e simbolos especiais paral, 2, ..., b (ou
0,1,2,...,b — 1,se 0 zero étonhecido) e, is vezes, para b?, b’, ...; os nomes
¢ sfmbolos para os demais nimeros sio construidos a partir daqueles j4 intro-
duzidos, mediante regras convenientes.

l:for que esta ou aquela base? Certamente isso depende, de algum modo,
do conjunto tomado como referdncia em relagio ao qual todos os demais sao
avaliados. A propésito dos sisternas de base 10 {como 0 que usamos, por exem-
plo, Aristételes observou que essa escolha decorre do acidente anatémico de
termos dez dedos nas mios. E curioso observar que o vocdbulo digito, hoje
usado para indicar qualquer dos algarismos de 0 a 9, ¢ origindrio do termo la-
tino digitos, que significa dedo.

3. Alguns sistemas de numeragao

G 2) Os egipcios desenvolveram um sistema de numeragio hieroglifico de base

10 h4 cerca de 5 000 anos. Esse sisterna usava simbolos diferentes para os
mimeros 1, 10, 102, 10°, ...

1= | 1000 = &
10=n 10000 = m (dedo com a ponta curvada)
100 = @ 100000 = —> (girino)

(flor de 16tus)



b)

A escrita de um nimero se baseava no principio da adigdo dos valores dos
simbolos (principio aditizo). Por exemplo:

3= 11
26 = nn il

105=Q |

Mais ou menos na mesma época em que os egipcios desenvolveram seu sis-
tema de numeracao hieroglifico, surgia na Mesopotimia um sistema com a
mesma estrutura que o nosso atual — porém de base 60. Tal como o que
usamos hoje em dia, esse sistema era posicional, ou seja, o valor dos sfmbo-
los usados dependia de sua posigio na escrita do niimero, o que explicare-
mos em pouco.

Mas por que base 60? Nio hd uma resposta taxativa a essa pergunta mas,
provavelmente, essa escolha foi conseqiidneia do fato de 60 unidades admi-
tiremn varias subdivisdes: em metades, tergos, quartos, quintos, sextos, dé-
cimos, doze avos, quinze avos, vigésimos e trigésimos. Isso era muito im-
portante numa regiio onde a Matemdtica estava fortemente ligada a ativi-
dades comerciais.

Contudo o sistema de numerag3o babildnico (como costuma ser chamado)
era incompleto na medida em que usava dois simbolos apenas:

1=T e (=10

Assim, até o nimero 59 era um sistema aditivo. Por exemplo:

G;WT!,’ 21= Y

Daf para a frente entrava a idéia de base 60 e o principio posicional. Por
exemplo:

Y 1 YTV =3+1i-60+1-60°= 4263

QOu seja, o sfmboloTTT, por ocupar a primeira posi¢io (da direita paraa es-
querda), valia efetivamente 3; o T, por ocupar a segunda posigdo, valia
11 - 60 = 660, OT, por ocupar a terceira posigdo, valia 1 - 60° = 3 600.
O fato de nao haver um simbolo para indicar o zero, além de a escrita ba-
bildnica ser feita em plaquetas de argila, néo raro tornava ambigua a leitu-
ra de um numeral. Por exemplo: ! . :

tanto podia represeatar o 2, como 61 ou 120, além de outros niimerocs.

¢) Os gregos antigos usaram dois sistemas de numeracio. O mais recente. o

jOnico, era também um sistema de base 10, aditivo, mas com algumas par-
ticularidades interessantes. Os simmbolos do sistema eram 27: as 24 letras do
alfabeto grego e mais 3 letras em desuso. Os gregos também n3o trabatha-
vam com o zero. Os valores eram associados as letras da seguinte maneira:

l=a;2=0,3=y;...;8=n;9=0
0= ;20=x;30=4;...;80=n;90=¢
100=90;200=0;300= 7;...;800=w

Nesse quadro asletras ern desuso eram @ (koppa), n{sampi) e § (vau) = 6.
Com esses sfmbolos ¢ mais o uso de um acento, como explicaremos a se-
guir, era possivel expressar qualquer mimero inferior a 10 000 com quatro
letras apenas (uma eventualmente acentuada), 0 que nao deixa de ser uma
vantagem,

Por exemplo:

12= 1 8;23=xy;382 = Tnf

Para os nove primeiros miiltiplos de 1 000 utilizavam as nove primeiras le-
tras da tabela anterior precedidas de um acento, como no exemplo a seguir:

‘9=9000; ‘Bory = 9 213
t
E quando se tratava de escrever os niimeros a partir de 10 000 usavam o

princxjpio da multiplicagéo, colocando sobre a letra maidscula M (mu) ou 2
sua direita os simbolos convenientes de 1 a 9 999. Por exemplo:

Y i)
M =30 000; M = 1 300 000

Um sisterna como o j6nico € chamado &s vezes de sistema de numeragio ci-
Srado.

d) O sistema de numeragiio romano (ainda com alguns usos hoje em dia) €

também decimal aditivo. Os simbolos para 1, 10, 10%e 10°s3o, respectiva-
mente, I, X, C e M. Mas hi também simbolos especiais para 5 = V,
90 = L e 500 = D, ¢ que torna mais breve a expressio de um nimero. Por
exemplo, a0 invés de justapor sete vezes o simbolo I para indicar o 7, basta
escrever VII. Também por uma questdo de brevidade o sisterna incorpo-
rou, 20 longo do tempo, um principio subtrativo:

IV=5-1;IX =10 -~ 1; XC = 100 — 10; CM = 1 000 — 100



Assim, se um romano da época de Cristo escrevia
1 989 = MDCCCCLXXXVIHII
jd pelos fins da idade média ¢ mais comum era

1989 = MCMLXXXIX

O uso da base 2 é comum hoje em computagéo eletrénica. Mas o que ¢
uma opgio técnica dos nossos dias foi pratica espontinea de muitos povos.
Algumas dezenas de tribos de indios norte-americanos, por exemplo, ado-
tavam a base 2.

Uma delas, do oeste americano do século passado, embora sem possuir
uma linguagem escrita, e embora discernindo os nimeros apenas até o
seis, contava da seguinte maneira: 1, ‘“‘urapun’; 2, ““okosa’’; 3, ‘‘okosa-
urapun’’; 4, “‘okosa-ckosa’’; 5, “‘okosa-okosa-urapun’’; 6, ‘‘okesa-okosa-
okosa’’; mais do que 6, *‘ras’’. O nimero 5, por exemplo, pode ser de-
composto da seguinte maneira:

.
okosa-okosa urapun
‘
{ i
unidades unidades unidades
de de de
32 ordem 22 ordem 12 ordem
{uma) {(nenhuma) (uma}

No capitulo II (item 5) mostraremos que, uma vez escolhido um mimero
natural b > 1, todo mimero natural a pode ser representado, de maneira
dnica, do seguinte modo:

a=ab"+a._b"""+ ... 4 a,b+ a,
onder 2 0e¢0 g ag, a,, ..., a, <b. Em virtude desse fato, a correspon-
déncia que associa a cada mimero natural # a seqtiéncia (a, a,_; ... a, ag), €

bijetora, ¢ que permite representar o niimero através da seqiiéncia.

Essa notagao, ¢ os elementos tedricos em que se baseia, caracterizam o que
se chama sistema de numeragdo posictonal. Para escrever qualquer nimero sao
necessdrios b simbolos, um para o zero, outro para a unidade, outro para
duas unidades, ..., ¢ um para b — 1 unidades. Esses simbolos sdo chama-
dos digitos.

Na expressdo (a, a,_, ... a, ag), OS simbolos a,, a,, ..., a, representam
respectivamente as unidades de primeira, segunda, ..., (r — 1)-ésima
ordem. Na verdade o valor de a, é a;b, o de a, € a,b’, ete.

No caso da base 10 {nosso sisterna de numeragae) omitem-se os parénteses
e o indice. Os digitos, como se sabe, s30 0, 1, 2, ..., 9. Por exemplo:

179 =9+ 7-10+1-10°

4. O nascimento da teoria dos niumeros

4.1 Antecedentes

No item anterior focalizamos o sistema de numeragio hieroglifico egip-
cio ¢ o sistema de numerag¢ao usado na Mesopotémia. E interessante observar
gue tanto os egipcios como os babildnios construiram, ao longo de sua histd-
ria, um acervo matemdtico significativo. Desenvolveram a aritmética, a geo-
metria e a dlgebra, até um certo ponto. Mas essa matemdtica, apesar de sufi-
ciente para embasar algumas realizagGes materiais importantes desses povos, €
apesar de exibir alguns vislumbres tedricos, tinha limitagGes sérias sob o ponto
de vista cientffico,

De um lado porque a matemaitica desses povos pouco passava de uma
cole¢ao de conclusGes empiricas a que chegaram ao longo dos séculos. E sendo
quasc um receitudrio, nio se cogitava de conceitos tedricos € mutto menos de
possiveis dedugdes légicas. Outro ponto que obstava seriamente o desenvolvi-
mento da matemitica de egipcios e babildnios era sua quase total auséncia de
abstragio. No caso de mimeros e operagbes numéricas, se pensavam abstrata-
mente talvez nem se dessem conta disso. Mas em geometria, por exemplo,
para eles com certeza uma reta nao passava de uma corda esticada € um retan-
gulo nada mais era do que uma cerca ou algo equivalente. Em que pesemn suas
rafzes empiricas e sua miiltipla aplicabilidade, a Matemdtica € uma ciéncia de-
dutiva ¢, portanto, s como tal pode se desenvolver plenamente.

Mas uma nova atitude em relagio & Matemdtica teria lugar na Grécia
Antiga, mais ou menos a partir do século V1 a.C. Na verdade os gregos muda-
ram a relagao do homem com o universo 3 medida que, embora sem desprezar
totalmente a observagao e a experimentagio, passaram a adotar a razio como
o grande instrumento na busca da verdade. No que tange 3 Matemdtica, essa
postura se consubstanciou na grande énfase dada ao método dedutivo a partir
de axiomas enunciados a priori. Qutro ponto importante é que a primeira fase
da matemitica grega, que vai mais ou menos do século VI a.C. & morte de
Alexandre, o Grande, em 323 a.C., se desenvolveu junto a escolas filoséficas,

7



resultando daf algumas de suas diretrizes b4sicas como, por exemplo, a orga-
nizagdo légica ¢ o cardter abstrato de que se revestiu.

O primeiro matemitico grego de nomeada foi Tales de Mileto (séc,

VI a.C.), também filésofo. Pouco se sabe sobre a vida e a obra de Tales, mas
nio foi com ele ainda que a matemdtica grega atingiu o caréter abstrato e o ri-
gor légico que vieram a caracteriz4-la. Talvez tenha sido ele o primeiro indivi-
duo na histéria a formular algumas propriedades gerais sobre figuras geomé-
tricas. Por exemplo: *‘Os 4ngulos da base de um trifingulo issceles sdo iguais
entre 5i”’. Com formulagBes como essa, desvinculadas de exemplos concretos,
cOmeca a nascer a geometria como ciéncia.

4.2 A escola pitagérica

Pitigoras nascen na ilha de Samos por volta do ano 560 a.C. Quando
Jjovem visitou demoradamente o Egito, a fndiaca Mesopotimia, onde, a par
da Matemadtica, certamente absorveu muito do misticismo desses lugares.

Com cerca de 40 anos de idade fixou-se em Crotona, colénia grega si-
tuada a0 sul da Itdlia, e 14 fundou um misto de escola e comunidade religiosa
em que coexistiam o cultive da Filosofia, da Ciéncia ¢ da Matemdtica, com a
devogdo € o ascetistno, em meio a uma vida comunitdria e mfstica. Os ensina-
mentos eram transmitidos oralmente e sob promessa de segredo (€ possfvel
que ndo houvesse essa exigéncia com relagao 3 Matemitica). Era norma da
escola atribuir todas as descobertas realizadas por seus membros ao chefe —
daf ndo se poder discernir hoje entre as contribuigdes de Pitdgoras e as de seus
discipulos ou seguidores. De qualquer maneira nenhum documento original
restou sobre a matemdtica pitagérica que, apesar de toda a influéncia que
exerceu, s6 € conhecida através de fontes indiretas, referéncias ou informagdes
esparsas.

Com o tempo a ordem pitagérica acabou se envolvendo na politica local,
0 que provocou a expulsdo de seu lider da cidade de Crotona. Pitigoras en-
controu refiigio em Metaponto, cidade grega situada no golfo de Tarento,
também na Itilia, onde morreu no anoc 497 a.C. Mas a escala continuou a
existir por pelo menos mais dois séculos ¢, dentre os sucessores de Pitdgoras,
os mais preeminentes foram Filolaus (450-365 a.C.) e Arquitas de Tarento
(428-347 a.C.). Foi através de um livro escrito por Filolaus que as doutrinas
pitagéricas foram reveladas, quebrando o siléncio e o mistério de cerca de um
século que havia em torno delas. Platdo (428-328 a.C.), que inclusive foi ami-
go de Arquitas, teve acesso i obra de Filolaus. Dessa forma, e também através
dos sofistas, a matemdtica pitagdrica entrou em Atenas, onde exerceu grande
influéncia.

A atitude de tentar explicar o universo racionalmente (0 que néo signi-
fica necessariamente de maneira correta) comegou com os gregos. Para Tales,

por exemplo, a 4gua era o principio fundamental de todas as coisas. Os pitagd-
ricos encontraram nos niimeros (para eles apenas os naturais ndo nulos) e nas
relages numéricas a chave para a explicacio do universo. Aristételes (384-322
a.C.) afirma, em sua Melafisica, que para os pitag6ricos os nimeros eram a
componente dltima dos objetos reais ¢ materiais. Fatos percebidos por eles, co-
mo as ligagbes da Matemitica com a astronomia e a misica, por exemplo, de-
vem té-los levado a tal concepgio.

Mas deve-se levar em conta que para os primeiros pitagdricos os mime-
ros certamente ndo eram entes abstratos, como os concebemos hoje. Nessa
primeira fase com certeza os imaginavam concretamente, de alguma maneira
constitufdos de pontos materiais — o que explica, pelo menos em parte, a po-
sigdo que ocupavam em sua filosofia.

Isso contudo deve ter mudado com o correr do tempo. Segundo Proclus
(410-485 d.C.) em seu Comentdrio ao livro primeiro dos Elementos, de Euclides
— muito provavelmente baseado numa “‘histéria’” da Matemadtica de Eude-
mo de Rodes (séc. IV a.C.), uma obra que se perdeu de entdo paracd —, a
matemdtica pura foi uma criagio dos pitagéricos; o que é bem provavel.
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| 4.3 A aritmética pitagorica S

Naio resta diivida que os pitagdricos viam o papel dos ndmeros no mun-
do de uma maneira muito especial. Dai ndo ser surpresa que a aritmética ted-
rica tenha nascido entre eles. Como a escola tratava a matemitica de maneira
muito filoséfica e abstrata, desvinculada das exigéncias da vida prética, era
natural que separassem o estudo tedrico dos mimeros, que chamavam ‘‘arit-
mética’’, dos cdlculos praticos, que denominavam ‘‘logfstica’, preocupando-
se essencialmente apenas com o primeiro desses aspectos. K curioso observar
que hoje em dia, entre nds, a chamada aritmeética corresponde muitas vezes a
logfstica dos gregos antigos. Mas o termo aritmética vem do grego € suas rai-
zes sAo as seguintes: arithmos, que significa mimero, e lzchnes, que se traduz por
ciéncia,

Aos pitagéricos se deve a distingdo entre nimeros pares e impares, Os
seguintes teoremas, entre outros, eram conhecidos por cles:

@} A soma de dois ndmeros pares € par.

b) O produto de dois ndmeros impares € impar.

¢} Quando um mimero impar divide um mimero par, também divide sua
metade.

Muita coisa da matemdtica pitagérica foi reunida nos Elemenios, de
Euclides (c. 300 a.C.), uma obra em treze livros, abarcando a Matemitica
elementar da €poca. Os livras VII, VIII e IX sdo exatamente sobre aritmética
tebrica, porém, como era praxe entre os gregos da época, o enfoque ¢ a lingua-
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gem sio geométricos. Por exemplo, a defini¢do 5 do livro VII diz o seguinte:
“Um mimero € parte de outro, o menor do maior, quando ele mede o
maior’’. Fra assim que Euclides expressava que um niimero era divisor de um
outro (maior que cle).

Dividiam também os nimeros em primos e secunddrios (compostos). A de-
finicdio 11 do livro VII citado £ a seguinte: *“Um mimero primo € aquele que é
mensurdvel apenas pela unidade’’. Mensuravel af, obviamente, significa divi-
sivel. Nessas condigdes o préprio 1 poderia ser considerado prime nio fosse ele
excluido do rol dos mimeros (naturais, no nulos), por ser o gerador de todos.
Mesmo o 2 s vezes nio era considerado primo, por ser o gerador dos pares.
Mas Aristételes dizia que o 2 € ““o dnico mimero par primo’’.

‘Outro conceito gue também aparece nos Elementos e que provavelmente
remonta aos pitagdricos € o de mimero perfesto: **Niimero perfeito € aquele que €
igual & soma de suas partes’’. Por exemplo, 6 € perfeito pois 6 =1+ 2 + 3.
Note-se que eles interpretavam ‘‘parte’’ de wm mimero como um divisor pro-
prie do nimero, isto €, um divisor diferente do préprio mimero. O mimero 28
também ¢ perfeito jd que 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14. No capitulo II (item 9.2)
voltaremos ac assunto com mais detalhes.

Também se atribut-aos pitagéricos a descoberta dos numeros amigdveis.
Dois niimeros se dizem amigaveis se cada um deles € a soma dos divisores pré-
prios do outro, como ocorre com 220 ¢ 284, pois:

soma dos divisores prépriosde 220 = 1 + 2+ 4 + 5+ 10 + 11 + 20 + 22 +
+ 44 + 55 + 110 = 284

e
soma dos divisores préprios de 284 =1 + 2 + 4 4+ 71 + 142 = 220

4.4 Os numeros figurados

Na época de Pitdgoras ainda se contava através do uso de pedrinhas ou
de marcas de pontos na areia. Por outro lado eram os pitagéricos observadores
atentos de formas geométricas. Dai porque, talvez, tiveram sua atengdo cha-
mada para os mimeros figurados. Estes, como diz o préprio nome, resultam de
arranjos com pontos ou pedrinhas de maneira a formar figuras geométricas,

Assim, os mimeros 1, 3, 6, 10, ... sio chamados riangulares porque cor-
respondem 2 distribuicéo de pedrinhas num plano na forma de triangulos, do
seguinte modo:

10

Se indicarmos por T, o enésimo nidmero triangular, vale a férmula;
1
Tn=l+2+...+n=—-2—n(n+1)

Os niimeros que resultam de dispor pedrinhas num plano de modo a for-
mar quadrados, conforme figura a seguir, chamam-se niimeros quadrados

ss e

ses 'TER]

s cae ssee

] o see ssee
1 4 9 16

Mouitos resultados interessantes sobre niimeros figurados podem ser obtidos de
maneira puramente geométrica e informal. Indicando por Q, o enésimo -
mero quadrangular e dividindo seus pontos como na figura

observa-se que
=T T -1 —1n+—£-n(n+1)=in(2n)=n2
Qn - n-1 + n - 2 (l'l ) 2 2

Para passar de um nimero quadrangular a outro os pitagéricos proce
diam segundo ¢ esquema

de onde sai
Q.+ (2n+1)=Q,,
ou seja

n® + (2n + 1) = (n + 1)

uma identidade elementar bastante conhecida.
11



O conjunto de pontos 4 direita e abaixo do 4n
anterior era chamado gnémon.

Outra propriedade interessante 1i
obtida da figura a seguir:

LA N N N N

1+3+5+...+(2n—1)=n2

Niimeros pentagonais:

1,5,12,22, ... P

Niimeros hexagonais:

1,6,15,28, ... H

ne =+

Nessa maneira de representar os nimeros figurados, os gnémons sio
sempre, em cada etapa, os pontos que ficam na poligonal, que fecham a figura
na parte'mfcrior. Ademais, cada segmento dessa linha poligonal tem um gzm
to‘ 4 mais que o correspondente da poligonal anterior. Como no caso dos
nimeros hexagonais sao quatro os segmentos de cada gndmon, entdo a dife-

renga i i
Ca entre o nimero de [pontos de dois gndmons consecutivos € 4, Para os nij-
meros eneagonais essa diferenca é n — 9.
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gulo reto tracado na figura

gada aos nimeros quadrados pode ser

Assim, no caso dos mimeros hexagonais, os sucessivos gnémons tém
144=5,54+4=9,9+4=13,...,4n+1, ..,
pontos. Logo:

(1+4n2—3)-n —o9n’—n

H,o=1+5+9+...+[4n~1)+1}=

4.5 Os ternos pitagoricos

Hoje em dia sdo conhecidas algumas centenas de demonstragbes do cha-
mado teorema de Pitigoras, segundo o qual o quadrado da hipotenusa de um
tridngulo retdngulo é igual & soma dos quadrados dos catetos. Embora jé co-
nhecido antes de Pit4dgoras, € bem possivel contudo que se deva a ele, ou & sua
escolz, a primeira demonstragfio dessa relacio fundamental da geometria mé-
trica.

Mas, considerando o grau de preocupagio dos pitagdricos no sentido de
ligar os nimeros (naturais) &s coisas, especialmente 4 geometria, era natural
esperar que procurassem determinar todos os tridngulos retingulos de lados
inteiros. Este problema cohsiste em resolver no conjunto dos ternos ordenados
de mkaeros naturais nao nulos a equagiio x* + y* = 2°. Um terno (2, b, c) de
nimeros naturais nio nulos tal que a® + b? = ¢? chama-se tmo pitagdrico.

Com isso a escola pitagdrica inaugurou o estudo de problemas indeter-
minados envolvendo niimeros naturais, algo gue seria retomado posterior-
mente, com grande f8lego, por Diofanto de Alexandria (séc. I1I, d.C.). Em-
bora a solug@io geral para essa questio sé viesse a aparecer nos Elemenios, os pi-
tagdricos deram sua contribuigao ac assunto.

Talvez observando que o gnémon que fecha o niimero n? tem 2n + 1
pontos e que este nimero corresponde a dois lados de um quadrado

_ m’~1
="
€ portanto:
2
m-+ 1
n+1=
2

13



Como (n+ 1*=n%+ 2n + 1, entdo:

(- e

Donde

2 7 z _ 2
(m;1)=(m2 1)_'_”12

Logo, se m € um mimero impar (se o quadrado de um nimero natural é im-
par, o préprio ntimero também o €), entdo

m? — 1 m2+l)(‘)
(‘“" 7 T 3

€ um terno pitagérico. Por exemplo, para m = 3 obtém-se (3, 4, 3) e para
m = 3 obtém-se (5, 12, 13), ambos pitagéricos. Mas o terno (8, 15, 17) ¢
obviamente pitagdrico mas ndo se enquadra em {*). Voltaremos ao assunto,
para completd-lo, no item 10 do capitulo Ii.

EXERcCICIOS

1. Escreva cada um dos seguintes mimeros em hierdglifos egipcios:

a) 1 493 c) 6 548
b) 641 d) 15 127

2. Passe cada um dos seguintes numerais egipcios pafa o nosso sisterna de
numeracaoc:

W
9 £NNN Y,

3. Expresse em notagio babilbnica os seguintes niimeros:

a) 1 000 c) 10 000
b) 1 342 d) 12 348

14

. Passe para o nosso sistema de numeracéo:

57 T 0 W ¢
I oY TN

. Um dos vestigios deixados pelo sisterna de numeracgio sexagesimal da

Mesopotdmia € o sistema de medida de dngulos em graus, minutos e se-
gundos (sessenta segundos valem um minuto e sessenta minutos valem
um grau). Isto posto, efetue:

a) 10°42°23"" + 36°3844” ¢) 3 x (45938743")

by 21°10°15" — 10°11°'32” d) (42°20°6°") 1 6

. Escreva os numerais jGnicos gregos correspondentes a:

a) 398 c} 9128
b) 1223 d) 20 392

-

. Passe do sistema de numeragio jénico grego para o nosso sistema de nu-

meragao:
o

a) Tna c) M‘fof
A

b) oPn d) M Ty

- Para efetuar uma multiplicacdo, como 26 x 54, por exemplo, 0s gregos

procediam segundo a decomposi¢io a seguir;

26 x 54 = (20 + 6) - (50 + 4) =
=20-50+20-4+6-50+6-4
=1 404

O dispositivo pratico, ainda usando nossos numerais, era o seguinte:

26
x 54
1000 80
300 24

1300 104 =1 404
15



0.

11,

12.

13.

1R

Em numerais jénicos, observando que 4 = d, 50 = ve 400 = v (upsilon):

X ¢
v 4
‘a
T x6
‘ar gd=‘oud

Efetue, segundo o método jdnico, a multiplicagio de Ay (= 33) por no
(= 81). Use 40 = u (mu), 70 = o (omicren) ¢ 600 = x (chi}).

. No sistema de numeracio romanc uma barra sobre um certo numeral

multiplica seu valor por 1 000, ac passo que duas barras o multiplicam
por 1 000°. Assim:

TV=4000 e XV =15000000
Escreva os numerais romanos correspondentes a:
a) 1492 c) 74 812
b) 1998 d) 3 142 236

Passe para o nosso sistema de numeragio os seguintes numerais romanos:

a) CXXIV 7 c) XiX
b) MDCCXLVIII d) XCXXV

Mostre que sfio perfeitos os nimeros 496 ¢ 8 128.

Mostre que os mimeros 1 184 e 1 210 sao amigaveis.

Nota: A descoberta de que esses dois mimeros sio amigiveis s6 foi feita
em 1886 por um jovem italiano de 16 anos de idade chamado Nicolo
Paganini. -

Plutarco (c. 100 d.C.) afirmou que se um nimero triang'l.llai:_é'.multiplica-
do por 8 ¢ acrescido de 1 o resultado € um nidmero quadrado. Prove este
fato e faga uma ilustra¢io geométrica dele.

Resolucdo: Como T, = ﬂ[12+_ll , entiio

ST, +l=4n(n+D+1=4n+4n+1=(2n+ 1) = Q..
Uma ilustra¢do geométrica para o caso n = 2 pode ser vista na figura a se-
guir,

14.

15.

16.

17.

18.

19.

<5

Prove que o quadrado de qualquer nimero fmpar, maltiple de 3, € a dife-
renga entre dois niimeros triangulares.

Proveque P, =T, _, + Q_, paratodon 2 1.

Escreva us seguintes mimeros como soma de no mdximo trés mimeros
triangulares:

a) 56 b) 69 c) 287

Estabeleca a seguinte férmula para todon 2 1:
(Zn + 1)’ = (4T, + 1) — (4T )~

Mostre que 1 225 ¢ 41 616 sdo, simultaneamente, ndmeros triangulares e
quadrados. .

Resolug@o: Obviamente 1 225 € nimero quadrado, pois 1 225 = 35%,
Por outro lade, de

n(n + 1}
2

segue que n°+n — 2 450 = 0 e portanto (resolvendo esta equag3o)
n = 99. Assim:

=1225

1225 =T99 = Q35

Um ndmere obionge conta a quantidade de pontes sebre um planc de ma-
neira a formar um retingulo em que o mimero de linhas € uma unidade
maior gue o de colunas. Se O, indica o enésimo nimero oblongo, entio

see
LA LN )

. L] e

. ) e ane

1 = 1= g =1
O 2 QO 6 O 2

e, emt geral, O, = n{n + ‘1).
17



Prove algébrica e geometricamente que:
a) O, =2+44 ...+

b) Tode mimero oblongo € a soma de dois nimeros triangulares iguais.

¢) O, +n*=T,,

d) O, ~n’=n

e) n’ + 20, +(n+1)"=(2n + 1)
C=142+. . +n+m+D+m-1D)+n -2+ ... +3+2

Resolucao:
a)2+4+...+2n=(2—+22'2‘l=n(n+1)=0,,
b} No cason = 3:

LR J

L J

o« O, =T+ T,

Emgeral: O, =T, + T,

c) 0,,+n2=n(n+1)+n=n(2n+1)=_2“(2‘;—“)=T2,,
d)
L N N
s a8
see O, =n’+n
XX

20. Prove a seguinte férmula para a soma dos n primeiros mimeros triangula-
res, estabelecida pelo matem4tico indiano Aryabhatta (c. 500 d.C.):

.T1+T2+...+T _nn+1)(n+2)
" 3

Sugestdo: Agrupe o primeiro membro em pares e substitua cada soma
T._; + T, por k? (considere o caso n par ¢ o caso n fmpar).
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CAPITULO I

»{gﬁ

g

0S NUMEROS NATURAIS

1. Introducao

O objetivo deste capitulo € fazer um estudo aritmético do conjunto
IN = {0, 1, 2, 3, ...} dos mimeros naturais. Um pré-requisito para este assun-
to serta, num enfoque mais formal e completo, a prépria construgio légica de
IN. Mas isto sé serd feito, ¢ mesmo assim omitindo-se alguns detalhes, no
Apéndice I, ao fim do capitilo. Obviamente esta abordagem significa que,
embora a énfase seja a aritmética propriamente dita, nao queremos deixar de
chamar a atengio para seus principios bdsicos — algo cuja necessidade passa
muitas vezes totalmente despercebida.

Enquanto a geometria, 300 anos antes de Cristo, nos Elementos de Eucli-
des, j4 recebia um tratamento légico-dedutive, com seus postulados e axio-
mas, definiches e teoremas, para a teoria dos mimeros (¢ mesmo para as de-
mais partes da matemadtica} demorou muito um tratamento semelhante.

A primeira tentativa nesse sentido se deve a Giovanni Campano (viveu
por volta de 1260}. Este capeldo de Papa Urbano I'V procurou fundamentar os
mimeros naturais em 4 postulados, o dltimo dos quais afirmava que “‘um
nimero nio pode diminuir indefinidamente’’, o que significa, no fundo, a
existéncia do minimo de qualquer cole¢do de mimeros naturais. Posterior-
mente Gottfried W, Leibniz (1646-1716) assinalou que ‘‘verdades” téo evi-
dentes como 2 + 2 = 4 devem ser objeto de demonstragio a partir do conceito
de niimero, o mesmo devendo acontecer também com propriedades aparente-
mente tdo 6bvias como a comutativa da adigiio e a comutativa da multiplica-
¢do. Mas Leibniz nio se alongou no assunto.

Mas ao se chegar ao século XIX jd nio era possivel 24 Matemdtica, no es-
tdgio que atingira ¢ no ritmo em que se desenvolvia, continuar se apoiando
quase que inteiramente na intuigdo. E seus alicerces passaram a ser investiga-
dos amplamente e a receber a fundamentagio légica necesséria.
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No que se refere aos mimeros, parece que a primeira tentativa séria nes-
se sentido foi feita por Hermann G. Grassmann (1809-1877) que, em 1861,
definiu adigio e multiplicagéio de inteiros e demonstrou as propriedades fun-
damentais dessas operagdes, usando apenas a funcgio sucessor x — x +1le
implicitamente o principio de indugao. O primeiro sistema completo de axio-
mas para a aritmeética foi apresentado por Richard Dedekind (1831-1916) em
1888. A axiomdtica que formularemos no Apéndice I se deve a Giuseppe
Peano (1858-1932) ¢ data de 1891.

2. Operagbes — relagédo de ordem

Nao faremos aqui, como jd foi dito, a construgio légica de

IN = {0, 1, 2, ...}. Tampouco serdo dadas agora as definigdes formais de adi-

¢do e multiplicagio de nimeros naturais. O leitor interessado encontrard tudo

isso no jd citado Apéndice I. Neste pardgrafo nos limitaremos a citar as pro-

priedades dessas duas cperagGes que servem de embasamento tedrico i arit-

mética dos numeros naturais. Antes disso registremos que o conjunto
— {0} serd indicado pela notagdo IN*, Ou seja: IN* = {1, 2, 3, ...}.

2.1 Adigéo

a; a+ (b+c)=(a+b)+c, ¥a, b, c €IN (associativa)

a; a+b=Db+ a, ¥a, b € IN (comutativa)

a3 2+ 0 =a, va €IN (0 £ o elemento neutro da adicio em IN)
a;a+b=a+c¢ = b=c(letdocancelamento da adi¢io)

2.2 Multiplicagédo

m,; a(bc) = (ab)c, ¥a, b, ¢ € [N (associativa)

m, ab = ba, ¥a, b € IN (comutativa)

my a1 =a, ¥a EIN (1 ¢ 0 elemento neutro da multiplicagao)

m, ab=0 = a=0oub = 0 (lei do anulamento do produte)

m; (ac =hcec #0) = a=b (lei do cancelamento da multiplicacio)

mgab=1 = a=1¢@b=1

m; a(b + ¢) = ab + ac, ¥a, b, ¢ € IN (a multiplicagio ¢ distributiva em rela-
¢do & adicao)

Nota: O simbolo = serd sempre usado neste texto com o significado
de ‘‘se..., entdo..."". Por exemplo a propriedade m, deve ser interpretada da
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maneira condicional seguinte: ‘‘Se a ¢ b sdo nimeros naturais e ab = 1, entdo
a=1leb=1" Eosimbolo <= serd empregado com o sentido de ‘‘se, e so-
mente se’’,

2.3 Relagdo de ordem

Define-se a relacio € (menor que ou igual) em IN do seguinte modo: se
a, b € IN, diz-se que a € b se b = a + u, para algum u € IN. O mimero u
nessas condigbes chama-se diferenga entre b e a € € indicadoporu =b —a,
onde b é o minuendo € a o subtraendo.

Assim a subtragio {(a, b) — a ~ b s6 estd definida neste caso para os pa-
res ordenados (a, b} em que a 2 b, Valem as_seguintes propriedades:

s(b-a)+a=Dh, semprequca £ b
De fato, se b —a=u,entiob=a+u=a+ (b —a)

¢ Sec£a,entio(a+b)y—c=(@—-c)+b
Sejaa-—c=u. Entaoa-—c+ueportantoa+b—c+(u+b) Donde
(a+b)—c=u+b=(@E—-¢c)+b
Do mesmo modo se provam:

sbht+cg€a = a-(b+ci=(a—-by—c
Neste caso sirnplifica-se a notagfo assim:
(a—b)y—-c=a—-b-c

e Sebgaedgc, entao(a—b)+(c—d)-(a+c)—(b+d)

Mas vejamos agora as principais proprledades da relagédio £ . Observe-
mos antes que algumas delas poderiam ser provadas a partir dos resultados
que ja temos, ao passo que a demonstragao de outras depende de pré-requi-
sitos que figuram no Apéndice I.

O, a € a, Va€ IN (reflexiva)
O,ag<beb<ga = a=b (anti-simétrica)
O,ag<hbeb<gc = a< c(transitiva)
O, a< boub £ a(a relagio < € total)
0,2a<b = a+cgb+c, v € IN(< ¢ compativel com a adigio)
O a<b = ac € be, voi€ IN (< é compativel com a multiplicagio)
Por valerem as seis propriedades anteriores diz-se que € € uma relagéo
de ordem total sobre IN compativel com a adigdo ¢ a multiplicagdo de IN.
Diz-se que a € menor que b ¢ escreve-se a < b se b = a + v, para algum
v#0. Eclaroentioque:a < b = a<bea#b
O,a<h = a+1gb
0, Se¢ L € um subconjunto njo vazio de IN, entfo L possui um elemento m tal
que m € x para todo x € L (principio do menor niimero natural ).)
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O elemento m que aparece em Oy € chamado minimo de L e serd indi-
cado por m = min L. E f4cil provar que m € nico. De fato, se m, = min L,
entao m € m (pois m; € L} e m, € m (pois m; = min L e m € L). Logo
m = m,. Por exemplo, ¢ minimo do conjunto {1, 3,5, 7, ...} €1

Dado L C IN, L # &, um elemento M € L (caso exista) tal que x € M,
¥x € L, chama-se mdximo de L. Notagio: M = max L. Se L possui méximo,
este € tinico (demonstragio aniloga % que se fez para o minimo). H4 subcon-
Jjuntos néo vazios de IN que nao tém méximo: € o caso de {1, 3, 5, ..} e
{0, 2, 4, 6, ...}, por exemplo.

Alternativamente poderemos usar b 2 a com o significado de a€ b e
b>acomodea<h,

As propricdades a seguir decorrem do que jd vimos e, vez por outra, sio
necessarias:

saghbebgc =» agec
sach= atc<hb+ec
satckb+c = agh
s{agbecgd) = a+csb+d
e (a< bec#0) = ac< be

e (a<becgd) = a+c<b+d
e cgb = alb-c)=ab - ac

3. Indugéo

3.1 Primeiro principio de inducdo

Apesar da designagdo cldssica, trata-se de uma proposigio relativamente
facil de provar a partir dos resultados que ja temos. Eis o seu enunciado:

““Seja a € IN ¢ suponhamos que a cada nimero natural n > a esteja
associada uma afirmagio P,,. Admitamos ainda que seja possfvel provar o se-
guinte: .

i P, € verdadeira
ii. Para todo r > a, sc P, ¢ verdadeira, entdo P, também ¢ verdadeira.
Entdo P, € verdadeira para todon 2 a.”

A idéia da demonstragio € simples. Devido a i Py, € verdadeira. De ii
segue entdo que Py, € verdadeira. Ainda por ii decorre que P, € verda-
deira. E assim por diante,

Vejamos como formalizar esse raciocfnio.

22

f\Demonstra;:&o Seja L = {:; € IN|x > a e P, € falsa}. Basta provar
entio que L. = &, Suponhamos L # @ ¢ seja m = min L. Logo Py, € falsa e
como, por hipétese, P, é verdadeira, entac m > a. Desta dltima relagio se-
gue que m > 0; portanto m = 1 + u, para algum u € IN, e dafu < m.

Masm > aimplicaquem 2 2+ 1. Assimm =14+ u 2 a+ 1, doque
resulta u > a.

Em resumo: m > u 2 a. Mas isto obriga P, a ser verdadeira (se fosse
falsa, u estaria em L, o que n3o € possivel pois u < m = min L), Entio, devi-
do aii: P, = P, € verdadeira. Absurdo. =

A afirmagao P, que figura em ii, no enunciado do princfpio, € chamada

. Jupdiese de indugdo. )

3.2 Somatorios e produtérios em IN

830 comuns em Matemitica as definigdes por recorréncia (recursie). Na ver-
dade trata-se de defini¢tes por indugao.

Examinemos o caso da adi¢io e o da multiplicagdo em IN. Sendo ambas
operagdes bindrias sobre IN, a soma e o produto de dois mimeros naturais
cstdo naturalmente definidos. Admitindo que também o estejam para
n = 1 3 2 ndmeros quaisquer de IN e pondo, por definicio

ayta+ ... ta, =@ +...+a,_,}+a,

aja;...a,=(aa... a,_)a,
entdo passa a ter sentido falar em soma ou produto de m 3> 2 naturais quais-

quer.
Assim, por exemplo:

a,+a,+az=(a +a,) +a,
at+a,+a+a,=(a +a +a)+a,
Faremos uso, como € praxe, das seguintes notages:

z a=a, +a,+...+a,

i=1

onde o primeiro membro deve ser lido ‘‘somatério dos a;, paraide 1an’’ e

n
T a=a a...a,

i=1 ~

1

cujo primeiro membro se 1€ *‘produtdrio dos a;, paraide lan’’.
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Quando n = 1 faz-se, por extensio:

Outro conceito que pode ser introduzido por recorréncia € o de poléncia
n-ésima de a, onde a, n € IN, a # 0. Por definicdo:

a’=1
a"'=a"- a, sempre quen > 0.

Isto significa que a'=a’-a=1-a=a, a?=a'-a=a-a, a’=
=a’+a=(a-a)-a,eassim por diante.

Exemplo 1: Provemos por indugio sobre n que a™ - a™ = 3™+, para
quaisquer m, n € IN, sempre que a # 0.

n=0:a"-a"=a":1=a"= ™"

Logo, a propriedade vale para n = 0.
Hipétese de indugio: a™ - a" = a™*", vr 2 0.
™
()) n=r+ 1 :a'“-a’“=\a“‘-(a'-a)=(a“‘-a’)-a(=)
= gm+r, a= a(m+r)+l - a'm-q-(r+1)'

Note-se que a hipétese de indugiio foi usada na passagem (*).

A definicao de poténcia pode ser estendida a a = 0 do seguinte modo:
0" =0, paratodo n EIN, n # 0,

Se a € um mimero natural ¢ existe b € IN de modo que a = b? entio se
diz que a € um guadrado perfeito. Os mimeros naturais quadrados perfeitos sio:
0,1,4,9,16, ..., n% .... Ese a = b’ para algum b € IN, entiio a € chamado
cubo perfeito. Os cubos perfeitos sio: 0, 1, 8, 27, ..., n?, ...

Exercicio: Se a €IN, a # 0, prove que (a®)" = a™, ¥m, n € IN (use
indugio sobre n).

PROPRIEDADES Vejamos agora algumas propriedades bdsicas

envolvendo somatérios e produtdrios:

z:l-.=(“z_l at-,)+zan e

jm=1

1

n
1=

1

A validade destas propriedades ¢ decorréncia imediata dos conceitos e no-
taces nelas envolvidos.

uzn (ai+b-,)=z ai+z b, e

i=1 i=1 im1

1 (a-,bi)=(‘ﬁ: ai)(ﬁ, bi)

i=1 im} i=1

Provemos por indugio a primeira dessas relacdes (indugao sobre n).

n=1:zn (aitb)=a, +b; Z a;+ z‘bi=al+bl
i=1

jml i=1
Vamos supoer a propriedade vdlida para r z 1. Entaé:

%1 {(a;+b)= lzr (a; +b)i +(a,, +b, )=
i=1

im1

__.(zr ;mi+‘4L bi)+(ar+':+br+=)=

[ oo [[F o) ned -

i=1
r+1! r+1

-—-z ai+z b,

i=1 i=1

iii Paratodok€IN: ¥ (ka)=k > a e jn:: (ka) = k™ nl a;.
i=1 i=1 i= i=
A demonstragio fica como exercicio (indugdo sobre n).

iv Sea,=a(i=1, 2, ..., n), entdn:

&
n=1:T a=a,=a e a"=a =a

im1

r

r
Sejar 2 1 e suponhamos T, a,= a
i=1
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r+1 r
Entic I a; = (T[ ai)a,+1= a-a=a"!

i=1 i=1

Sea=i(i=12, ..., n), entio:
n n
S a=3 i=20tD
i=1 =1

Vamos também por indugao sobre n.

n=1: za-=al=len(n+1)=1(l+l)=l

i=l 1 2 2
Admitamos r 21 € zr i= r(c+ 1)
Entio: =
3 ai=(i' )+ o= erD b ey = et 2]
i=1 i=1

_ e+
2
Por exemplo:

i=1

5 3 3
: : 5(5 + 1) _
> (31+2)=3§1 1+z_1 2=3. S 5——+5-2=5

T G+2)°= n (i+2)r=(3-_4-5-6)2=129600
i=1

i=1
Somatérios duplos

Sejam a,, ay, «++ s Bpns b,, by, ..., b, € IN(mzl, nzl) As vezes hd
necessidade de considerar a soma de todos 0s produtos possfveis a;b;

(1€i€m; 1£j< n). Mas esses produtos sio exatamente as parce-
las de:

(‘2 ai) (Zl bj)=(a, O R R R LN
<

im1

Assim, em virtude de iii, deste item,

ErE L E P E

i=1 ju=1 j=1 =1

e, analogamente:
= (2 e}z 5)-2 (% =)

85 8 80 Lol é ente C
El'n visia de C e ulta.do a na d tOdOS 0s a.b l.lsua.lm lndl ad.a

Estas expressbes

recebem o nome de somatdrr

S rios duply i e
feitas resulta que: iplos. Das consideracdes

‘M

1
-

n

1 ]

(248

Por exemplo:

2) i % (2i)(3‘+j)=(§1 2i) (i (3+j))=

i=1 j=1 !
J i=1

=PZiH§3+gﬂ=

1=1 j=1

= .E_.i 3'4‘

Eb) g J‘Zzl 12.2j=(ﬁ iZY(i-Qj)?

=]
-

-: =(14+4+9)-2+4+8) =14 i*1-= 196

c) Se m = n, entdo:

n

2303 0(50)-(3 -

=1 j= S
=1 j=1 i= j=1 <=

ni{n + 1)|?

2

Nota. SC a;, a “a e IN lIl; 1 e 1% ]é T I}“]II.OS I)ﬂ] (lcﬁnlg;an.
1» © ] a'n 3 ¥
] )
al-—a,.+a”1+...+a

n
1

r

M a=aa,..a,

i=r
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Assim,paranz2 e l £r<n;

n T n
Sa-Fat 3 s
i=1] =l j=r+1

3.3 Segundo principio de indugédo

Seja a € IN e suponhamos que a cada natural n > a esteja associada
uma afirmagio P,,,. Admitamos ainda que seja possivel provar as duas condi-

ghes seguintes:

i P, € verdadeira.
ii Paratodo r > a, se Py, € verdadeira sempre que a £ k < r, entdo P, tam-

bém € verdadeira.
Entdo P, € verdadeira paratodo n 2 a.
A demonstracio deste principio, alids muito parecida com a do anterior,

fica como exercicio. Teremos ocasido, ainda neste capitulo, de usar algumas

vezes este principio,

EXERCICIOS

21, Calcule:
472

=2

4
a) 3 (2i+3) ) 2 3
fl:——l — | 1=31 '
b) > i(i+ 2} ) 3 2
=2 % “L/4=-i- !
22. Calcule:
D75 9T G+2)(+3)
i=1 i=2
3 4 )
by I i d m 3
i=1
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23. Escreva, usando o simbolo de somatério ou produtdrio:
a) (a, +2)+ (2, + 1)+ (ay + 4)
b) 22+ 3*+ £+ ... + n'
¢)7-8-9-10...25
d) a,b; + aby + ... + a,b,,,
e) 12+2'+ ... +1’
H22+27+2°+... 42

24. (Fuvest-81) P € uma propriedade relativa aos mimeros naturais. Sabe-se
que: 1) P € verdadeira para o natural n = 10; 2) Se P € verdadeira para
n, entdo P ¢ verdadeira para 2n; 3) Se P € verdadeira para n, n 2 2,
entdo P € verdadeira para n — 2. Pode-se concluir que:
a) P € verdadeira para todo natural n.
b) P ¢ verdadeira somente para os mimeros naturais n, n 2 10
¢) P é verdadeira para todes os nidmeros naturais pares.
d) P € verdadeira somente para as poténcias de 2.
€) P ndo € verdadeira para os numeros fmpares.

25. Prove por indugio: -

:_ 0o+ 135(2n+ 1) (> 1)

by +22+ . +n'=(1+2+...+0) @21

a) 17+ 24 ...4n

91-2+2:34 40 (a+1)=20EDOFD 5

dazl =a-l=@-1)@E"+a"2+...+a+D@mz1)
e) 2n€ n’(n > 2)

flaz2 = 2a"ga"'(n>1)

g)azl = a"'ga"nz21)

hYa22 = 14+a+...+a"<a""(n21)

i) n’<nl(n3>6)

Dnl>n’mze

Resolugdo de h):

Para n =1 a relagdo é 1 + a < a®? que obviamente é verdadeira para
a=12 Supondo 1 +k<ki(k22),entdo 1+ k+D=({1+k+1<
<k'+1<k®+ 2k + 1 =(k+ 1) Logo 1+ a< a’, paratoda a 3 2.
Seja r 2 1 e facamos a hipétese

I'+a+...+a <a!
29



"26.

27,

28.

29.

30,

31.

30

Daf
l4+a+.. . +a+a*'<catM+a" =2a"" gat?

o que conclui a resolugio. Note-se que na tltima passagem usamos o re-
sultado proposto em f).

Prove que:
143+...+(2n-1)=n’
ou seja, que a soma dos n primeiros nimeros fmpares é n’,
Prove por induc&o sobre n que o mimero de subconjuntos de um conjunto
finito com n elementos € 2°.
Prove por indugdo sobre n que:
(a™)" = a™

para quaisquer a, m, n € IN, a # 0.

Se¢ b + ¢ £ a, mostre que:
a—(b+ec)=(a—-b)-c

Scjam x, yEIN. Se 3 < x<6eb6 <y <10, mostreque 2 € y — x & 5.

De um modo geral, prove que s¢c a<x<b e b<y<c, entio
2y —xLc—a—-12.

Prove que o produto de quatro mimeros naturais consecuftvos, acrescido de 1,

€ um quadrado perfeito.

Resolugdo: Se a indica o menor dos ndimeros, entdo os outros sio
a+1l,a+2ea+ 3.
Como

ala+ D(a+2)(a+3)=a"+6a"+ 11a’ + 6a
deve-se procurar m € IN de modo que:
{a*46a’+ 1la’+ 6a+ 1 = (a*+ ma+ 1)

Desenvolvendo ¢ segundo membro e identificando o resultado com o pri-
meiro, obtém-se m = 3. Logo:

1+a(a4+ D@a+D@+D=("+3a+1)
Por exemplo, se a = 4, entio: .

144-5-6-7=(+ 12+ 1)? =29

4. Divisibilidade em IN
4.1 Mualtiplos e divisores

DEFINICAO 1 Diz-se que um mimero natural a dfvide um mimero
natural b se b = ac, para algum c¢ € IN. Neste caso diz-se também que a €
divisor de b e que b € miltiplo de a. Ou ainda que b € divisivel por a. Indicare-
mos por a|b o fato de a dividir b; e se a nio divide b, escrevemos adb.

O elemento ¢ € IN tal que b = ac, onde a # 0, é indicado por ¢ = —:—

ou, eventualmente, por ¢ = b ! a ¢ € chamado quociente de b por a.

Por exemplo, 2|6 pois 6 = 2 -3, 5|10 puis 10 =5- 2, 1]a (va € IN)
poisa=1-a¢0|0umavezque0=0-a, paratodo a€ IN. Mas, seb # 0,
entio 0fb pois 0-c=0#b, vc EIN.

Atengao: Nio se deve confundir o simbolo | com o trago de fragio ——.
Assim, 26 (p. ex.) ndo deve ser confundido com % ou % Enquante estes
dois tiltimos sfmbolos indicam numerais, 2 |6 expressa uma relagio particular
entre 2 ¢ 6. O que ocorre € quie, conforme notagio j4 introduzida, 2|6 equi-
valea 6 =2 -'g— Assim, 0|0 € uma relagio verdadeira, ao passo que —g—- é
uma expressdo indeterminada.

Para a relacio x|y em IN valem as seguintes propriedades:

d, a|a, Ya € IN, pois a = a - 1 (reflexiva)

d; albebla = a= b (anti-simétrica)
De fato, por hipStese, b = ac e a = bd. Dai: a = a(cd) Se a =0, como
b=ac, entiob=0. Se a# 0, entio c¢d = 1 e portanto c = d = 1. Logo
a = b também neste caso.

d, ajbeb|c = a|c (transitiva)
Como b = ar e ¢ = bs, entdo ¢ = a(rs)

d, Se a|b e afc, entdio a|(bx + cy), ¥x,y EIN
Em particular: a|b = a|bx, vx €EIN
De b = ar e ¢ = as (hipéteses) decorre que bx = arx e cy = asy. Donde
bx + cy = arx + asy = a(rx + sy).
Nota: Do que vimos segue que: albe alc = a|(b + c}. Além disso,

b+c b c
= — 4 —
a a a
pois; :
(£+i)a=£.a+i.a=b+c
a a a a
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d; Secl|a,c|bea < b, entioc|(b —- a).

Por hipétese a = cr ¢ b = ¢s. Fazendo b = a + u, entdo cs = cr + u ¢ dai

u=cs—cr=c(s—r). Logo c|u ¢ como u=b — a a propriedade esta
provada. Neste caso:

b—~a b a

C ?- C

d¢ Sejaa =b + ¢ ¢ suponhamos d|b, Entdo: d]a <= d|c.(c=a—b)
(=)éd;e(e=)éd, prrax=y = 1.

d; Sealbeb # 0, entioa € b.
Das hipéteses segue que existe q € IN* de modo que b = aq. Como g > 0,
entio, devido a Q);, 1 =0+ 1 £ q e portanto gq= 1+ u, para algum
u€IN. Daib = aq = a(l + u) = a + au, 0 que implica a € b.

Notagdo: Indicaremos por M, o conjunto dos multiplos de a. Assim
M, ={0, a, 2a, 3a, ...}. Em particular M = {0} e M, = IN. Os ele-
mentos de M, = {0, 2, 4, ...} sGo chamados nimeros naturais pares e os de
IN - M, ={1, 3, 5, ...} de naturais impares.

4.2 O algoritmo da divisdo (ou de Euclides)

Seja b um nimero natural née nulo. Se a € IN, entdo ou a é mailtiplo
de b ou estad entre dois multiplos consecutives de b, isto é: bq € a <b(q + 1).
Isto significa que q + 1 € o minimo de {n € IN |bn > a}, subconjunto nado
vazio de IN pois contém o elemento a 4+ 1. (De fato: b 21 = abza =
aqb+b2za+b =>bla+1)zat+b>a)

De bq £ a resulta que existe r € IN tal que a = bq + r. Mostremos que
r<b.Ser=a—bqzb,entio(a —bq)+bqg b +bgedaia =b(q+ 1),
0 que nao é possivel. Assim:

a=hgq+r(r<b)

As consideragBes que acabamos de fazer poderm assim ser sintetizadas:

“Dadosa, b €IN, b # 0, existem q, r €IN de maneiraquea=bq +r
(r<by’.

Obviamente, se r = 0, entdo a € miiltiplo de b.

Suponhamos a=bq+ r=bg, + r;, onder < b e r, < b. Admitamos
que se pudesse ter r # r,, digamos 0 < r — r; < b (j& levando em conta que
tanto r como r, s3o menores que b). Mas entio da igualdade bq + v = bq, + 1,
decorre que bq + (r — r ) = bq, ¢ portanto b|{(tr —r ). Donde bg r—r,, 0
que ¢ absurdo. Lego r = r; e portanto q = q,.

Provamos pois o
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TEOREMA 1 (algamma da divisée ;
bE IN, b # 0, existe um inico par de nimeros g € r, de maneira que
a=bg+r(r<b)’.

Os elementos a, b, g ¢ r sio chamados, respectivamente, divisor, dividen-
do, quociente e resto da divisdo de a por b.’

AN

Exemplo 2: Vamos aplicar o algoritmo aos mimeros a=35¢b = 8.
Observemos que 35 estd entre os muiltiplos 32 ¢ 40 de 8:

35
0 3 16 24 32 40 48 56 64 72 80

8:4<35<8-(4+1) Logpgq=4er=35—-8-4=3, Isso explica o
algoritmo

358
32 4
3

Exemplo 3: Procuraremos explicar agora o algoritmo usual pritico da
divisio, calculando o quociente e o resto quande a = 351 eb = 8. Numa pri-

meira etapa, quando se faz
351 |8
31

na verdade o 4 que aparece sob a chave nio passa do algarismo das dezenas do
quociente procurado, como se pode verificar a seguir:

35 =8 -4+ 3 (algoritmo da divisdo para 35 ¢ 8) =
= 350=18-40+ 30
= 351 =8 - 40 + 31

Usando agora o algoritmo com os nﬁmems@e 8:
31=8-3+7
Logo
351=8-40+8-34+7=8-434+7
Voltando ao dispositive prético:

351 |8

7
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5. Sistemas de numeragao posicionais — base

Em nosso sisterna de numeragio todo mimero n é um polindmio
n=a,+a, -10+a, 102+ ... +a, 10

onde r>0cosa, €{0,1,2,...,9}(i=1,2, ..., r) estdio univocamente de-
terminados. O numeral que representa n ¢ escrito assim:
2,3, ;... 3189

Por exemplo:
641 =1+ 410+ 6 10

Mas o papel desempenhado pelo 10 em nosso sistema de numeragao é
apenas uma opgAo ou uma circunstincia, como mostra o resultado a seguir.

TEOREMA 2 Seja b um nimero natural maior que 1 e seja M =
={0,1,2, ..., b — 1}. Entio todo mimero n pode ser representado univoca-
mente da seguinte maneira;

n=a,+a-b+a,-b’+ ... +3a.-b
onder2 0,2, EM(i=1,2 ...,r)ea #0.
Demenstragdo:
i A existéncia serd provada por indugiio (segundo principio) sobre n. Se
n < b, entiio n = n € a representagio pretendida. Vamos tomarn 3 b e ad-

mitir como hipétese que para todo q, 1 € g < n, essa representagio seja
possivel. Aplicando o algoritmo da divisiio para n e b se obtém

n=bq+a, (2, EM)

Note-se que ndo pode ocorrer q 2 n. De fato, comob > 1, entdobqg > q e
e3sa hipdtese levariaabg > n e portantc abq+ a;=n >n. Logo 1 € q<n
e pela hipétese de indugio:

g=a, +a;b+ ... +ab""'(a, EM;a, #0)
Conscquentemente,
n=b(a, +ab+...+ab Y +a,=a, +a,b+ab’+ ... +ab
conforme o enunciado,

ii A unicidade também serd provada por indugio sobre n e € trivial para
n < b. Sejan 2 b e suponhamos que a unicidade se verifique para todo q,
1 £ q < n. Suponhamos ainda que:

n=a,+a,b+...+ab=2a,+ab+...+2a0b
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onde, também, a’y, a’y, ..., 2°, € M. Entao:

n=b(a, +ab+ ... +ab )+a,=
b(@’s + @b+ .. + 2 b +

Como b>» a, e b>» a’, o algoritmo de Euclides (unicidade) garante que
as=2apea +ab+...+ab'=a,+ab+..+a’b=q. Como
q< n, entio, pela hipétese de indugdo, r — 1 = s = 1 (do que seguer = 3)
ea, =a',a, =a'y,...,a, =a’,. [ ]
Se cada um dos elementos do conjunto M = {0, 1, ..., b — 1} € repre-
sentado por um simbolo especial, entio cada um desses simbolos € chamado
algarismo do sistema posicional de base b. A proposigdo demonstrada torna vilido

representar cada nimero n = a; + a,b + ... 4+ a,b" pela seqiiéncia dos alga-
rismos que nele figuram da seguinte maneira:

n=(aa,._;... azal)h

No caso b = 10 omitem-se os parénteses e o indice,
Quande 1 < b € 10 € praxe usar os préprios algarismos indo-ardbicos
que sejam necessérios para indicar os digitos de 0 ab — 1. Por exemplo:

(2102); =2+ 0-3+1-32+9.32=65
(10001), =1 +0-240-2740-2°+1.2*= 17

Exemplo 4: Dado um nimero i escrito na base 10, a demonstragio da
proposigio anterior (primeira parte) mostra como passi-lo para uma base b
qualquer. Por exemplo, consideremas n = 4 761 e b = 8. Apliquemos o algo-
ritmo da divisio a 4 761 e 8:

4761 =8-595 +1
Assim, na representagio pretendida, o dltimo algarismo (o das unidades) sera
o 1. A seguir a demonstragio manda que se use a hipétese de indugido. Isto
equivale a repetir o raciocinio com o 595 e, se for o caso, fazer 0 mesmo com o
quociente obtide, E assim por diante. Na prética pode-se proceder assim:

4761 |8
76 595 |8
41 35 7418

ORONORIILE
00

Portanto: ;

4 761 = (11231),
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Exemplo 5: Dado o niimero (2102);, para passd-lo 4 base 5, por exem-
plo, pede-se primeiro encontrar sua representagao decimal e depois proceder
como no exemplo anterior.

(2102), =2+ 0.-3+1-342.32=65

7
'_Entﬁo 65 ‘5 7
15 135 L

h

©
Logo: (2102), = (230), OO /

L

5.1 Operagdes

O procedimento usado em nosso sistema de numeragao para efetuar adi-
¢des e subtragGes, ou seja, somando em coluna as unidades, depois as dezenas
acrescidas de algum eventual transporte da coluna anterior ¢ assim por diante
é muito fécil de justificar, Examinemos, por exemplo, a adi¢ao 47 + 24:

1
47
24

71

-+

A soma das 7 unidades do primeiro numero com as 4 do segundo € 11 =
= 1+ 1- 10, uma unidade e uma dezena. Esta € entdo juntada as 4 dezenas
de 47 e is duas de 24, obtendo-se as 7 dezenas da soma. Mas, embutidas nesse
processo, estdo as propriedades da adicio em IN e, ainda, a propriedade dis-
tributiva. De fato:

4T+ 24=(4-10+7)+(2-104+4) =
=@-10+2- 100+ (7+4H)=4-104+2-10)+(1-10+1)=
=(4-1042-10+1-10)+1=7-10+1
L]
E claro que num sisterna de base b posicional qualquer adigio ou subtra-
¢do pode ser efetuada da mesma maneira que o fazemos na base 10. Calcule-
mos, por exemplo, (4125); + (1302);:

.
(4125),
(1302),

(5431),
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Note-se que levamos em conta, na adigio das unidades simples, que
542=7=1-6+1=(11) € por isso o resultado da coluna correspondente
¢ 1, tendo sido transportade ainda, para a coluna seguinte, o algarismo 1.

Efetuemos agora a subtragio (2103), — (1302),:

1(1L),

_Zx03),

(1302),
“@ou,

Neste caso, como o nimero de unidades da terceira casa do minuendo € me-

nor que o do subtraendo, foi preciso tomar emprestada uma unidade da casa
seguinté. Como (11), =1 -4+ 1-4=(1+1-4)- £ =(3+2)-4'=
= 3. 4%+ 2 - 4%, o resultado na terceira coluna deve ser 2. Na pratica o que se
procura € o nimero que somado a 3 resulta (11}, =1+ 1-4=35

A multiplicagfio num sistemna‘de numeragio posicicnal de base b tam-
bém pode ser efetuada segundo o procedimento usual da numeragao decimal.
E, assim como neste caso € preciso conhecer as tabuadas até a do 9, num sis-
tema de base b tem que se partir de uma tdbua de multiplicacdo (que pode
estar na memdria) para os nimeros de 0 ab — 1. Calculemos por exemplo
(201); - (112);. A tdbua no jaso é:

=
o|leo|l o | o

(=1

o

Assim, na base 3:

201
112

1102
201+
201+ +

(100212),

umavezque nessecaso 1+2=3=1-3+0=(10),.
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5.2 Critérios de divisibilidade

Sao bem conhecidos os critérios de divisibilidade da aritmética elemen-
tar. Mas, como justifics-los? De que maneira dependemn eles de nosso sistema
de numeragio? Daremos resposta agora a essas perguntas em alguns casos.

" No capitulo I voltaremos ao assunto com uma ferramenta matemdtica mais
potente para abordar a questio: a teoria das congruéncias.

Critério de divisibilidade por 2: Dado urn mimero n = a; + a, - 10 +
+ ... + a, - 10", observando que toda poténcia 10* (k 3> 1) € um mimero par,
entio:

n=ay+ a,(2q,) + ... + a,(2q,) = a, + 2(a q, + ... + a,q,)
Ou scja
n=a,+2q(q €N}

Comeo 2q € divisivel por 2, entao n € divisivel por 2 se, e sorente se, a, € tam-
bém divisivel por 2, Qu seja, sc ¢ somente se 2, €{0, 2, 4, ..., 8}.

Critério de divisibilidade por 3: Primeiro observemos que o resto da
divisio de 10“ por 3 € sempre 1, paratodok 3 0. Defato, 10°=1=3 -0+ 1.
Vamos supor 10" = 3s + 1, onde r 2 0. Entdo 10™'= 10" 10=(3s+ 1) -
“(3:341)=3(9:)+3s+3-3+1=3(Fs+s+3)+1=3(10a+3)}+1.

Assim, para todo n € IN:

n=mag+a -10+a,-100+ ... +a - -10=
=a,+a,(3q,+ 1) + 2,(3q: + 1} + ... + 2 (3q, + 1) =
=(a'0+al+"'+ar)+3(.a'lq!+a"1q2+ ---+arqr)

Em resumo:
n={a,+a, +..+2a)+3q

Portanto n € divisivel por 3 se, e somente se, ag+ a, + ... + a, € divisivel
por 3 (propriedade dg).

Por excmplo: 1 761 édivisivel por3jdque 1 + 7+ 6+ 1 = 150€. Jdo
ndmero 226 ndo € divisivel por 3 posto que 2 + 2 + 6 = 10 nio ¢ mltiplo
de 3.

A condigio de divisibilidade de um nimero n=a;+ a, - 10+ ... +
+ a, - 10" por 9 € semclhante X anterior: 9fn <= 9{(a, +a,+ ... + a,}.
O motive € que, também neste caso, 10=9 .5+ 1, para todo k € IN.

6: Mostremos que um nimero n = (a,a, ;... a,a) € divi-
sivel por 8 se, ¢ somente 3¢, © nimero (a,a,),; formado pelos dois tltimos
algarismos de n ¢ divisivel por 8.
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Primeiro notemos que:
ne=(a,a),+a-12"+a;-12%+ ... 4a, - 12"

Mas, parak > 2, 12" é divisfvel por 8. De fato, 127 = 144 é muiltiplo de 8. F. se
12’=8 - q, (s # 2), entdo

12 = 12 12 = (8q,)12 = 8(12q,)
Assim:

n= (3130)12 + a?(BqZ) +...+ ar(BQr)
= (a,39),; + 8q

- Novamente a propriedade d; garante nossa afirmagao.

EXERCICIOS

32. (Fuvest-77) Calcule quantos rﬁliltiplos de trés, de quatro algarismos dis-
tintos, podem ser formados com 2, 3, 4, 6 ¢ 9.

Resolugdo: Com os cinco algarismos dados podem ser formados apenas
trés subconjuntos de guatro algarismos cuja soma dos clementos € divi-
sivel por 3: {2, 3, 4, 6}, {2, 3, 4, 9} e {2, 4, 6, 9}. Cada um deles d4 ori-
gem a 24 muditiplos de 3. Logo, a resposta € 3 x 24 = 72,

33. (UFMG-89) Scjan = ab000 um niimero n3o nulo, cujos cinco algarismos
830 a, b ¢ trés zeros. Se n € um quadrado perfeito ¢ € divisivel por 3, pode-
sc afirmar que a + b ¢ igual a:

a) 1 b) 6 c 8 dy 9 e) 12

34. (Cesgranrio-88) Se cdu € o maior niimero de trés algarismos divisivel por
11, entio a soma ¢ + d + u vale:
a) 22 b) 18 <} 20 d) 17 e} 16

Resolugdo: O maior mimero de trés algarismos € 999, cuja divisio por
11 fornece resto 9. O mimero procuradoe &, entio: 999 — 9 = 990, Res-
posta: 18.

353. Quantos nimeros naturais entre 1 e 1 000 s3o divisfveis por 9? E quantos,
entre 250 e 25 000, sdo divisiveis por 11?

Sugestao (1* parte): O primeiro desses mimeros € 9 ¢ o 1iltimo 999,
Conte o niimero de termos da P.A. em que o primeiro termo € 9, o (iltimo
€999 carazio é 9.

39



36.

37.

38.

39.

40,

41.

42,

43.

(Cesgranrio-89) Se n é o mimero de miltiplos de 6 compreendidos entre
92 e 196, entdo n &

a) 14 b) 15 c) 16 d) 17 e) 18

Se n ¢ a sdo naturais nio nulos, quantos nimeros naturais entre 1 e n

sdo divisiveis por a?

Prove que:

a} a soma de dois mimeros pares € par € que a soma de dois niimeres fm-
pares também ¢ par.

b) o produto de dois mimeros naturais é impar se, e somente se, amhos
sdo fmpares.

Prove que o quadrado de um niimero natural a € par se, e somente se, a é
par.

Resolugdo: Se a ¢ par, entdio a = 2t, para algum t € IN; daf a’ = (2t)*=
= 4" = 2(2t*) é par. Para a reciproca suponhamos que a fosse fmpar, di-
gamos a=2r + 1; entdo a’ = 4r’+ 4r + 1 = 2(2r* + 20) + 1 ¢ impar,
0 que nio € possivel.

Mostre que a + b + a’ + b? € par, para quaisquer a, b € IN.
Se a, b ¢ ¢ sdo nimeros naturais ndo nulos, prove que: a|b <= ac|bc.

Proveque: (1 + 2 + ... + n)[3(1%+ 2° 4 ... + n?), paratodo n 2 1.

n(n+ 1)

Sugestdo: Lembrar que 1+ 2+ ... +n= 5 e usar o exerci-

cio 25-a.

Prove por indugio que:

a) 7[(3™* + 2"*?), vn 2 0

b) 9[(10"+ 3 - 4"** + 5), ¥n > 0

¢y 11)(2% - 37+ 1), ¥n 21

dy 17)(3**74 24"} vn 2 0

Resolugdo de d): Seja a(n) = 3*+7 4 2 . 45!
n=0:a(0)=3"+24=17.

Logo 17]a(0).

Sejar 2 0 ¢ suponhamos que 17 {a(r), ou seja: 3*+? +

+ 2 - 4"*' = 17q para algum q € IN.

Dai 2 - 4%+ = 17g — 3%+2.

44,

45.

46,

47.

n=r+ lia(r+ 1) =30+t 2. g3+l o
= 3-|r+5 +2. 4‘3r+l . 4‘3 = 34r+6+ (17q _ 34“2) 64 =
= 17(64q) + 3"+ . (3' - 64) = 17(64q + 3**7)

Demonstre que de dois mimeros pares consecutivos um é sempre divisfvel
por 4. )

(Unicamp-89) E possivel encontrar dois nimeros, ambos divisiveis por
7, tais que a divisio de um pelo outro deixe resto 397 Justifique a res-
posta.

Escreva o mimero 182 respectivamente nas bases 2, 8 e 12.

Obs.: No caso da base 12 use os algarismos indo-ardbicos de O a 9 e as le-
tras a € b para indicar, respectivamente, 10 ¢ 11, se for preciso,

Efetue:

a) (1034); + (243),

b) (54302), — (2134)

&) (1002), - (204,

d) (1025); - (1102); + (21543),

Resolugdo de d):

(1025), Notar que:
(1102),. *2.5=10=1-7+3=(13),
2053 ©2+4245=9=1-7+2=(12),
1025 A
1025 , -
(1132553), e
(1132553), /
(21543), S - 1L
(1154426),

~ondelevamosemcontaque 1 + 54 5=11=1-7 + ¢ = (14),.

48,

49.

50.

Passe para o nosso sisterna de numeragio: (10121),, {1042), e (10 ab),,,
onde a representa ‘‘dez” ¢ b “‘onze’’.

Construa a tdbua de multiplicagao referente 3 base 7,

Determine b em cada urm dos seguintes casos:
a) (104), = 8 285 by 12 551 = (30407),.
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51.

52.

54,

55.

56.

57.

42

Na divisgio euclidiana de 802 por b o quociente € 14 € o resto r. Determine
ber.

Resolugdo: Por hipdtese, 802 =1h - l:+ r(r<b). Dai: 0 g

% 802 — 14 - b =r < b. Assim 14b £ 802 e 802 < 15b. Os valores pos-

sfveis para esse sistema de desigualdades sdo b = 54, 55, 56 ou 57. Logo,

respectivamente: r = 46, 32, 18 ou 4.

n(n + 1}
2

algarismo das unidades ndo pode ser 2, nem 4, nem 7 ¢ nem 9.

Mostre que para tode n € IN o0 mimero estd em IN e que seu

Sugestdo: Se o algarismo das unidades de 3(11_;_1)_

¢ de n(n + 1) seria 4 ou 8. Mostre que isso nio é possivel.

fosse um desses,

. Mostre que (111),](10161),, para todo b > 1. Escreva o quociente da

divisdo em termos da base b.

Prove que: a) em todo sisterna de numeragdo de base b > 2 o ntimero
(121),, € um quadrado perfeito; b) em todo sistema de numeragio de base
b > 3, o ndmero (1 331), é um cubo perfeito.

Resolugdo de a): (121), =1+ 2 —b+ 1 —b*= (1 +b)’

Determinar as condigbes sobre os naturais bed, b > led > 1, afimde
que: (14), = (22),4.

Seja n um nimero natural ¢ n = (a, a,_, ... a,a, )5 sua representagio na
base 5. Prove que: 4|n e=s 4|(a; + 2, + ... + a,). Generalize este re-
sultado para uma base qualquer b > 2.

Sugest@o: Veja como foi justificado o critério de divisibilidade por 9 no
nosso sistema de numeracio.

(Fuvest-88)
1 a b ¢
x 3
a b ¢ 4
F3

Acima estd representada uma multiplicagio, onde os algarismos a, bec
sio desconhecidos. Qual o valor da soma a + b + ¢?

a) 5 on e) 17

b) 8 d) 14

58. O produto de um mimero de trés algarismos por 7 termina & direita em
638. Ache esse nimero.

59. a) Na divisdo euclidiana de a por b, o quociente é 106 e o resto 304.
Qual ¢ maior mimero de que se pode aumentar dividendo e divisor
sem que o quociente se altere?

b} Eseq =35 er = 46237

Resolugao de a): Por hipétese a = b - 106 + 304 (304 < b). Acrescen-
tando x ao dividendo ¢ ao divisor, se 106 € o quociente da divisdode a + x
por b + x, entdo (segundo 4 - 2):
(b+x)-106€a+x<(b+x):107
Subtraindo 106b + x de cada um dos termos:

105x £ 304 < b + 106x

A iltima desigualdade se verifica para todo x pois 304 < b. Assim basta
estudar 103x £ 304 que fornece as solugoes x = 0,1 ou 2. A resposta €
entae o numero 2,

60. Se o algarismo das centenas do produto a3 - 164 € 9, determine a (a re-
presenta um algarismo de nesso sistema de numeracio).

61. Quantos mimeros hd num sistema de numeracéo de base b, formados de
n algarismos? Qual o menor deles? (Escreva-o em fungao de b.)

6. Maximo divisor comum

DEFINICAO 2 Sejam a, b € IN. Um nimero d € IN se diz mdiximo
divisor comum de acbse:i dlaed]b; ii se c é um mimero natural tal que c|a
e clb, entdo ¢]d.

Por exemplo, sejam a = 6 ¢ b = 8. Indicando por D, o conjunto dos di-
visores de x € IN, entio

D6={l’ 2: 3: 6} c DB={1) 2: 4: 8}
do que segue:
Dsn Dn ={1, 2}

Observemos que: i 2|6, 2{8; ii sec|6ec|8, entioc = 1 ouc = 2 ¢ portanto
¢{2. Donde 2 é méximo divisor comum de 6 e 8.
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Mastremos, de um meode geral, que néo pode haver mais que um mdxi-
mao divisor comum de a ¢ b. De fato, se d e d’ satisfazem a defini¢do 2, entdo
d’|d{poisd’|aed'|b)ed|d’ (poisd|a, d|bed’ €, porhipétese, maximo divi-
sor comurm de a e b}, o que implica d = d’. Usaremnos a notagdo d = mdc {a, b)
para indicar o méximo divisor comum de a e b. Da defini¢ao decorre direta-

- mente que mde (a, b) = mde (b, a).

Quanto & existéncia de méximo divisor comum, examinermos_primeiro o

caso a = 0 e b qualquer ¢ mostremos que entéo b = mdc (0, b). De fato:

e b|0eb|b

s sec|0ec|b, obviamente c|b

Em particular mdc (0, 0) = 0. Note-se que neste dltimo caso 0 mdximo divisor
comum nio é o maior dos divisores comuns: come 10, 2|0, 3|0, ... no h4
um maior divisor comum para 0 ¢ 0.

Para a hipédtese em que a # 0 e b # 0 precisaremos das duas proposices
a seguir,

PROPOSICAO I Se a|b, entio mdc (a, b) = a.

Demonstracdo: De fato, ala e a|b (hipétese). E se c|a e b, é ébvio
que cla. [ ]

PROPOSICAQ 2 Se a=bq+r1 e d = mdc (a, b), entdo d = mde
(b, r). E se d = mde (b, 1), entdo d = mde (a, b).

Demonstragde: Como d = mdc (a, b), entdo d]a e d|b. Desta dltima
relagdo resulta que d|bq. Logo d|(a — bq), ou seja, d|r. Por outro lado, se
c|bec|r, entdoc|(bq + r)devidoad,,item 4.1; comobq + r = a, entdoc|a
e ¢|b, o que implica ¢|d, ja que d = mdc (a, b).

A segunda afirmagio se prova de maneira andloga, a

Retomemos agora a questio da existéncia de mdximo divisor comum.
Para provar a existéncia aplicaremos, sucessivamente, a partir de a e b, o
algoritmo da divisio da seguinte maneira: '

a=bqg, +r (r;<b)
b=rg, + ro{r,; < 1)
Iy = Tyq; + r3 (15 < 1y)

& - -

E claro que, se acontecer de r, ser nulo, entdo a proposicdo 1 nos garante que
b = mdc (a, b) e 0 processo termina na primeira etapa. Mas, de qualquer ma-
neira, na seqiiénciab > r, > r, > r, > ... para algum indice n deverd ocorrer
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fa.1 = 0. De fato, se todos os r; fossem ndo nulos, entdo {b, r,, ry, ...} ndo

teria minimo, o que n3o ¢ possivel. Assim, para algum n:

2=rn—1'qn+rn

n’ qu—I

r,_
=T
Como conseqiiéncia das proposi¢des anteriores, obtém-se entio o seguinte:
r,=mde(r,_;, r,})=mde(r,_,,r,_;)= ... =mde (b, r;) = mde (a, b)
Ou seja:
r, = mdc (a, b)

Essa demonstragio obviamente € construtiva ¢ o dispositivo pritico que
se costuma empregar para aplicd-la é conhecido como processo das divisaes su-
cessivas.

Exemplo 7: Achemos, por esse processo, mde (41, 12).

41=12-3+5
12= 5-2+2
5= 2-241
2= 1-2

Logo, 1 = mdc (41, 12). Usualmente procede-se assim:

312 |22

s1 |12 |52 |@

3 2 1 0

Recomendamos.comparar esse quadro com a sucessdo anterjor de igualdades.

DEFINICAO 3 Dois hiimeros naturais a e b se dizem primos entre si -
se mdc (a, b} = 1. Neste caso diz-se também que a é prime com b ou vice-versa.

Exemplo 8: Dois nimeros consecutivos a e a + 1 sdo sempre primos
entre si.

De fato, € claro que 1]|a e 1|{a + 1). Agora, se cla e c|(a + 1), entdo
ci[(a + 1) — a], ou seja, c|1.

PROPOSIGJO 3 Se'd = mdc (a, b), entdo mdc (sa, sb) = sd, para
todo s € IN.

45



Demonstracdo: Multipliquemos por s cada uma das igualdades obti-
das pelo algoritmo da divisdo ne processo das divisSes sucessivas que levaa d,
a partirde a e b:
sa = (sb)q, + sr,
sb = (sr|)q; + sy
SF,_¢ = (ST,_,)q, + sr,
STy 1 = (5T, )0n4s
As proposigoes 1 e 2 nos garantem entdo que:
sd = sr, = mdc (sr,_,, sr,) = ... = mdc (sb, sr;) = mde (sa, sb). ]

COROLARIO I Sca,b€IN* cd=mdc(a, b),entﬁomdc(%,%):l.

Ou scja: —3— e % s20 primos entre si:

Demonstracao: Como

b .
d = mdc (a, b) = mdc (d 3 d —3—)= d mdc (% -El-*)ed # 0, entdo:
. a b
md“(?'i =1 »

COROLARIO 2 Se a|bc e mde (a, b) = 1, entdo alc.

Demonstragéo: Da hip6tese mdc (2, b) = 1 decorre, levando em con-
ta a proposicdao 3, que
mde (ac, be) = ¢

alc.

COROLARIO 3 Se a ¢ b sio divisores de ¢ # 0 e mdc (a, b) = 1,
entzo ab|c.

Demonstracgdo: De mdc (a, b) = 1 decorre, em virtude da proposi-
¢do 3, que mdc (ac, be) = c. Mas ab|ac, pois b|c ¢ ab|bc j4 que alc. Logo ab
divide mdc (ac, bc), isto €, ab |c. : |
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Como a|bc por'r hipétese ¢ obviamente alac, entdo a|mdc (ac, be). Ou seja
' |

Por exemplo, para que um nimero seja divisivel por 6 € necessdrio e
suficiente que seja divisivel por 2 e por 3 jd que mdc (2, 3) =1,

Generalizag@o: A definigio de miximo divisor comum pode ser es-
tendida de maneira dbvia para trés ou mais niimeros. Para o cdlculo do maxi-
mo divisor comum de trés nimeros, por exemplo, pode-se langar mio do se-
guinte resultado:

mde (a, b, ¢) = mdc {(mdc (a, b}, ¢) = mdc (a, mde {b, ¢)}

Provemos a primeira dessas igualdades. Seja d = mdc (a, b, ¢). Entdo d|a,
d|b e dfc. Das duas primeiras dessas relagBes segue que d|mde (a, b). Assim:
d|mdc (a, b} e d|c. Seja, agora, k um divisor de d, = mdc (a, b) ¢ de ¢. Como
d,|a e d,|b, pela transitividade chega-se a que k|a, k|b e k|c. Logo k|d pois
d = mdc (a, b, ). A demonstrac¢ao fica completa considerando-se a unicidade
do méximo divisor comum.

Achemos, por exemplo, mde (6, 8, 20).

143
8 | 6 |2 mdc (6, 8) = 2
2|0

Como, ademais, mdc (2, 20) = 2, pois 2|20, entio:
mdc (6, 8, 20) = 2.

7. Minimo mualtiplo comum

DEFINICAQ 4 Um ndimero m se diz minime multiple comum de
a, b € IN se: i ajlm e b|m (m ¢ muiltiplo de a ¢ de b); ii a|m’ e b|m’ =
m|m’ (todo miiltiplo de a ¢ b é também muiltiplo de m).

Se m ¢ m, satisfazem essa defini¢do, entio m|m, (pois m, € multiplo de
a e b) ¢ m,|m (j4 que m € miiltiplo de a ¢ b ¢ m, é minimo miiltiplo comum
de a ¢ b). Loge m = m,. Ou seja, dois nimeros a e b ndo podem ter mais
que um minimo miitiplo comum. Se m é mfnimo multiplo comum de a e b,
usaremos a notacio m = mmc (a, b). Da defini¢io decorre diretamente que
mmc (a, b) = mmc (b, a).

Quanto A existéneia de minimo miltiplo comum, consideremos inicial-
mente o caso a = 0 e b qualquer. Mostremos que mmc {0, b) = 0. De fato:

¢ 0]0eb|0(poisO=b-0)
¢ 0{m’eb|m' = O|m’
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Para os demais casos a garantia de existéncia € dada pela

PROPOSIGA-.O 4 Para quaisquer a, b € IN*, se d = mdc (a, b),

= ab , .. -
entdo m = —~ ¢ o mfnimo miltiplo comum de a e b.

Demonstracdo: Notemos primeiro que como d|(ab) (pois d|a e d}b),
entao m € IN,

i Como, evidentemente,
b _ab _
d d

entdo a|m. Analogamente se mostra que bfm.
ii Seja m’ um miiltiple de a e de b e suponhamos m’ = ar e m’ = bs. Entio
ar = bs e portanto:

a , ., b T a b} . 4a
i divide i como mdc (? , ?) =1 entio E’S

{coroldrio 2 — proposicdo 3). Assim

Daf segue que

S""at
T d

para algum t € IN e como m’ = bs, obtemos

a ab

m=bgt=-5

t=mt

ou seja: m|m’, : [ |

COROLARIO $Se a ¢ b sio primos entre si, entio mmc (a, b) = ab.

De fato, como d = mdc (a, b} = 1, entdo mmc (a, b) = % =ab. B

‘Nota: Sejam a, b € IN*. Pelo que vimos -%lll =mEM, N M,. Mas

0E€ MM, e como m > 0, entdc m nio é o menor dos miiltiplos comuns de
aeb. Na verdade, neste caso m = mmc (a, b} € o menor dos miiltiplos comuns
nio nulos de a e b,
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Exemplo 9: Vamos usar a proposi¢io anterior para achar mmc (20, 8).
Como

2 |2
20 |8 |(® mdc (20, 8) = 4
4|0

entio mmc (20, 8) = L;B = 40,

PROPOSICAO 5 Se m = mme (a, b), entio mmc (sa, sb) = sm,
para qualquer s € IN.

Demonstracéo: Quando a=0 oub=0, entio m=0 ¢ sa=0 ou
sb = 0; dai mmc (sa, sb) = 0 = sm. Se s = 0, ficamos com mmc (0, 0) = 0,
que também & verdadeira. Suponhamos por fim a, b e s ndo nulos; levando em
conta as duas proposigGes anteriores:
sa sh _ s* ab - ab _
mdc (sa, sb) _ smdc(a,b) ° mdc(a, b)
= smmc¢ {a, b}. |

mmc (sa, sh) =

Generalizagdo: A extensio do conceito de minimo miltiplo comum
em IN para 3 ou mais nimeros se faz naturalmente. No caso de 3 ndmeros,’
por exemplo, o cdlculo pode ser feito com base na seguinte propriedade cuja
demonstragio omitimos (recomendameos come exercicio):

mmc (a, b, ¢) = mmc (&, mme (b, ¢)) = mmc (mmc {a, b), c)

Por cxemplo:

mmc (3, 5, 20) = mmc (mmc (3, 5), 20) = mmec (15, 20) = 60

EXERCICIOS

\

62. Ache:

a) mdc (648, 140) ¢ mme (648, 140)
b) mdc (60, 132, 64) e mmc (60, 132, 64)

é\, O maximo divisor comum de dois nimeros ¢ 48 e o maior deles € 384.
" Ache o outro mimero.
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64.

6.

67.

68.

70.

71,

50

384

Resolugdio: Seja b o mimero procurado. Como —— =8, entio

48
-4%- &£ 8 e mdc (8, %8) = 1 (coroldrio 1, propos. 3). Assim os valores

possiveis de b sdo 1, 3, 5 ou 7 e portanto b = 48, 144, 240 ou 336.

48

O miximo divisor comum de dois ndimeros € 20. Para se chegar a esse re- -

sultado pelo processo das divisdes sucessivas, os quocientes encontrados
foram, pela ordem, 2, 1, 3 ¢ 2. Ache os mimeros,

Encontre dois mimeros naturais cuja soma € s = 304 e cujo mdc € 16.

Resoluc@o: Se aebsioos nlimeros, entio 304:16 =a: 16+ b ; 16 =
=19. Comomdec (a:16,b: 16)=1, entdo a: 16 e b | 16 podem ser
iguaisa: 1e18,2e17,3¢e16,4e15,5¢14,6e13,7¢12,8¢e11,9¢10
(as demais possibilidades nada acrescentam i resposta). Logo as solugdes
sdo: 16 ¢ 288, 32 ¢ 272, ..., 144 € 160 (9 ao todo).

. Ache dois mimeros cujo produto € 4 800 e scu mdc é 20.

Prove que mdc (n, 2n + 1) = 1, para todo n € IN.

Demonstre que dois nimeros impares consecutivos sdo primos entre si.
Resolugd@o: Sc r & um divisor comum aos dois niimeros, entio r divide 2,
que € a diferenca entre o maior ¢ o menor. Logo r = 1, pois r ndo pode

ser par, uma vez que € divisor de nimeros impares.

Se n e k sdo nimeros naturais niio nulos ¢ mdc (n, n + k) = 1, prove que
mdc (n, k) = 1.

Sc a, b € IN, prove que mdc (a, ab+ 1) = mdc (b, ab+ 1) = 1.
Prove que mdc {a + be, b) = mdc (a, b), para quaisquer a, b, ¢ € IN,
Resolugdo: Seja d = mdc (a, b) e provemos que d = mdc (a + b, b).
Como d|a ¢ d|b, entdo d divide a + bc. Seja r um divisor de a + bc e de

b; de r{b resulta que r|bc; entdo r{(a + bc) e r|{bc) € portanto r}a; divi-
dindo a ¢ b, entdo r|d = mdc (a, b).

. {Magistério 1° ¢ 2° graus — SP-86) Sendo q um mimero natural dife-

rente de zero e A, = {n € IN: n é muiltiplo de q}, a frase verdadeira é:
a) ALUA, =A,

2

76.

77.

78.

80.

81.

82,

b)sep#q,enticA,NA =@
c)serC A, r # 0,entdo A, C A,
d) existeq€IN,q > 0, talque A, =
e) A,M A, = A, onder=mde (p, q)

. Se a e b sdo nlimeros naturais primos entre si, prove que mde {(a + b,

a'+ab+ b’)=1.

. Sea, becsiondmeros naturaiseb | ¢, prove que mdc (a, by=mdc (a+c, b).

. Se a, b e ¢ sdo nimeros naturais ndo nulos, prove que mdc (a, b) é um

divisor de mdc (a, bc).
Se mdc (a, ¢) = 1, prove que mdc (a, bc) = mdc (a, b), para todo b € IN.

Resolugdo: Da hipétese decorre que mdc (ab,be) = b. Como porém
mdc (ab, be) € divisivel por mdc (a, bc), devido ao exercicio 75, entdo
mdc (a, be){b; observando que mdc (a, be)|a, conclui-se entio que
mde (2, bc)jmde (a, b). Levando em conta que mdc (2, b))mdc (a, be),
ainda devido ao exercicio 73, fica estabelecida a igualdade do enunciado.

Se mdc (a, 4) = 2 ¢ mdc (b, 4) = 2, prove quemdc (a + b, 4) = 4.

Sejam a, b e ¢ trés nimeros impares arbitrdrios. Prove que:

a+b a+c b+c
2 ' 2 2

mde (a, b, ¢) = mde

. Prove que o produto de trés mimeros naturais consecutivos € divisfvel

por 6.
Sugest@o: Se 2|a e 3|a, entdo 6|a, pois mdc (2, 3) = 1.

(Unicamp-88) Os planetas Jipiter, Saturne ¢ Urano tém perfodos de
revolugio em torne do Sol de aproximadamente 12, 30 ¢ 84 anos, respec-
tivamente. Quanto tempo decorrerd, depois de uma ohservagio, para
que eles voltern a ocupar simultaneamente as mesmas posi¢fes em que se
encontravam no momento da observagao?

Determine todos os nimeros de trés algarismos divisiveis por 8, 11 ¢ 12.
‘Determine o menor mimero natural que dividido por 12, 20 e 38ddo
mesn‘o resto 10, YgALY]
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83. (Cesgranrio-88) Seja N um inteiro tal que 200 < N < 300; seja igual a 2
o resto da divisdo de N per 3, por 5 ou por 8. Entio a soma dos algaris-
mos de N &:

a) 5 b) 7 c) 8 d) 10 e) 12

. 84. Ache dois mimeros naturais conhecendo seu mdc 12 e seu mme 240.

Resolu¢do: Sejam a e b os mimeros. Entdio 12 - 240 = ab,."uem virtude

a b o Ta b
da proposicdo 4. Dai 7 13 = 20, e como mdc (E , —12—)= 1,
.. 4 b a b o
entio T le 2 = 20, ou o~ fe 7 = 3. As possiveis solu-

¢oes sio, portanto: 12 ¢ 240 ou 48 ¢ 60.
85. Ache dois mimeros naturais cuja soma € 120 e cujo mmc € 144.

86. Seja m o minimo multiplo comum de dois mimeros naturais nao nulos
a e b. Prove que:

a

mde (2, 2}~y

8. NUmeros primos

DEFINICAQ 5 Um nimero p € IN se diz primosei p# 0ep # 1;
ii Os dnicos divisoresde psao lep. Um nimeroa €IN, a# 0ea# 1, ¢
chamado composte se a nao é primo. Assim, um mimero composto sempre pode
ser fatorado num produto a =bc,onde b # lec # 1.

Observemos que 0 ¢ I n3o sio primos nem compostos.

Por exemplo: o nimero 2 € primo pois, se a|2, entdo 0 < a€ 2 e por-
tanto a = 1 oua = 2. O niimero 2 é o dnico primo par pois, se a > 2 é par, en-
tdo a = 2q onde q > 1 e portanto 1, 2 ¢ q sio divisores de a, distintos entre si.

PROPOSIG/IO 6 Se p é primo ¢ p|ab, entdo p|a ou p|b. (Por indu-
¢io: se p € primo e p|(a, a; ... a,), r 3 1, entdo p divide algum dos a;.)

Demonstragdo: Suponhamos a # 0eb £ 0 (ocasoa=0o0ub=0¢
imediato). Admitamos que p4'a ¢ provemos que mdc (a, p) = 1. De fato, se
¢|a e clp, entio ¢ = 1 ou ¢ = p (pois p € primo); como porém pAa, entio
¢ = 1. O coroldrio 2 da proposicdo 3 nos assegura entio qgue p|b. [ |
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PROPOSICJO 7 Sejaa €EIN,a#0ea+ 1. Entio o minimo de
S = {x €IN: x > 1 e x|a} ¢ um mimero primo.

Demonstragdo: S # @ pois a € 5. Seja p o minimo de 8. Se p ndo
fosse primo, comop # Oep # 1, entdo existiriam b, cEIN,b # lec # 1, de
modo que p = hc e dai b < p. Como b, por ser um divisor de p, também di-
vide a, entdao b € um divisor de a menor que p, além de diferente de 1. Este
absurdo ndostra que p € primo, |

TEOREMA 3 (teorema fundamental da aritmética): Para todo nimero
natural a > 1 existemn nimeros primos p,, ps, -- ., p; {r 2 1), de maneira que
a=p;*P;... p,. Além disso, se também a=q, ' q, ... q, (s & 1), onde os
q; sio igualmente primos, entao r = s ¢ cada p; € igual a algum dos g;.

Demonstracao:

a) Usaremos o segundo principio de indugio. Se a = 2, como 2 € primo, a
afirmacio de existéncia € trivialmente verdadeira. Suponhamosa > 2e¢ o
teorema vilido, em sua primeira afirmacdo, para todo b, 2 € b < a.
A proposigao anterior nos garante que a admite um divisor primop, I a =
=p; a4, (a, EIN*). Se a, = 1 ou a, € primo, a demonstragio se encerra.
Caso contririo, visto que entdo 2 € a, < a, a hipétese de indugdo nos
assegura que hd r — 1 primos p,, ..., p, (r—1 2 1} de modo que
a,=p;-Ps... p,. Dondea=1p - p,... p,.

b) Em rigor. teriamos que raciccinar por indugdo. Mas ndo seremos formais
nesta parte.

Sep ‘py...pP:=9;" qy ... g, conforme o enunciado, entio p, divide o
segundo membro e portanto (preposi¢do 6) divide umn de seus fatores, di-
gamos ;. Sendo apenas 1 e q, os divisores de q, e sendo p, # 1, entdo p,
= q,. Cancelando p, com q, na igualdade inicial, obtemos p, - p, ... p, =
=qz°qs -.. q,- Repetindo essa argumentagdo o quanto for necessdrio,
chegaremos 2 unicidade conforme o enunciado. E claro que nio podera
ocorrer ao fim algo como 1 =q,,, ... q,, pois isto implicaria q,|1, ¢ que
ndo € possivel pois q, € primo. -
Exemplo 10: O processo pritico elementar usado para decompor um
mimero em fatores primos € baseado nos resultados anteriores. Por exemplo,
se a = B4, faz-se:

84
42
21
7
1

84=2.2-3-7=2".3.7

~1 W M 3
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A explicagio € a seguinte: o menor divisor de 84, excluido o 1, é primo (no
caso o 2); o menor divisor de 42, excluido o 1, também € primo ¢ € igualmente
divisor de 84 (no caso o 2). E claro, ent3o, que esse raciocinio leva 3 decompo-
sicio de 84 em fatores primos conforme o teorema 3.

. Exemplo 11: Do que vimos decorre que todo ndmero primo ou com-
posto admite um divisor primo. Isto € muito titil As vezes, como para resolver
o seguinte exercicio!”: ‘‘Prove que se a e b sio primos entre si, entdo ab ¢
a + b também sio primos entre si.”’

Suponhamos mdc (ab, a + b) = d > 1. Entdo d admite um divisor pri-
me p que, por sua vez, também € divisor de ab e a + b. Ora, se plab, entao
pla ou p|b. Supondo p|a, como p|(a + b}, entdo p|b poisb = (a + b) — a.
Logo, p|mdc (a, b), o que ¢ absurdo pois mdc (a, b) = 1.

8.1 Sobre a decomposicdo em fatores primos

I Na decomposi¢io a2 = p,p; ... p,, conforme o teorema 3, € claro que nem
sempre todos os fatores s3o diferentes entre si. A reunido de possiveis fato-
res iguais leva & expressio

a=p{' p...p"

onde I1Ks€r, p#psemprequei#jea; 21(i=1,2,...,5). Se,
além disso, impusermos p, < p; < ... < p,, teremos a chamada decompos:-
¢@o conénica de a,

II Pode ser convenicnte 3s vezes que, ao lidar com dois ou mais nimeros
maiores que 1, estejam eles escritos como poténcias dos mesmos primos.
Isso € possivel, obviamente, desde que se utilizem expoentes nulos, como
no exemplo a seguir:

120=2'-3-5.7° e 350=2-3°-5°.7

IIT De I e II decorre, considerando ainda o teorema fundamental da aritmé-
tica, o seguinte critério:

Dado a = p' - e PV conforme I ou II, entao um nimero b €

divisor de a se, e somente se, b=p-pP ... p%, onde 0 <P < a

(i=1.2, ..., s) De fato, se bla, 0 teorema fundamcntal da aritrmética

obriga a que n3o haja fatores primos de b que nio sgjam fatores primos

de a. Mas nem todos os fatores primos de a precisam estar na decomposi-

(*) Concurso de Ingresso a0 Magistério de Primeiro e Segundo Grau do Estado de Sio Paule —
1986.
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¢4o de b em primos. Daf os possiveis expoentes nulos em fatores dc b,
mesmo gue ndo os hajaem a. Quanto a reciproca, tomando ¢ = p'} )

.p,ondey,=a,—fi(i=1,2,...,s),entBocEMNec - b-—a.Logo
b |a.

Exemplo 12: E possivel provar, usando as observagdes anteriores,
que, para todo k 2 1:

a*|b* = a|b

_]ustlﬁcaremos esse fato para k=2 Sejab= p p‘a ps , conforme I. En-
taob? = pt - pi .. p™. Comoala’e a2|b2(h1pdlese), entio nao ﬁgu-
ram em a fatores pnmos outros que py, ..., p,. Ou seja: a = p|! P,
ondea; 20(i=1,2,...,s). Loga

a - pf"’l . 2"2 psz"s

e 0 € 2a;, € 26, (1 £ i € s), em virtude da hipétese de que a’[b?. Mas entdo
0 £ a, £ f, para todo indice i € portanto ajb.

Exemplo 13: Férmula do mimero de divisores

Para todo a € IN*, indica-se por T(a) o mimero de divisores de a. Por
exemplo: (1) =1, 1(2)=2, 7(3) =2, 7(4) = 3 (os divisores de ¢ 530 1, 2,
4 — trés no total). Se p € primeo, entdo Tp) = 2. Note-se que 7 € uma fungio
numérica definida em IN*.

Vamos determinar uma férmula para T(a}, sempre que 2 > 1, Supondo

a=p!' p?..p’(ay,...,a.21)
conforme I, entdo, levando em conta que |
bla «= b=pJl-p..pP 0B <€a;i=1,2, ...,5)
a questdo pode ser encarada sob o ponto de vista da Combinatéria: como cada
B, pode assumir, independentemente, os a; + 1 valores 0, 1, 2, ..., a,, entao;

1) = (@, + 1) (e + 1) ... (a,+ 1)

Por exemplo, quantos divisores tem o mimero 48?7 Como 48 = 2%+ 3
entio

W48) = (4 + 1)« (1 + 1) = 10

IV Considerando o tipo de decomposigio fornecida por I1, pode-se provar
que para quaisquer mimeros nio nulos a ¢ b, se

1

a=p;-p?...p;" e b=pl-pf.. ph
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csey = min {ai: ﬁi}} entio

d=p}' pi*...p"

€ 0 méximo divisor comum de a e b.

De fato, pelo que j& vimos em ITI, d|a e d |b. Agora, se ¢ € IN € um divi-

sor de a e b, entio (ainda devido a III)

i
c=p;'-pZ.. pk

onde0g A€ el gL <P(i=1,2, .++, 8). Mas entdio, para cada um

desses indices, i:
0< A < min {a, B} =y,

pois min {a;, B;} = @; ou min {a;, f;} = B,. Donde c|d.
Por exemplo, sea=48=2"-3eb=50=2"5% como 48 = 2*. 3 . 5°
e 30 =2.3%. 52, entio:

mdc (48, 50) =2 - 3°. 5%= 2

A regra elementar segundo a qual o méximo divisor comum de dois
nimeros naturais nao nulos é o produto dos fatores primos comuns, cada um
COm o menor expoente, € apenas uma versio do resultado-deste item.

V Se a e b sdo naturais nio nulos que se fatoram, consoante I, como

a=PT1'P;2---p:’ € b=pf‘-p§2...pf=
e se d; = max {a;, B;} (1 € 1< s), entdo

m = p{' - p... p

¢ o minimo muiltiplo cornum de a e b.

Que ¢ multiplo decorre diretamente de III. Além disso, se m’ =
=pi' - p7...prémaltiplodeacdeb, entiod, 2 a, 20 e A >, >0
(i=1,2,...;5). Logo X, 2 max {&;, i} = d. (i € i € s) e entdo m|m’,
Por exemplo:

mme (48, 50) = 2* - 3 - 5% = 1 200

8.2 Numeros primos: um conjunto infinito

H4 168 nimeros primos entre 1 ¢ 1 000, 135 entre 1 000 ¢ 2 000 e 127
entre 2 000 e 3 000. Os dados de que dispornos hoje a respeito vo muito além
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mas, mesmo com os computadores eletrénicos, hd limitagbes para pesquisas
nesse sentido. Contudo, j4 nos elementos, de Euclides, apareceu uma demons-
tragio, que serd reproduzida aqui, garantinde-que o conjunto dos nimeros
primos € infinito.

Um conjunto A # @ se diz infinite se, para todon 2 1 (n € IN), nfo é
possivel estabelecer uma correspondéncia biunfvoca entre {1, 2, ..., n}e A,

Mostraremos primeiro que hd em IN intervalos arbitrariamente grandes
sem mimeros primos.

PROPOSICAO 8 Para todo n € IN* h4 uma seqiiéncia de n niime-
ros naturais consecutivos na qual nenhum elemento £ primo,

Demonstragdo: Sejan! =1-2-3 ... n e consideremos a seqiiéncia
m+DI+2,m+ 1) +3,...,(n+ 1) + (n+ 1) que, é claro, tem n mime-
ros naturais. Mostremos que nenhum deles é primo. Paratodo k, 2€k€n+1,
coImno

m+1)=@m+Dn.. k.. 21

entao k|[{n+ 1}! + k] pois divide cada parcela dessa soma. Como 2 £ k <

< (n+ 1)! + k, entdo efetivamente nenhum dos nimeros (n + 1)! +k ¢

primo. B
Por exemplo, se n = 5§, entdo na seqiéncia

61 +2=1722,61+3=723,6'+4=724 6/+5=725

T e6!4+6=1726

= 2 l rredd S )
nenhum ndmero ¢ primo. . Z
3 }f_' 5.2

&)

PROPOSICAO 9 (Euclides) O conjuﬁto dos niimeros primos € infi-

nito.

Demonstracdo (por redugao ao absurdo): Vamos supor que fosse fini-
to. Entdo existiria um mimero natural r > 1 tal que seria possivel indicar to-
dos os niimeros primos da seguinte maneira: p,, py, ---, p,. Consideremos o
mimero natural

n=p;"p2---pr +1
Como, pela proposigio 7, n admite um divisor primope p,, py, ..., P: sdo,
por hipétese, todos os niimeros primos, entdo p = p; paraalgumi(l € i £ r).
Assim, p|nep{(p,p;... p; ... P:), © que implica que p|1, pois l=n—p,ps---
... P:- Absurdo, Entdo, realmente, hd uma infinidade de primos, |
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8.3 O crivo de Eratéstenes

Neste item estabeleceremos um critério para determinar se um nimero
€ primo ou ndo e um processo (chamado crive de Eratdstenes) para encontrar
todos os primos de 1 até um certo n € IN*. A razio do nome dado ao processo
' € que, para aplicd-lo, parte-se de um quadro formado pelos niimeros naturais
"de 1 a n do qual se vao eliminando, por etapas, os elementos que nao sio

primos.

Eratdstenes de Cirene (aprox. 280-192 a.C.) foi um sabio de atividades
vérias: além de matemdtico foi astrdnomo, gedgrafo e fildlogo. Quando tinha
cerca de 40 anos de idade passou a dirigir a célebre biblioteca de Alexandria. E
mais conhecido, provavelmente, pela medigio que fez, bastante boa para a
época, da circunferéncia da Terra.

PROPOSIG{IO 10 Se n > 1 ¢ um mimero composto, entiic hi um
nimero primo p tal que:

plnep’€ n (= p < Vn)

Demonstragio: Por hipétese, n pode ser decomposto da seguinte
maneira:

n=ab(2€agb<n)

Logo, n = ab > a’. Seja p um divisor primo de a. Entdo p?|a? e portanto
p’ € a*. Donde p’ € n, o que pode ser traduzido por p € V. [ ]
Consegtiéncia: Se um nimero n > 1 nio € divisivel por nenhum dos
primos p £ Vn, entiio n € primo.
De fato, se fosse composto, pela proposigio 10 admitiria um divisor pri-
mo menor ou igual a V.

Exemplo 14: O niimero 271 € primo ou composto? Primeiro observe-
mos que 16 € V271 < 17. Os primos que nio superam 16 sao: 2, 3, 5, 7, 11
€ 13. Mas nenhum deles € divisor de 271. Logo, este niimero & primo.

Explicaremos agora o procedimento do crive de Eratéstenes. Inicial-
mente faz-se uma tabela com os mimeros de 2 a n. No quadro obtido devem
ser cancelados todos os muiltiplos de 2, exceto o 2, todos os miltiplos de 3,
exceto o 3, os de 5, exceto 0 5, e assim por diante. E claro que dessa forma nio
sobrar@io senio mimeros primos sem ser atingidos. Mas € importante saber,
nesse processo, em que primo p parar, por serem desnecessdrias as etapas se-
guintes. A respostaé: 2 € p € Vn.

De fato, seja a um mimero natural, 2 < a € n. Se a é composto, entio
existe um primo p tal que plae p € Va. Daf se conclui que p € V. Logo, o
nimero a sera efetivamente cancelado quando se aplica o processo para os pri-

mos p € Vn.
58

Exemplo 15: Achemos todos os mimeros primos € 50. Como
7 < V50 < 11, entdo basta trabalhar com os primos 2, 3, 5 e 7. Assim

7 8% % M
17 Y& 19 2q
b | 23 N B W 29 3Q
31 % K M K 37 3 39 W
41 M2 43 MW B M 47 W MW N

Observe que o 49 foi cancelado na iltima etapa necessaria do processo.

AKX

2
11 W 13
0

EE
) 3-¥-¥4

8.4 Os nimeros de Fermat

Deixaremos para demonstrar no capitulo seguinte (por ser mais comodo
naquela altura) que se p = 2™ + 1 (m € IN*} £ primo, entdo m ¢ uma potén-
cia de 2 (exercicio 249).

Talvez esse fato, aliado  preocupagdo de encontrar férmulas que forne-
cessem apenas nimeros primos, tenha levado Pierre de Fermat (1601-1658) a
afirmar a reciproca desse resultado. Com efeito, em carta de 1640 dirigida
a seu amigo Bernard Frenide de Bessy dizia, embora confessando nao ter uma
prova, que todos os mimeros

F,.=2+1 (20

(hoje chamados nimeros de Fermat — daf a notagao F,) sao primos.

Como ele préprio sé havia calculado Fy, F,, F,, F, e F, (todos primos) ¢
certamente ndo teve condigbes de verificar a validade dessa afirmagéio para
n > 5, mais tarde chegou a achar que estava errado. E, de fato, embora Fer-
mat tivesse se notabilizado pelo acerto de virias conjecturas importantes, neste
caso falhou. Em 1732 Leonard Fuler (1707-1783), o maior matemitico do
sécule XVIII, provou que F, € divisivel por 641 e portanto € composto. Curio-
samente, para n 2 5, todos o0s casos decididos até hoje contraditaram a con-
jectura de Fermat. Por exemplo, sabe-se atualmente que F, € composto para
todon, 5 € n < 16,

Mas apesar disso o assunto n3o morreria por ai. Em 1796, mais de um
século e meio depois da citada carta de Fermat, 0 matemdtico Karl F. Gauss
(1777-1855) provou que um poligono regular de n lados € construtivel com ré-
gua € compasso s€, € somente se

n=22>1oun=2,p;...p, (k 2 0)

onde r > 1 e os p; sdo primos de Fermat, distintos entre si quando r 2z 2 —
um fato com toda a certeza insuspeitado por Fermat.
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Vale registrar que nessa ocasiio Gauss ndo atingira ainda os 20 anos de

idade ¢ que, desde os tempos de Euclides (séc. 111 2.C.), nenhuma contribui-
¢30 significativa fora dada a esse assunto,

. EXERCICIOS

87.

88,

89,

91.

92.

93.

94.

(Fuvest-84) Sejamm = 2°-3°- 5, n=2"-3".5'ep = 2°- 5*.
a) Quantos divisores de m sdo miiltiplos de 100?

b) Escreva as condi¢bes que devem satisfazer r, s e t para que n seja divi-
sor comum de m e p.

Decomponha em fatores primos:
a) 51 262 b) 20 305 c) 123 057

Dados a, b, c € IN, através de sua decomposigao candnica:
2a=32:19-712,b=2-3-19-61,c= 2*- 192 71, ache:

i) mdc (a, b) iii} mdec (a, b, ¢) v) mmc (a, b)
i) mde (b, ) iv) mmc (a, c)

. (Magistério — 1° e 2° graus — SP-86) Scjam a e b mimeros naturais,

nao primos entre si, cujo produto € 420. O méximo divisor comum de
aebé:

a) 1 b) 2 c)3 d} 5 c) 7
Verifique se sdo primos ou nao os mimeros: 269, 287 ¢ 409.

Ache trés pares de mimeros a, b € IN de modo que mdc(a, b) = i1 e
mmc(a, b) = 27 - 112 . 29°,

a) Mostre que todo nimero primo € da forma 4k + 1 ou 4k + 3.
b} Mostre que todo nimero primo € da forma 6k + 1 ou 6k + 5.

Resolugdo de a: Pelo algoritmo da divisdo, aplicado a um nimero a € IN
{(dividendo) ¢ a 4 (divisor): a=4k, a=4k+1, a=4k+2 ¢
a = 4k + 3. O primeiro e o segundo casos representam nimeros compos-
tos (sao muiltiplos de 2). Restam: a = 4k + 1 ou a = 4k + 3.

(Fuvest-77) Sejam a ¢ b mimeros naturais ¢ p um mimero primo.
a) Se p divide a’ + b% e p divide a, entio p divide b.

b} Se p divide ab, entiio p divide 2 e divide h.

) Se p divide a + b, entdo p divide a e divide b.

d) Se a divide p, entio a € primo.
¢) Se a divide b e p divide b, entdo p divide a. Qual dessas afirmacSes ¢
verdadeira?
95. Se a soma de dois niimeros naturais nao nulos é um niimero primo, prove
que esses mimeros sio primos entre si.

96. Se m = mmc (a, b), mostre que mdc (a + b, m) = mdc (a, b), sempre
quea, b>0.

b -
Resolugdo: Seja d = mde (a, b). Como mdc (% , F) = 1, ento
mdc (% + % , -3— . %) =1 (ver exemplo 11). Dai (propos. 3):

mdc(a + b, i) = d. Qu sgja:

d
mde {a + b, m} = d = mde (a, b)

97. Por meio do crivo de Erat6stenes, ache todos os nimeros naturais primos
menores que 150,

98. Mostre que todo primo da forma 3n + 1 € necessariamente da forma
6m + 1.

99, Prove que todo nmimero natural do tipo 3n + 2 admite um divisor do mes-
mo tipo,
Resolugd@o: Os divisores primos de 3n + 2 sdo de dois tipos: 3r+ 1 e
3s + 2. Se todos fossem do primeiro tipo, entao:

I+2=0Gr+1DBrR+1) .03+ 1)=3r+1
o que ndo é possivel.
100. Se p € um nimero natural primo e s¢ a € um inteiro tal que 1 < a <p,

. (P
prove que p divide (a).

Lembrete: (E)= P =D . @-a+D)

a.

101. Seja n > 2. Mostre que entre n ¢ n! existe um primo p.
Sugestdo: Considere n! — 1.
102. Sejam a, b e p niimeros naturais, sendo p primo. Se mdc (ab, p) = 1,
prove que: p**'|(ap* + bp®) = k=secp|@a+b).
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103. Se a e b s30 nlimeros naturais primos entre si, prove que a”, b™ também
o0 s30, para quaisquer n, m € IN.

Resolucdo: Vamos supor mde (a°, b™) # 1, Entdo a" e b"™ admitem
um divisor primo comum p. Sen = 1, entdo p|a; sen > 1, entlio plaou
pla®~'; por indugdo: p|a, Analogamente p|b. Absurdo.

104. Se 2" — 1 (n 2 2) € primo, prove que n tamhém € primo.
Sugestdo: Se n fosse composto, n = rs (r, s > 1), entdo 2" — 1 poderia
ser fatorado ndo trivialmente (em fatores maiores que 1) segundo a f6r-

mula do exercicio 25-d.

105, Qual o menor mimero natural que admite 15 divisores? E 0 menor que
admite 20 divisores?

106. Prove que um ndmero natural nao nulo tem um niimero impar de divi-
sores se, € somente se, esse nimero € quadrada perfeito.

107. Mostre que T{n) = 2 se, e somente se, n é primo.

108. Determine a e f§ para que n = 2° - 5° - 7 tenha 84 divisores.

109. Seja n um nimero natural livre de quadrados (n n3o € divisfvel por ne-
nhum quadrado perfeito). Se r € o0 mimero de {atores primos de n, mos-
tre que T(n) = 2",
Resolugao: Sendo n livre de quadrados e sendo p,, ..., p, scus fatores
primos, entdo n=p;p, ... p,. Logo, tn)=(1+ 1} (1 +1)...
LI+ D)=2 '

110. Mostre que todo mimero natural n > 2 pode ser escrito n = 2° - m
onde k > 0 ¢ m € fmpar.

L

9. A fungéo sigma e os numeros perfeitos

9.1 A fungdo sigma

Costuma-se indicar por g{n) a soma de todos os divisores de um niimero
n€ IN*. Por exemplo, se n = 12, como os divisores de 12 s30 1, 2, 3, 4, 6 ¢
12, entao:

om)y=1+2+4+3+44+6+12=128
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Se p € primo, como os unicos divisores de p sdo 1 e p, entdo o(p) =
=1+ p. Se p € primo ¢ & € IN, entido, de acordo com a propriedade III, 8.1,
os divisores de p” s30 os o + 1 mimeros

o

Lp, PP
Portanto:

P +p'+...+p+ -1 _ p* ~1
p—1 p—1

o(p)=1+p+..+p"=

E claro quen -+ o(n) ¢ uma fungdo definida ¢ com valores em IN*.
Estabeleceremos a seguir uma férmula que fornece o(n) uma vez conhecida a
decomposi¢io de n em fatores primos,

PROPOSICAO 11 Sejan =pi'-p3? ... p%, onde r > 1, cada fator
p; € pritno e p; # p; sempre que i # j. Entdo:

o{n) = it -1 Pt -4 Pt 1
pi—1 pr— 1 P~ 1

Demonstrag@o (por indugio sobre r): Como j4 vimos a proposigio é
vélida para r = 1. Seja r > 1 ¢ admitamos que seja verdadeira para r — 1.
Supondo

n=p p’... P
conforme o enunciado, facamos
P2 Py ... P =m

escjam 1 = d,, dy, ..., d, = m os divisores de m. Como um divisor de n € ne-
cessariamente do tipo

el PO A< ;i=1,2,..,1)
(devido a II1, 8.1), entdc esses divisores sio:

pf’-di(0<ﬂlé&il;i= 1,2, ...,k
Ibgo’ a k ] k '
o(m) = ; 3 ol = ; (3, 4) = oo =

ay+1

=Bl om)

pi=1 _
63



Mas, pela hipétese de indugao:

_ P;3+l _ l :rr+l -1
otm) = py— 1 p.—1
Donde
Pt p -1 pii-1
o) p,—1 p.— 1 p.— 1 .

Exemplo 16: Como 20 = 27 5, entio

3_1 2 _
o@) =21 .31 -7.6-1

¢ a soma dos divisores de 20.

9.2 Sobre niimeros perfeitos

J4 falamos, no capitulo 1, sobre os nimeros perfeitos, introduzidos na
Matemitica pelos pitagdricos. Usando a fungio ¢ pode-se caracterizar um
nimerc perfeito n € IN* pela igualdade

o(n)} — n = n (ou o{(n) = 2n).

De fato, se n € perfeito, entdo a soma de seus divisores, excluido ele préprio,
deve ser n.

Os gregos, porém, segunde se pode inferir da Intreductio Arithmetica,
de Nicdmaco de Gerasa (viveu em torno do ano 100 d.C.), s6 conheciam os
quatro primeiros niimeros perfeitos: com a notagio atual, P, = 6, P, = 28,
P,=496¢P, =8 128. '

Mas Fuclides, no seu Elgmentos, ja provara que: **Se 2 — 1 ¢ primo
(k > 1), entio n = 2"~ . (2* — 1) é perfeito”’"”). A demonstracio deste fato
pode ser feita observando que o mimero 2 nao € fator primo de 2% — 1, j4 que
este niimero obviamente € impar. Assim, conforme argumento empregado na
demonstragao da proposi¢io anterior,

(*) Proposigao 36 — livre 1X.
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k-1
2 -1

o(n) = 0(2" Ho(2" ~ 1) = - 2= 2[2%1 (25~ )] = 2n

onde usamos o fato de 2° — 1 ser primo (hipétese) e portanto
o2 - 1)=1+2"~1=2"

Os quatro primeiros mimeros perfeitos podem ser obtidos através dessa
proposicao, fazendo k = 2, 3, 5 e 7. O quinto nimero perfeito foi encontrado
na primeira metade do século XVI por Hudalrichus Regius e corresponde a
k=13

Py=2"-(2% - 1) =33 - 350 - 336
Fm 1603, Pietro Cataldi encontrou Pge P, fazendo k = 17 ek = 19, respecti-
vamente, na férmula da citada proposi¢ao de Euclides.

Em 1644 Marin Mersenne (1588-1648) conjecturou que os niimeros
M,=2"—1(p > l)sdoprimosparap =2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 ¢

‘257 ¢ compostos para todos os outros primos p < 257. Mersenne, obviamen-

te, ndo tinha, como ninguém na época, condigbes de vertificar tal afirmagio.
‘Mas, com isso, os nimeros do tipo

M,=2"=1(n3> 1)

passaram & histdria com o nome de ndmeros de Mersenne.

O nidmero M,, foi 0 maior primo de Mersenne conhecido até 1732
quando Euler provou que My, € primo. Mas a conjectura de Mersenne con-
tinha cinco erros. Hoje sabemos que: Mg, € primo, Mg; é composto, My ¢
M ,q; sdo primos ¢ My, € composto. Os recursos da computagio eletrdnica na-
turalmente tm facilitado a descoberta de mimeros perfeitos. Por exemplo, foi
através desse expediente que em 1983 Slowinski mostrou que M 354 € primo.
O mimero perfeito associado a ésse mimero de Mersenne &

PQ‘.’I = 2132046 (2[32049 - l)

formado de aproximadamente 79 000 digitos.
Euler provou a seguinte recfproca da j4 citada proposi¢io 36 de Eucli-
des: ‘“Se n é um mimero perfeito par, entio

n=2"".(2"-1) '
onde k > 1 e 2* — t € um nimero de Mersenne primo’’.

- Mas duas questdes cruciais sobre niimeros perfeitos ainda permanecem
em aberto:

¢ H4 algum mimeroc perfeito que seja impar?
e 2} conjunto dos mimeros petfeitos € finito ou infinito?
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EXERCICIOS

111.

112,

113.

114.

115,

116.

117.

118,

119,

66

Calcule o(n) paran=1, 2, ..., 10.

Mostre que ndo sdo perfeitos os nimeros;
a) 2. (2" - 1) b} 691

Prove que um nimero primo nio pode ser perfeito.

Prove que:

a) Um nimero perfeito nunca € uma poténcia de um mimero primo.

b) Um ndmero perfeito nunca € um quadrado perfeito.

¢} Um mimero perfeito nunca € o produto de dois ndmeros primos im-
pares.

Resolugdo de c): Vamos supor n = pq, onde p e q sdo primos impares,
p # q (o caso p = q cal em b). Entdo:

p-1 ¢'-1

om=E—1 LT -@+)E+D=2m=20

Daf segue que pq=p + q+ 1. Mas é fdcil provar que se p e q sdo
niimeros naturais 2 3, entdo pq > p + q + 1 (por indugio scbre q, por
exemplo). Este absurdo mostra que nao pode ocorrer n = p - g, has con-
di¢Ses supostas.

Use o teorema de Euler j4 citado, segundo o gual todo nimero perfeito
par € da forma 2*~!- (2¥ — 1), onde 2* — 1 € primo, para provar que
todo nimero perfeito par ¢ um nimero triangular.

Um nimero natural se diz abundante se o(n} > 2n e deficiente se o(n) < 2n.

a) Classifique em deficientes, perfeitos ou abundantes og nameros 1, 2,
3, ..., 15.

b) Ache todos os mimeros deficientes e todos os abundantes da forma
2-5(s20).

Mostre que todo muiltiplo de um niimero perfeito, diferente do préprio
nimero ¢ de zero, € abundante,

Se n € um niimero perfeito pare se d|n, 1 < d < n, mostre que d € defi-
ciente,

Sen > 2ese2n + 1€ primo, prove que a = 2n(2n + 1) € um nimero
abundante.

120,

121.

122.

Resolugio: Levando em conta que 2n + 1 é primo ¢ que mdc (2n,
2n + 1) = 1, a argumentagio usada para provar a proposi¢ac 11 permi-
te escrever que:

o(a) = 0(2n) 6(2n + 1) = 0(2n) - (2n + 2)

Vamos supor n=2".p? ... p, onde &, 20(=1, 2, ..., ) e
2, P1» -+ » P 530 08 possiveis fatores primos de n. Entdo:
o@n)= (291 + 21+ .+ DR+ ...+ ... (pF+ ...+ 1)
ﬂl+]

Neste produto o primeiro fator é > 27" = 2 - 2%, 0 segundo > P2y -y
o dltimo > p;*. Logo 0(2n) > 2n e entdo o{a) > (2n) (20 + 2) > a.
Seja n um niimero perfeito. Prove que z % =2,

d|n
Nota: O somatdrio é estendido a todos os divisores de n (inclusive 1 e n)
€ a apenas estes niimeros,

Resolug@o: Sejam d,, d,, ..., d_os divisores de n. Entdo di Yoy —3—
1 r
também sio os divisores (todos) de n. De fato, comon = % - d;, entao
n . . . n n -
—dividen(i=1, 2, ..., r); por outro lado, se — = — ,entdod,=d..
d; d, d o
Logo:
n
z ? = z d=2n
dln dln
do que resulta
n % = 2n
d|n
!
€ partanto
1
3= 2

=9

In

Use o resultado anterior para provar que se n € perfeitc e d|n, d # n,
entdo d nio € perfeito.

Mostre que, para todo n€ IN*, n € o(n) € n’.
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10. Os ternos pitagéricos

No capitulo I j4 fizemos alguns comentdrios sobre os ternos pitagdricos.
Lembremos que se trata dos ternos (a, b, ¢) de nimeros naturais nio nulog
para os quais vale a* + b® = ¢’. Logo, se (a, b, ¢) é um terno pitagdrico, a, b

* ¢ ¢ indicam, respectivamente, os catetos € a hipotenusa de um triingulo retén-
gulo. Alids, desse fato e da grande énfase dada pela escola pitagérica aos nui-
meros (0s naturais nido nulos) vem a designagio dada hoje em dia a esses ter-
nos. Algebricamente os ternos pitagdricos sfo solugbes da equagio sobre
IN: x* + y* = z*. Mostramos na capitulo I que os préprios pitagéricos chega-
ram 2 férmula

o o1 mitd )
’ 2 7 2

que, para m fmpar, fornece infinitas solugtes dessa equagio (embora nao to-
das). Nosso objetivo agora é obter todos os ternos pitagéricos,

E interessante, de passagem, alinhavar alguns comentdrios sobre a
equagdo geral x" + y" = 2" (n 2 1). Obviamente essa equacio tem infinitas
solugdes em IN®* = IN x IN x IN quando n = 1. O mesmo ocorre, como ji
observamos, paran = 2. Em 1637 Fermat anotou, s margens de uma tradu-
¢do para o latim que possuia da Arithmetica de Diofanto (séc. 111 d.C., prova-
velmente), que havia conseguido uma demonstragao ‘‘verdadeiramente mara-
vilhosa’’ de que, paran 2 3, x" + y" = z" 54 admite, em IN°, a solugio trivial
(0, 0, 0). Porém, concluiu ele: *“... a margem ndo € grande o suficiente para
conté-la’’. Esse resultado, hoje conhecido como “‘grande teorema de Fermat®’
ou ‘‘dltimoe teorema de Fermat™’, até agora nio foi provado totalmente,

O préprio Fermat conseguiu uma demonstra¢io para n = 4, ou seja,
que x* + y' = z* 56 admite a solugdo trivial em IN®. A demonstragao para
n = 3 foi feita por Euler em 1738. Para n = 3 o mérito coube a Adrien-Marie
Legendre (1752-1833) e para n = 7 a Gabriel Lamé (1795-1870),

Sabe-se hoje, através de computadores eletrfnicos, que nio hd solucdes
nio triviais de x” + y" = z" em IN® para 3 € n < 125 000, embora muitos des-
ses casos j4 tivessem sido resolvidos convencionalmente.

O iltimo e importante resultado a respeito foi obtido por Gerd Faltings
em 1983 ao provar a chamada conjectura de Mordell que ha 60 anos desafiava
os pesquisadores de teoria dos niimeros (Matemitica universitaria ~ n® 1 —-
1985}, E que, do resultado obtide por Faltings, decorre que paran 2 3 a
equagdo x” + y" = z" tem no méAximo um nimero finito de solugoes em m2,

DEFINIGJO 6 Um terno pitagdrico (a, b, ¢) se diz primitive se
mde(a, b, c) = 1,

A importincia dessa definigdo estd no seguinte fato: um terno
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(a, b, c) € IN* € pitagérico se, e somente se, existe d € IN e existe um terno pi-
tagdrico primitivo (a,, b,, ¢,) tal que (a, b, ¢) = (da,, db,, dc;} = d(a;, b,, c,).
De fato, seja (a, b, ¢) pitagdrico e seja d = mdc(a, b, ¢). Entdo a = da,,
b=db,,c=dc;,ondea,, b, c,EINemde(a,b,,c,)= 1 (conforme gene-
ralizagio ébvia do coroldrio 1, proposigio 3). Como a’+ b?=c’?, entdo
d’al + d®b? = d%]}, do que resultaa? + b} = c?. Logo (a,, b,, ¢,) € pitagérico
primitivo. A reciproca é imediata.

Assim, para determinar todos os ternos pitagdricos, basta encontrar
aqueles que sdo primitivos,

LEMA 1 Se (a,b,c) é um terno pitagérico primitivo, entdo
mdc (a, b) = mdc (b, ¢) = mdc (a, ¢} = 1.

Demonstragdo: Suponhamos, por exemplo, mdc {a, ¢) = d > 1. Dai
a=drec=ds, onder, s € IN. Como a? + b? = ¢?, entdo d¥? + b? = d%?e
portanto d?|b%. Donde (exemplo 12), d|b. Assim d|a, d|b e d]c, o que €
absurdo. |

LEMA 2 Seja(a, b, ¢) um terno pitagérico primitivo. Entdo a ¢ b nio
podem ser ambos {mpares.

Demonstragdo: Suponhamos a=2r+ 1 e b= 2s + 1. Entdo
a’+ b’ =40"+ s+ r+s)+ 2= 4k + 2 (par). Mas isso impede ¢ de ser
fmpar. De fato, se ¢ fosse impar, o mesmo ocorreria com c? e terfamos o se-
guinte absurdo:

?=a’+ b? « par

fmpar = ¢
Por outro lado, se ¢ fosse par, ¢ = 2n, entdo
n*=cl=a’+bl=4k +2
do que também resulta um absurdo, ou seja
par = 2n*=2k+ 1 + fmpar
Donde a e b ndo sde impares simultanea{mente. n

LEMA 3 Sejam a, b, ¢ € IN* mimeros tais que mdc (a, b)=1¢
ab = c*. Entio a e b sio quadrados perfeitos.

Demonstracao: Todo fator primo p de a € também fator primo de ¢*
mas ndo ¢ fator primo de b, pois mdc (a, b} = 1. Mas em ¢’ todo fator primo
tem expoente par, Logo o expoente de p em a € par (o mesmo que figura em
c%. Se todos os expoentes dos fatores primos de a tém expoente par, entdio
obviamente a € quadrado perfeito. A mesma argumentagio vale para b. a
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TEOREMA 4 Scja (a, b, ¢) um ternoa pitagérico primitivo em que a €

par. Entdo existem u, v € IN*, primos entre si, um par outre impar, u > v,
de maneira que

a=2uv,b=u’-viec=ul+v2

* Reciprocamente, todo terno (2uv, u® — v2, u? + v?), onde u e v satisfazem as
condigdes enunciadas, € pitagérico primitivo.

Demonstracéo:

i Seja (a, b, c) pitagérico, primitivo, e admitamos a par. Se b fosse par, o
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j4 que todo divisor de

mesmo ocorreria com ¢ = a* + b? ¢ portanto também c seria par, o que é
impossivel, pois (a, b, ¢) ¢ primitivo. Logo b & impar e ¢” = a’ + b? tam-
bém; daf ¢ também é impar. Como entio

a’= ¢’ ~ b’ = (c — b)(c + b)

onde ¢ — b e ¢ + b sdo pares, ambos 0s membros dessa igualdade s3o divi-
siveis por 4, do que resulta

(3_)2_ c=b c+b
Como porém

c~b + c+b

e mde (b, ¢) = 1, entiio
c—b c¢+b
mdc( 2 2 |)=!
c+b <¢—b

7 ¢ — ¢ divisor também de sua soma e de

sua diferenca.

O lema 3 garante entdo a existéncia de u, v € IN* de maneira que
c+b c—b
£330 _2 e 2

] u g =V

onde u> v. Daf

c+ b= 2u? e ¢c~b= 2"

eportanto ¢ = u’ + vle b = u? ~ v¥, Mas

al=c?=phlu (ul+ vz)z_ (u"’—vz)2= ut 4 2ulv? 4+ v - ut 4 20t -yt =
= 4u’v’. Donde a = 2uv.

Como todo fator comum a u ¢ v € fator comum a b e ¢ (poisc = v+ vie

-

b = u? — v?) e como mde (b, ¢) = 1, entdo u e v sdo primos entre si. Final-
mente, s¢ u ¢ v fossem ambos pares ou ambos impares, as igualdades
¢ =u’+ v’e b = u? — v’ obrigariam c e b a serem ambos pares, 0 que nio
& possivel.

Observando que

Quv) + (u? — v?) = 4utvi 4 ut — i+ v =

= u-l + 2u2v2 + v‘lr = (u‘.! + v‘l)!

entdo pode-se concluir que (2uv, u? — v?, u* + v*) € pitagérico. Por outro
lado, como u € par (impar) ¢ v é fmpar (par) entdo u” — v’ e u’ + v* séio
fmpares e portanto o fator 2 de 2uv nao € fator comum aos termos de
(2uv, w? - v ul+ vz). .

. Vamos supor, por ultimo, que um primo p >> 2 fosse fator comum a esses

termos. Como pf2uv € p > 2 entdio p|u ou plv; como estamos supondo
que p|(u® + v?), entdo chegamos i conclusido que p|u € p|v, 0 que ndo €
possfvel. Logo, efetivamente, (2uv, u’ — v*, u® + v?), conforme o enun-
ciado, € um terno pitagdrico primitivo. |

Exemplo 17: Construiremos agora uma tabela parcial de ternos pita-

goricos. Nas duas primeiras colunas colocaremos pares u, v € IN*, u > v,
primos entre si, um desses elementos par € o outro impar. Nas duas colunas
seguintes aparecerdo os catetos e na dltima as hipotenusas respectivas.

u v a=2uv b=u?®-+v* c=ut+ !
2 1 4 3 5
3 2 12 5 13
4 1 8 15 17
4 3 24 7 25
5 2 20 21 29
5 3 30 16 34

Exemplo 18: Um trisngulo retingulo se diz prtagdrico se as medidas de

seus lados s3o mimeros naturais. Mostremos que o raio do circulo inscrito
num triingulo pitagdrico também € um nimero natural.

71



A drea do tridingulo é dada por:

1 1 1 1 1
A= 2 ab = 2 ra+—2—-rb+?rc=-2—r(a+b+c)

Logo:

ab=r{a+b+¢)

Mas, considerando o teorema 4 e as consideragbes que o precedem:

a=2kuv, b =k(u!-v)ec=k{ul+ v?)

onde k, u e v 530 convenientes mimeros naturais nio nulos. Entdo;

ab =

Qkuv) k(u* - v¥)=r(@+b+c¢c) =

= r[2kuv + k(u? — v?) + k(u® + v?)]

ou

2k’uv{u — v){u + v) = r{2kuv + 2ku?] = 2rku(v + u) -

Dafi, cancelando os fatores comuns

kv(fu—v)=r

© que garante nossa afirmagio, poisk, u, v €EIN, ,

EXERCICIOS

123.

124,

125,

126,

127.
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Determine os ternos pitagéricos primitivos correspondentes aos seguin-
tes pares de niimeros naturais u, v, conforme o teorema %:
aAyu=9v=>35 cJu=10,v=7
bYu=11,v=10 du=11,v=56

Ache todos os ternos pitagéricos primitivos das formas:
a) (12, b, ¢) b) (a, 8, ¢

Seja (a, b, c} um terno pitagdrico no qual a e ¢ $a0 niimeros naturais
consecutivos, Mostre quea = 2t(t + 1), b= 2t + lec=2t(t + 1) + 1,
para algum t € IN e que, portanto, {(a, b, c) é primitivo.

Mostre que (3, 4, 5) € o tinico terno pitagérico primitivo cujos termos
sdo mimeros naturais consecutivos.

Seja (a, b, ¢) um terno pitagérico tal que ¢ = b + 2, Prove que existe
rEMNtalquea=2r,b=r’— l.ec =1+ I, Fsse terno € primitivo?

128. Se (a, b, ¢) € um terno pitagdrico, prove que 342 ou 34b.

129,

130.

131,

132.

133,

11.

Resolugd@o: Vamos supor que 3fa e 3/b. Entdo: (a=3t+ 1 ou
a=3%+2) e (b=3r+1 ou b=13r+ 2). Supondo, por exemplo,
a=3t+2eb=3r+1,entdoa’+b’= Gt + 2)°+ 3r+ 1)’=3q+ 2,
onde q = 3t2 + 3r? + 4t + 2r + 1. Assim, terfamos que ter ¢’ = 3q + 2.
Mas isso ndo € possivel, como se pode verificar para todas as formas pos-
siveis de c: ¢ = 38, ¢ = 35 + 1 ou ¢ = 3s 4+ 2. De fato, se por exemplo
c=3s+2 entioc’ =95+ 125+ 4 = 3u + 1.

Para os demais casos, o procedimento € o mesmo.

Seja (a, b, ¢) um terno pitagdrico cujos termos, na ordem em que apare-
cem, formam uma progressde aritmética. Prove que existe r 2 1 de
modo que a = 3r, b= 4rec = 5r.

Seja (a, b, ¢) um terno pitagérico tal que b € impar. Prove que 4/a.

Se (a, b, ¢} é um terno pitagdrico primitivo, mostre que um de seus ter-
mos € necessariamente multiplo de 5.

Se (a, b, ¢) € um terno pitagdrico primitivo, prove que 12 |ab e 60| abc.

Resnlucao: Como (a, b, ¢} € primitivo, podemos supor a = Zuv,
b=uw’~viec=u’+v ondeu >v, mdc(u, v)=1, v éimpareu ¢
par (ou vice-versa). Supondo u par e considerando que 2ua entio 4|a.
Mas 3|a ou 3|b, conforme exercicio 128. Levando em conta que
mdc (3, 4) = 1, podemos concluir entdo que 12|ab. Para concluir que
60]abc, basta levar em conta o exercicio anterior,

Seja (a, a + 1, ¢) um terno pitagdrico. Se T, indica o k-ésimo mimerc
k(k + 1)
—3
¢ também um terno pitagérico.

triangular, isto é, T, = , prove que (T,,, Ts,,,, (2a +'l)c)

A seqiiéncia de Fibonacci

11.1 Leonardo de Pisa

Leonardo de Pisa (1180-1250), mais conhecido como Fibonacci (o que

significa ‘*filho de Bonaccio’’), € considerado o matemitico mais capaz ¢ ori-
ginal do Ocidente no perfodo medieval. Sua obra mais famosa € o Liber abact,
de 1202. Apesar do tftulo, cuja tradugéo literal € “*Livro do 4bace’’, uma das
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preocupacdes centrais desse trabalho era.ensinar o uso des numerais indo-
ardbicos — cujo conhecimento até entdo, na Europa, se limitava praticamente
aos mosteiros.

Mas ndo € o mérito dessa obra, ¢ de outros tratados que deixou, o mo-
tivo principal de Fibonacci ser lembrado ainda hoje. Ocorre que, talvez para

.amenizar a leitura do seu Liber abaci, ou para torni-la mais interessante,
Fibonacci incluju no livro alguns problemas curiosos ¢ estimulantes, dentre os
quais um veio a se tornar especialmente importante:

“Um homem pde um casal de coelhos dentro de um cercado. (Juantos
pares de coelhos serdo produzidos num ano, se a natureza desses coelhos € tal
que a cada més um casal gera um novo casal, que se torna produtivo a partir
do segundo més?"’

Ao fim de um més haverd dois casais (o casal adulto com o qual se come-
gou e um jovem}, ac fim do segundo més haver4 trés casais (dois adultos e um
jovem), ao fim do terceiro havers cinco casais (trés adultos e dois jovens), e
assim por diante. Em geral, se ao fim de um certo més ha r casais adultos ¢
8 jovens, ao final do més seguinte haverd r 4 s casais adultos ¢ r jovens e ao fi-
nal do préximo 2r + s casais adultos e r + s jovens. Ou seja, o numero de
casais jovens, ao fim de um certo més, a partir do terceiro, € igual & soma do
ndimero de casais jovens ao final dos dois meses anteriores.

Assim, se f,, indicar 0 mimero de casais jovens ao final do enésimo més,
entao

fi=1,f,=1,f=1+1=2f=1+2=3f,=2+3=35,
f,=3+5=8,...

No século passado o matemitico francés Edouard Lucas deu a (f.) =
=(1,1,2,3,5,8, ...) o nome de segiiéncia de Fibonacci, designacio que acabou
sendo adetada universalmente e, assim, consagrando o nome de Fibonacci.
Os termos dessa seqiiéncia sdo chamados nimeros de Fibonacei. E claro que (f,)
pode ser definida pela seguinte férmula recursiva:

fi=f,=1 e foa=f_,+f, (nz2)

As consideragGes que fizemos nos permitem concluir também que se
g.=f,(n=1,2,..) entdo g, indica o nimero de adultos ao final do enési-
mo més,

Mas € claro que a seqliéncia de Fibonacci nfo teria despertado tanta
atengio se nio fosse dotada de propriedades tio intercssanies ¢ ndo se mos-
trasse t30 rica em aplicagoes. Nos pardgrafos seguintes focalizaremos algumas
dessas propriedades, especialmente as de cunho aritmético. Ao leitor interes-
sado em ter uma idéia de algumas das possiveis aplicagGes dos mimeros de Fi-
bonacci, recomendamos a leitura do parégrafo 8.5 do texto [ 3] da bibliografia.
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1

I

II

III

1.2 Propriedades gerais

Pﬂatodon;1:f|+f2+-.-+fn=fn+2_1

Prova (por indugio):

n = 1: f, = f, — 1 (verdadeira)

Vamossuporr 21 e f +f,+ ... +f =f,,—1

n=r+ L:fi+.. . +f+f,, =f ,—1+f, =f,~-1 |
Paratodon 2 1: 8+ fo+ ... + 2= 1 1,,,

Prova (por indugzo):

n = 1: f] = f,f, (verdadeira)

Seja r 2 1 e suponhamos {7 + ... + 2 = f.f,,,
n=r+ 1: ff + ...+ f? + ff+l = frfr+1 + ff+1 = fr-q-l(fl' + fr+1) = fr+1fr+‘2-

Semzlen>1,entaof,, =1, _f, +1{f.,,

Prova (por inducio sobre m):

m=1:f,, =f_f +ff,=f_,+f (verdadeira}
m= 2: f“+-2 = f“_1f2 + fnf_g = fn—l + gfn = (fn—l + fn) + fn =
= f, + f,,; (verdadeira)

Seja r > 2 e suponhamos a propriedade verdadeira para todo k,
2 k <r, e para todo n > 1. Esta suposi¢do, mais o fato de que a pro-
priedade vale também para k = 1, nos garante que:

fn+(r—-2} = f‘n—lfr—E + I‘nfr—l

fn+[r—l] = fn—lfr—l + fnfr

Somando membro a membro essas igualdades e levando em conta a fér-
mula recursiva que define (f,):

f.n-i—r = frl—Ifr + fnfr+l

Cu seja, a férmula vale também para r, sempre que n > 1. O segundo
principio de indugio nos garante entido que vale para todo m 2 1 e qual-
quern > 1. |

COROLARIO Paratodon > 1:f, = £2,, — £,

Prova: Fagamos m = n na férmula dada pela propriedade anterior.
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Ser = 1, entdo m = n ¢ ¢ imediato que {,|f,.
Sejar » 1 ¢ admitamos que f,|f,,.
fro = foifo + o = G0 + £00) Entdo, levando em conta a relagio fornecida por III:

Entao:

Mas

fm(r-'-i) = rrnr-l-m = Imr— " fm + rmr : fm+l

fo=1{. -t Como f_|f,.,_, - f.e £, - £, (pois, pela hipdtese de indugao, divide
i), entdo f divide a soma desses dois produtos. Ou seja: f, |fm(H . A

- Logo
f'2n=(_fn+l_fn—l)(fn+l+flla-l.)=f‘li+|_f2n—l . VI SCd=de (m’ 1'1)., C]’ltsﬂ mdc (fm’fn)=fd'
Prova: Mostremos primeiro que se m = nq + r, entdo mde (f,,, f,) =
. . . = mdc (f,, f,).
11.3 Propriedades aritméticas Observando a hipétese feita e levando em conta II:
mdc (fm: fn) = _l'l'ldC (fnq+r: fn) = mdc (fnq—l ) fr + fnq * fr+I! fn)

IV Dois nimeros de Fibonacei consecutivos f, e f, | sio primos entre si. Considerando porém que mdc (a, b) = mdc (a + ¢, b), sempre que b|c

Prova: Sejad = mdc (., f.,,). Como f, e f, ,, sd3o maiores que zero, o (exercicio 74), e ainda que f,|f,, (propriedade V), chegamos a:

mesmo ocorre com d. O fato de d ser divisor de f, e f,_, implica que d|f, _, mde (f,,, f,) = mde (f,,_, - f,, f,)

poisf,_, =f ., —f,. Dividindo f, e f,_,, entdo d divide f,_,. Prosseguindo

Eeisel raciochnio chegaremos & conclusio que d|f;. Entio d = I, po: Mostremos que f__, ¢ f, sio primos entre si. De fato, se d € um divisor co-
b mum a esses dois nimeros, entio d|f,, ,ed | f,, (devido a V). Dafd é um
divisor da soma f,,_, + f,, = f,.,,. Mas se d|f,, e d|f,,,, entdo IV nos
asseguraque d = 1.

Ora, se mdc (f,,_,, f.) = 1, entdo mdc (f,, f,) = mdc (f,,_; - f,, f,) (exer-
cicio 76). Donde

fa=10, - 1+1, mde (f,,, f,) = mdec (f,, f,)
fr|+i| = frl " 1 + f‘n—l

Nota: Consideremos os nimeros de Fibonacci f,,, ¢ f,,, que j4 sabe-
mos serem primos entre si. Mas se aplicdssemos o processo das divisbes suces-
sivas a esses niimeros obterfamos:

Assim, suponde m > n, e aplicando o processo das divisdes sucessivas
...................... pal‘a Sc Chcgar a d = mdc (m’ n):

fi=1-1+1
fi=£0-2+0 m=nq, +1, (r;,<n)
n=rq+r, (<)
Isso mostra que seriam necessdrias n divisbes sucessivas para se chegar ao m4- I, =g+ 15 (r;<ry)
ximo divisor comum f? = 1de fr\+2 e fn+1 PP
Logo, para todo n > 0, existem inteiros a e b tais que 30 necessdrias
exatamente n divisGes sucessivas para se calcular mdc (a, b) através do algo- To2 = TooiQu + 1o (r. <roy)
ritmo da divisdo. Too1 = oot (onde r, = d)
V Se m|n, eatiio f,|f,. o uso repetido do resultado anterior a cada uma das igualdades anteriores

nos levara a concluir que

Prova: Por hipétese n = mr, para algum r € IN. Procederemos por mdeq(f,,, f,) = mde (f,__, f,)
inducio sobre r.
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Como d|r,_, e portanto, em virtude de V, f,,|l',n_I , entdo:

mde (f,,, f,) = f4. |

COROLARIO (reciproco de V): Se f,!f, e m # 2, entdo m|n.

Prova: De f,|f, decorre que mdc (f,, f,) = f,,. Mas, devido a VI:
mde (£,,, f,) = f,

onde d = mde (m, n). Logof, = f;. Sem > 2, entio f, 2 2, daif, > 2 e por-
tanto d > 2, o que implica m = d. Assim, para tode m # 2 vale a igualdade
m = d, o que obviamente acarreta m |n. a

Os resultados com que ji contamos nos permitem chegar a outras pro-
priedades interessantes, como os ‘‘critérios de divisibilidade’’ que exporemos
a seguir. Por critérios de divisibilidade entendemos, no caso, condigbes neces-
sérias e suficientes para que um certo nimero de Fibonacei seja divisivel por
um dado mimero.

* Um nimero de Fibonacci é divisivel por 2 (portanto € par) se, ¢ somente se,
seu indice é divisivel por 3.

¢ Um numero de Fibonacci € divisivel por 3 se, e somente se, seu indice € di-
visivel por 4.

+ Um mimero de Fibonacci € divisivel por 4 se, e somente se, seu {ndice € di-
visivel por 6.

Demonstraremos em seguida ¢ primeiro desses critérios. Sugerimos ao
leitor a demonstragio dos outros dois, além da procura de outros critérios.

Prova:
= Por hipdtese

f;=2=mdc({f,, 2) = mdc (f,, f;) = frscin 3
Logo
mde (n, 3} = 3

o que implica 3 |n.
= Como 3|n, por hipdtese, entio n = 3q ¢ portanto

f“ = f3q
Mas, devidoa V:
f! i rﬂq

Como f; = 2 e fy, = f,, entdo 2|f,. [ ]
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EXERCICIOS

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141,

142,

143.

Ache mdc (fg, f:2), mdc (fﬁ N fgﬂ) e mdc (f24, f_q_s).

Verdadeiro ou falso: se s = mmc (m, n}, entdo f, = mme (f, f,)? Justi-
fique.

Ache os nimeros de Fibonacci que s@o divisores de f; € fy,.

Verdadeiro ou falso: {, € primo se, e somente se, p € primo? Justifique.

Se 2ifn! Pm“'e que 4|(f'§+1 - fﬁ—l)'

Resolugdo: Observemos que:

for = foi=(fo = L) (Fas + £0)
Masf, . —f.. =f, e £ +f_,=f +f _,+f_, =1 +2f_,.
Logo: f2,, — f2_, = f,(f, + 2f,_,) = 2+ 2f.f,_,. Como 2{f,, entdo 4|f}
e 4]2f,. Donde 4|(f2,, — f2_,).
Se 3[f,, prove que 9[(f2,, — fo_.).

Prove que 2|(f,,s — f,), ¥n 2 1.
Conclua entao que f, f3, fy, ... sdo todos nimeros pares.

Resolucdo: Como
fn+3 - fn = fn-i-l + rrH—‘Z - fn = f1'|+l + fn+| + fn - fn = 2fr|-|-l

entdo 2|(f,ys — f,), vn 2> 1. Em particular: f; — f; = 2f,¢ comof, = 2e
f,= 3, entlo fg = 2 + 6. De um modo geral, sempre que f, é par a for-
mula f,,, = {, + 2, garante que {,,, também € par, 0 que conclui a
Justificativa.

Prove que 5|(f,,s — 3f,), ¥n > 1. Conclua a partir daf que f;, o, f;5, ---
sdo muiltiplos de 5. '

Se mdc (m, n) = 1, prove que f.f,|f,,

H4 uma conjectura segundo a qual somente cinco ntimeros de Fibonacci
sdo nimeros triangulares. Ache-os.
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APENDICE |

yr

AXIOMAS DE PEANO

1. Introdugéo

Numa teoria matemdtica, quando h4 necessidade de definir algo, isso
obviamente € feito em termos de conceitos anteriores. Mas estes, por sua vez,
também dependem de idéias precedentes. E assim por diante. Como evitar
entio que esse processo leve a circulos viciosos ou ao chamado regressus in infi-
nitum?

Para o método axiomitico a resposta consta de duas partes: primeiro,
simplesmente aceitar certos termos da teoria sem uma explicagio formal de
seu significado — estes termos sao chamados cenceslos primitives (na geometria
elementar, por exemplo, em geral ponto, reta e plano}; além disso, introduzir
alguns axigmas, ou seja, certas proposigdes que se tomam como verdadeiras in-
dependentemente de qualquer demonstragdo. Na teoria entao s6 hd mais uma
classe de proposigdes: a daquelas que se demonstram a partir dos axiomas por
raciocinios légicos corretos.

2. Os axiomas

Com vistas 4 fundamentagfo 16gica da Aritmética, Peano escolheu trés
conceitos primitivos: o zere, 0 mimero natural e a relagiio ¢ sucessor de. E, para
caracterizd-los, formulou os seguintes axiomas:

P, Zero é um mimero natural.
P, Se a € um mimero natural, entéio a tem um tnico sucessor que também ¢
um nimero natural.
P; Zero nio € sucessor de nenhum ndmero natural.
1 P, Dois mimeros naturais que tém sucessores iguais sio, eles préprios, iguais.
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P, Se uma colegio 8 de niimeros naturais contém o zero e, também, o suces-
sor de todo elemento de S, entdo S € o conjunto de todos 0s nimeros na-
turais.

Adotaremos as seguintes notagdes: 0 para indicar o zero, a* para indicar

o sucessor de um ntimero natural a e IN para denotar o conjunto dos nimeros

naturais. Isto posto, os axiomas de Peano podem assim ser enunciados:

P, 0€E IN

P,a€IN = a*€ IN

Py (Vva)(a€IN = a" #0)

P,a"=b* = a=b

P, SeSCINe(i)0€ §5,(ii)a€E S = a* € S, entdo S = IN.

. O axioma P, garante que IN # @. Em P, deve-se subentender a unici-

~dade de a”. Do axioma P, decorre que: a #b = a* #b*, o que € dbvio

poisa” =b"* implicaa = b. O axioma P, chama-se axioma da indugio completa.

PROPOSICAO I Sea €N, entioa* # a.

Demonstragdo: ScjaS = {a € IN|a* # a}. O axioma P; garante que
0 € 8.8ca €8, entdoa’ # ae, pela observagio anterior, (a*)* # a*. Logo
a® €85, sempre que a € 8. Por P; conclui-se que S = IN. Ou seja: para todo
aC€IN,a* # a. |

PROPOSIGA”O 2 Se b EIN, b # 0, entdo existe a € IN tal que

a'=b.

Demonstragéo: Seja$ = {0} U {y €EIN|y #0ex” =y, para algum
x € IN}. Por construgdo 0 € 8. Obviamente 0* € S. Agora, se aES ¢
a#0,entdioa=b", paraalgumb € IN. Daia* = (b*)* e portantoa* € §.
Novamente o axioma P, garante que S = IN e portanto a proposigio € ver-
dadeira. ]

PROPOSICAO 3 (primeiro principio de indugio completa): Supo-
nhamos que a todo nimero natural n esteja associada uma afirmacio P(n) tal
que:

i P(0) € verdadeira.
ii P(r") é verdadeira, sempre que P(r) € verdadeira.
Entdo P(n) é verdadeira para tode n € IN.

Demonstragdo: Basta yerificar que S = {n € IN|P(n) € verdadeira}
satisfaz as hipéteses do axioma Py, o que, alids, € imediato. |
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3. Adicdoem N

A adigio (x,y) — x+ yem IN é definida mediante as seguintes con-
digbes:
+a+0=a
sa+b’=@+b)’

Em a + b = ¢, a € b sdc as parcelas e ¢ a soma. Como nio poderia deixar
de ser, adotaremos as seguintes notages: ¢0* = 1,1 = 2,2 =3, .., Nessas
condiges obtemos, por exemplo

1+1=14+0"=(140)"=1"=2
1+2=14+1"=(14+1)"=2"=3
143=1+2"=(14+2)"=3"=+4
r+4l=r+0'=(r+0"=r*, ¥r CIN.

3.1 Propriedades da adigdo

a, Assoviativa:a+ (b+c)=(a+b)+c, ¥a, b, c EIN.
Prova (por indugio sobre c):
c=0a+(b+0=a+b=_(a+b)+0
Vamos super: (a+ bY+r=a+(b+7r)
Ento: (a+b)+r* =[a+b)+r]*=[a+(b+1r)]" =
=a+(b+r " =a+(b+r’) |
a; Comuiativa: 2 + b =b + a, ¥a, b € IN (Exercicio)
a; O zero € o elemenito neutro da adicao,
A definigdo de adigio e a, garantem que O € elemento neutro. Deixamos
como exercicio a demonstragio de que s6 hd um elemento neutro para a
adigao.
a, Lei do cancelamento daadigdo: a+b=a+c¢c = b=c¢
Prova (indugio sobre a):
a=0 = b=a+b=at+c=c

Facamos a hipétese: r+ b=r+c¢ = b=c
Suponhamos agorar® + b = r* + ¢, Entio:

b4+r) =b+r'=c+r'=(c+rn)’

Entdo, devidoaP,:bh + 1 =c + r. Donde b = c. n
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Na seqiiéncia precisaremos do seguinte resultado:
e a+b=0=a=hb=20

Vamos supor b # 0. Entfiob = u ", para algum u € IN. Daf
0=a4+b=a+u"=(+u}’

o que € absurdo. Assimb = Qeentdoa = 0. |

4. Multiplicagdo em IN

A multiplicagdo (x, y) — xy (ou x - y) de mimeros naturais € defi-
nida pelas condi¢des seguintes:
¢a-0=0
ea-b"=ab+a

Numa igualdade ab = ¢, a e b sfo os fateres € ¢ o produte. Observemos os
seguintes exemplos:

1 =1-0"=1:-0+1=0+1=1
1-2=1-1"=1-14+41=1+1=2
2:1=2-0"=2:04+2=0+2=2
2:2=2-1"=2

1+2=2+2=4
-/

4.1 Propriedades da multiplicagdo

Mostremos primeiro que 0 - a = 0, para todo a € IN. Para a = 0 esse
resultado decorre diretamente da defini¢ao dada. Supondo 0 - r = 0, entdo
0:r"=0-r+0=0+0=0.

Também € facil provar, por indugZo, que 1 - a = a, para todo a € IN.

Com isso torna-se possivel dermmonstrar
m, (a + b)c = ac + bcea(b + ¢) = ab + ac, Va, b, ¢ € IN (propriedade dus-

tribufiva da multiplicagio em relagdo a adicéo).
Prova (primeira condigio — inducio sobre c):

c=0:(a+b)-0=0=0+0=2-04+b-0

Vamos supor (a + b)r = ar + br.
Entio: (@ + b)r* =(a+ b)r + (a + b) = {ar + br} +
+(a+b)=(ar+a)+ (br+b)=ar” + br- [ |
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Fica como exercicio a prova de que a(b + ¢) = ab + ac (usar inducéo
sobre a).

Deixamos de provar as propriedades m,, m, e m; enunciadas no corpc
do capitulo, item 2.2. Sugerimos ao lettor tentar demonstra-las.
my ab=0 = a=0ocub =0l de anuiamente do produto)
" Vamos supor b # 0, 0 que implicab = r*, r € IN. Entao:

O=ab=ar"=ar+ a

Dai, como jd vimos, ar = a = (. B
As propriedades m; € mg serdo focalizadas no préximo item.

5. Relagdo de ordem em IN

J4 definimos, no itern 2.3 (capftulo II), a relagio £ {menor que ou
igual) em IN. Lembremos que a € b significab = a + u, para algum u € IN,
Seb=a+v, v#0, entdo se anota a < b (a é menor que b). As relagdes 2
(maior que ou igual) e > (maior que) sfo definidas, respectivamente, pelas
equivaléncias: “x 2y = y€x" e ‘a >y = yI{x.

5.1 Propriedades da relacdo de ordem

0, a< a, ¥a € IN (reflexiva)
Prova: a=a+0

O,agsbebga = a= b (anti-simétrica) |
Prova: Por hipétese b=a+u e a=b+v(u, vEIN). Donde
a=a+(u+v)e, pela lei do cancelamento da adigdo, u+ v = 0. Daf
u = v = 0, como j& provamos, e portanto a = b. [

0O, a€bebgc = a<x c(fransiliva)
Exercicio

O, Para quaisquera, b€ IN,ag boub « a.

Prova: Paracadab € IN seja S, o subconjunto de IN formado pelos ele-
mentos n para os quais se verifica ao menos uma das seguintes condigSes:
(a)existen EINtalqueb=n+ u; (b)existe v EIN tal quen=b + v.
Como para n = 0 a sentenca (a) se verifica com u = b, entac 0 € §,.

Sejar €5,. Ser=b,entdor’ =b" =b + 1 € portanto r* € 5, j4 que
verifica (b). Suponhamosagorab=r+u,u# Q;entiou=v ' =v + 1,
paraalgum vE IN,edaib=r+ (v+ 1) = r* + v, ou seja, r* satisfaz (a)
¢ portanto pertence a 8,. Finalmente, s¢ r=b+ v, v #0, entdo
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r'"=(h+v)" =b+v", oquesignificaquer’ € §,, pois cumpre a con-

digdo (h).

Donde S, = IN e, por isso, para todo b € IN, qualquer que seja o nimero

natural a, oub=a+uoua=b+v.Quseja:a£ boub £ a. [ ]
O;aghb = a+c£ b+ c, Yo € IN (compatibilidade com a adigae)

Exercicio
0O, a< b = ac g be, Yo € IN (compatibilidade com a multiplicagdo)

Prova: Por hipétese b=a+u, para algum u €IN. Donde
be = (a + u)c = ac + uc, do que resulta ac £ be. n
G, a<hb = a+ 1< b (jd provada no corpo deste capitulo — item 2)
Qg Principio do menor numero natural. Qualquer que seja o subconjunto nio
vazio $ C IN, S possui minimo.
Prova: Seja H={nEMN|ngx, ¥vxES}. Como 0ga, YaES
(a =0 + a), entdio 0 € H. Tomemos a € §, o que é possivel pois S # &.
Observando que a < a + 1, pode-se afirmar que a + 1 ﬁl H (se perten-
cesse, deveria ocorrer a + 1 € a) e portanto H # IN. Levando em conta
P, necessariamente existe um ¢lementob €EINtalque b€ Heb 4+ 1 ¢H
(caso contririo se teria H = IN). Mostremos que b = min 8. De fato:
» Comob € H,entdob € x, ¥x € §,
* Vamos supor que b & 8. Entao b < x, para todo x €S, e dafl
b+ ! £ x, também para todo x € S, 0 que implica b + 1 € H. Mas
isto € impossivel. Esta contradi¢io nos leva a concluirque b €S. W

Uma pergunta que cabe perfeitamente apds a“tonsiru¢io axiomd-
tica que fizemos de IN ¢ a seguinte: Serd que a seqiiéncia formada pela
ZEro € seus sucessores esgota realmente o conjunto dos ndmeros natu-
rais? Serd que nio pode ocorrer

a<r<a" =a+1

para algum par de elementos a, r € IN? Mostraremos que néo.
Supondoa<r<a+ l,entdor=a+u{u#0ea+l=r+v
{v # 0). Portanto

atl=a+(u+v)

o que implica u + v = 1. Considerando que u # §, entfo (proposi¢io 2)
u=r"=r+ 1, Assim chegamos a

l=u4+v=(r+1D+v=(c+v)+t

e, portanto, r + v = 0. Mas daf decorre, conforme provamos no item
3.1, que r = v = 0. Absurdo. Assim, efetivamente, para todo a € IN:

(xENla<x<a+1}=9
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5.2 Lei da tricotomia em IN

Para quaisquer a, b € IN vale uma € uma sé das relagdes:a=h,a < b
oua>b. Defato,porOy:agbouazb Entiob=a+uoua=hb+v,
Supondo a # b, devemos ter u # 0 para a primeira possibilidade e v # 0 para
‘a segunda. Ou sejazr a# b = a < b ou b < a. Se ocorressem simultanea-
mente a<b e b<a, emtdo b=a+r{r#0) e a=b+s(s#0) Dai

a=a+(r+s) Entao r+ s = 0 e portanto r = s = (. Absurdo. Assim, se -

a,b € IN,entdioa = b, a < boua > b, exclusivamente. Esta é chamada leiga
tricoformia em IN.

Provemos a partir dessa observacic a propriedade m;: ab = ac,
a#0 = b=c.

Se b < ¢, entio c = b 4+ v (v # 0). Logo ab = ac = ab + av, 0 que im-
plica av = 0. Donde, por m,, a = O ou v = {, 0 que é absurdo. Da mesma for-
ma nio pode ocorrer ¢ < b.

Vejamos agora como se pode provarmg:ab=1 = a=b =1,

Da hipdtese decorre que a # 0 e b # 0. Logoa 2 1 e b 2 1. Supondo,
porexemplo, a > {,entfioa=1+v{v# (). Comob=1+4u(poisb 2 1),
podemos concluir que

l=ab=(1+v)(1+u)=14+u+v+uv
oquelevaa
v+{u+uv)=10

edafu + uv = v = 0, 0 que nio € possfvel. Donde a= 1l eentdob = I.

EXERCICIOS

144, Se a e b sdo mimeros naturaisea + b= 1, provequea= loub = 1.

145. Scjam a ¢ b mimeros naturais nio nulos. Prove que 2 £ abe b £ ab.
Resolug@o: Seja c=ab. Como b#0, entio b > 1 e portanto
b=1+u(u €IN). Entioc = ab = a (1 + u) = a + au, do que resuita
a%gc,

146. Se a ¢ b sio nimeros naturais e se ab = 3,provequea=1loub=1.

147. Se a ¢ b sdo numeros naturais nio nulos € s¢ a + b = 2, prove que
a=h=1.
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148.

149.

150.

151.

152,

153,

Se a + b = 3, onde a e b s3o niimeros naturais, nfio nulos, prove que
a=1loub=1.

Se ac < bc e ¢ # 0, prove que a < b,

Resolugdo: Vamos supor a 2 b, 0 que se traduz pora = b + u, para
algum u € IN. Entdo ac = (b + u) ¢ = be + uc. Donde be £ ac, o que
contraria a hipétese.

S¢a+c< b+ ¢, prove que a < b,

Seag b, proveque:c<b—a < c+a<h.

Se a < b, prove que: a" < b", paratodon 2 1.

Sugest@o: Use indugdo sobre n ¢ lembre que, por definigio, a’ =1 e
a"'=3a"-a(nz0;a#0),

Prove que paratodon 2 1, n= 141+ ... + 1 (n parcelas).
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CAPITULO Il

OS NUMEROS INTEIROS

1. NUmeros negativos: origens

Os algarismos que usamos hoje em dia surgiram na {ndia, no século
VI, e sua difusio pelo mundo se deve, em grande parte, aos drabes. Daf a de-
signagio ‘‘indo-ardbicos”’ atribuida a eles. A maneira de grafar esses simbolos
foi se modificando ao longo do tempo, € a forma moderna mal se assemelha 2
original. Importa, porém, que foi a partir da India, quande o Ocidente estava
mergulhado na estagnacio e no obscurantismo da primeira fase do periodo
medieval, que o sistema de numeragio posicional decimal comegou a se tornar
padrao. Inclusive o zero, que mesmo entre os gregos do periodo alexandrino
era usado apenas para indicar ‘‘auséncia’’ (o que jd era um avango em relagio
a outras €pocas e outros povos), com os hindus ganhou “‘status’’ pleno de
nimero.

Coube também aos hindus a introdugio na matemitica dos mimeros ne-
gatives. O objetivo era indicar débitos. O primeiro registro do uso de niimeros
negativos de que se tem noticia foi feito pelo matematico e astrdnomo hindu
Brahmagupta (598-?), que jd conhecia inclusive as regras para as guatro ope-
ragdes corn nidmeros negativos. Bhaskara (séc. XII), outro matemadtico e astro-
nomo hindu, assinalou que todo nimero positivo tem duas raizes quadradas,
uma negativa e outra positiva, e salientou também a impossibilidade de se ex-
trair a raiz quadrada de um nmimero negativo,

Ao introduzirem os nimeros negativos, os hindus nio tinham nenhuma
preocupagao de ordem tedrica. Na verdade, os progressos matemdticos verifi-
cados na India, por essa época, ocorreram quase que por acaso € em boa parte
devido ao descompromisso com o rigor e a formalidade.

Mas a aceitagao e o entendimento plenc dos nimeros negativos foi um
processo longo. Basta ver algumas designaces que receberam: Stifel (1486-
1567) os chamava de mimeros absurdos; Cardano (1501-1576), de mimeros
ficticios. Descartes (1596-1650) chamava de falsas as raizes negativas de uma
equagio. QOutros, como F. Viete (1540-1603), importante matematico francés,
simplesmente rejeitavam os ndmeros negativos,

2. Os inteiros

No capitulo I vimos que em IN a diferenca a — b entre dois nimeros a e
b 56 estd definida quando a > b. Assim, para fazer frente a todas as questdes
envolvendo nimeros naturais ¢ que levam i idéia de subtracio, cumpre dar
sentido a todas as expressdes a — b, onde a, b € IN, através de uma amplia-
¢ao conveniente de IN,

Num enfoque informal, os novos mimeros, correspondentes s diferen-
¢as a — b (a < b}, sdo interpretados intuitivamente (como débitos, por exem-
plo) e agregados a IN. Como resultado dessa unido surge o conjunto dos mi-
meros inteiros. Como € licito admitir que sedevater0 — 1 =1-2=2-3=__,
podemos indicar cada uma dessas diferengas por —1. De modo andlogo sur-

gem —2, -3, —4, ... . E se, por uma questio de uniformidade, passarmos a
escrever 1 = +1, 2 = +2, ..., v conjunto dos nimeros inteiros, que serd indi-
cado por Z, é&: :

Z={.,-3,-2,—1,0,+1,+2, 43, ...}

Mas isso ndo basta; a seguir € preciso estender adequadamente a Z as opera-
¢bes ¢ a relagdo de ordem de IN, o que € bem conhecido no plano elementar.
Neste contexto, além de se ter IN C Z, a subtragfio em Z sempre € possivel,
coerentemente com a de IN.

A construgdo formal de Z serd feita no Apéndice II, ao fim deste
capftulo,

3. Operagdes e relagao de ordem em Z

A adigo e a multiplicacio e Z serfio definidas no j4 citado Apéndice IIL.
Aqui nos limitaremnos a citar suas propriedades fundamentais com vistas a ter
uma estruturagao inicial do assunto.

3.1 Adigdo em Z

a, (a+b)+c=a+(b+c),¥a,bcEZ (associativa)
2, a+b=>b +a, ¥a, b €Z (comutativa)

a; a+ 0 =a, va €Z (0 € o elemento neutro da adigio)
a, Para todo a € Z, existe b € Z de modo quea+b=0.
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Este elemento b, que € dnico, chama-se gposte de a e € indicado por ~a,

Por exemplo, —(+3) = -3 ¢ —(-3) = +3 pois (—3) + (+3) = 0. Em ge-
ral —(—a) = a pois a + (—a) = 0. Como 0 + 0 = 0, entio —0 = 0.

) PROPOSICAO 1 Para quaisquera,b,c €Z,sea+c=b +¢, en-
tio a = b (lei do cancelamento da adigdo).

Demonstracdo: a+c=b+c = (a+c)+(—c)= -) =
= a+fc+(—O=b+[c+(-c)] = a(iocib(+c3 =£b:31:.( C) .

Dados flua.isquer a, b €Z, chama-se diferenga entre a ¢ b e indica-se por
2 — b o seguinte elemento de Z: a — b = a + (—h).

Como (~b)EZ, para todo bEZ, entio a correspondéncia

(a, b)’ ~a- b € uma operacio deZ x Z emZ i qual denominamos subtragdo
de mimeros inteiros.

Observemos o seguinte:
¢ Para quaisquer a, b €Z
(@+b)+[(-a)+(-b)=[a+(-a)) +[b+ (b} =0 +0 = 0.
Logo (—a) + (—b) é o oposto de a+ b, o que se traduz por: |
_ —(a + b} = (-a) + (-b)
Como podemos escrever simplesmente (—a) + (~b) = —a'— b, entio:
—(a+b)=—a-b
e Sea,bEZ
(@a=-b)+b=[a+(-b}}+b=a+[(-b)+b]=a+0=2

* Consideremos a equagiio a2 + x = b (a, b € Z). Entjo:

at+x=be=(-a)+(@@a+x)=(- = [(—a X =
Attt At R R CORR FEE

Logo, b ~ a ¢ a solugdo (iinica)dea + x = b (a, b o
b-a€Z. ) (a, b €Z). Como j4 vimos

3.2 Multiplicacdoem Z

m, (ab)c = a(bc), ¥a, b, c €EZ (associativa)

m,; ab = ba, Va, b € Z (comutativa)

my a - 1=a, VaCZ{(léoelemento neutro da multiplicagio)

m, ab =0 = a =0 oub = 0 (lei do anulamento do produto)

d a(b+c)=ab+ac, va, b, c €Z (amultiplicagio € distributiva em rela-
¢do a adigdo) '
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Nota: A propriedade m, nio ¢ independente das demais. Ou seja, pode
ser provada a partir das outras (incluindo as da adig¢io), o que serd feito no
Apéndice II.

PROPOSICAQ 2 Se a, b, ¢ € Z, entio:
ia(b—c)=ab—ace(a—b)c=ac—be
iia-0=0(logo0-a=0)
iii a(=b) = (—a)b = —(ab)
iv (—a) (-b) = ab
v {(ab = ac ¢ ¢ # 0) = b = c (lei do cancelamento da multiplicacio)

Demonstragao:
i Como
alb—c)+ac=ab-c)+c]=ab
entao:
a(b—c)=ab—ac
A demonstragio da outra parte € andloga:
‘fia-0=a-0-0)=2a-0-2-0=0
iii a(-=b) = a[0 + (-b)] = 2(0 —b) = a - 0 — (ab) = 0 — (ab) = — (ab).
Ademais: (—a)b = (0 — a)b = 0 - b —~ (ab) = 0 — (ab) = —(ab)
iv (—a)(—b) = —[a(-b)], em virtude de iii. Mas, também por iii,
a(=b) = —(ab). Logo (~a) (=b) = ~[ —(ab)] = ab '
v ab = ac = ab + [—(ac)] = ac + [~(ac)] = ab —ac =0 = a(b—c) =0
|

B2 h_c=0=b=c

3.3 Relagéo' de ordem em Z

OselementosdeZ , = {0, +1, +2, ...} = IN siio chamados inteiros postti-
voseosdeZ® =Z, — {0} inteiros estritamente positivos. Se a, b € Z, diz-se que a
¢ menor que ou igual a b, ¢ escrevemos a € b, se b — a € positivo, isto €, se
b-a€Z, ;eseb - aéestritamente positivo, ou seja, seb — a € Z* , entio
se diz que a ¢ menor gue b (notacdo a < b).

Quando a € b pode-se escrever, alternativamente, que b > a e dizer
que b ¢ maior que ou igual a a; e para a < b a alternativa € b > a (b ¢ maior que a).

Os elementos de Z_ = {0, —1, —2, ...} se dizem intefros negativos € os de
Z* = {-1, =2, =3, ...} inteiros estritamente negativos.

A seguir enunciaremos as propriedades mais importantes envolvendo as
relagbes € ¢ < sobre Z. As seis primeiras sdo basicas ¢ mostram que € ¢
uma relagio de ordem total sobre Z, compativel com a adi¢do e a multiplica-
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¢io. (O leitor interessado encontrard mais detalhes sobre o assunto no Apéndi-
ce IL.)

0, a £ a (reflexiva)

O;,a<bebsga= a=b(anti-simétrica)
" 0O,agbebgc = agc(transitiva)

' O,agsboub<ga

As propriedades O, a O, garantem que € é uma relagio de ordem total
sobre Z. Delas decorre a /el da tricotomiaem Z:sea, b EZ entica=b,a < b
ou a > b (exclusivamente). A demonstraciio que foi feita para a lei correspon-
dente em IN (Apéndice I; 5.2) € vidlida também no caso presente.
O,agb=a+cgb+c, ¥YcEZ (L écompativel com a adigio)
O,a<be0gc= acgbc(g ¢compativel com a multiplicagdo)

Outras propriedades

aghe —-bhg-ae>rlgb—a
ab = -b{-a<=0<h—-a
aghecgd=a+cE£b+d
agbec<d=at+c<b+d
Regras de sinais: ia >0 e b>0 = ab>0;iia<0 e b<0 = ab>0;
iliag<0eb>0 = ab<0.

Provemosii: Dea < 0eb < Oresulta que 0 < —a ¢ 0 < —b; dai, por i,
0 < (—a) (—b). Mas (—a) (—b) = ab, como j4 vimos. Logo 0 < ab.
e a’ >0 paratodoa €Z ¢ a’> 0 sempre que a # 0.

De fato, se a> 0 ou a < 0, entio a regra de sinais garante que

al=a - a>0; e sea=0, obviamente a? = 0.
sa<bec>0 = ac<bc
¢ a<bec<0 = ac>he
sacgbcec>0=axb
sacgbcec<O=azb

Seja S um subconjunto ndo vazio de Z. Todo elemento k € Z tal que
k £ x, para todo x € 8, chama-se cota inferior de S. Uma cota inferior de S que
pertenga a S chama-se méme de S,

$ nio pode ter mais que um minimo, Com efeito, se m e m’ sdo mini-
mos de S, entdo m £ m’ (pois m € minimo de Se m' € S}em’ £ m (pela in-
versiao do raciocinio). Logo m = m’,

Usaremos a nota¢io min S {ou min(8)) para indicar o minimo de 3, caso
este exista.

O, Principio do menor inteiro: Seja S # @ um subconjunto de Z. Se S admite al-
guma cota inferior em Z, entdo S possui minimo,
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A demonstragdo neste caso recai na do principio do menor mimero natu-
ral. Vejamos como. Seja §’ = {x — k|x € 8}, onde k é uma cota inferior de §
que, por hipétese, existe. Notemos que S8’ # @ (pois § # @) e que, como
k € x, entdo x — k 2 0 para todo x € 8, ou seja, 8’ U Z_ = IN. Logo, pelo
principio do menor nimero natural, S’ tem um minimo m, = m - k, para al-
gum m € S. Mostremos que m = min(8). Se x € §, entdo x —~ k € 5’ e daf
m—k&x—k. Donde m & x, e como m € 8, entio efetivamente
m = min(S).

O procedimento da demonstragdo pode ser visto no seguinte exemplo:
Seja 8 ={-1, 0, 1, 2, 3, ...}. Neste caso, tomando k = —2 por exemplo,
entio 8’ = {x —k[x €S} ={-1-(-2),0 - (-2), 1 - (-2}, 2—(-2), ...} =
={1,2, 3, 4, ...} cujo minimo é 1 =m - (~2). Dai m = —1 = min(8), o
que, evidentemente, j4 poderfamos ter concluido de saida se o objetivo fosse
apenas esse.

4. Indugéao

4.1 Primeiro principio de indugédo |

Seja a um nimero inteiro e suponhamos que a cadan > a esteja associa-
da uma afirmacio P, Admitamos ainda que seja possivel provar o seguinte:
i P € verdadeira.
ii Paratodor 3 a, se Py, € verdadeira, entio P, também & verdadeira.

Nessas condigBes Py, € verdadeira para todo n > a.

A demonstragio da validade desse principio ndo difere em nada daquela
que foi feita do principio andlogo em IN (cap. II, 3.1). Daf ndo a fazermos
aqui.

Exemplo 1: Provemos, usando o primeiro princi'pio de inducdo, que
2"*'>n+ 2, paratodon » —~1.
n=—1 2N =20 | = (=1) 42
Sejar 2 —1 e suponhamos 27*! 2 r + 2 (hipétese de indugio).
n=r+41;20"0N =241 . 2 2 (r4+2) .2

(pela hipitese de indugiio). Mas (r+2) - 2=2r+4=(c+3)+ @+ 1) >
Zr1 + 3, visto que, sendor = —1, entaor + 1 > 0. Assim:

A e+ 3=(r+ 1)+ 2,
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4.2 Segundo principio de indug¢éo

Seja P,  uma afirmagac associada a todo n maior que ou igual a um cer-
to a € Z, dado ¢ prieri. Suponhamos que seja possivel provar as duas condi-
, c0es a seguir:

1 P, € verdadeira.
ii Para todor >> a, se Py, ¢ verdadeira sempre que a € k < r, entdo P, tam-
bém ¢ verdadeira.

Entdo P, € verdadeira para qualquer n 2 a.

Prova: Seja S ={m €EZ|m 2 a ¢ P, € falsa}. Devemos provar que
8§ =@, Admitamos que se pudesse ter S # @ e seja, segundo Q,,
m,y = min(8). Como P, € verdadeira, devido a hipdtese i, entdo m, > a.
Logo, paratodok €Z, a € k < my, P, ¢ verdadeira (pois m, ¢ o minimo dos
m 3 a para os quais P, € falsa). Donde, pela hipétese ii, P(m,) também ¢
verdadeira, o que € absurdo.

Assim, efetivamente § = @ e P, € verdadeira para todom 2 a, B

4.3 Somatorios e produtorios em Z

A adigao ¢ a muluplica¢iio em Z podem ser estendidas para n parcelas e
n fatores (n > 2), respectivamente, por recorréncia, tal como foi feito em IN:
sea,,a,, .., aclk,

aj+a,+ ... +a,=(@ +a+..+a,,)+a,

2,3y ... &, = (2,87 ... a,_,)a,

Também nfc hd motivos para mudar as notagGes:

n
a.1+a-2+...+a-n= z a;
i=1

411

O fndice i usado poderia ser substituide por qualquer outra letra (o *‘a’’ ndo
seria conveniente). Se n = 1, faz-se:

n .
Zai=a, e T a=a1a,

i=1
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Com isso, e usando indugao, € possivel generalizar véarias propriedades
vistas em Operagdes ¢ relagio de ordem em Z (item 3). Para tanto sio pegas
fundamentais as identidades

n n-1 n ; n—1
z a = Y ata, e ﬁl a; =(fl'[1 a-,)a,, (n 2 2)
i=1 = =

i=1

que simplesmente expressatn 0s conceitos introduzidos neste item com a nota-
¢do mais conveniente,

® Sea,,a,...,a, bE€EZ(n 2 1), entio

b(i a-l) = g ba,

i=1

De fato:

D=1 b(z ai) =ba,= 3 ba

Seja r 2 1 e suponhamos

n=r+41:

b(f a.,)=b(i‘ a-,+ar+|) =

i=1 i=1

r rtl

= b(z a-,) +ba,+|= zr bai+ba,+1= z bai
. i=1

i=1 i=1
Esta € uma generalizagao da propriedade distributiva da multiplicagio em
relagio & adi¢do (d; 3.2).

» Tudo que de geral foi visto no capitulo II (3.2) sobre somatdrios e produtd-
rios de ndmeros naturais também vale quando estes sio substituidos por
inteiros quaisquer. O motivo, obviamente, € que as propriedades em que
aqueles resultados se apdiam tanto valem em IN como em Z. Por exemplo

n n
> a=na e |

. 1
=1

a=a" paratodoa €EZ
1
Agsim

ﬁ =3 =5-3)=-15 e 15'[ (=3) = (~3)° = —243
i=1 =1
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® Apropriedade “‘agb e c€£d == a+c £ b+ d"” pode ser assim genera-

lizada: se a;, ..., a,, by, ..., b, €EZ (n2 1}ea; € b, (i=1,2, ..., n},
entao:
a; & Z b
im1 i=1
© De fato:
n=1 z a=a<h = Z b;
i=1 i=1
Ser 2 1, suponhamos > a < z b,
iml i=1
n=r+ 1:

r+1 r r+1

z a, = z a+ta., € zr b +b.,, = Z b
=1 i=1

i=1 i=1
A versdo mais comum dessa propriedade é que n desigualdades a, £ by
(i=1,2,...,n) podem ser ‘‘somadas membre a membro”.

¢ A generalizagio da propriedade “a € b e ¢ <d = a+c<b+d’ éase
guinte:
Se nas n desigualdades a; € b;(i=1, 2, ..., n; n 2 1) para uma delas pelo
menos se verificar a, < by, entdo:

i a < i b;
i=1

iml

» Usemos o resultado anterior para mostrar que se a,, a,, ..., 8, €Z{n 2 1),
entao:

z al =0 e a3, =00=1,2,...,n)
i=1

n
Se cada a;, = 0, obviamente Z a? =0,

i=1
Para a reciproca vamos levar em contaque 0 € a}, 0 € a}, ..., 0 € al, re-
sultado ji exposto em 3. Se, para um certo indice k, ocorresse 0 < ai, en-
tio, levando em conta a propriedade anterior:

0=i0<ia?

i1 i=1
o que contraria a hipdtese. Logo a} =a}=... =a] =0 ¢, devido a lei do
anulamento do produto: a, =a, = ... =a, =0,
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5. Valor absoluto

DEFINIGAQ 1 Paratodo a € Z, o valor absoluto ou médulo de a (nota-
¢do |a|) € definido pelas seguintes condigdes:

Ja| = a sempre que a2 > 0

fa|]=—a se a<0
Por exemplo: |-3| = —(-3) = +3

PROPOSIC;‘IO 3 Se a e b sdo elementos quaisquer de Z, entao:
ijal=|-ai iii |ab| ={a| [b]
ii —|a]gag|al iv [a+b| g ja] + |b)

Demonstracdo: Quando a =0 ou b = 0, as afirmagBes sdo imedia-
tas. Portanto admitamos a # 0 e b # 0.

iSea>0,entio—a<0edailal]=ae |-a| =—(—a)=2a.5¢a<0,en-
tio |a| = —a e |—a| = —a, pois —a > 0.

ii Suponhamos a >0 e portanto —a < 0; dai —a < a; como neste caso
—|a]=-a e |a| = a, entdo —fja| = —a < a=|a). Paraocaso a <0, o
procedimento € o mesmo,

iii Sea >0 e b >0, entdo ab > 0 ¢ portanto Jab| = ab = |a| |b}. Sea < 0
e b>0, entdo |a] =—~a, |b| =b e jab| = —(ab} pois ab < 0; como
|a| |b| = (~a)b = —(ab), entdo |ab| = |a| |b]. Se 2a < 0 € b < 0, entdo
ab >0 e portanto |ab| =ab, |a| =—-a e jb|=-b; e posto que
|al |b} = (—a) (—b) = ab, entdo |ab| = {a] |b|.

iv Devido a it valem

—lal € a < |a]
—|b|l € b < |bi
Somande membre a membro essas desigualdades:
—(la| +[b]) € a +b < [2] + [b]

Se|la+b|=a+b,comoa+b<|a|+{b], entdo ja +b| £ |a| + |b].
Ese|a+b|=—(a +b), entdo —|a + b| = a + b; como
—(Jal + ib]} € a + b, entdo —(Ja| + |b}) £ — |a + b|; donde
la+b| < lal +[b]. n
Exemplo 2: Provemos que
la| — |b] € |a—b} < |a} + |b]

para quaisquer a, b € £,
97



que

Como a = (a — b) + b, 2 parte iv da proposi¢do anterior nos garante

la|=[(a —b)+b| £ |2 - b| +|b]

e portanto |a| — [b| £ |a — b|. Finalmente:

la—b|=|a+(-b)| € a] + |-b] = |a] + |b].

159.

EXERCICIOS

154.

155,

156,

157.

158,
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160.

Seja a €Z, a ¥ 0. Prove por indu¢iio que: i) (—a)" = a®, para todo
n » 0 par; ii) (—a)" = —a®, para todo n 2 1 impar.

Para todo r 2 0, prove que:

2r
Ay (-1)=0

iml

Zr+1 _
b) 3 (1) =-1

i=1

162.

Use indugao para provar que:

a)0<a=0<a" ¥nz0

by a< (O == 0<«a" ¥nz0

¢) a0 = a1 0, ¥nz0

Resolucdo de c):

n = 0: a®*! = 3! = a < 0 (por hipétese).

Sejar 2 0 e suponhamos a*** 0.

n=r 4 1: it o g@rid2 = g+l . 52

Como a¥*' < 0, pela hipétese de indugio, e como a? > 0 (pois a # (),
entio aZ’“ - az < 0'. Donde azf"”’"-‘ < 0.

Sejamn a, e t elementos de Z e consideremos x = a,t + 1. Mostre que pa-
ra todo n 3 0 existe a, € Z de modo que x* = a,t + 1.

Sejam a, e t elementos de Z e consideremos x = a;t — 1. Mostre que pa-
ra todo fmpar n 2> 1 existe a, € Z para o gqual x" = a,t — 1,
Resolugao (por indugio sobre n):

n=lLxt=(at=1)=at—1

164.

Sejar 2 0 e suponhamos x**' = a,t — 1, onde k = 2r + 1.

243 = X201 x2 = (3,8 = 1) (ayt — 1)? = (a,t — 1)

Entdo; x¥ it = x

161.

163.

(ajt? — 2a,t + 1). Podemos fazer ajt? — 2a;t +1=(aft ~2a)t +1 =
= a,t + 1, onde a, = alt — 2a,. Logo

XA = xBTS = (gt — 1) (agt + 1) = ant — 1,
onde a,, = a,a,t + a, — a,.
Se a, b €Z, prove por indugdo sobre n que a"—b"=(a—~b)
(a-'+a"-?b+..+ab"?+b"'), paratodon 2 1.
Sejam a e b niimeros inteiros (a # 0 ou b # 0). Prove que a?+ ab +b23> 0,

Sugestdo: Para o caso a>0 e b< 0 (ou vice-versa), acrescente
0 = ab — ab 2 expressao a’ + ab + b? e leve em conta que ab < 0 (logo
—(ab) > 0).

Para quaisquer a, b € Z, prove que: a < b = a’ bl

Sugestdo: Usar os exercicios 159 ¢ 160.

Sea,b€Z, proveque: a®°=b> = a=h,

SexEZ, x#0,provequex™ + I =(x+ N (x¥=x>"14 . ~x+1),
paratodon 2 0,

Resolucdo (por indugio sobre n):

n=0: x* " +1=x'4+1=x+1; o segundo membro neste caso ¢
(x + 1) - 1. Logo, vale a propriedade para n = 0.
Seja r 2 0 e suponhamos

XMt l=x+DE—x*'+...—x+1)
Multiplicando a igualdade anterior por x*:
XEV = (x4 D (EF2 x4 x4+ x¥)

Somando 1 a ambos os membros e passando x* para o segundo:

X4l =(x+ DEMM2 x4+ - - (xP- 1)
Daf:
B 4 =+ EF? -+ =X+ -+ D E-1) =
s+ DEFT x4+ =P+ xP-x+1)

Scjm ag, azy --

a) iai

., a, € Z. Prove que:

< 3 lals

i=1

m

b)

a;

n
T |ai|

=1

29



165. Um subconjunto Sde Z, S # &, se diz limitado superiormente se 3k € Z de
modo que x £ k, para todo x € §. Cada elemento k nessas condigbes
chama-se cota superior de 8. Uma cota superior de S que pertenca a S
chama-se mdximo de 8. Se m e m’ sio mdximos de S, entiom € m’ e
m’ € m, Dai m = m’, Notagio: m = max S.

Isso posto, prove que todo subconjunto $ de Z, S # &, limitado supe-
riormentie, possui maximo,

Sugestdo: Seja S’ = {x € Z|-x € S}. Mostre que S’ admite cotas in-
feriores € que —(min §') = max S.

166. Seja a € Z e indiquemos por P, uma propriedade {verdadeira ou falsa)
associada a cada n < a. Suponhamos que: i) P,,, € verdadeira; ii) ¥n € a,
s¢ P, € verdadeira, entdo P,_;, também o €. Prove que P, € verdadeira
para todon £ a.

167. Sejan €Z, n # 0. a)Sen > 0, mostrequen=1+ 1+ ... + t (n par-
celas). b) Se n < 0, mostre que n = (—1) + (=1} + ... + (~1), onde o
mimero de parcelas é p = —n.

168. Sejaf =Z — Z uma fungio tal que f(a + b) = f(a) + f(b), para quais-
quer a, b € Z, Prove que: a) f{0) = 0; b) f(—a) = —f(a), para tode

n n
a&€Z;c)f (z ai) = z {(a;), paraquaisquera,, a,, ..., a, € Z
i=1 i=1

{n 2 1); d) D€ exemplos de fungdes {:Z — Z para as quais se verifique
a condi¢ao enunciada.

169. Mostre que para uma fungio f:Z — Z vale a condicao
f(a + b) = f(a) + f(b), para quaisquer a, b €Z, se ¢ somente se
fin) = fiin, para todon € Z.

Sugestdo: Decompor n # 0 segundo o exercicio 167 (isso para estabe-
lecer a condi¢ao necessdria).

170. Mostre que a fungdo f:Z — IN definida por f(n)=2n se n 20 e
f(n}= (-2)n — 1 se n < 0 € bijetora.

171. a) Mostre que, para todo n z 1:

(100142 - 10"24+3 - 10°% + ... +n0) (10 = 1) +(n + 1) = 5

100

o+l — 1

b) Use a) para justificar a seguinte curiosa seqiéncia de resultados rela-
tiva a0 nosso sistema de numeragao:
1-94+2=11
12-94+3=111
123 - 9+ 4 = 1111
1234 - 945 = 11111
12345 - 9 + 6 = 111111

6. Aritméticaem Z

6.1 Mdaltiplos e diviseres

DEFIMCJO 2 Diz-se que um mimero inteiro a divide um inteiro b
se b = ac para algum ¢ € Z. Quando isto acontece também se diz que a € divi-
sor de b ou que b € miltipls de a {(ou divisivel por a).

Usaremos a notagiio a|b para indicar que a divide b ¢ 2}b no caso con-
tririo, O elemento c tal que b = ac é chamado guociente de b por a e indicado

por ¢ = —:— (eventualmente b © a).

Por exemplo: 1|0, —2|+2, 0|0, 34-5.
Em Z o conjunto dos miiltiplos de um dado elemento a sera também in-
dicado por M, e € assim constitufdo:

M, = {0, *a, +2a, +3a, ...} = M,
Por exemplo:

M, = {O}s M, = M(_n =Z

M, = {0, +2, +4, +6, ...} =M_,

M, =1{0, 3, £6, 9, ...} = M_;
Os elementos de M, sio os ndmeros pares de Z. E claro que os fmpares de Z sio
os elementos de Z — M, = {1, £3, #5, ...}. Em resumo:

M, = {2k|k € Z}

Z-M,={%k+1kEZ}

As propriedades da relagdo “‘x|y’’ em Z praticamente sdo as mesmas da

relagdo analoga em IN. Dai pprque néo nos deteremos em demonstragoes, sal-
vo onde houver especificidades.
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L d; ala (reflexiva)
d, alb e bja = a==+b
Por hipétese b = ac; e a = be, e portanto a = a(c,c,). E claro que se

2=0 entdo b =0 e portanto o resultado vale neste caso. Se a # 0, entio
TG = 1,do que resultac  =c,=1ouc,=c,=— 1 (por qué?). Dondeb ==+ a,

ff)di 2|b e blc = alc (transitiva)
d, alb e alc = a|(bx + cy), ¥x, yEZ
Em particular: alb = a|bx, vx €Z,
d; alb e= [aflfb]

(=) Por hipdtese b = ac, c €Z. Daf |b| = ac| = |a| ||, o que implica

la]||bf.
(=) Por hipétese |b| = |alc,c €Z. Como |b| 2 0 ¢ |a| 2 0, entiio se pode
concluir que ¢ > 0 e portanto ¢ = |c|. Assim: |b| = |a] |c| = {ac|.

Mas |b| = £b e |ac| = +ac = a(*c). Logo b = a(c) e daf a|b.
ds Sea=b+c e dic, entio: d]a = d|b.

6.2 Algoritmo da divisdo em Z
(ou algoritmo de Euclides)

Seja b um inteiro estritamente positivo. Se a € Z, mostremos que existe
n € IN* de modo que nb > a. De fato, tomemos n = |a| + 1. Como b 32 I,
entao:

nbzn=|a|+1>a
Logo € ndo vazio o conjunto.
S = {n € IN*|nb > a}

Observando que S C IN*, entéio 0 € uma cota inferior de S. Assim, pelo prin-
cipio do menor inteiro existe ¢ + 1 = min(S). Entio;

gbga<(qg+1)b
Somando —(gb) a cada um dos termos:
0g£a—-ghb<hb
Pondo a — gb =, entio:

a=gb+r,ondelgr<b
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Pode-se provar ainda, de maneira aniloga ao que foi feito em 4.2 (capitulo IT),
que q € I, nessas condigbes, estio univocamente determinados.
Assim chegamos ao

TEOREMA 1 (algoritmo da divisdio em Z ou algoritmo de Euclides):
Para quaisquer a, b € Z, b > 0, existe um unico par de inteiros g e r, de ma-
neiraque a =bg +r, onde 0 £ r < b.

Na igualdade que expressa o teorema, os elementos a, b, q e r sio cha-
mados respectivamente dividendo, diviser, quociente ¢ resto na diviszo euclidiana
de a por b.

Exempfo 3. Apliquemos o algoritmo aos niimeros a = ~38 e b = 8.
Chbservemos que o primeiro multiplo de 8 que supera —38 é —32.
4840 —32 24 16 =8 0 8 16 74 32 40 48

t
-38

Ou seja: =32 = (q + 1) - 8, 0 que implica q = —5. Daf:
r=a-gb=-38-(-5)-8=2

Assim: ~38 =8 - (—5) + 2, onde —5 € o quociente ¢ 2 o resto.

EXERCICIOS

172. Ache o quociente e o resto na divisdo euclidiana de a per b nos seguintes
casos:

a) a=390,b=74 b)a=—124b=18 «¢)a=—420,b=>58

173. Na divisio de 326 pelo inteiro b > 0, segundo o algoritmo de Euclides, o
quociente € 14 e o resto € r. Ache os possivels valores de ber.

174. Na divisiio euclidiana de —345 por um inteiro b > 0, o resto € {2, Ache
o divisor e o quociente em todos 0s casos possiveis,

Resolugdo: —345=b - q + 12 (12 <b). Dai —357 =bq (b > 12).
Donde as possibilidades s3o as seguintes: b = 17 ¢ g = =21 ou b = 21
e q=-—17.

175. Na divisdo euclidiana de a por b o quociente é 6 ¢ o resto, ¢ menor possi-
vel. Ache a e b nos seguintes casos:
a) a—b=2>525
b) a + b =234
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176.

177.

178,

179,

180.

181.

182.

183.
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Qual o maior mimero natural de quatro algarismos divisivel por 197 E
qual o menor?

Prove que:
a) 8" — 37 é miiltiplode 5, ¥n 2 0
b) 64|(3%*? —8n — 9), ¥n > 0

c) 71(37*1 — 2°*1), ¥n » 0
d) 9)(2® + 15n — 1), ¥n 2 0

Sejam a, b, ¢ inteiros tais que a|(b — 3¢) e a|(3b ~ 4c). Mostre que
a|c. Pode-se concluir também que a|b? Justifique a resposta.

Seja m um inteiro impar. Mostre que o resto da divisdeo de m por 4 € 1
ou 3.

Resolugdo: Vamos supor m = 2n + 1. Se r € o resto na divisio de m
por 4, entio:

Zn+1=4g+r(r=0,1,20u3)

Parar =0 ou r = 2, 0o segundo membro dessa igualdade seria par, o

_que nao € possivel.

Sejam m, n inteiros quaisquer. Mostre que:

a) m € par se, e somente se, m + 2n € par.
b} m + n € {mpar se, e somente se, m — n ¢ impar.

Seja a um inteiro. Mostre que:

a} Um dos inteiros a, a + 1, a + 2 € divisivel por 5.

b) Um dos inteiros a, a + 2, a + 4 ¢ divisivel por 3.

¢} Um dos inteiros a, a + 1, a + 2, a + 3 £ divisivel por 4.

Resolugdo de b): Devido ao algoritmo de Euclides, a = 3k, a = 3k + 1
ou a = 3k + 2. No primeiro caso 3]a; nosegundoa+2=3k+1+2=
= 3(k + 1) e portanto 3|(a + 2); por fim,se a = 3k + 2, entioa + 4 =
=3k+6=3k+2)e 3|@a+1.

Seja m um inteiro cujo resto da divisio por 6 € 3. Mostre que o resto da
divisio de m por 3 € 2.

Se o resto na divisdo euclidiana de m por 8 € 5, qual o resto na divisao de
m por 4?7

184.

185.

186,

187.

188.

189.

190.

191.

192,

Sejam m e n inteiros impares. Prove que:
a) 4|(2m — 2n)

b) 8|(m? — n?)

¢) 8|(m?+ n? - 2)

Mostre que r{[{r + 1)* — 1], paratodor > 2etodon 2 1,

Prove que, para todo n 2 O:
a) 7|(2™ - 1)

b) 8|(3™ + 7)

c) 3|[2" + (~1)"']

Mostre que a diferenga entre os quadrados de dois inteiros consecutivos
¢ sempre um nimers impar. E a diferenga entre os cubos de dois intei-
TOSs COI].SCCU.tiVOS?

Seja m um inteiro.
a) Mostre que o resto da divisdo de m? por 3 é QO ou 1,
b) Se m ¢é fmpar, mostre que o resto da divisdo de m? por 4 € 1,

Resolugdo de b): Como m =2k + 1, entio m*=4k? + 4k + 1 =
=4 . q+ 1 (g =k* + k). Pela unicidade do resto r da divisao em tela,
r=1,

Se a é um inteiro ndo divisivel por 2 € nem por 3, prove que 24 |(a2+ 23).

Demonstre que: para que a’ -~ b’ seja mdltiplo de 3 é necessério e sufi-
ciente que a — b seja miltiplo de 3.

Se 10a + b € multiplo de 7, prove que a* — b® também o €.

Seja a um inteiro tal que 24a e 3fa. Prove que 24|(a® — 1).

Resolugdo: Aplicando o algoritmo da divisio para a como dividendo e
6 como divisor: a=6r +s(s =0, 1, 2, 3, 4 ou 5). Como 2{a e 3}a,
entio s=1 ou s =5 No primeiro caso: a’~ 1= (6r+ 1) =t =
36¢7 + 12r = 12r(3r + 1). Se r € par, entao 12r € miiltiplo de 24 e o
mesmo se pode dizer, portanto, de a? — 1; se r é impar, entdo 3r + 1 €
par, daf 24[(a? — 1)./O caso s = 5 pode ser enfrentado pela mesma li-
nha de raciocinio, .
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6.3 Maximo divisor comum

DEFINICAO 3 Sejam a ¢ b mimeros inteiros quaisquer. Entende-
mos por mdxime divisor comum de a e b e indicamos por mdc(a, b) o niimero in-
. teirp positivo definido por:
mdc(a, b) = mde(|al, |b])
onde o segundo membro indica, obviamente, o méximo divisor comum de |a|
e |b| em IN.

Que mdc(a, b) existe e € dnico, para quaisquer a, b € IN, fato jd impli-
cito na defini¢do 3, decorre da teoria do maximo divisor comum em IN (item
6, cap. II). Outra consequéncia é que mdc(a, b) = mdc(a, b), para todo par
de elementos a, b € Z.

~ Se mdc(a, b) = 1, diz-se que a ¢ b 50 primos entre 5t ou que a ¢ primo com
b (ou vice-versa).
Por exemplo:
mdc(—4, 6) = mdc(4, 6) = 2
mde(—2, —=3) =mdc(2, 3) =1
mdc(0, —4) = mdc(0, 4) = 4

PROPOSICAO 4 Um niimero d € o méximo divisor comum de ae b
(a, b € Z) se, e somente se:

idz0
ii dla e d|b
iii claeclb =c|d
Demonstragdo:

{ =) Como d =mdc(a, b) =mdc(]al, |b|), entdo d > 0. Por hipdtese
d||a| e d[[b], o que implica d|a ¢ ¢|b. Finalmente, sec|a e c|b, en-
tio ]cl' |al elc] l |b], do que segue ]c|| mdc(|al, [b]). Daf, c|d.

( *=) Comod|a e dib, cntiod||a| e d||b|.Scc“a| e cl|b|,entioc|a e
c|b; daf c|d, devido a iii. [ |

PROPOSICAO 5 Se a|b, entdo mdc(a, b) = Jal.

Demonstragio: i Obviamente |a| 3 0. ii .Como a = |a| (1), eatdo
a € miiltiplo de |a|; e como a|b, entio |a”b. iii Secla e c|b, entdo c||a|.

PROPOSI(J:;O 6 Se a = bq + r, entdo mde(a, b) = mde(b, ).
A demonstragdo desta ultima proposicio ¢ andloga a4 da proposicao 2
(iten 6, cap. II) — porisso nido a faremos,
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As proposi¢bes 5 e 6 servem de base para a determinagio de mdc(a, b)
pelo processo das divisdes sucessivas, também no caso presente. Por exemplo,
sea=—26¢e b= 18:

1] 2 | ¢
2 | 18] 8 | @
8| 2| o

A explicagio (justificativa) do processo também consta do item 6, capitulo II.
Assim:

mdc(—26, 18) = mdc(26, 18) = 2

PROPOSICJ‘O 7 Se d = mdc(a, b), entdo existem x,, yo €EZ de

maneira que

d=a.x‘)+ bYU

Demeonstracdo: Sea =b = 0, entio d = 0 e qualquer par x,, y, satis-
faz 0 = Ox; + Oy,.
Se a # 0 ou b # 0 (ou ambos), seja:
S ={ax + by|x, y €EZ}

Comoa:-a+b-b=a’+h?’€8Sea?+b?>0(poisa+ foub #0), entdo
em 5 h4 elementos estritamente positivos. Se d € o menor desses inteiros, mos-
tremos que d = mdc(a, b). De fato:

fi Como d € 8§, entio existem x,, v, € Z de modo que d = ax; + by,. Apli-
cando o algoritmo da divisdo acs elementos a ¢ d
a=dg+r (0£r<d
Substituindo d nesta igualdade pelo segundo membro da igualdade
anterior:
a=(axy+ byy)q+r
€ entdo:
r=a(l — gxp) + b {q(-Y0)]

de onde se conclui que r € 8. Sendo r positivo ¢ levando em conta que d €
o menor dos elementos estritamente positivos de S, entdo r = (. Donde
a=dq e d|a. Analogamente se prova que d(b.

iii Como d = ax, + by,, todo divisor ¢ de a e b ¢ divisor de d. |
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#
COROLARIO I Dois nimeros a ¢ b sdo primos entre si se, ¢ somente
se, existem X,, ¥, € Z de maneira que ax, + by, = 1,

Demonstracdo:

(=) E a proposigio 7 parad = 1.

(«<)E claro que 1>0 e que L]ae 1]b. Agora, se c|a e c|b, entdo
c|(ax, + by,), ou seja, c|1. , =

Exemplo 4: Os elementos x,, y, cuja existéncia a proposigao anterior
garante nao estio univocamente determinados. Mas o processo das divisdes
sucessivas nos permite encontrar sempre uma solugdo para esse problema
quando a # 0 e b # 0 {os demais casos sdo imediatos). Sejam por exemplo
a=—26 ¢ b = 18. Como j4 vimos:

26 =18 -1 + &
8= 8- -2+ 2
&= 2 - 4

onde destacamos os elementos principais do processo. Como mdc(26, 18) = 2,
toma-se a igualdade onde o resto € 2 ¢ faz-se:

2=18-8-2

Como 8= 26— 18 - 1 {0 que sai da primeira das igualdades anteriores),
entdo:

2=18-(26-18-1) - 2=26(-2)+18-3
Isto mostra que (-2, 3) € solugdo de
26x + 18y =2

Portanto, x, = 2 € y, = 3 sdo uma solugio de (—26)x + 18y = 2.

Observe-se que, por exemplo, (20, 29) também ¢ solugdo de
(—26)x + 18y = 1. Ainda neste capitulo {7) mostraremos como achar o con-
junto das solugbes de ax + by =c(a, b,c €Z).

COROLARIO 2 Se a ¢ b estio em Z, a#0oub#0, e se

d = mdc(a, b), entio:

a b
mdc(g,g)=l
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Neste caso € possivel uma demonstragio mais elegante que em IN. Da hi-
pétese decorre que existem x,, y, € Z para os quais ax, + by, = d. Daf:

a

b
g Xt gYe=1

o que, pelo corolidrio anterior, garante a tese. a

COROLARIO 3 se a|bc e mdc(a, b) = 1, entdo a|c,

Por hipétese existem x4, y, €Z de modo que ax,+ by, = 1. Dai
(ac)xy + (bc)y, = ¢. Como a divide o primeiro membro (pois € fator de ac ¢
divide be, por hipétese), entdo a|c. n

COROLA’RIO 4 Se a € b sdo divisores de ¢ # 0 e mdc(a, b) = 1,
entdo ab|c.

-Deixamos a demonstragao como exercicio. A idéia €, mais uma vez,
usar o coroldrio 1.

Nota: O conceito de méiximo divisor comum pode ser estendido para
trés ou mais nimeros inteiros, por recorréncia, assim:

mdc(a,, 2, ..., 8,) = mdc(mdc{a,, a,, ..., a,_,), a,)
Nessas condic@es d € Z € o méximo divisor comum de a,, ..., a, se, € somen-
tese,id » 0;iid|ai=1,2,...,n)idiic|ai=1,2,...,n) = c|d.
Por exemplo: mdc{—6, —4, 8) = mdc(mdc(—6, —4), 8) =
= mdc{mdc (6, 4), 8) = mdc(2, 8) = 2.

6.4 Minimo maltiplo comum

DEFINT GA-. 0 4 Dados a, b € Z, existe e é 1inico o minimo miltipio
comum m de |a| ¢ |b| em IN. O nimeroc m € chamado também minime maiiti-
plo comum de a e b. Notagdo: m = mmec(a, b).

Da teoria do minimo miiltiplo comum em IN decorre que mmc(a, b) =
= mmc(b, a).

Seja m = mme(a, b). Notemos o seguinte:
i m 2 0 pois m é o mmc de Ja| ¢ |b| em IN.
ii Como m & muiiltiplo de [a] € de |b|, entdo m € multiple de a € b.
iii Se m’ & mdltiplo de a e b, também o € de |a| e de | b} e portanto é miiltiple
de m, pois m = mmc(|al, |b[) (em IN}.
Reciprocamente, seja m 2 0 um inteiro miltiplo de a e de b, tal que to-
do rmudltiplo comum de 2 e b também ¢ € de m. Isto posto: a) m é muiltiplo de
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fajede |b; b) se m’ & miltiplo de |af e [b|, m’ é miltiplo de a e b e portanto
¢ muiltiplo de m. Logo m é o mmc de |a| e |b|em IN e entdioommcdeaeb
em Z. '

PROPOSIGJO 8 Para quaisquer a, b € Z:
mdc(a, b) - mme(a, b) = |a| |b| = |ab]|
Em particular, se a # 0 ou b # 0, entdo:

|ab|

mmc(a, b) = m

Demonstragdo: De fato, levando em conta a proposigo 4, capfitulo I1:
mde(Jal, Ibl) mmc(lal, [b]) = [a] b] = |ab]
Agora € 56 levar em conta que
mde(|a[, [b|) = mde(a, b) ¢ mme(|al, |b}) = mmc(a, b)
Esea# 0 ou b # 0, entio mdc(a, b) = mde(|a{, [b{) # 0. Logo:

|ab]

mde(a, b) -

mdc(a, b) mmc(a, b) = |ab| = mmc(a, b) =

Por exemplo, como mdc(—26, 8) = 2 (exemplo 4), entdo

~2618] _, .

mme(—26, 8) = I 26 = 104
2

Nota: Se a,, a,, ..., a, €EZ (n > 2), entio pode-se definir o minimo
muiiltiplo comum desses elementos, por recorréncia, do seguinte modo:
mmc(al‘! Az, ..y an) = mmc(al! mmc(ais By, 00y an))
Isso posto, um elemento m € Z é minimo miltiplo comum de a,, a,, ..., a,
se, € somente se:
im20 iialm@i=12..n); iiialm(i=12..,n) = m|m.

Por exemplo: mmc{—6, 10, —12) = mmec(=6, mmc(10, —12)) =
= mmc (6, mmc(10, 12)) = mmc(6, 60) = 60.

EXERCICIOS

193. Calcule:
a) mmc(—-120, 68)
b) mdc(0, -204)
¢} mde(—68, —250)

d) mme(20, -74)

e) mmc(—42, —54)

f) mmc(-20, 77, —120)
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194,

195,

196,

197,

198.

199.

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

Sea=-52-41,b=32-5": 19 e ¢ = —13, determine:
a) mdc(a, b) ¢) mdc(a, b, ¢}
b} mmc(b, c) d) mmc(a, b, c)

Se A={x€Z|mdc(x, 2)=1} e B = {x € Z|mde(x, 3)= 1}, ache
AN B,

Se n € inteiro, quais os possiveis valores de mde(n, n + 7)?

Encontre os valores possiveis de b em Z de maneira que:
a} mde(63 — b, b)=19 c} mme(b, b + 15) = 180

576
4 s

b) mde(20 + b, b) = 4 d} mdc (

a) Se n € um inteiro par, prove que mdc(n, n + 2) = 2.
b) Se n € {mpar, prove que mde(n, n + 2) = 1.

Resolucdo de b): Sejad = mdc(n, n + 2). Entdo d|n, d|(n + 2) e por-
tanto d|2. Logod = 1 ou d = 2. Mas como n € impar, ent3o d néo po-
de ser igual a 2. Donde d = 1.

Sejam a e b inteiros primos entre si. Prove que mmc(a, b) = lab)|.
Sejam a, b € Z. Prove que: mdc{a, b} =1 = mdc{a + b, b} = 1.
Sejam a, b e c trés inteiros assim relacionados: ¢ = ab + 1. Prove que
mdc(a, ¢} = mde(b, ¢) = 1.

Sejam a, b e c inteiros arbitrdrios. Se mdc(a, b) = 1 e c|{(a + b), prove
que mdc(a, ¢) = mde(b, ¢) = 1.

Resolugdo: Sejad = mdc(a, c). Entiod|a, d|ce, comoc|(a + b), en-
tiod|(a + b). Logo d|b, poisb = (a 4+ b) — a. Consegiientemente d |1,
peis 1 = mde(b, ).

Sejam a e b inteiros primos entre si. Prove que mdc{a + b, a - b} =1
ou mde{a + b, a —b)y=2.

Mostre que mdc(a, b) = mdc(a, b, a + b), para quaisquer a, b € Z.

Seja ¢ um inteiro impar. Se ¢ é um divisor de a + b e de a — b, mostre
que ¢ também € um divisor de d = mdc(a, b).

Considere os inteiros a, b e c. Se a|c, c|b e mde(a, b) = 1, prove que
a= =],
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207.

208.

209.

210,

211.

212,

213.

214.

215,

216.
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Para dois inteiros quaisquer a e b, prove que mde(a, b) = mdc(5a + 3b,
13a + 8b). ) '

Se mdc(m, b, ¢) = 1, prove que mdc(a, b, ¢) = mde{ma, b, ¢), para
qualquer a €EZ,

Resolugdo: Sejad = mdc(a, b, ). Obviamente d 2 0 e d|(ma), d|be
d|e¢. Seja r um divisor comum & ma, b € ¢ e mostremos que mdc(r, m)
= 1. Defato,ses|r e s|m, entdos|b,slc e s|medais = £1,devido &
hipétese. Como rj(ma), o fato de mdc(r, m) = I implicar|a. Logo, r|a,
r|b e r|c e portanto r|d.

Para todo inteiro n, prove que n{n + 1) € n + 2 sfio primos entre si se n
¢ fmpar € mde(n(n + 1), n + 2) = 2 se n & par.

Se d = mdc(—68, 42), ache dois inteiros x, ¢ y, de maneira que

{(—68)xy + 42y, =d
Encontre um par de inteiros x4, ¥, para o qual (—102)x, + (—49)y, = 1.

Se a e b sHo inteiros nido nulos, prove que:

a) Exister inteiros x e y para os quais ax + by = c se, e somente se, ¢ £
multiplo de d = mde(a, b).

b) Se existem x, y € Z de maneira que ax + by = d, onde d = mdc(a, b),
entio mde(x, y) = 1.

Demonstre que se albc e mde(a, b) = d, entéio a|cd.

Resolugdo: Devido 3 proposigio 7, existem x,, y, € Z para os quais
d = ax, + by,. Daf: ¢d = (ac)x, + (bc)y,. Como a|(ac) e, por hipétese,
a)(bc), entdo a|cd.

Prove que, se alc, b]c e mde(a, b) = d, entdo ab|cd.
Sugestdo: Use a mesma idéia do exercicio anterior.
Prove que mde(a + b, a — b) 2 mdc(a, b), para quaisquer a, b € Z.

Sejam a e b inteires primos entre si. Prove que:
a) mdc(2a+b,a+2b)=10ou3

b) mdc{a + b, a’+ b¥)=10u2

c) mdc(a + b, a* — ab + b?) = 1 ou 3

217.

218.

219,

220.

221,

222,

Resolugdo de a): Seja d = mdc(2a + b, a + 2b). Entdo d|(2a + b),
d|(2a + 4b) e portanto d|(3b). Mas mde(d, b) = 1. De fato, se r|d e
r|b, entdo r{(a + 2b) e r|(2b) e daf r|a; absurdo pois mdc(a, b) = 1.
Logo d|3, razio pelaquald = L oud = 3.

Se se efetua a divisao euclidiana de 4 373 e de 826 pelo mesmo mimero
b > 0, obtém-se restos 8 e 7, respectivamente. Qual o valor de b?

Determine todos os numeros de trés algarismos que sdo miiltiplos, si-
multaneamente, de 9 e 11.

a} Se n é um inteiro arbitrario, prove que n(2n + 7)(7n + 1) € miiltiplo
de 6.

b) Prove que ab{a’+ b?} (a? — b?) € mdltiplo de 30, para quaisquer
a,bEZ,

Sugestdo para b): Mostrar que a expressio dada ¢ divisivel por 5 e
por 6.

Prove que: mde(a, mn) # 1 «= mdc(a, m) # 1 ou mdc(a, n) # 1.

Resoluciio:

(=) Vamos supor mdc(a, mn)=d >1, mde(a, m)=1 e
mdc(a, n} = 1. Desta dltima relagio decorre que, para conve-
nientes x4, vo € Z, axy + nyy = 1. Dai amx, + mny, = m. Como
d divide as parcelas do primeiro membro desta igualdade, d |m.
Mas d|a e, sendo 1 = mdc(a, m), d = 1, Absurdo.

{ = ) Admitamos, com a hipétese feita, que mdc(a, mn) = 1. Logo, pa-
ra algum par x,, y; € Z, ax, + mny, = 1. Mas daf segue, simul-
taneamente, que mde(a, m) = mdc(a, n) = 1 (coroldrio 1, propo-
si¢do 7). Absurdo.

Prove que o produto de cinco inteiros consecutivos € miltiplo de 120,

Se a, m e n sdo inteiros positivos e n € impar, prove que:
mde(a®—1,a™+ 1) £ 2

Resolugdo: Seja d = mde{a" ~ 1, a=+ 1). Entdo a"=1+kd e

am=sd — 1. Dai (a")"=a™=1+ud e (a™)"=a™ =vd — 1 (ver

exercicios 157 e 158). Dai §{ + ud = vd ~ 1 e portanto d(v — u) = 2.
Donde d|2, o que implicad = 1 oud = 2.
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6.5 Nuameros primos

DEFINICAO 5 Um nimero p € Z & chamado inteiro primo (ou sim-
,plesmente primo) se |p] € primo em IN.
Por exemplo: —2, —3 e —35 sdo inteiros primos pois 2, 3 e 5 sfo primos
em IN.

PROPOSIGJO 9 Seja p € Z. Entdo p ¢ um inteiro primo se, e so-
mente se, p # 0, p # =1 e os Unicos divisores de p sdo *1 ¢ *p,

Demonstracéo:

(=) SepéprimoemZ entdo |p|é primoem IN. Logo [p| # 0 e |p] # 1,0
que implicap# 0 e p # £1.

Se a|p, entdo Ia[l[pl ¢, devido 3 hipétese, |a| = 1 ou |a| = p. Logo
a=z1oua=z=p.

(<=)Sep#0e p#+l,entdo|p|#0 ¢ |p| #I.SeCEINecllpLentéo
|p] = cq(q € IN) eentdio lp| = Jcq]. Dafp = *cq = c¢(xq) e portanto
cip (em Z). Pela hipétese ¢ = +1 ou ¢ = +p. Como ¢ € IN, entdo
¢ =1 ouc = |p|. Assim, provamos que {p| é primo em IN. Logo p é
primo em Z.

PROPOSICAO 10 Sejam a, b ¢ p niimeros inteiros. Se p|ab e p €
prime, entdo p|a ou p|b.
A demonstragao nio difere daquela feita para a proposicdo 6, capitulo II.

TEOREMA 2 (teorema fundamental da aritmética em Z): Seja a €Z,
a#0¢a# +l. Entdo existem mimeros primos p,, p;, ..., p. EZ (r 2 1),
todos maiores que 1, de maneira que:

a=pPpr-..P: ou a=-ppy--.Pr

conforme a > 0 ou a < 0. Ademais essa decomposi¢do, a menos da ordem dos
fatores, € dnica.

A demonstragdo é imediata. No que tange i existéncia, basta considerar
que a = x|al e aplicar o teorema fundamental da aritmética (teorema 3, cap.
1I) ao mimero natural | a|. Quanto 3 unicidade, o raciocinio é o mesmo em-
pregado no referido teorema.

Por exemplo:

-100=-22. 5
-105=~3-5-7
Um nimero inteiro a # 0, a # =1 que nio é primo chama-se composto.
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Obviamente a ¢ composto se, e somente se, ~a € composto. Se a € composto,
entdo existem b, ¢ €Z, 1 < b, ¢ < |a|, de modo que a = x(b¢). De fato, co-
moa # 0 e a # *1, entdio a admite um divisor primo b > 1. Daf a = bq, on-
de q €Z ¢ q # £1 (pois a ndo € primo), além de, obviamente, g # 0. Dai
lq] > 1. Considerando ainda que |a| = {b| |q} e |b] > 1, entio jq| < |a].
Assim, basta fazer ¢ = |q].

EXERCICIOS

223. Decomponha em fatores primos, segundo o teorema fundamentat da
aritmética em Z, os seguintes inteiros:
a) —28 820 c) —12 317
by -1 324 413 d) —1 996

224. Verifique se sdo primos os seguintes inteiros:
a) —449 c) —511
b) —427 djy —227

225, Seja p um ndmero primo, p ¥ 2 ¢ p ¥ +3. Prove queexistek € Z de
modo que p? = 24k + 1,

Sugestdo: A hipétese obriga que p = 6a *+ 1.

226. Para todo inteiro n, prove que:

mde(n — 1, n’+n+1)=1 ou 3

Resolugao: Vamos supor mde(n — 1,07+ n + 1) =d > 1 esejapum
divisor primo de d. Entdo pl(n - 1)?e pl(n? + n + 1); daf p|{3n, pois
(n*+n+ 1) —(n - 1)*= 3n. Como p € primo, entdo p|3 ou p|n. Se
pln, como p|(n? + n + 1), entdio p|1, o que ndo ¢ possivel. Logop = 3
{ou p = ~3) e o tnico fator primo positivo de d é 3. Provemos que o ex-
poente de 3 em d € 1, ou seja, que d = 3. Se d = 3* (k > 1), entdo
9(n=1) e I(m*+n+1); dai n=9r+ 1 e n’+ n+ 1 =9s; logo,
Or+ 1Y+ G+ D+1=81r2+27r + 3 =909+ 3r)+ 3 =95, do
que resulta 3(9r? + 3r) + 1 = 3s. Absurdo. Donde, se d >> 1, entdo
d=3.

227. Determine todos os inteiros primos que podem ser escritos como n? —
para algum n € Z.

228. Sen € um inteiro e n® — 1 € primo, mostre quen =2 oun = —1,.
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229,

230,

231.

232.

233.

234,

235.

236.

257.
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Para todo inteiro n > 3, prove que n* + 4 é um nimero ‘composto,

Sugestdo: Acrescente 4n? — 4n? 2 expressio e procure fatorar o resul-
tado.

Se n? + 2 ¢ primo, prove que n ¢ multiplo de 3.

Sugestdo: Mostre que sdo impossiveis as alternativas n = 3g + 1 ou
n=3g+ 2

S¢ p 2 5 € um mimero primo, prove que p?+ 2 € um mimero composto,

Se o resto da divisdo euclidiana de um mimero primo por 3 € 1, mostre
que na divisdo desse mimero por 6 o resto também € 1.

Sejam d, = mde(a, b,) ¢ d; = mdc(a, b,). Prove gque mdc(a, b,b;) =
= mdc{a, d,d;).

Sugestio: Se r é um divisor qualquer de b,b,, entdo r = r,r;, onde r, ¢
divisor de b, e r, € divisor de b, — o que € conseqiiéncia do teoretna fun-
_damental da aritmética.

Seja n 2 4 um ndmero inteiro composto. Prove que n divide (n — 1}!

Resolugdo: Sendo n composto, entao existem a, b € Z de maneira que

1<a,bg£n—1en=ab. Assim, aeb sio fatoresde (n — 1)! Sea # b,
£ imediato, entdo, que ndivide (n — 1)! Sea=bh, ention=a’2z 4,0
que implica a = 2. Daf 2a € a’= n e portanto 2a também ¢ fator de
(n — 1)} Donde

m-t=@m-1)...(2)...a...2 - 1
o que mostra que a*{(n — 1)!
Ache dois inteiros a e b, se o primeirc tem 21 divisores, o segundo 10 e
mdc{a, b) = 1 250.
Mostre que hd uma infinidade de primos da forma 4r + 1.

Sugestdo: Suponha que os primos dessa forma fossem n:p;, py, ..., Py
Considere a = p,p; ... p, + 1. Os fatores primos de a tém que ser da
forma 4n + 3. Mas isso levard a um absurdo.

Ache o menor inteiro positive n para o qual a funcio f(n) = n? + n + 17
fornece um ndmero composto. Faca o mesmo com as fungdes
g(n) = n*+ 21n + 1 e h{n) = 3n* + 3n + 23.

238.

239.

240,

241,

242.

243.

244,

Em 1742 o russo Christian Goldbach formulou a seguinte conjectura
(conhecida como conjectura de Goldbach): ‘*Todo inteiro par maior que 2 €
soma de dois nimeros primos positivos’’. Por exemplo: 4 = 2 + 2;
6=34+3;8=3+510=3+4+7;12=15+4 17, ctc. Essa ainda € uma
questio em aberto na Matemaitica,

Admitindo a conjectura de Goldhach, prove que todo inteiro par maior
que 3 € igual & soma de trés mimeros primos positivos.

Sugestdo: Se 2n — 2 =p+ q(p e q primos), entdo 2Zn =2+ p+qe
Zn+1=p+q+3.

Seja p um niimero impar. Se pe p + 2 530 niimeros primos, diz-se que p

e p + 2 s&o primos gémeos. '

a) Mostre que 1 949 e 1 951 sio primos gémeos. _

b) Se pep + 2 sdo primos gémeos e p > 3, mostre que sua soma € mal-
tiplo de 12.

Seja p# 5 um niimero primo {mpar. Prove que 10)(p?—1) ou
10](p*+ 1).

Sejam a e b inteiros tais que mde(a, b) = p, onde p € primo. Prove que
mdc(a?, b} = p ou p*

Resolugéo: Seja mdc(a?, b) = d ¢ indiquemos por g um divisor primo
de d. (Note-se que como p|a? e p|b, entdo d > 1.) Como q|a® e q|b,
ento g|ae q|b; daiq|p e portanto q = p. Assimd = p*(r » 1). Vamos
supor que r > 2. Entdo, de um lado, p?jb., De outro, p*la? o quelevaa
a’? = p'q (g € Z); mas p|a € entlio a = ps (s € Z); assim p?s? = p'q, de
onde segue (cancelando p?) que pls e portanto (j4 que a = ps) p?|a. Co-
mo porém mdc(a, b) = p, as conclusdes a que chegamos (p?|a e p?|h)
constituem um absurdo. Logo r € 2.

Se mdc(a, b) = p, onde p € primo, mostre que mdc(a3, b) = p, ptou p’.

Quais os valores possiveis de mdc(a?, b*}, se mdc(a, b) € um nimero
primo? Justifique,

a) Ache o expoente de 5 na decomposigao de 100! em fatores primos.
b} Qual o expoente de 7 na decomposigao de 1 000 em fatores primos?
Justifique a resposta.

Resolugdo de a): Os fatores de 100! = 100 - 99 - ... 2 - 1emquco 5
figura sdac 5, 10, 15, ..., 95, 100 (vinte fatores). Observemos que:
5-10-15...95-100=5% - (1 - 2 - 3...19 - 20). No produto en-
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tre parénteses o 5 figura nos fatores 5, 10, 15 ¢ 20. Como
3-10-15-20=3*.(1-2 -3 . 4), entdo o expoente de 5 no fato-
rial 100! € 20 4 4 = 24,

245, Decomponha em fatores primos, segunde o teorema fundamental da
aritmética, o quimero 50!

Suges&io: Estenda o raciocinio do exercicio anterior a todos os fatores
primos de 50!

246, Se mdc(a, b) = d, prove que mde{a?, b?) = d2

247. Se p e p? + 8 sao ambos nimeros primos, prove que p* + 4 também ¢
primo.

248. Sejam a e b inteiros primos entre si e n um inteiro tal que n + 2 = p é
um nimero primo. Mostre que:
mdc(a + b, a2 —nab + b?} =1 ou |p|
249. Sea = 2"+ | € primo (n > 1), prove que n = 2" (r 2 0).
Resolug@o: Vamos supor que um dos fatores primos de n fosse fmpar.

Se 28+ 1 (s #0) € esse fator, entBon=t(2s+ 1), onde t = 1, ¢
a= ( 2|)25+1 + 1

Fazendo 2' = x, entdo a = x*+' + 1, Mas, conforme exercicio 163:
Wl =(x+ DN (xF=x214+ . —x4+1)=2a

Absurdo, poisx +1 22 e x*—x»1+ ... -x+ 12 2(porquéf)ea

¢ primo. Se n n@o possui fatores primos {mpares, entio n € poténcia de 2

(expoente 2 0).

7. Equagdes diofantinas lineares

Diofanto de Alexandria viveu provavelmente no século 111 d.C. Dele se
conhecem duas obras: Sebre mimeros poligonais € Aritmética. Esta dltima, da qual
restam seis livros (segundo o preficio o nimero total de livros seria treze), € a
mais importante ¢ original, Trata-se de uma coletfinea de problemas, na maio-
ria indeterminados, para cuja resolugio Dicfanto usa sempre métodos algébri-
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cos, com o que se distingue substancialmente da matemnatica grega cldssica.
Devido a essa sua utilizagao de métodos algébrices, hoje recebern o no-
me de equagdes diofantinas todas as equagdes polinomiais (com qualquer nidmero
de incégnitas), com coeficientes inteiros, sempre que se trata de procurar suas
possiveis solugdes também entre os inteiros. [sso embora Diofanto s6 tenha es-
tudado algumas dessas equacgbes, em casos particulares, e embora o universo
que tenha usado para resolugio de seus problemas fosse o conjunto dos niime-

ros racionais positivos,
Neste itemn estudaremos as equagies digfantinas lineares, especialmente com
duas incégnitas. Consideremos pois uma equagfo:

ax + by = c (1)

onde a, b € Z ¢ suponhamos a ¢ b nao simultanecamente nulos. Uma soluggo
de (1) €, neste contexto, um par (x,, y,) €EZ x Z para o qual a igualdade:

ax, + by, = ¢

é verdadeira. Vejamos em que condi¢Ses (1) admite solugdes.

PROPOSICAO 11 Uma equaciio diofantina ax + by = ¢, em que
a # 0 ou b # 0, admite solugdo se, e somente se, d = mde(a, b) divide c.
Demonstracao:
{ =) Se (%, ¥o) €Z x Z ¢ solugdo, vale a igualdade:
axg+ by, =c¢
Como dfa e d|b, entio d|c (propr. d,).

( =) Como d = mdc(a, b), a proposigao 7 garante que d = ax, + by,, para
um conveniente par (x,, yo) € Z x Z. Mas da hipdtese d|c segue que
¢ = dt, para algum t € Z. Assim

¢ = dt = (ax, + byy)t = a(xgt) + b(yet)

0 que mostra que (Xqt, Yot) € solucfio da equacdo considerada. n

PROPOSICAO 12 Seja (x;, y,) uma particular solugio da equagio
diofantina ax + by = ¢, onde a # 0 e b # . Entfo essa equagio admite infi-
nitas solugBes e o conjunto dessas solugGes ¢:

S=l(xo+—3—t,yo—%t)|tez}

onde d = mde(a, b).
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Demonstraga@o: Se indicamos genericamente por (x’, y') as solugbes
de ax + by = ¢, entdo
ax’ + by’ = c = ax, + by,
£ que equivale a
‘ a(x’ = xp) = b{ya = ¥')
Daf, supondo a = dr € b = ds, vem
r(x — %) =s(yo—Y')

onde mdc(r, s) = 1. Como, pela igualdade anterior, r divide s(y, — y’), entdo
r|(yo — ¥') e portanto y, — y’ = rt para algum t € Z. Donde

H

a
Yy =Yo—rt=yo— gt
Observando agora que

r{x’ ~ x¢) =s(yo—y’} = srt

obtém-se

b
x’=xg+st=xo+?t

Por outro lado ndo h4 dificuldade nenhuma em se verificar que, para to-
dot €Z, o par

b a
Xg + q t, ¥o — q t
€ solugio da equagac dada. Isto conclui a demonsiracio. [ ]

COROLARIO Se a e b nio sio nulos ¢ mdc(a, b) = 1, entdo a equa-
¢io diofantina ax + by = ¢ tem conjunto solucio nio vazio dado por

8 = {(xp+ bt, yo — at)|t EZ}

onde (x;, yo) é uma de suas solugdes particulares.

Exemplo 5: Vejamos como achar as solugdes de 172x + 20y = 1 000.
E claro que essa equagio é equivalente a 43x + 3y = 250, obtida pela divisdo
de seus coeficientes por 4, Como mdc (43, 5) = 1, esta dltima equacio € compa-
tivel (tem solugdes), o mesmo ocorrendo, portanto, com a equagdo dada. Note-
mos que se (X, ¥o) € solucio de 43x + 5y = 1, entdo o par (250x,, 250y,) € so-
lugdo de 43x + 5y = 250. Mas uma solugiio de 43x + 5y = 1 pode ser achada
conforme o exemplo 4: de
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43 =5 -8+ 3
S=3 -1+ 2
3T=2.-1+1

obtém-se
I1=3-2-1=3-(5-3-1)=3-2+5 -(-1)=(43-5-8) 2+
+3-(~1)=43-2+4 5. (—17) e portanto:
(xoa YD) = (2! —17)

Logo (250x,, 250y,) = (500, ~4 250} é uma solugio particular da equagio da-
da. Conseqiientemente sua solugao geral se expressa por:

x = 300 + 5t

y=—4250 - 43t

ondet € Z,

Nota: Quando os coeficientes de x e y numa equagio diofantina linear
nio sio ambos positivos, sua resolugdo pode ser feita mais facilmente obser-
vando que: se (X, ¥o) € solugdo de ax + by = c, entdo (—x,, yo), (%3, —Yu) €
(—xg, =~ ¥o) s#o solugbes respectivamente de

—ax +by=c,ax—by=c ¢ —ax~by=c

7.1 Equacgbes diofantinas a trés incognitas

Consideremos agora a equagdo a,x + a,y+ a;,z=b, onde os
a(i = 1, 2, 3) ndo séio nulos. A mesma argumentagio usada para provar a
proposigao 11 garante que essa equacdc admite sclugdes se, ¢ somente se,
d = mdc(a,, a;, a;) divide b.

Se mdc(a,, a;)=d,, entdo existem k,, k, €Z para os quais
a,k, + ak; = d,. E como d = mdc(d,, a,), entao existem k, z, € Z de manei-
raqued = d k + a;z,. Logo:

d = (a;k, + a,ky)k + a3z, = a,(k, k) + a,(k,k) + a;z,
Fazendo k,k = x, ¢ k;k = y,y, entao:
a1 Xy + a2¥p + 83Zy = d

Assim, se a,x + a5y + a3z = b admite solugio, como b = dq, para al-
gum q € Z, entdo:

a,(x0q) + 2(yoq) + as(zq) = dq = b
0 que mosira que (xqq, ¥,q, Z,q) € uma de suas solugdes particulares.
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Exemplo 6: Vejamos como encontrar uma solugio particular de
100x + 72y + 90z = 6

Como mde(100, 72, 90) = 2 e 2|6, entdio essa equagho € compativel. Consi-
deremos sua forma equivalente:

50x + 36y + 45z = 3

De
50=36-1+ 14
36=14-2+ &8
4= 8-1+4 6
§= 6-1+ 2
6= 23
segue:

2=8-6-1=8-(14-8-1)-1=8-2+14 - (-1)=
—(6-14-2) -2+ 14-(-1)=14(-5)+36-2=
=(50—36-1)-(-5)+36-2=350(-5)+36-7

Além disso:
45=2.-24+1=>1=45-1+2-(-22)
Donde:
1=45.-1+[50-(-5)+36.-7)-(-22)=
=50 1100+ 36 - (—158) + 45 - 1
Logo o terno (330, —462, 3) é uma solucio da equagio dada.

EXERCICIOS

250. Resolva cada uma das seguintes equagdes diofantinas:
a) 3x + 4y =20 d) 18x — 20y = -8
b) 5x —2y =2 e) —26x + 39y = 65
c) 24x + 138y = 18 f) 12x — 27y = 33

251. Dividir 100 em duas parcelas positivas tais que uma € miiltiplode 7 e a
outra de 11 (Euler).

252. Ache todos os inteiros estritamente positivos com a seguinte prop?-ic‘:da-
de: fornecem resto 6 quando divididos por 11 e resto 3 quando divididos

por 7.
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253.

254.

255,

256.

257.

258.

259.

Resolugdo: Indiquemos por n, genericamente, esses nimeros. Entio
n=11x+6=7y+ 3, Daf 1lx — 7y = =3, Uma solugio particular
desta equagio € (—6, —9) e portanto sua solugdo geral é dada por
x=—6-7t, y=-9—-11t (t€Z). Devemos impor que
n=11{-6-7T)+6=—-60-77t >0, 0o quelevaat=~1,-2, -3, ..,
edaix=1,8 15,... . Logo, n =17, 94, 171, ..., 77r + 17, ...

Um parque de diversdes cobra 18§ 1 a entrada de criancas e US$ 3 ade
adultos. Para que a arrecadagfio de um dia seja UUS$ 200, qual o menor
nimero de pessoas, entre adultos e criangas, que poderiam fregqiientar o
pargue nesse dia? Quantas criangas? Quantos adultos?

Um certo nimero de ““seis’’ e de ““noves’’ sdo adicionados e a soma resul-
tante € 126. Se o mimero de ‘*seis’’ e o de *‘noves’’ fossem permutados, a
soma seria 114. Quantos ‘‘seis’” e quantos “‘noves’’ foram somados?

Ao descontar um cheque de viagem o caixa se enganou, de maneira que
recebi tantas notas de US$ 50 quanto as de US$ 10 que deveria ter rece-
bido e vice-versa. S6 depois pefcebi o erro e verifiquei que, se gastasse
US$ 300 da importincia recebida, ainda ficaria com o dobro de valor de
meu cheque. Verifiquei também que este valor era o menor possivel pa-
ra que tal fato pudesse ocorrer. Qual a importincia do cheque e quantas
notas de cada espécie deveria eu ter recebido?

a) Resolva a equagdo diofantina 7x + 19y =1 921.
b) Determine em IN x IN a solugdo (x4, v,) cuja soma x, + y, seja a
menor possivel. '

Um fazendeiro que dispSe de US$ 1 770 pretende gastar essa importn-
cia na compra de cavalos e bois. Se cada cavalo custa US$ 31 e cada boi
US$ 21, qual o maior nimero de animais que pode adquirir? Quantos
cavalos? Quantos bois?

Uma certa quantidade de macis ¢ dividida em 37 montes de igual nime-
ro. Apds serem retiradas 17 frutas, as restantes sdo acondicionadas em
79 caixas, cada uma com a mesma quantidade. Quantas macas foram
colocadas em cada caixa? Quantas tinha cada monte?

Determine o nimero de solugBes (Xq, ¥ ), comx, > 0 € y, > 0, paraca-

da uma das equagoes:
a) 10x + 28y =1 240 b) 1 000x — 761y =7
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260. Encontre uma solugio para cada uma das equagtes diofantinas:
a) 3x + S5y + 6z=4 c) 3lx + 49y — 22z =12
b) 100x + 72y + 90z = i1 d) 120x + 84y + 144z = 60

261. D& uma interpretagio geométrica, em termos de coordenadas cartesia-
nas, para o fato de que uma equagdo diofantina lincar em duas incégni-
tas quando admite uma solu¢ao, admite infinitas.

8. Congruéncias

Q conceito de congruéncia, bem como a notagio através da qual se torna
um dos instrumentos mais fortes da teoria dos numeros, foi introduzido por
Karl Friedrich Gauss (1777-1855) em sua Disquisitiones Arithmeticas de 1801.

A tftulo de motiva¢io, consideremos a seguinte questo: se hoje € sdba-
do, daqui a 152 dias, que dia da semana serd? E ha 152 dias, que dia da sema-
na foi?

Consideremos a seguinte correspondénecia biunivoca entre a sucessao
dos dias e ¢ conjunto dos nimeros inteiros: ao dia de hoje (sdbado} associamos
o mimero 0, ao dia de amanha o 1, ¢ assim por diante; ao dia de ontem (sexta-
feira) associamos o —1, ao de anteontemn o —2, etc, Observemos o quadro:

-14 —13 -12 -11 —10 -5 -8

-7 ~—6 -5 —4 -3 -2 -1
1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 1 12 13

14 i5 16 17 18 19 20

Sua primeira coluna representa sdbados: abaixo da linha do 0, posteriores a
hoje; acima, anteriores. A segunda representa domingos, ¢ assim por diante,
Notemos que dois inteiros representam ¢ mesmo dia da semana se, e somente
se, sua diferenc¢a ¢ um muiltiplo de 7.

Mas na primeira coluna estdo os niimeros da forma 7k, na segunda os
da forma 7k + 1, etc., onde k=0, £1, £2, ... . Como

152 =7 - 2145

entdo 152 estd na coluna do 5, ou seja, das quintas-feiras. Logo a resposta &
primeira pergunta é quinta-feira.
E como
—-152=7 - (—22)+ 2
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entdo —152 estd na coluna do 2. Assim, a resposta 2 segunda pergunta &
segunda-feira.

A definicdo a seguir € sugerida por questdes como essa.

DEFINICAO 6 Sejam a, b ¢ m mimeros inteiros, m > 0. Dizemos
que a ¢ ¢ongruo a b, médulo m, se m{(a — b). Notagio: a = b(mod m),

Por exemplo: 7 = 15(mod 8), pois 8|(—8); 3 = 21(med 6), uma vez
que 3 — 21 = —18 € divisfvel por 6; a=a(mod m), va€Z e ¥Ym > 0, ji
quea—a=0e mj0.

A definicio 6 estabelece uma relagdo sobre Z, chamada congruéneia, para
a qual valem as propriedades a seguir:

C, Paratodom > 0, arelagdio = é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, €
uma relacio de equivaléncia: '

aa€EZ = a=a(modm)
ba=b(modm) = b = a (mod m)
ca=b(modm)e b =c(modm) = a =c(mod m)

Prova de c: por hipétese m[(a ~ b) e m|(b — c). Entdo, por d, (cap.
1, 6.1):

m|[(z - b) + (b - ¢)]
ou seja, m|(a — c). Donde a = ¢ (mod m). ]
Nota: Em virtude de c,, sempre que a = b (mod m) pode-se dizer que a
€ 1 830 cdngruos entre 5t (Ou congruos, apenas), médulo m. Se a e b nio sio cdn-

gruos entre si, diremos que sdao medngruos mddulo m e escreveremos a # b
(mod m).

C; Para quaisquer a, b € Z: a = b (mod m) se, ¢ somente se, a e b fornecem
mesmo resto na divisio euclidiana por m,

Prova:

( =) Por hipétese a = b + km, para algum k € Z. Supondo que a divisio
euclidiana de b por m se expresse por b = mq + r (0 € r < m), entio

a=b+km=mg+r+km=mk+q+r
Como 0 < r < m, entdo r € o resto na divisio euclidiana de a por m.
(=)Sea=mq,+reb=mq,+ r (0 € r < m), entio
a — b =mq, -~ mq, = m{q, — q;)
0 que implica
a = b (mod m) a
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C; Sea =b (mod m), entioa * ¢ =b + ¢ (mod m) e ac = be (mod m), para
todoc €EZ.

Prova da segunda afirmagio: por hipdtese a — b = mq, ¢ € Z. Logo
ac — be = m(qc) e isto significa que ac = be (mod m). |

C,Se a=b (mod m) e c =d (mod m), entfio axc=bxd (med m) e
ac = bd (mod m).

Prova da seginda afirmag3o: das hipéteses e de ¢, decorre que ac = be
{mod m) e cb = db (mod m). Logo, pela transitividade: ac = bd (mod m).

Isto posto, por indugiio se mostra que: para quaisquer a,, ..., a,,
b, ..., b, EZ, se a; = b; (mod m), entdo:

n i b;{mod m) e ‘ll"[ a = ﬂ:l b; {mod m).

1 .
=1

M
»
m

=] =]

Em particular vale a
C, Sca = b (mod m), entdo ra = rb (mod m) e a” = b* (mod m), para todo in-
teiror 2 1. |

Exemplo 7: Mostremos que 10 —1 & divisivel por 11. Como
10 = —1 {mod 11), entdo 1020 =(-1)**=1 (med 11). Portanto
107 — 1 = 0 (mod 11) e dai se conclui que:

11](10™ - 1)
Cs Se ca = cb (mod m) e mde(m, ¢) = d > 0, entdo:

a Eb(mod %)

Prova: Por hipétese c(a — b) = mk, para algum k € Z. Daf:

c m
S@-b)=-3k

onde mdc(% s %) = 1. Donde {ll—ll(a — b) e portarto 2 = b (mod %1-)
COROLARIO 1 Seca = cb (mod m) e mdc(c, m) = 1, entdoa=b
" (mod m).

COROLARIO 2 Se ca = cb (mod p), onde p € primo « pfc, entdo
a = b (mod p).
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8.1 Sistemas completos de restos

Sendo a congruéncia uma relacdo de equivaléncia scbre Z, entdo, para
todo m > 0, fica determinada sobre o conjunto dos inteiros, através de =
uma parti¢io em classes de equivaléncia, médulo m.

Por exemplo, se m = 3, as classes sdo:

{..., =9, =6, =3, 0, +3, +6, +9, ...}
{....,-8,-5 -2,1,4,7,10, ...}
{...,=7,—4,-1,2,5, 8,11, ...}

1

onde dois elementos de uma mesma classe sdo cdngruos entre si, médulo 3, e
dois elementos quaisquer, de classes distintas, sdo incéngruos, médulo 3.

A escolha conveniente de um elemento em cada uma das classes, para
represents-la, muitas vezes pode facilitar o trabalho com questdes que envol-
vem congruéncias. Daf a definigido a seguir.

DEFIMGJ O 7 Um conjunto de m inteiros, m > 0, forma um sistema
completo de restos mddulo m se dois quaisquer desses mimeros, diferentes entre si,
sdo incngruos médulo m.

Exemplo 8: O conjunio {0, 1, 2, ..., m — 1} € um sistema completo
de restos mdédulo m. De fato, se i e j sdo inteiros tais que 0 € i < j < m, ent&o
0 < j— i< meportanto j # i (mod m). Esse conjunto € chamado sistema com-
pleio de restos minimos positivos.

PROPOSICAO 13 Sc{r,,,, ..., r.} € um sistema completo de res-

tos médulo m, entao todo inteiro a € cBngruo a um e somente um dos r;.

Demonstracao: Aplicando o algoritmo da divisio aos elementos a e
m: a=mg+r, onde 0g£r<m Qu sejar a=r (mod m), onde
r€{0,1, ..., m — 1}. Por outro lade, como conseqiiéncia de C,, a divisao
dery, ry, ..., I, por m fornecers m restos, distintos dois a dois, € daf, para um
certo r;, obter-se-4:

rj=mqj+r
ou

-r; = r (mod m)

Como a = r (mod m), entdo a = r;(mod m).
E se a = r, (mod m), entdo r; = r, (mod m), o que implica r; = r,, pela

.defini¢do de sisterna completo de restos. |
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Exemplo 9: Se m é impar, o conjunto formado pelos inteiros

m-—1

0 2

+1,+2, ..., %

€ um sistema completo de restos, Com efeito, tomando i e j dentre esses ele-
* mentos, com i ¥ j, entdo:

m-—1

2

m-—1
2

e ljl<

li] €

O0<li-jlglil+il€sm-1<m

Logo, i # ) (mod m). .
Deixamos como exercicio a prova de que se m € par, entio:

‘0,&1, i(% —1) %}

€ um sistema cempleto de restos médulo m,

Exemplo 10: Mostremos que a congruéncia x? 4+ 1 = 0 (mod 8) nio
tem solugdes. Usando o sistema de restos apontade por iltimo, ou seja,
{0, £1, 2, £3, 4}, entdo pode-se dizer que todo x € Z ¢ céngruo a um ape-
nas dos elementos desse conjunto. Em resumo:

x=0,x1,+2 43, 4 (mod 8) (*)
Entao:
x*=0,1,4,9, 16 (mod 8)
ou
x*=0, 1, 4 (mod B)
jidque 9 =1 (mod 8) e 16 = 0 (mod 8). Daf
xX+1=1,2, 5(mod 8), ¥x EZ,
0 que garante nossa afirmacio.
Exemplo 11 (critério de divisibilidade por 11):
Sejan=ay,+a, - 104 a, - 108+ ...+ a, - 10°

um nimerc de nosso sistema de numeragao (conforme cap. II, item 5). Como
10 = =1 {mod 11), entdo 10° = —1 {(mod 11} se n € impar ¢ 10° = 1 (mod 11)
se n € par. Assim:

{(*)x=0oux=+1oux=—I,etc., ‘ou’ exclusivo.
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a; = a;(mod 11)

10 - a, = —a,; (mod 11)

102 - dg = ay (mod 11)

10* - a, = (—1)a, (mod 11)
Logo:

n=a,+ 10a,+... + 10fa, =a;—a; +a;, — ... + (—1)a, (mod 11)

Cormo, por C;, nea, — a, + a; ~ ... + {—1)a, fornecem o mesmo resto na di-
visdio por 11, entdo pode-se afirmar que: “‘n € divisivel por 11 se, e somente se,
ag -~ a; + a3 — ... + {(—1)a, € divisivel por 1.

Assim, o niimero 7 568 € divisivel por 11 pois 8 — 6 + 5 — 7 € divisivel
por 11.
Exemplo 12 (prova dos noves)

A chamada prova dos noves é baseada, em principio, no fato de que:
a=b+c = a=b+c(mod9)
a=hc = a =hc (mod 9)

Como essas implicagfes ndo valera em sentido contrdrio, entdo essa prova po-
de detectar se hd erros num célculo — mas nfo garante que este esteja necessa-
riamente certo. A escolha do “‘nove’’, por outro lado, é apenas uma conve-
niéncia decorrente de nosso sistema de numeragio. De fato, se a representagio.
polinomial decimal de um inteiro n > 0 ¢

ag+a - 10+a,- 100+ ... 4+a,-10° (0€2a<9)
entio
n=a,+a +..+a, (mod9)

pois o fato de que 10 = 1 (mod 9) implica 10* = 1 (mod 9), para todo k 2 1.
Assim, neag+ a,; + ... + a, tm o mesmo resto na divisdo euclidiana por 9.
Entdo € bastante ¢dmodo achar o resto da divis@o de n por 9 — daf a escolha
desse ndmero para a prova.

Por exemplo, suponhamos que na divisio de a= 1284 125 por
b = 3 768 tivéssemos achado q = 340 (quociente) e r = 3 005 (resto). Como
devemos tera = bq + 1, entio a = bg + r (mmod 9). Para cada um desses intei-
ros, ‘‘noves fora'', obtemos: a=1+2+8+4¢+1+24+5=5 (mod 9),
b=3+7+6+8=6 (mod 9), q=3+4+0=7 (mod 9) e
r=3+0+0+5=8(mod9).
Entio:

bq+r=6-7+8=50=5=a(mod9)

Assim, a divisio feita passou pela prova dos noves.
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EXERCICIOS

262.

' 263.

264.

265.

266.

267.

268.

269.
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Ache todos os inteiros x tais que:

a) 0 x« 100 € x =5 (mod 8)

b) 100 £ x £ 200 € x =-1(mod7)

Se 402 = 654 (mod m), ache os possiveis valores de m.

Ache os restos nas seguintes divisGes:

a) 2% por 7 d) 5% - 4841 + 28°por 3

k) 11 por 100 e) 11% por 3

c) 3° - 425 + 6%por 5

Resolucao de c): Como 3 = —2 (mod 5), entdio 3% = 4 = —1 (mod 5);

daf 3* = 1 (mod 5) ¢ portanto 3° = 1 (mod 5); logo 3" = (1) - 1 (mod
5); como —1 =4 (mod 3), entdio 3'° = 4 (mod 5). Observando que
42 = 2 (mod 5), entdo 42° = 4 = —1 (mod 5) e daf 42* =1 (mod 3);
donde 42° = 2 - | = 2 (mod 5). Obviamente 6% = 1 (mod 3), pois 6 = 1
{mod 5). Assim

3. 42+ 68 =4 - 2+ 1= 4(mod5)

Pela propriedade C, o resto € 4.

Mostre que 2% — 1 ¢ divisivel por 41.,

Qual o resto na divisio euclidiana de s = 1>+ 25+ 3°+ ... + 99°+ 100°
por 47 Justifique,

Mastre que o resto na divisao euclidiana de s(n)=1'+21 43+ ... +
+n! por 12€ 9, paratodon 2 4.

Sugest@o: Se n > 4, entdo n! = 0 (mod 12).

Se n é um miiltiplo de 4, qual o resto da divisao de
142" 4 . 48+ 9
por 107

a) Mostre que o resto da divisdo de um mimero inteiro positivo por 10 é
seu algarismo das unidades.

b) Mostre que o resto da divisio de um inteiro positive por 100 € o nd-
mero formado por seus dois 1iltimos algarismos.

270.

271.

272.

273,

274.

275.

276.

277,

Sugestdo: Considerar o mimero na forma
ap+a, - 10+ ... +a - 10

. . . . 7 9
Ache o algarismo das unidades dos seguintes nimeros: 70" e 97,

Resolugdo: Como 7 = 7 (mod 10), 72 = 9 (mod 10), 7* = 3 (mod 10) e
7* = 1 (mod 10}, entdio 7" = 7, 9, 3 ou 1 (mod 10), conforme, respectiva-
mente, r =1, 2, 3 ou 0 (mod 4). Mas 7 = 3 (mod 4), 72 = 1 (mod 4),
7° = 3 (mod 4), 7* = 1 (mod 4}, ... . Ou seja, 7* = 3 ou 1 (mod 4), con-
forme s seja fmpar ou par. Como 77 é impar, entao 77 = 3 (mod 4). Logo
7¢" = 3 (mod 10). Assim, o algarismo das unidades do nimero dado
€3,

Se a = b (mod m) e n{m (n > 1), mostre que a2 = b (mod n).

Ache os dois idltimos algarismos do mimero

n = 70109

Sea =b (mod m,) e a = b (mod m,), mostre que a = b (mod m), onde
m = mmc(m, m,). (Assim, se mdc(m,, m;)=1, entdo a=h
(mod m;m,).)

Se a = b (mod m), prove que:
mdc (a, m) = mde (b, m)

Mostre que o algarismo das unidades do nimero s = 17 4 2" + 3 4 4o
€ 4se n = 0 (mod 4) ¢ é 0 nos demais casos, para todo n € IN*.

Resolugao: No caso n = ( (mod 4) valem as congruéncias 1" = 1
(mod 10), 2" = 6 (mod 10), 3° = 1 (mod 10) ¢ 4° = 6 (mod 10), o que
implica s=146+1+6=4 (mod 10). Se n=1 (mod 4), entdo
1* =1 (mod 10), 2" = 2 (mod 10), 3" = 3 (mod 10) € 4° = 4 (mod 10) e
portanto s =1 +2 + 3 + 4 = 10 = 0 (mod 10). O raciocinio € o mes-
mo para 0s dois casos restantes, :

Mostre que 0, 1, 2, 22, ..., 2° formam um sistema completo de restos,

médulo 11, mas que o mesmo no acontece com 0, 1%, 22, 32, .. 102

Sejam > 1 um inteiro. Se a € Z e mdc(a, m) = 1, prove que
c,ct+ac+2a, ...,c+(m—1)a

formam um sistema completo de restos médulo m, para qualquer intei-
roc.

131



278.

279,

280.

281,

282.
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Ser,,r,, ..., r, formam um sistema completo de restos mddulo m, mos-
tre que 0 mesmo se pode dizer de

ri+arn+a,..r,+a

paratodoa € Z.

Se n > 0 ndo € multiplo de 3, prove que a = 3% + 3" + 1 € divisivel por
13.

Resolugdo: Como 3 = 3 (mod 13), 32 = 9 (mod 13), 3° = 1 (mod 13),
3* =3 (mod 13), ..., entdo 3%+ =3 (mod 13) ¢ 3*** =9 (mod 13).

Além disso: 9=9 (mod 13), 92=81 =3 (meod 13), $* =27 =1
(mod 13), 9* = 9 (mod 13), ... . Ou sgja:

9¥+i = 9 (mod 13) e 9%*? = 3 (mod 13)
Assim, paran = 3t + 1:
a=9"+3"+1=9+3+1=0(mod 13)

Analogamerte s¢ procede paran = 3t + 2.

Use sistemas de restos convenientes para provar que:

a) Se a € impar, a* = 1 (med 8).

b) Para todo inteiro a, a* = 0, 1 ou 8 (mod 9).

c) Para todo inteiro a, a* = a (mod 6).

d) Se a é um inteiro, 2{a e 3{a, entho a’ = 1(mod 24).

e) Se a ¢ quadrado perfeito (a = t%, t € Z) e também cubo perfeito (a = ¢,
s €Z), entdioa =0, 1, 9 ou 28 (mod 36).

f) Se a € cubo perfeito, a = 0, 1 ou —1 (mod 9).

Resolugdo de ©): Vamos supor a =t*>. Como t =0, £1, £2, +3, +4
(mod 9), entdo t>=0, =1, +8, 27, +64 (mod 9). Mas 8 = —1
(mod 9), —8 = 1 (mod 9), 27 = 0 (mod 9), —27 =0 (mod 9), 64 = 1
(mod 9) e —64 = —1 (mod 9). Logoa =t* =0, 1 ou —1 (mod 9).

Mostre que, para todo inteiro a: a) o algarismo das unidades de a*€ 0, 1,
4, 5, 6 0u 9. b) o algarismo das unidades de a® pode ser qualquer dos al-
garismos de nosso sistema de numerac@o. ¢} o algarismo das unidades de
até0, 1, 5oub.

Mostre que os inteiros 1 111, 111 111, 11 111 {11, ... (ndmero de alga-
rismos par), sdo todos nimeros compostos.

283,

284,

285.

286.

287.

288.

Seja a,a,_, ... a;a,a, a representagio decimal em nosso sisterna.defnu-
meragao de umn inteiro positivo n {portanto 0 £ 3, £ 9,1=0,1,2, ..., ),
Prove que n € divisfvel por 7 se, e somente se,

ag+ 3a,+ 2a;, —a; — 3a, — 2a;+ ag+ ...

€ divisivel por 7.
Estabeleca critérios de divisibilidade por 4, por 5 ¢ por 6.

Seja a um inteiro positivo e indiquemos por b o inteiro formado quando
se escrevem os algarismos de a na ordem contrdria. (Por exemplo, se
a=1236, b =6 321.) Prove que a = b (mod 9) e portanto 9|(a — b).

Um palindromo é um mimero que, escrito da direita para a esquerda ou
da esquerda para a direita, o resultade € o mesmo. (Por exemplo, 373 e
52 125 sdo palindromos.} Prove que todo palindromo com um niimero
par de algarismos ¢ divisfvel por 11.

Sejaa.a, | ... a;a,a,a representagdo decimnal de urmn mimero natural n e
consideremos k € IN, 1 £ k £ r. Prove que n € divisfvel por 2* se, ¢ so-
mente s¢, 0 NUMEre a,_,a,_, ... a,a, é divisivel por 2~

Resolugcdo: Observemos que:
n=a -10+...+a - 10:4+a,_, - 10~"+ ... +a -10+a
Como 10* = 0 (mod 2%), 10**' = 0 (mod 2%), ..., 10 = 0 (mod 2¥),

entao:
n=a., - 10+ ... +a, - 10 + a, (mod 2¥)
Ou seja:
n=a,_,a._;5...aa (mod 2%
Logo: 2¢/n e= 2%{a,_,a, ,... a,a,
Em particular, n é divisivel por 4 se a,a, (niimero formado pelos dois ui-

timos algarismos de n) € divisivel por 4, por 8 se a,a,a, € divisivel por 8,
etc.

Aplique os critérios de divisibilidade para verificar se:
a) 125 431 784 € divisivel por 7.

b) 4 x (373 112) ¢ divisivel por 16.

c) 1 978 542 ¢ divisivel por 77.

d) 2 810 342 ¢ divisivel por 18.

) (3 145) x (253) x 99 ¢ divisivel por 11.
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289. Mostre que 10* =1 (mod t 001) se k ¢ um nidmero natural par € que
10% = —1 (mod | 001) se k € impar.

290. Se o mimero x679y (x e y representam algarismos) ¢ divisivel por 72,
achex e y.

291. Sem efetuar os cédlculos, aplique a prova dos neves aos seguintes exem-
plos:

a) 65+ 101 + 1 213 + 48 = 1 427

b) 6 42
215
L B J
L ]
& 8

13

S e 88X
[-=20 I B I ]

c) 14

=]

-
L ]
. ¥ & N

-
o

121
1225

Qual a conclusao, em cada caso?

9. Congruéncias lineares

DEFINTCAO 8 Uma congruéncia algébrica do tipo
ax = b (mod m)

ondea,b,m€Z a+#0 e m >0, exéumavariivel em Z, recebe o nome de

congruéncia linear ou congruéncia de primeiro grau.
Seja u uma solugio de ax = b (mod m}, ou seja, v € um inteiro tal que
au = b {(mod m). Aplicande o algoritmo da divisdo para u e m:

u=mq+ %0 <€ x,<m)

Assim au = amqg + ax,, € como m =0 (mod m) ¢ portanto amq = 0
{mod m), entfio ax, = au (mod m). Dai:

ax; = b (mod m)
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0 que mostra que x, também € solugio da congruéncia considerada. Conven-
cionaremos que todos os x € Z tais que x = x, (mod m) constituem uma tini-
ca solucio de ax = b (mod m).

Por exemplo, como ¢ € solugio de 2x = 3 (mod 5), entdo todos os ele-
mentos de {4 + 5t|t €Z} = {4, —1, 9, —6, ...} sdo apenas representaces da
mesma solugio.

PROPOSI(CAO 14 Uma congruéncia linear ax = b (mod m), onde
a # 0, admite solugdes em Z se, ¢ somente se, b € divisivel por d = mdc(a, m).
E, neste caso, se x, ¢ uma solugic particular, entdo o conjunto de todas as so-
lugdes tem d elementos, a saber:

m m m
Xy, Xg + T’x0+2_a-_"“’x0+(d_l)7

Demonstragdo: Seja x, uma solugio de ax =b {mod m). Entdo
ax, — my, = b, para algum y, € Z. Logoe (x,, y,) € sclugio de ax — my = b.
Da mesma forma, se (x;, y,} € solugiio de ax — my = b, entdo x, € solugio de
ax =b (mod m). Como a condigio de existéncia de solugbes para
ax — my = b, devido a proposicio 11, € que b seja divisivel por d = mdc
(a, m), o mesmo vale para ax = b (mod m).

Lembremos ainda que se {x,, y,) € solugio de ax — my = b, entfio:

m a
X=Xo+—a—t e y=y0+?t

t EZ, fornecem todas as solugdes. Logo a solugio genérica de ax =b
{mod m) € dada por:

X =x5+ —I:lit teZ)
Aplicando o algoritmo da divisao parated: t = dq + r (0 € r < d). As-
sim: .
m m m
X =x,+ g%t T(dq+r)=x0+ gritma=Ex+ —r:ilr {(mod m)

ou seja, x estd entre as solu¢des apontadas no enunciado.
Por outro lado, supondo

m

Xq + %t, =x, + d t; {mod m)
onde 0 £ t, < t, < d, entdo:
-'—:l]—tia %t, {mod m)
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e como mdc (% , m) = —31, a propriedade Cg leva a concluir que
t, = t, (mod d)

o que ¢ impossivel.
Assim as solugbes do enunciado, sendo incdngruas médulo m, sao todas
- as solugBes de ax = b (mod m), conforme convencio feita apés a definigio 8.

Exemplo 13: Se em ax = b (mod m) se tem mdc(a, m) = 1, entdo es-
sa congruéncia linear sé admite uma solugdo. E o caso de

3x =1 (mod 5)

cujo conjunto solugio é {2}.

Exemplo 14: A congruéncia 6x = 15 (mod 21) admite 6 como solugdo
particular. Logo, o conjunto de suas solugdes €, jd que mde(6, 21) = 3:
21 21

:'6,6+—3—,6+2-—3—} = {6, 13, 20}.

10. Sistemas de congruéncias

Uma vez estudadas as congruéncias lineares, podemos pensar agora em
resolver sisternas de congruéncias lineares simultineas. Tais sistemas se apre-
sentam genericamente assim:

a,x = b;{(mod m,)
a,x = b,(mod m,)
a,x = b, (mod m,)
ondeosa(i=1,2,...,1) sdo supostos nfio nulos. Uma solu¢fio do sistema €

um inteiro x, que é solugdo de cada uma das congruéncias que dele fazem par-
te. Assim, se uma de suas congruéncias ndo admite solugio, o mesmo ocorre
com o sistema,

Consideremos o seguinte exemplo:

3x = 1 (mod 5)

2% = 3 (mod 9)
Uma das solugdes da primeira congruéncia € 2 e uma solugio particular da se-
gunda ¢ 6. Logo, as solugBes gerais s3o dadas por
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x = 2 4 i, t € Z (para a primeira equagio)
e
x =6+ 935, s €Z (para a segunda)

que podem ser traduzidas, em termos de congruéncias, por:
x =2 (mod 5) e x =6 {mod 9)

Come a multiplicag3o da primetra dessas congruéneias por 3 levaa 3x = 1
(mod 5) e a multiplicagiio da segunda por 2 leva a 2x = 3 (mod 9), entio o sis-
tema dado equivale a:

x = 2 (mod 5)
x = 6 (mod 9)

Dai porque, doravante, nos ateremos apenas a este tipo de sistema (coeficien-
tes de x iguais a 1).

Alids a resolugdo deste iltimo, em se tratando de achar a intersecgio dos
conjuntos selugtes de cada congruéncia do sistema, pode ser encaminhado da
maneira habitual neste tipo de problema. Vejamos como:

Substituindo-se a soluciio geral x = 2 + 5t da primeira congruéneia na
segunda obtém-se:

2+ 5t=6(mod 9)
que equivale a
5t = 4 (mod 9)
Sendo t; = 8 uma solugio particular desta dltima, entdo t = 8 + 9k € sua solu-
¢ao geral. Assim:
x=2+5t=2+5(8+9k)=42 4+ 45k (k €Z)
ou

x = 42 (mod 45)

€ a solucdo do sistema.

PROPOSICAO 15 Un sistema

x = a;(mod m,)

X = a,(mod m,)
admite solugdo se, e somente se, a, — a, € divisivel por d = mde(m,, m,).
Neste caso, se x, ¢ uma solug3o particular do sistema e se m = mmec{m,, m,),
entdo x = x, (mod m) é sua solugio geral.
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Demonstracdo:
{ = ) Se x, € solugdo particular do sistema, eritio existe t € Z tal que
Xp=a,+mt e a; +mtz=a,(modm,)
Dai:
m,t = a, — a, (mod m,)
e, pela proposigio 14, d{(a, - a,).
{ =) Como d|(a, — a;), por hipétese, entao
m,y = a, — a, (mod my)
admite uma solugdo y;. Dai
a, + m,y, = 4, (mod m,)
Como, obviamente,
a; + m,;y; = a, (mod m,)

entdo a, + m,y, € solu¢io do sistemna.

Se x; indica uma solugio particular do sistema e x indica genericamente
suas solugbes, entdo x; = a, (inod m,) ¢ x = a, (mod m,), do que segue

X = Xg (mod m,)

ou seja: m,|(x — x,). Analogamente se chega a que m,|(x — x,). Entio,
m|(x — %), 0 que pode ser traduzido por:

X = X, (mod m), |
COROLARIO U sistema de congruéncias

a, (mod m,)
a, (mod m,)

x a, (mod m,)

admite solugGes se, e somente se, a; — a, € divisivel por d; = mdc(m,, m;), pa-
ra qualquer par de fndices’i, j (i # j). Neste caso, se x, é uma solucéo particu-
lar, entdo a solugio geral do sistema € dada por:

X = xp (mod m)

onde m = mmc(m,, m,, ..., m,). »
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Exemplo 15: Consideremos o sistema

x = 2 (mod 3)
x =3 (mod 4)
x = 9(mod 6)

E fécil verificar que ele satisfaz as condiges do corolério e portanto admite so-
higies. Uma delas € o mimero 27. Como

mme(5, 4, 6) = mmc{mmec(3, 4), 6) = mmc(20, 6) = 60

entao
x = 27 (mod 60)

€ a solucdo geral.

PROPOSICAO 16 (icorema chinés do resto): Sejam m,, m,, ..., m,
nimeros inteiros maiores que zero e tais que mdc(m;, m;) = 1, sempre que
i# j. Facamos m = m;m, ... m, e sejam by, by, ..., b,, respectivamente, so-
lugbes das congruéncias lineares

m .
_l';le y=1l{mod m)(j=1,2,...,1)

Entdo o sistema

X = a,(mod m,)
= a,(mod m,)

£
n

X

a, (mod m,)

é possivel (admite solu¢Bes) para quaisquer a;, a,, ..., a, € Z e sua solugio
geral € dada por:

x= a,b, -En:—- +...+a,b,-nn%- (mod m)
1

T

Demonstracdo: Que o sistema € possivel decorre do corolario da pro-
posic¢do anterior,
Notemos que, como mdc{m;, m;) = 1 para i # j, entdo

m Al
mde [my, —| =1
m;
o que implica a existéncia de soluges para cada congruéncia linear

m =
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as quais estamos indicando por b;(j = 1,2, ..., r). Assim,

m
——mj b; = 1 (mod m,)
e portanto:

ab; o= aj{modm) j=1,2,...,r).
m;
Por outro lado, se i # j:
m _ .
e entdo

m
a;b; —_

10

1

0 (mod m,)
Logo:

m m m .

alb1 El' + ...+ ajbj Tll? + ... +a,b, ?r Eaj(mod mj)
paratodo ), 1 € j € r. Assim, de fato

- m

%= 2 abi -

im1 !

€ uma solucdo particular do sistena. O coroldrio da proposigiio anterior ga-
rante entdo que

x = %y (mod m)
€ a solugdo geral posto que, como mdc(m;, m;) = 1, sempre que i # j, entdo
mmc{m,, m,, ..., m)=mm,... m, = m. u

Exemplo 16: Vamos resolver o sistema

x = 1(mod 2)
x = 2(mod 3)
x = 3 (mod 5)

segundo o teorema chinés do resto. Neste caso m = 30 e as congruéncias a re-
solver sdo: 15y =1 (mod 2), 10y = 1 (mod 3) e 6y = 1 (mod 5), das quais
b, = 1, b, = 1 eby = 1 sdo solugdes particulares. Assim, a solugio geral do sis-
tema € dada por:

x=1-1-15+2-1-10+3-1-6=23{(mod 30)
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EXERCICIOS

292, Resolva as seguintes congruéncias lineares:

a) 5x = 2 (mod 26) e) 20x = 7 (mod £5)

b) 3x = 17 (med 5) f) 14x = 36 {mod 48)
¢) 34x = 60 (mod 98) g) 5% = —38 (mod 7)
d) 6x = 15 (mod 21) h) 20x = 30 (mod 31)

293. Resolva os seguintes sistemass«de congruéncias simultineas:
a) x =1 (mod 3), x =2 (mod 5}, x = 3 (mod 7)
b} x =1 (mod 9), x = 5 (mod 7), x = 3 (mod 5)
c} 3x =1 (mod 10), 4x = 2 (mod 7)
d) x =1 (mod 3), x = 2 (miod 5), 2x = 3 (mod 7)
€) 2x = 1 {mod 5), 4x = 1 (mod 7), 5x = 9 (mod 11)

294. Ache um inteiro x tal que x =3 (mod 11), x =5 (mod 19), x = 10
(mod 29) (Euler).

295. Ache um inteiro x tal que x = 3 (mod 10), x = 11 (mod 13) e x =15
(mod 17) (Regiomontanus, — séc. XV).

296. Ache o menor inteiro que fornece restos 1, 2, 5 ¢ 5 quando dividido, res-
pectivamente, por 2, 3, 6 ¢ 12 (Yih-Hing — séc. VII).

297. Ache 0 menor inteiro a>2 tal que: 2|a, 3|(a+1), 4|(a+2) e
5|(a + 3).

- Resolugdo: O problema pode ser equacionado mediante o sistema:
2= 0(mod2),a=2(med 3), 2= 2 (mod 4) e a = 2 (mod 5)

que, pelo coroldrio da proposicde 15, admite solugtes. Da primeira con-
gruéncia sai a = 2r. Substituindo na segunda: 2r = 2 (mod 3); donde
r=1+3s e entdao a=2 + 6s. Passando & terceira congruéncia:
2+6s5=2 (mod4) «=> 35=0 (mod?2), dai s=2t e entio
a=2+ 12t. Finalmente: 24 12t =2 (mod5) = 12t =0
(mod 5) <= t = 5k. Assim, a = 2 + 60k (k €Z) ¢ a resposta & 62.

298. Retirando-se os ovos contidos num cesto 2, 3, 4, 5 e 6 de cada vez resta-
" rdo, respectivamente, 1, 2, 3, 4 e 9 ovos. (Juando eles sdo retirados de 7
em 7, ndo sobra nenhum no cesto. Qual o0 menor nimero de ovos que

um cesto nessas condigdes pode conter? (Brahmagupta — séc. VII)
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299. (Antigo problema chinés) Um bando de 17 piratas, ao tentar dividir en-
tre si, igualmente, as moedas de ouro de uma arca, verifica que 3 moe-
das sobrariam. Na discussiio que se seguiu um dos piratas foi morto; na
nova tentativa de divisdo, ji cotn um pirata a menos, desta feita 10 moe-
das sobrariam. Novo qiiproquo e mais um pirata € morto, Mas agora,
por fim, € possivel dividir igualmente a fortuna entre eles, Qual o menor
mimere de moedas que a arca poderia conter?

300. Resolva, mediante o teorema chinés do resto, os seguintes sistemas:

a) | x=1(mod 10) b) [x=5(mod 7)
x = 4 (mod 11} x = —1 (mod 9)
x =6 (mod 13) x = 6 (mod 10)

301. a) Mostre que o fato de 360 = 5 - 8 - 9; onde os fatores sio primos en-
tre si, implica que resolver a congruéncia 7x = 4 (mod 360) equivale
a resolver o sistema

7x = 4 (mod 5)
7x = 4 (mod 8)
7x = 4(mod 9)

b) Resolva, usando o teorema chinés do resto, o sistema que aparece em

a).

302. Procure trés inteiros consecutivos, o primeiro dos quais € divisfvel por
um quadrado, o segundo por um cubo e o terceiro por uma quarta po-
téncia (quadrade, cubo e quarta poténcia, diferentes entre si).

11. A fungéo de Euler

Se a € um inteiro ¢ p > 1 € um mimero primo que nio divide a, entao
afP-! — 1 € um muiltiplo de p. Foi isso, no fundo, que Fermat comunicou a seu
amigo Frénicle de Bessy, em carta de 18 de outubro de 1640, na qual comen-
tava também ter uma demonstragao desse resultado. Mas, se a tinha, nio a
deixou entre seus escritos € muito menos a publicou. Assim é que somente no
século seguinte, em 1736, seria publicada a primeira demonstragio desse teo-
rema — hoje chamado pequeno teorema de Fermat. O mérite coube, como
em outras vezes, a Euler. Em 1760 Euler conseguiu uma generalizagio desse
teorema para a qual teve de introduzir a fungio hoje conhecida pelo seu nome
e que definiremos a seguir.
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DEFINICAO 9 A fungdio ¢ : IN* — IN* que associa a cada
m € IN* o nimero de elementos do conjunto (k€ IN*|1 g k£ me
mdc(k, m) = 1} é chamada fungio ¢ de Euler.

Ou seja @ (m) indica quantos dos nimeros da seqiéncia

1,2, ...,m—1,m(ou0, 1,2, ..., m— 1, o que é equivalente)
s3o primos com m. As vezes @ é conhecida também como indicador de Euler.

Por exemplo: @(8) = 4 porque, de 1 a 8 (inclusive), os niimeros primos
com 8§ sdo aqueles destacados a seguir:

1,2, 34,56,7,8

Se p € primo, como de 1 a p 0 unico elemento ndo primo com p € o pré-

pric p, entdo ¢@(p) = p — 1.
Numa situagdo um pouco mais geral, se p € primo e m = p® {a 2 1),
quais dos elementos de

5,2..p°

nAo sde primes com m = p*? Somente aqueles que sao miittiplos de p, ou seja:

P 2p, -, Pl p

Como hd p°-! elementos nesta iltima seqfiéncia e p® na anterior, entéo:

®(P*) = p* — p*-1 = p* (1_%)

TEQREMA 3 (Euler) Para todo inteiro m > 1 e para todo a € Z,

prime com m, vale a congruéncia:

a®™ = | (mod m)

Demonsiragdo: Sejam s, s,, ..., 5, 0s inteiros de 1 a m, inclusive os

extremos, que sdo primos com m (logo k = ¢p(m)). Dividamos cada as; por m:
as;=mq; + ;{0 € r; < m)

Se existisse um primo p tal que p|m e p|r;, dessa igualdade decorreria que
plas,. Mas entdio p|a ou p|s;, 0 que é impossivel j4 que mdc{a, m) = 1 (hips-
tese) e ainda mde(m, s;) = 1, devido & escolha dos s;. Donde m e r; sdo primos
entre si, para todei, 1 £i<€ k.

Mostremos agora que na seqiiéncia de restos r;, ry, ..., r; nZo hd ele-
mentos repetidos. De fato, se r;=r; (1 £ 1, ] € k; i #j), entdo as, — mg; =
= as; — mg; € portanto a(s; — 5;) = m(q; — g;). Como mdc(a, m) = 1, entao
m|(s; - §;). Como 1 € 3;, 5; % m, entio teriamos que ter s; = s;, 0 que nao é
possivel, posto que i # j.
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Disso tudo decorre entdo que {s,, s,; ..., 8} = {r;, ry, ..., 1,}. Assim, se
multiplicarmos as congruéncias as; = r; (mod m) decorrentes de as; = mq; + r;
(1€1gk):

a%s;s, ... 8, = (as,) (as,) ... (as,) =r,1y... r, (mod m)

+ 08 produtos 8,8y ... 5, € I,I; ... I, que nela aparecem sio iguais. Como m €
prime com cada r; (ou 5;) e, portanto, com o produto r,ry ... Iy, entio esse pro-
duto pode ser cancelado na iltima congruéncia, resultando a tese:

a®™ = 1 (mod m)
pois k = gp(m). |
COROLARIO 1 (pequeno teorema de Fermat): Se p > 1 € um ni-
merc primo que nao divide o inteiro a, entdo:
a’'= 1 (mod p)
Basta lembrar que se p € primo, entio @(p)=p ~ 1. |

COROLARIO 2 se p € um nimero primo positivo, entdo

af = a (mod p)
paratodoa € Z.

Demonstrac@o: Se mdc(a, p) = 1, entdo, pelo coroldrio anterior:
a*' = 1 (mod p)
Dai, multiplicando por p:
aP = p (mod p)
Se mdc(a, p) # 1, entdo a = 0 {mod p), pois p € primo. Donde:
aP = (0 = a (mod p) |

Exemplo 17: Se a > 0 € um inteiro, mostremos que a € a® tém o mes-
mo algarismo das unidades.
Se a, € ag, respectivamente, indicam esses algarismos, entio

a= qu + ag
e a*= 10q’ + a;
Assim:
a’—a=10{(q" — q) + (2, — a)

Notemos que se a, = aj, entdo 10|{a® — a). Por outro lado, se 10[(a® - a}, en-
tdo 10{(a; — a,) € portanto a; = ay, jd que 0 € a,, a; & 9. Basta provar entdo
que a® = a ¢ miiltiplo de 10.
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Mas o coroldrio 2 nos assegura que a° =a (mod 5), do que segue:
5|(a® — a), Por outro lade, como a = 0, 1| (mod 2), entdo a’ = 0, 1 {mod 2) ¢
portanto a® — a = 0 (mod 2), ou seja, 2|{a® — a). O fato de 2 e 5 serem primos
entre si garante entdo que 10|(a’ — a).

LEMA Selr,,r,, ..., r.} é um sistema completo de restos médulo m,
entdo héd nesse conjunto exatamente ¢ (m) elementos primos com m.

Demonstragdo: Como {0, 1, ..., m — 1} é um sistema completo de
restos mddulo m, entdo cada r; € cdngruo, médulo m, a um, e apenas um ele-
mento desse conjunto. Digamos:

n=i-l{medm) (i=1,2,...,m)
ou
r;=(1-1)+km
para convenientes k;, EZ (i= 1, 2, ..., m).
Mas daf segue, devido a proposigao 6, que:

mdc(r;, m) =1 = mde(i - {, m)=1

Portanto, h4 tantos elementos em {r,, r,, ..., Ty} primos com m quantos
hiem {0, 1, ..., m — 1}, primos com m, ou seja, ¢(m). [ ]

PROPOSICAQ 17 Se m e n sio nimeros naturais nao nulos primos

entre si, entdo:
(mn) = @(m) @(n)

Demonstragdo: Formemos o quadro

1 2 3 n~1 n
1+n 24+n 3+n (n—1D+n n
1+42n 2+ 2n 3+ 2n (n—=1)+2n In

I+(m—1)n 24 m—-1n 3+(m-1)n ... (n—-1)+(m—1)n- mn

que compreende todos os nidmeros naturais de 1 a mn, inclusive os ¢ (mn) ele-
mentos primos com mn, gue nos interessam. Estes, nds os encontraremos can-
celando no quadro todos os nlimeros que ndo sdo primos com mn, entre os
quais estdo aqueles que nfo sdo primos com n.

Ora, se s estd na primeira linha € nio € primo com n, o mesmo acontece
com todos os elementos s + kn da coluna de s. De fato, se d|n e d|s, entdo
decorre de d,, item 6.1, que d{(s + kn). Entdo, todas as colunas nessas con-
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digGes podem ser canceladas totalmente. Restario as colunas encabegadas por
elementos que sdc primos com n, ou seja, ¢p(n) colunas.

" Observemos, por outro lado, que em cada coluna dois elementos quais-
quer, nao da mesma linha, sdo incdngrucs, mdédule m. De fato, se

. k +in = k + jn (mod m)
onde, por exemplo, i > j, entdo
(i—jn =0 (mod m)
e dai m|(i — j)n; como mde(m, n) = 1, entdo m|{i — j); mas isso € absurdo
pois 0 € ] <1< m, e portanto i — j < m,

Logo, cada coluna € um sisterna completo de restos, médulo m, e assim,
em cada coluna ndo cancelada, riscando os elementos nao primos com m, res-
tam (em virtude do lema) ¢ (m) elementos. Como sdo p(n) estas colunas, res-
tam sem cancelar ({n)¢p(m) elementos do quadro.

Mas conforme exercicie resolvide nimere 220:

mdc(a, mn) # 1 <= mdc(a, m} # 1 ou mdc(a, n) # 1

Isso em particular significa que cancelar no quadro construfde os elementos
que nio s30 primos com 1, mais 0s que Nao s30 primos com i, equivale a can-
celar os que ndo sdo primos com mn. Assim, podemos dizer também que dei-
xamos de cancelar ¢p{mn) elementos, e portanto:

¢(m)@(n) = @(mn) n

Nota: Uma fungdo f:IN* — IN* para a qual f{mn) = f{m}f(n), sem-
pre que mdc(m, n) = i, chama-se fungdo multiplicativa. Logo ¢ & multi-
plicativa.

Exemplo 18: Vamos suporm =4 e n=5:

1 (2] s [4] [s
(6] 7 9 |10
1 13 15
17 19 {20

Na primeira linha o dnico elemento ndo prime com n = 5 é o préprio 5, dai
termos eliminado a coluna do 5. Em cada uma das outras colunas h4 dois ele-
mentos ndo primos com 4: 6 e 16 na primeira, 2 e 12 na segunda, 8 e 18 na ter-
ceira e 4 ¢ 14 na guarta. Os elementos restantes:

1,3,7,9 11,13, 17, 19
a0 os inteiros de 1 a 20 primos com 20. Portanto @(20) = 8.
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COROLARIO Sejam m;, m,, ..., m, € IN* tais que mdc(m;,
m;) = 1, sernpre que i # j. Entdo

@(mm; ... m) = @(m,)p(m,) ... ¢(m,)

Para r = | o resultado € imediato. Vamos supd-lo vélido para r — 1 3 1.
Como

(p(m!mQ e mr) = cp(mlmi’ mr-l) fp(mr)
pois mdc(m;m, ... m,_;, m,) = 1, e como

p(mm,...m,_,) = @(m)p(m,) ... e(m,_;)
pela hipétese de indugdo, o resultado vale também para r. |

TEOREMA 4 Se m >t é um inteiro cujos fatores primos sdo p,,
Pz .. Pr, onde p; # p;, sempre que i # j, entdo:

e=nfi- L) {i- ). (1-5)

Demonstracdo: Por hipétese

m=pil.p?...pF (@ 21)
onde, ¢ claro,

mde (pf', pii )=1  (parai #j)

Levando em conta que

oGr )= pr (1= o

como ja foi demonstrado, a proposicao anterior e seu coroldrio nos asseguram
que:

p(m)=¢ (pi')e (p?)... @ (prr) =
— (1_ T:T) pi2 (1- %)...p:r (1— pL)
=ﬁﬂm¢p~§b-%%ﬁ‘%)
_ (1__1:7)(1_%)...(1——;?) [ |

Por exemplo: Sem = 60 = 22 - 3 . 5, entdo

= 1 ALl . L. 2 4 _
tp(m)—60(1—2)(1r3)(1 5)-60 7 3 5 =16
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EXERCICIOS

303.

-304.

305,

306,

307.

308.

309.
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Calcule: ¢ (200), p(860) e (1 001).

o _
Se n = 3 186, verifique as seguintes igualdades: (n) =@(n + 1) =
= p{n + 2).

Considere os mimeros m = 3° - 144 e n = 3" - 95, onde r > 0. Mostre
que @(m) = @(n).

Mostre que: ¢(n)=n — 1 <> n € primo.

Resolucdo: =» Vamos supor n nio primo. Entdo n admite um divi-
sor r, 1 <r < n, € portanto mdc{n, r) = r > 1. Assim, hd pelo menos
dois elementos em {1, 2, ..., n} ndo primos com n: r ¢ n. Mas isto impli-
ca que ¢(n)} € no miximo igual a n — 2. Absurdo.

Mostre que se d|n, entdo @{d)|@(n).
Mostre que ¢ (m?} = mep(m), para todo m 2 1.

Prove as seguintes afirmages:

a) Se n é {mpar, entdo ¢(2n) = @(n)
b) Se n € par, entdo @(2n) = 2¢(n)
¢) @(3n) = 3(n) == 3|n

d) ¢(3n) = 2¢(n) = 3fn

Resolup&o deb): Senéparen =20 . pzl... pir € sua decomposicao

candnica, entdo a de 2n € 2n = 291+! . py? ... p{* e portanto:

m(?n):?n(l—%) f - é) (1 - pi) - 2¢(n)

Resolugdo de d):

( =) Vamos supor que 3in. Entdo, devide a c), ¢ (3n) = 3¢(n), o que
contraria a hipGtese.

(<= ) Se 3{n, entio na decomposigio candnica de n nio aparece o fator

3. Digamos, n=pf! ... pir (p;#3, 1=1, 2, ..., r). Logo
3n =3 - p{!... pir € a decomposicio de 3n em fatores primos €
®(3n) = 3n (1 ﬁi) (1 - —1-) (1 - ) = 2¢(n)

3 P/ p:

310,

311,

312,

313.

314.

315.

316.

317.

318.

Se pe 2p — 1 580 niimeros primos fmpares e n = 2(2p — 1), mostre que
pn) = @(n + 2).

Se p ¢ 2p 4+ 1 sdo primos {mpares e n = 4p, mostre que @(n + 2) =
= g(n) + 2.

Seja n um inteiro positivo em cuja decomposi¢iio candnica figuram r fa-
tores primos impares distintos. Prove que 2| ¢ (n).

Seja n um nimero natural par tal que ¢(n) = —g— Prove que n = 2,

para algum r = 1.

Resolugdo: Podemos escrever n = 2° - g, onde r 3 1 ¢ q € o produto

dos fatores primos de n, distintos de 2. Entdo mdc(2*, q) = 1 e portanto

. I

p(n) =@(27)p(q) = 2 '¢p(q). Mas por hipétese @(n) = 5= 2-1. q.

Logo 2™~ ¢(q) = 2! + q, 0 que implica ¢p(q) = q. Mas isso 56 € possi-

vel para q = 1 (justifique). Logo n = 27,

Seja d = mde{m, n). Mostre que:

®(mn) @(d) = dp(m) p(n)

a) Seja m > | e considere a congruéncia ax =b (mod m), onde
mdc{a, m) = 1. Mostre que x; = a*™-! . b € uma solugio particu-
lar dessa congruéncia linear.

b) Use a parte a) para achar solugSes particulares de 5x = 21 (mod 14) e
21x = 30 (meod 25).

Sejam a ¢ n inteiros maiores que 1 e tals que mde(a, n) =
=mde(a — 1,n) =1 Proveque: 1 +a + a’+ ... + a*™~! =0 (mod n)
Sugestdo: Fatore a®™ -1

Séja p > 2 um mimero primo. Prove que:

1P=1+ 201+ ...+ (p — 1)P~' = ~1 (mod p).

Sugestdo: Use o pequeno teorema de Fermat para cada uma das parce-
las do primeiro membro.

Calcule, usando o teorema de Euler:
a) 3% = ? (mod 7)

b) 7% = ? (mod 54)

¢) 795 = ? (mod 31)
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319.

320,

321.
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Resolugdo de b): Como @(54) = 18 e mdc(7, 5¢4) = 1, entiio 7% = 1
(mod 54). Observando que 1000 = 18 - 55 4+ 10, entdio 7!% = 71
(mod 54). Mas 7?=49 = ~5 (mod 54), 7*=25 (mod 54),
78 = 625 = 31 (mod 54) e portanto 7' = — 155 = 7 (mod 54). Donde
71% = 7 (mod 54). °

Mostre que a"** ¢ a" t8m o mesmo algarismo das unidades, para quais-
quer inteiros a e n, ambos maiores que zero.

Seja a > 0 um inteiro tal que mdc(a, 5) = 1. Mostre que, para todo in-
teiro n > 0, vale:

a® 4 Ja*"+ 1 = 0 (mod 5)
Sugestdo: Pequeno teorema de Fermat,

Seja u:IN* — Z a fungio definida por:

a) u(l) = 1

b) u(n) = 0 se p?|n, para algum primo p

c) u(n} = (—1)sen = p,p; ... p, € um produto de fatores primos distin-
tos enire si.

Esta fung¢ao, importante em teoria dos mimeros, € chamada fungdo

de Mbbius, em homenagem ao matemaitico alemao A.F. Mobius

(1790-1868), aluno de Gauss, que 2 introduziu com vistas ao seguinte
problema:

“‘Se duas fungbes aritméticas (ou seja, duas fungoes definidas em IN*) £
¢ g estdo relacionadas por

fm)=3 gd)

dln

¢ possivel expressar g em termos de f?”’

" Isto posto:

i Calcule p(n) nos seguintescasos:n =4, n =12, n =86, n = 105¢
n = 120,

ii Prove que p é multiplicativa, isto ¢, u(mn) = @(m) f(n), sempre
que mdc(m, n) = 1,

Resolugdo: Se existe um primo p tal que p?|m ou p?|n, entdo p?|mn
e daf :

p(mn) = 0 = p(m) u(n)

Caso contrdrio, m = p,p; ... P, € * = q,q; ... q, onde 05 p; € 0s g; sdo
primos distintos entre si (lembrar que mde(m, n) = 1). Entéo:

H(mn) = (—1)+ = (1) - (—1)* = u(m) W(n)

iii Proveque  wud)=1sen=1e) ud)=0sen>1.
dln d|n

Sugesido: Se n > 1, considere os casos n = p* e n = pj! - p3? ... p¥
{decomposigfo candnica de n; r 3> 1) €, para este dltimo, aplique a mul-
tiplicatividade de u.

iv Se fn) = 3 g(d), prove que g(m) = 3 p(d)f () (formula de
dln d|n

inversdo de Mibius)

Resolugdo:
S u@f{g)= T KD Y s@= T (T @)
dln din din

n n
c|i cI—-d-

Mas:din e c[—:—# cin ¢ dl—::l Mostremos que vale = . De fato,

como c| % , entdo ¢|n, pois n & muiiltiplo de % ; masc| % se traduz por

% = cq {q € Z) e como c|n (acabamos de provar), entio % = dq, ou

seja, d| % . A demonstracdo de += € andloga.

Assim:
> udi(p =3 (3 sou@)=
dln cn

n
di—

= 3 (803 k) =93 50 1=80)

¢in LS c=n
[

onde, na passagem (*), usamos iii.

v Para todo n 2 1, prove que:

pn)pn+ Dpn+2Dpun+3)=0

Resolugdo: Vamos supor n = 2q (par). Se o préprio q é par, entdo 2%|n
ef(n) =0.85eqéimpar,entaion +2=2q+2=2(q+ 1),ondeq + 1
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€ par e portanto p(n + 2) = 0, pois 2%}(n + 2). O caso n impar deixa-
mos cOMO €Xercicio.

vi Sen 2 3, prove que:

i pk!) = u(1) + u@2H + ... + p@n) =1
k=1

vii Vamos supor que a decomposicdo candnica de um inteiro a > 1 seja
a=pp;... pr, Onde 1 é par e p; # p; sempre que i # j. Se d percor-
re o conjunto dos divisores de a tais que 0 < d < V a, mostre gue:

2 wd)=0
d

Resolugdo: Se d é um desses divisores, entio d € um produto de alguns
fatores de a. Se, por exemplo, d = p,p; < Va, entio

a=ppsPs.--P: < ﬁpa oo Pr

e dafi

Vas ——<ps...pr=¢
ﬁ Ps P

E como (a) = (—1)" = 1 = (=1)* (=1y2 = u(d) (c), entéo u(d) = u(c)

(= 1, neste caso). De um modo geral, a cada d conforme o enunciado

corresponde um divisor ¢ de a tal que cd=a e ¢ > va. Ademais

#(d) = p(c). Levando em conta a parte iii:

2 3 W= 3 @+ I U= 3 un)=0

d d nla

12. Restos quadraticos — teorema de Wilson

Seja p um nimero primo positivo ¢ consideremos um inteiro a ndo divi-
sivel por p. Diz-se que a € um' resto quadrdlico de p se existe b € Z, =
=1{0,1,2, ..., p — 1} de maneira que b? = a (mod p).

Por exemplo, 4 ¢ um resto quadrético de 5, pois 3% = 4 (mod 5).

Como02=0,12=1,22=4,3 = 4¢ 4* =1 (mod 5), entao 2 ¢ 3, por
exemplo, ndo so restos quadréticos de 3.

Usa-se a notagdo aRp para indicar que a é resto quadritico de p, e aNp
se a nio € resto quadrdtico de p.

Vamos supor aRp. Logo, existe b € Z para o qual b?* = a (mod p). En-
tao (p — b)? = p? — 2bp + b2 = b? (mod p), ¢ dai (p — b)* = a (mod p). Ade-
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mais, se para algum ¢ € Z, se verificar ¢? = a (mod p), entiio c? = b? (mod p)
e daf ¢’ —b?=(c—b) (c+b) =0 (mod p), o que implica p|(c — b) ou
pl{c + b). Como b, ¢ €Z,, entiio

c~b=0 ou c+b=p
Ousejaic=b ou c=p-b.

Mantendo ainda a hipétese aRp e admitindoe que b? = a (mod
b €Z,, observemos o fatorial 9 {mod p),

@P-1'=1-2.b...(p-b)...p—-(~1)
Para cada 2, €Z, 1€ a,<p, ap*bea,#p-—b, a congruéncia ax = a

{mod p) admite uma solugio x,, 1 € x, < p, pois ag e p sio primos entre si, e

X0 #* a5 (s¢ Xy =12y, entdo ai=2a (modp), o que nio & ivel, poi
it } q possivel, pois

Logo, os fatores de (p — 1)!, excluidos b e p — b, podem ser agrupados
aos pares de modo que cada um dos produtos resultantes seja cngruo a a, mé-
dulo p. Como esses fatores, excluidos b e p — b, sdo p — 3, entio:

p-13

(p-1=a ? -b- (p — b)(mod p)
Como b(p — b} = —a (mod p), entdo:

2ot
(p-1)=-a ? (mod p)
Em particular, isso leva ao
enﬁo.TEOREAM 3 (teorema de Wilson): Se p € um nidmero primo positivo,
(p - 1}! = -1 (mod p)

Demonstragdo: O caso p = 2 é imediato. Se p > 2, observando que

.l {mod p), o que significa que 1Rp, entdo, levando em conta a conclusio
anterior:

12 =

p—1

(p-1¥=-1 % =-1(modp) |
Por exemplo, se p = 7, como 32 = 2 (mod 7), entdo 2 ¢ i
T , . = , €ntao 2 é resto quadrdtico
?; _7.1 'T_am'bem (7-3=4"=2 (mod 7). Observando os fatores de
T ! --6. =1-2-3-4-5.86, diferentesde 3 e 4, vemos que a solu-
cdode 2x = 2 (mod 7)em Z; € 1 ¢ a de 5x = 2 (mod 7) € 6. Logo, a maneira
de agrupar os fatores de 6!, segundo o teorema, €; ,

6! = (1 '2)'(3‘4)':(5'5)52‘(—2)'23-—1(mod7)
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Mostremos agora que se aNp, onde p € um primo impar, entio:
-l
®-D'=a ? (modp)

De fato, neste caso paracadaa, €Z, 1 € a; <p;a congruénciaax = a
(mod p) admite uma solugio xy, 1 € X, <P, € Xp # a, pois a nit:') € resto qua-
drético. Daf que os fatores de (p — 1)! podem ser agrupados dc.:ls aadms, sem
excecdo, de maneira que cada um dos produtos resultantes seja congruo ao
elemento a, médulo p. Sendo p — 1 os fatores:

-1
p-NDl= ap_z—(mod P)
Por exemplo, se p=5ea=3, entdoa maneira de agrupar os fatores
de 4! que se utilizou na justificativa anterior &
41=4-3-2-1=(4-2)-(3-1)=3"3=3"(mod?3)

pois o nimerc 2 € solugdo de 4x = 3 (mod 5) ¢ o 1 € solugdo de 3x =3
(mod 5).

PROPOSI cti O 18 (critério de Euler) Seja p um primo positivo fmpar
e seja a um inteiro ndo divisivel por p. Entio: a & um resto quadritico de p se,
e somente se,
p-1

a ? =1 (modp)

Demonstragdo
( =) Sendo a um resto quadritico de p, entdo b? = a (mod p), para algum

b €Z,. Como mde(b, p) = 1, levando em conta o pequeno teorema de
Fermat obtemos:

p-1 p-1

a ? = (b?) ? =br-'=1 (modp)

( + ) Suponhamos aNp. Entdo, devido ao fato de que

p-1

p-Nl= a * (mod p)
como j4 foi mostrado, da hipétese segue que:
(p — 1)! =1 (mod p)
Mas (p — 1)! = —1 (med p), em virtude do teorema de Wilson. Logo
-1 =1 (mod p)
o que nio & possivel pois, por hipétese, p > 2. |
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Exemplo 19:

Se p= 11, entdo P ; ! = 5. Assim, como

2% = 32 = —1 (mod 11)

2N11. Por outro lado, como 3? = 9 = —2 (mod 11}, entdo 3* = 4 (mod 11) e
portanto 3° = 12 = 1 (mod 11), o que garante a relagao 3R11.

Nota: Se p > 1 é um niimero primo, dizer que a € resto quadratico de
p equivale a dizer que a congruéncia

x? = a (mod p) (pfa)
admite soluggoem Z ..
O resultado central do capitulo dos restos quadrétices € a chamada ‘Lei
da Reciprocidade Quadritica’. Exposta em 1785 por Adrian-Marie Legen-

dre (1752-1833), seria demonstrada pela primeira vez por Gauss, em 1796.
Uma maneira de formula-la € a seguinte:

‘“‘Sejam p e q primos fmpares positivos, p # q, € consideremos o par de
congruéncias

x*=p(mod q) e x*=q(modp).

Entdo, ou ambas admitem solugio ou nenhuma delas admite solugéo, salvo no

caso em que p € q siio da forma 4n + 3, hipdtese em que uma admite solugio €
a outra néo”’.

Se introduzirmos o simbolo de Legendre definido por

ay) _ 1seaRp
p ) - —1 se aNp
entdo a lei da reciprocidade quadrdtica se traduz assim:
p-1 9= i
(ﬂ i) =(-1) 7 77
q/\P
onde p e q sdo primos positivos impares e p # q.

A demonstragao dessa lei foge completamente aos objetivos deste texto.

O leitor interessado podera encontri-la na bibliografia em [1] e [5], por
exemplo.

EXERCICIOS

322. Ache os restos quadriticos de 7, 13 ¢ 17.

323. Verdadeiro ou falso: 6R19, 9N19, 4R23, BN23? Justifique.
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324. Seja a um resto quadratico do mimero primo {mpar p. Mostre que:
a) p =1 (mod 4) = (p — 2)Rp.
b) p = 3 (mod 4) = (p — a)Np.

Sugestdo: Use o fato de que p —a = —a(mod p)e o critério de Euler.

325, Seja p um primo fmpar ¢ sejam a e b inteiros tais que pfa e ptb. Mostre

que:
aby fa _E)
("13_) - (?)( P
Portanto, em que condigdes ab € resto quadratico de p?

326. Use o teorema de Wilson para provar que as solugdes de
x?+ 1 = 0 (mod p); p = 4m + 1 (primo)

sao 1 - 2 ... 2m (mod p).

Resolugdo: Se a e b sdo solugdes dessa congruéncia, entdo
a?+ 1 =b?+ 1 (mod p) e daf (a = b) (a + b) = 0 (mod p). Logo, con-
siderando que p € primo, b = a (mod p) ou b = —a (mod p).

Observemos porém que, comop=4m + 1: (p— 1} +1 =
=p-1Pp-2)...p-2m)2m)(2m -1) ... 2 - 1 +1
' = (2m)? (2m — 1)*... 27 - 12+ 1 =0 (mod p)

devido ao teorema de Wilson e ao fato de que p — 1 = —1 (mod p),
p-2=-2(modp), ..., p~ 2m = —2m (mod p), onde o nimero de
congruéncias € 2m (par). Logo (2m)(2m — 1)...2 - 1 éuma solugdo de

x2 + 1 = 0 (mod p), o que conclui o exercicio, levando em conta a ob-
servacao inicial.
327. Seja p > 2 um mimerc primo. Mostre que 2 congruéncia x*+ 1 =0

(mod p) admite solugdes se, ¢ somente se, p = 1 (mod 4).

Sugestdo: A congruéncia admite solugdes se, e somente se, —1 éresto
quadrético de p.
328. Agrupe os fatores do produto
2-3-.4,,.20-21
em pares ab = 1 (mod 23). Justifique o procedimento empregado.

329. Use o teoremna de Wilson para mostrar que, se p > 2 € primo, entéo:

p+1

12-32.5 .. (p—-2¢=(-1) T (modp)
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Sugestdo: Leve em conta que 2 = —(p — 2) (mod
= Php-3=-3
(mod p), 4 = —(p — 4) (mod p), p ~ 5 = =5 (mod p), ... -p

330. Seja p > 2 um ndmero primo. Use o teorema de Wilson para provar
que:

1232 .- (p=~22=22-4 . ... (p~1)(mod p)
331. Prove a reciproca do teorema de Wilson: “‘Se (n — 1)! = —1 (mod n)

entdo n € primeo’’.

Resolugdo: Se n nao fosse primo, entio admitiria um divisor primo p,
1 <p < n. Como, entdo, p ¢ um dos fatores de (n — 1} = —1 + nq ¢
pln, entdo p|1, o que & absurdo.

332. Prove que um inteiro n > 1 € primo se, & somente se, (n—-2)=1
(mod n}). |

13. Raizes primitivas

Seja a um nimero inteiro primo com m(m € Z, m > 1). Pelo teorema
de Euler

a*™ = 1 (mod m)
O menor inteiro h > 1 para o qual
a* = 1 (mod m)

chama-.se ordem de a, médulo m. Se h coincide com ¢ (m), entdo se diz que a €
uma ratz primitiva de m.

Por exemplo, se a=3 ¢ m = 10, caso em que @(m) = (10) = 4
entio: '

3' = 3 (mod 10) 33227 = 7 (mod 10)
32 = 9 (mod 10) 3*=81 =1 (mod 10)

0 que mostra que 3 € raiz primitiva de 10.

PROPOSIG{IO 19 Se h é aordem de a, médulo m, entdo a, a?, ...,

h- = - »
a"=', a" s30 mutuamnente incéngruos, médulo m.
Demonstragdo: Vamos supor
a' = a" (mod m)
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onde 1 € s < r € h. Como mdc(a®, m) = 1 pois mdc(a, m) =1, entio o coro-
lirio 1 da propriedade Cq das congruéncias nos permite concluir (cancelando
a* na congruéncia de que partimos) que:
a'—* = 1 {mod m)

Mas isso contraria a hipétese de que a ordem de a, médulo m, € h, pois
1€r-s<h |

PROPOSICAO 20 Seja h a ordem de 2, médulo m, e consideremos
um inteiro d 2 0. Entao:

a' = 1 (mod m) <= h|d

Demonstragao
( « ) Por hipétese d = hq, para algum q € Z. Como a* = 1 (mod m), entdo
ad = (a")2 = 1¢ = 1 (mod m)
( =) Pelo algoritmo da divisio: d=hq+ r (0 € r <h). Daf
al = a"+* = (a")% - 2’ = a’ (mod m)
Como a® = 1 (mod m), por hipStese, entdo:
a’ = 1 (mod m)

Entiio nao se pode ter 0 < r < h, vistoque h ¢ a ordem de a médulo m.
Donde r = 0 e portantod = hq, ou seja, h|d. [ |

COROLARIO Se h ¢ a ordem de a, médulo m, entdo hi@(m).

E s6 lembrar que, pelo teorema de Euler, a®™ = 1 (mod m), sempre
que mdc(a, m) = 1.

Exemplo 20: Sejam > 1 ¢ consideremos um inteiro a primo com m. En-
tio a congruéncia ax = 1 (mod m) admite solugBes em Z. Se b € uma solucio
qualquer dessa congruéncia, mostremos quea ¢ b tém a mesma ordem, mddu-
lo m. Sejam h e k, respectivamente, essas ordens. Como a" = 1 (mod m), en-
tdo a'bh = (ab)* = b* (mod m). Mas o fato de ab =1 (mod m) implica
(ab)* = 1* = 1 (mod m). Donde b = 1 (mod m). Como a ordem de b, médu-
lo p, € k, a proposicao anterior nos garante que kjh. De marneira andloga se
mostra que h|k. Donde h =k.

EXERCICIOS

333. Ache a ordem dos inteiros 4, 7 e 11:
a) médulo 17 b} mddulo 23 ¢} médulo L5
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334. Seja p um primo. Se a é um inteiro tal que pfa, prove que: a ordem de
a, médulo p, ¢ 2 se, e somente se, a = —1 (mod p).

335. Prove cada uma das seguintes afirmacdes:
a) Se a tem ordem hk, médulo n, entio a" tem ordem k, mod n.
b) Se a ordem do inteire a, médulo p > 2 (p primo) € 2k, entdo a* = —1
(mod p).
¢) Se a tem ordem n — 1, médule n, entdo n € primo.

Sugestdo para c): Use exercicio 306.

336. a) Mostre que o inteiro 2 tem ordem n, mod. 27 — 1.
b) Prove que ¢(2" — 1) é miiltiplo de n, para todonr > 1,
c) Se p > 1 € primo, pode-se concluir que ¢ (p” ~ 1) é muiltiplo de n
para todo n > 1? Justifique a resposta. ’

&lg&l&iﬂparaa):h(n = 2b -1 2" -1,

337. Vamos supor que a ordem de a médulo n € h e que a ordem de b médulo
n é k. Prove que:
a) a ordem de ab médulo n divide hk.
b) Se mdc(h, k) = 1, entio a ordem de ab € exatamente hk,

Resolugdo:

a) Como (ab)*™ = (a")* (b*)* = 1 (mod n), 2 proposigio 20 garante que
hk é mniltiplo da ordem de ab, médulo n.

b) Seja d a ordem de ab, médulo n. Entio (ab)! = 1 (mod n) e portanto
(al:_:)"" =(a")* - b =1 (mod n); como porém (a")¥ =1 (mod n),
pois a tem ordem h, médulo n, entdo b = 1 (mod n), o que implica
k|(dh); como porém mdc(h, k) = 1, entdio k|d. Analogamente se
mostra que h|d. Donde (hk)|d, pois mdc(h, k) = 1. Mas em a) j4
haviamos obtido que d|(hk). Donde d = hk.

338. Se__ia a > 1 um inteiro. Se p > 2 € primo, prove que os divisores {mpares
primos de af — 1 ou sdo também divisores de a — 1 ou sdo da forma
2px + 1.

339. Seja a > 1 um inteiro. Se p > 2 é primo, prove que os divisores primos
fmpares de aF + 1 ou dividemn a + 1 ou s30 da forma 2px + 1.

Resolugdo: Se q é um primo fmpar, divisor de aP+ 1, entdo
af + ’1 = 0 (mod q) e daf a® = 1 (mod q). Logo, as possiveis ordens de
a, médulo g, sdod = 1, 2, p ou 2p.
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340.

341.

342.

343.

344,

345.

346.

347.

348,
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Vamos supor d = 1. Entdo a = 1 (mod q) e dai a? = 1 (mod q); mas co-
mo aP = —1 (mod q), entdo 1 = —1 {med q), o que nio € possivel pois q
¢ impar. Se d = p, entdo igualmente teriamos af = 1 (mod q), o que
contradiz a® = —1 (mod q). No caso d = 2 se tem a’ = 1 (meod q); dai
qita—1) (a+ 1), o que implica q|(a — 1) ou qj(a+ 1), ou seja,
a=1(modqg)eoua=—1(modq}

Como a primeira possibilidade corresponde a d = 1 deve ser descarta-
da, restando a = —1 (mod q), © que equivale a q|(a + 1).

Finalmente, se d = 2p, como ¢{q) = q — 1 é miltiplo de 2p, entdo
g=1+ 2px.

Mosire que hd infinitos nimeros primos da forma 2px + 1, onde p > 2
¢ primo,

Sugestdo: Todo divisor primo de 2° — 1 € da forma 2px + 1 (exerc.
338). Suponha que p;, p;., ..., p, fossem todos os primos da forma dada.
Considere o nimero (p, * p; ... p,)’ — 1 e use o exercicio 338.

Prove as seguintes afirmag0es:

a) Os divisores primos impares de um inteiro n’ + 1 sao da forma
4k + 1.

b) Os divisores primos impares de um nimero inteiro n* + 1 sdo da for-
ma 8k + 1.

Prove que hd infinitos némeros primos da forma 4k + 1.

Prove que hd infinitos nimeros primos da forma 8k + 1.

p-1

Seja p um primo impar. Se pfa, mostrequea * = =1 (mod p).

a} Mostre que 2 é raiz primitiva de 19, mas nido € de 17.
b) Mostre que 15 nio admite raizes primitivas.

Seja a um resto quadritico de um primo impar p. Mostre que a nao €
raiz primitiva de p.

Seja a wma raiz primitiva de um primo fmpar p. Prove que:
a) Se p = 1 (mod 4), entdo —~a também € raiz primitiva de p.
-1

b) Se p = 3 (mod 4), entdio a ordem de —a, médulo p, € P 3

Sejam a e b raizes primitivas de um primo fmpar p. Prove que ab nao ¢
raiz primitiva de p.

349,

350.

351.

Resolucdo: Como a € raiz primitiva de p, entio @{(p) = p — 1 € 0 me-
nor expoente estritamente positivo para o qual a*~' — 1 = ¢ (mod p).
p—1 p—1L p-1
Daf(a - I) -(a T4+ I)EO(modp)epertantoa |
p—1
(mod p), posto que aordem de aé p — 1. Analogamente,b 7 = —1
Lk}

(mod p). Donde (ab) ? =1 (mod p) ¢ a ordem de ab, médulo p, ¢
menor que @(p).

Se p = 2+ 1 € primo ¢ se a n#o € resto quadrético de p, prove que a é
raiz primitiva, médulo p.

Seja a uma raiz primitiva de n. Se k > 0 e se mdc(k, @(n)) = 1, prove
que a* também ¢ raiz primitiva de n.

Seja n > 1 um inteire.

a) 3¢ a € raiz primitiva de n, mostre que os eclementos de
A = {a, a’, ..., 2a®"} sdo mutuamente incdngruos, médulo n.

b} Se a,, a,, ..., ay, indicam os inteiros positivos menores que n ¢ pri-

mos com 1, prove que todo elemento de A é cingrue, médulo n, a
um tnico elemento a;,

Resolugdo de b): Dividamos 2 (1 i€ @(n})porn: ai=n - g+ 1,
{0 £ r, < n). Como mdc{a, n) = 1, entdo mde(a’, n) = 1 e portanto
mdc(n, r;) = 1. Logo r; € um dos elementos de {a,, a,, ..., 3y} Como
a' = r, (mod n), entdo cada a' ¢ congruo, médulo n, a algum dos a;
{1 € j € ¢ (n)). N3o podemos ter 2’ = a, (mod n) ¢ &' = a, (mod n),
1 £ r, s € ¢ (n), pois isto obriga a, = a, (mod n), o que niao € possivel,
jiquel g a,a <n.
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APENDICE Hi

 CONSTRUGAO
LOGICO-FORMAL DO

CONJUNTO DOS
NUMEROS INTEIROS

1. Os numeros inteiros: construgao

Nosso objetivo aqui ¢ dar um sentido matemitico a todas as expressoes
do tipo a — b, para quaisquer a, b € IN, de maneira a poder tratar como
entes do mesmo conjunto tanto aquelas como 7 —3, 5 — 1 ¢ 4 — 0 quanto
aquelas como 3 — 7, 1 — 3 e 0 — 2, por exemplo. Nesse sentido convém ob-
servar primeiro que subjacente a cada ‘‘diferenga’’ a — b estd o par ordenado
(a, b) € IN x IN. Além disso € facil ver que, por exemplo, a igualdade em IN

5-3=9~7

equivale a 5 + 7 = 9 + 3, De uma maneira geral,sea, b, c,d €IN,a =be
¢ > d, vale a equivaléncia:

a-b=c—-deat+d=c+d

Essas considerages, aliadas ao fato de que o conjunto dos inteiros a ser cons-
truido, deve ser uma “‘ampliagio’’ de IN, ajudam a entender o caminho que
tomaremos.

No conjunto IN x IN consideremos a relagao n definida da seguinte
maneira: para quaisquer {a, b) e (¢, d)em IN x IN,

(a,b) v (c,d) == a+d=b+c

Para a relagdo ~ valem as propriedades:
® Reflexiva pois, como para todo (2, b) € IN x IN, se verificaa+ b= b + a,
ent3o (a, b) ~ (a, b).
o Siméirica, ou seja, se (a, b} ™ (c, d), entdo (¢, d) ~ (a, b} (exercicio)
o Transitiva pois, se (2, b) ™~ (c,d} e (¢, d) v (e, f), entio a+d=b +ce
c+f=e+d;dafa+d+f=b+c+fec+f+b=e+d+bh, oque
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implica a+d+f=e+d+b e portanto a+f=e+b, ou seja:
(a, b} ~ (e, 0). _

Logo n € uma relacio de equivaléncia em IN x IN e, por conseguin-
te, determina uma parti¢io neste conjunto em classes de equivaléncia. Para
cada (a, b) € IN x IN, indicaremos por (a, b) a classe de equivaléncia deter-
minada por (a, b} € IN x IN. Assim:

(a.b) = {(x,y) EIN x IN|(x,y) ~ (a,b)} =
={(x,y)€IN X IN|x+b=y+a}

O conjunto quociente de IN x IN por nv, ou seja, o conjunto de todas as clas-
ses (a, b), para qualquer (a, b) € IN x IN, serd indicado por Z. Entdo:

z=-"*BK _({& B)l(2, b) €N x IN}

Por cxemplo:

)= {2,003, 15 (%, 2); ...}
= {(0,2); (1,3% (2, 4% ...}
( = {(0, 4 (1, 5% (2, 6); ...}
E dlaro que: (a, b)=(c, d) = (a,b) ~ (c,d) = a+d=b+c.
Em particular vale o seguinte: se a > b, entdo (a, b) = (a — b, 0), pois
a+0=(a-b)+b; eseb>a, entdo (a, b)=(0, b — a), uma vez que
at(b—-a)=b+0 Assim, se (a, b)EZ, entdo (2, b)=(c, 0) ou
(a, b) = (0, ¢}, para algum ¢ € IN. E essa maneira de representar o elemento
a, b) € tnica pois, por exemplo, se (c, 0) = (d, 0), entdo c + 0 = d + 0 e daf
d.

[ B

1.1 Adicdoem Z

Consideremos os mimeros naturais 4 e 3 escritos sob a forma: 4 =5 — |
¢3=7-4Entic: 4 +3=(5-1)+(T7-4=(5+7)—(1+4).Essaob-
servagiio ajuda a entender a defini¢io a seguir:

DEFINICAO 1 Sejam m = (a, b) e n = (c, d) elementos quaisquer
de Z. Chama-se soma de m com n, e se indica por m + n, o elemento de Z defi-
nido por:

m+n=(a+c,b+d)

Suponhamos m = (a, b)=(a,, b,) ¢ n=(c, d)=(c,, d,); entdo
m+n=(a+c, b+d) e m+n=(a, +¢,, b, +d,). Como porém
(a,b)~(a,b)efc,d)™~(c,d,),entdioa+b, =b+a,ec+d =d+¢,
do que resulta (somando membro a membm essas igualdades): (ath,) +
+(c+d)=(b+a)+{d+c)ou@a+c)+ (b +d D=bm+d)+(a;+c)
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Donde (a + ¢, b+ d)=(a, + ¢, b, + d,). Logo a relagio dada por
(m,n}) = m+n

é uma aplicagio de Z x Z em Z e portanto € uma operagio sobre Z. A essa
operagio chama-se adigdo em Z,
Para a adigdo em Z valem as seguintes propriedades:

a, Assoctativa

De fato, se m = (a, b), n = {c, d) e r = (e, f) sdo elementos genéricos de Z,
entao:

m+n)+r=@+c,b+dj+(e,N=(@a+c)+e, P+ +DH=
={(at+{c+e),b+t{d+DH)={a,b)+(c+e,d+f)=
—EH+HED+E D) =m+(@+0)
a, Comuiativa: m + n = n + m, ¥m, n € Z. Exercicio.
a, Existe elemento neutro: € a classe (0, 0). De fato, para qualquer (a, b) € Z:
(a,b)+ ({0, 0)=(a+0,b+0)=(a,b)

E ébvio que (a, a) = {0, 0), para todo a € IN. Usaremos a notagio:
0 = (0, 0), a qual serd justificada no item 2.

a, Todo m = (a, b) € Z admite oposto (simétrico aditivo). Ou seja, para todo
m € Z existe m’ €Z de modo que m + m’ = 0. Usaremos a notagao:
~m=m’,

Como

@b+, a)=@+b,b+a)y=0
entao: m = (a, b) = —m = (b, a).
Destaquemos ainda a lef do cancelamento em Z.:

m+r=n+r =m=n

Defato:m=m+0=m + [r+ (-r)]=(m +r) + (-r) =
=mn+)+(-r)=n+[r+(-r)}j=n+0=n.

1.2 Subtragdoem Z

Para cada par de elementos m, n € Z, chama-se diferenga entremen e
indica-se por m — n o elemento m + (—n) €Z. Ou seja:

m-—n=m+ (—n)

Assim, posto que m — n € Z, quaisquer que sejam m, n € Z, a relagio dada
por
{m,n) - m—n
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€ uma aplicagiio de Z x Z em Z — ou seja, € uma operagiio sobre Z. A essa
operagao denominamos subtragdo em Z. Esta operagio, contudo, nfo € associa-
tiva, nem comutativa e tampouco admite elemento neutro. Sugerimos ao lei-
tor verificar esses fatos.

1.3 Multiplicagdo em Z

Uma maneira pouco pritica de multiplicar os mimeros naturais
3=5—-2e4= 10— 6 seria a seguinte:

3. 4=(5-2)-(10—6)=(5-104+2-6)—(5-6+2 - 10)= 62— 50 = 12
Contudo, a partir daf fica mais ficil entender a
DEFINICAQ 2 Sejamm = (a, b) e n = (c, d) elementos genéricos de

Z. Chama-se produte de m por n e indica-se por mn (ou m - n)o elemento de Z
definido por:

mn = (ac + bd, ad + be)

S¢ m=(, b)y=(a,, b))en={(c, dy={(c,d,}, entio
mn = (ac + bd, ad + bc) € mn = (a;c, + b,d,, a,d; + b,c;). Mas como
(a,b) ~ (a;,b))e(c,d) ~ (c;,d),enthoa+b,=b+aec+d,=d +¢c,
Dai obtemos: c{a+b,)=c(b +a)), a;{c+d)=2,{d+¢,), d(b+a,)=
=d(a+b,) eb(d+ ¢} =b,(c + d,). Desenvolvendo esses produtos e de-
pois somando membro a membro as igualdades obtidas, feitos a seguir os can-
celamentos possiveis, restard

(ac + bd) + (a,d, + b;¢;) = (bc + ad) + (a,c, + b,d,)

o que pode ser traduzido por:
(ac + bd, ad + bc) = (a]CI + b]dl, ald] + b]cl)

Isso significa que a relagdo
(m,n) — mn

€ uma aplicagiode Z x Zem Z e, por isso, uma operagio sobre Z. Trata-se, -
obviamente, da multiplicagao em Z, da qual destacamos as propriedades a
seguir,

m, Associativa: m(nr) = (mn)r, para quaisquer m, n, r € Z. Exercicio.

m, Comutafiva

De fato, se m = (a, b) e n = (c, d) sio elementos quaisquer de Z, entdo

mn = (ac + bd, ad + bc) = (ca + db, ¢b + da) = nm
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m; Existe elemento neutro: € a classe (1, 0), 4 qual indicaremos apenas por 1 (a
Jjustificativa para essa simplificagdo serd vista no item 2), pois:

V@, b)EZ = (1,0)-(a,b)=(1 -a*0 b, i -b+0-a)=(a b)

m, Lzt do anvlamento do produts: Sem, n €EZ emn = 0, entdiom = Goun = 0.

Como jé observamos anteriormente, todo elemento de Z pode ser repre-
sentado univocamente sob uma das seguintes formas: (a, 0) ou (0, a), para
algum a € IN. Vamos supor, por exemplo, m = (a, 0) e n = (0, b). En-
tio, por hipétese, mn = (0, ab) = (0, 0). Dai0 + 0 =ab + Oouab =0
(em IN), o que implica a =0 ou b = 0. Donde m =0 ou n = 0. Os de-
mais casos nio apresentam nenhuma novidade.

& Distributiva: Para quaisquer m, n, r€Z, m+(n+r)=(m+n) +r.
Exercicio.
QO conjunto Z, munido das operaces introduzidas através das definigdes
1 ¢ 2, mais a relagdo de ordem a ser introduzida no item seguinte, € chamado
conjuntp dos nimeros inteiros. E os elementos de Z, nessas condigdes, sao chama-
dos ndmeros intetros.

1.4 Relagdo de ordem em Z

Se m € Z, entio m = (a, 0) ou m = {0, a), para algum a € IN. Assim,
se fizermos

|

0,0=0 ©,1)=—1
(1,0) = +1 0,2y = -2
(2, 0) = 42 0,3)= -3

torna-se vilido escrever
Z={.,6-2,-1,0,+1,+2, ..}

Fagamos {0, +1,+42, ...} =Z e{...,-2,-1,0} =Z_. Os clementos de Z ,
se dizem inleiros positivos € os de Z_ infeiros negativos. Todo elemento
m EZ% = {+1, +2, +3, ...} é chamado inteiro estritamente positivo; e todo
mEZ! ={.., -3, -2, —1} é um inteiro estritamente negativo. '

Notemos que se m € Z, (ouZ* ), entdio —m € Z_ (ou Z2) e vice-versa.
De fato, se por exemplo m = (a, 0) (logo m €Z, ), entao —m = (0, a} (que
estd em Z_).
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DEFINIGJO 3 Sejam m, n € Z. Diz-se que m € menor que ou igual an

e anota-se m % n se
n=m+r

para algum r € Z , . Neste caso também se pode escrever n 2 m, o que se }&:
“‘n & mator que ot fgual a m’",

Se n=m+r, onde r €EZ%, entdo m se diz menor gue n. Notagao:
m < n. E equivalente dizer que n & maior gue m e anotar n > m.

Em particular 0 € r, Vi €Z, , poisr=0+r,es< 0, ¥sE€EZ_, jd
que 0 =5 + (—s). Também: 0 <r, para todo r €EZ"% e r < 0 para todo
reEZ’.

Vejamos agora as propriedades mais importantes da relagao <
schre Z.

o, Reflexiva: m € m, YmEZ poism=m+0e 0EZ, .

0y Anti-simétrica: Vamos supor m € n e n € m. Entdo m = n + r;, onde
r = (a, 0), para algum a €IN, e n = m + r,, onde r, = (b, 0), sendo b
um conveniente elemento de IN. Entéo:

m=n+r=(m+r)+r=m+{r,+r)=m+(a+b,0)
o que implica, pela lei do cancelamento da adigao:

@+ b, 0)= (0, 0)

Daia+b=0{(emIN)eportantoa=b=0. Donder, =r,=0em = n.
o; Transitivaa m £ n e n § q = m% q. (Fica como exercfeio.)
0, M%&ND OU NDNLm

Vamos suporm = (a, 0)en= (b, 0). Sea € b, entio b = a + ¢, para
algum ¢ € IN e portanto

n=(b,0)=(a+c, 0)=(a, 0)+ (c, 0) = m + {c, 0)

o que garante a relagao m £ n. Se, ao contrdrio, ocorresse b € a, entao vale-
rian £ m.

O caso m = (0, a) e n = (0, b) pode ser encaminhado do mesmo modo.
Finalmente, seja m = (a, 0) e n = (0, b). Entiio

m={2,0=@+b,b)={0,0)+@+b,0)=n+{@+b,0)

de onde segue n £ m.

Uma conseqiiéncia das consideraghes anteriores é que: mEZ_ ¢
n€Z, = m<n.

o5 Compatibilidade com a adigdo: Se m € n, entdo m + p € n + p, para todo
pEZ ’
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De fato, da hipétese segue que m + r = n, para algumr €Z, . As-
sim, para todo pE€Z: n+p=(m+71r)+p=(m+ p)+r. Donde:
m+p<n+p.

o Compatibilidade com a multiplicagdo: m € n e 0 € p = mp € np.
Por hipdtese n = m + r, onde r = (a, 0), para algum a € IN. Supondo
p =(b, 0), como pn =pm + pr, onde pr=(ab, 0) EZ,, entdo
pm £ pn.

2. Imersdode Nem Z

Mostraremos agora, dentro da construgfio que fizemos, em que termos
se pode considerar IN como parte de Z,
Seja f: IN — Z definida por f{a) = (a, 0), para todo a € Z. Ou seja:

f(0) = {0,0) = 0
f(1} = (1, 0) = +1
(2,0) = +2

{2) = T 0)

Entio:
e Im({f) = {f(a)|]a EIN}=Z, = {0, +1, +2, +3, ... }.
f(a) = f(b) = (a, 0) = (b, 0) = a = b, 0 que mostra que f § injetora.
flat+by=(a+b,0)={(a, 0} + (b, 0) = f(a) + f(b), Ya,bEIN
flab) = (ab, 0) = (a, 0) - (b, 0) = f(a) f{b), ¥a, b € IN
Se a € b, entdo b = a + ¢, para algum ¢ € IN e portanto

f(b)= (b, 0) = (a + ¢, 0) = (a, 0) + (c, 0) = fa) + (c, 0)

o que significa que
f(a) < f(b)

Assim, no que se refere aos aspectos algébricos e a ordenagdo, Z, € uma
cdpia de IN, obtida através de f. Dai porque se pode identificar IN com Z , ¢
considerar IN C Z. Mais especificamente, nessa identifica¢io 0 nimero natu-
ral 0 passa a se confundir com o inteiro 0 = (0, 0), o natural 1 com o inteiro
+1 = (1, 0), e assim por diante. A fungio f considerada costuma ser chamada
de imersdo de IN em Z, por razdes Sbvias em face das propriedades que desta-
CAmos a Seu respeito.

Isso posto, se x =(a, b} EZ, entio x=(a, b) =(a, 0} + (0, b) =
= (a, 0) + [ — (b, 0)] e, em consegiiéncia da identificacio feita, x = a — b.
Logo, todo inteiro € igual i diferenca {(em Z) entre dois mimeros naturais.
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Por outro lado, se a, b € IN, levando em conta a identificagio de IN
comZ  :

a—-b=(a 0 -(,0=(,0+(0,b)=(a,b)

o que mostra que a subtra¢gio de dois nimeros naturais € sempre possivel em Z
— ¢ iss0, no fundo, era o que se tinha em vista com a construgdo do conjunto
dos nimeros inteiros,

2.1 O principio do menor inteiro

A identificagiio que fizemos de IN com Z , torna vilida a demonstragéo
que fizemos em 3.3 do principio do menor inteiro:

0; Seja 8 C Z, § # @. Se § admite uma cota inferior (e portanto infinitas),
entdo 8 possui minimo,

EXERCICIOS

352, Se a, b, ¢, d € Z, prove que:
a) (a —b) (¢ — d) = (ac + bd) — (ad + be)
b) (a + b) (¢ = d) = (ac -+ bc) — (ad + bd)

353. Sejam x ¢ y inteiros tais que xy =1. Prove que x=y=1 ou
x=y=-—1.

354. Proveque:a<b+c = a—b <c.
355. Sep >0, proveque a — p < a, para todo a €EZ,
356. Proveque: x’=x = x=0ou x=1,

357. Para tode a € Z, mostre que
a-—-1=mix{x EZ|x < a}

358. Sea<b e c<d mostrequea—d<b~-c
359. Proveque:a<b e ¢ <d = bec + ad < ac + bd.

360. Mostre que, para todo n €Z, o conjunto {x €EZ|n < x < n+ 1} €

vazio.
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PENDICE I

-
T

AL b

ARITMETICA MODULO m

Sejam > 1 um inteiro e indiquemos por Z., o sistema completo de restos
minimos positivos, médulom: Z_ = {0,1,2, ..., m —1}. Sex,y €Z_, en-
tendemos por sema mddule m de x com y o resto da divisio euclidianade x + y

por m. Usaremos a notagdo x ¥ y para indicar a soma médule m de x com v.
Por exemplo

6+7=5

pois na divisio de 13 por 8 o resto € 5,
Como o resto da divisdo euclidiana de um inteiro qualquer por m estd
sempre em Z, , entdao a correspondéncia

(x,y) = x+y

€ uma lei de composicao interna em Z_, (ou uma operagio sobre Z_) 4 qual
chamamos adigao mddulo m.

Para essa operagio valem as propriedades:

m m m m Lo

a (x+y)+z=x+(y+z) (associativa)
m m i

a; x4+ y=y+x (comutativa)

ay Existe elemento neutro: é o mimero 0,

a, Todo a € Z, tem simétrico aditivo em Z_: € o elemento m - a, pois o res-
to da divisdo de a 4+ (m ~ a) = m por m € 0.
Provaremos apenas a,, j4 que a demonstragio das demais propriedades ¢

imediata, Vamos supor x ¥ y=r{x+y=mq,+r,0&r, <m)e
(xEy)$z=r,-T-z:rg(r1+z=mq2+r2,0€r2<m).Da1'resulta

(x +y)+ (1, + z) = (mq, + r;} + (mq, + 1)
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e entio:

x+y+z=ml{g+qg)+r, (0€r,<m)

Portanto r, = (x ¥ ¥) ¥ 2 é o resto da divisdo euclidiana de x + y + z por m.

De maneira andloga, mostra-se que x ¥ (y ¥ z) é, também, o resto da divi-
sio euclidiana de x + y + z por m. Dessas conclusdes resulta a igualdade
desejada.

Para cada par de elementos x, y € Z,,, indicaremos por x B y o produte
mddulo rm de x por y, assim definido:

m . . . .
X - y = resto da divisio euclidiana de xy por m

Obviamente a correspondéncia

m
(x,y) > x-y
define tarmbém uma let de composi¢io interna em Z . é a chamada muftiplica-
¢do mdduls m. Para esta operag¢iio valem as seguintes propriedades:

m m m m . .
m, (x-y)-z=x-(y-z) (associativa)

m m .
m; x -y=y -x {comutativa)
m, Existe elemento neutro: obviamente o nimero 1.

E, envolvende adi¢do e multiplicagao, vale

m m m m m
d x-(y+z)=x-y+x-2z

ou seja, a multiplicagio médulo m € distributiva em relagdo i adigie mé-
dulo m,

As propriedades apontadas até aqui indicam que Z €, emn relacdo 2 adi-
¢ao ¢ A multiplicagio médulo m, um modelo do que se chama em dlgebra de
anel comutative (a qualificacio ‘‘comutative’” decorre do fato de se verificar
m,)t*). Observemos que o préprio Z, em relagio & adigdo € & multiplicagio
usuais, também € um anel comutativo. Vamos nos referir a Z,, como anef dos
intetros modulo m e a Z como anel dos intetros, simplesmente. A seguir focalizare-
mos algumas diferengas estruturais entre os anéis Z_ {m > 1) ¢ Z. Mas antes
vejamos como se podem visualizar as operagbes num anel Z_, por meio de t4-
buas. Para Z,, por exemplo:

+ 4+

M I S B o 1 2 3
0{0 1t 2 3 0({0 0 0 0
1|1 2 3 o0 1o 1 2 3
2 2 3 0 1 210 2 0 2
303 0 1 2 3o 3 2 1

{*) Ver exercicio 364.
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No anel dos inteiros a relagdo ab = 1 equivaleaa==*1 e b =1, Isto
significa que um elemento a € Z tem simétrico multiplicativo (inverso) se, e
somente se, a = +1. Para estudar a mesma questio em Z_, facamos
Um)={a€EZ |IbEZ  a b= 1}. Um elemento a € U{m) é chamado

tnpertivel em Z_,. Obviamente 0 ¢ U(m), ¥m > 1. 8e a € Z_, é invertivel, o
clemento b € Z, tal que a-b=1 ¢ dnico. De fato, se a-c=1 =c!?a,
c=c-1l=c-(a-by=(c-a)-b=1-b=bh
Esse elemento é chamado inverso aritmetico de a médulo m e sera indicado indis-

tintamente (para todo m > 1) por a*.

PROPOSIGA-O 1 Um elemento a € Z,, € invertivel em 7, se, e so-

mente se, mdec(a, m) =1,

Demonstracdo:
{ =) Por hipétese existe o inverso aritmético de a, médulo m: a Tat=1.
Dai segue que o resto da divisde de aa®* porm € 1, oque levaaaa* =1
(mod m). Logo a* ¢ uma solugiio de ax = 1 (mod m) e, portanto, em
virtude da proposicao 14, mdc(a, m) = 1.

{ =) Se mdc{a, m) = 1, entio ax = 1 (mod m) admite uma solugiob € Z_,

- - - Fl m
conforme foi vistono itetR 9. Daia - b=1 ¢ b = a*. n

COROL:‘RI 0 Para que todo a € Z,,, a # 0, seja invertivel é necessa-
rio e suficiente que m seja primo.

Demonstragdo:

( =) Se m nio fosse primo, entic admitiria um divisor a, 1 < a < m; daf
mdc (&, m) # 1 (na verdade mdc (a, m) = a) e, devido 4 proposi¢ao, a
nio seria invertivel, contrariamente A hipétese.

(+=) Se m ¢ primo, entio o dnico divisor de m em Z, é 1 e portanto
mdc(a, m) = 1, paratodoa €Z_, a ¥ 0. Donde, devido & proposigio,
todoa €2, a # 0, € invertivel, [ |

Por exemplo, se m = 4, como mdc(1, 4) = mde(3, 4) = 1 ao passo que

mde(0, 4) = 4 e mdc(2, 4) = 2, entdo U(4) = {1, 3}.

Sem é primo, U(m)={1,2,..., m— 1}. Porexemplo U (5} ={1, 2, 3, 4}.
No anel Z vale a lei do anulamento do produto: (¥a, b€ Z)
(ab =0 = a =0oub = 0). A mesma lei nio € vdlida em Zg, por exemplo, jd
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6 6
que 2 - 3 = 0 (também 3 - 4 = 0). Para estudar em que condiges, sobre m,
vale essa lei em Z_, seja
D(m)={a€Z,Ja*0e 3bEZ, b#0,a"b=0}

Um elemento a € D(m) é chamado divisor prdpric do zero em Z._.

Por exemplo, em Z,, sdo divisores proprios do zero 2, 3, 4 ¢ 6 pois

12 12

2. 6=3-4=0.

PROPOSICAO 2 Para que a €Z,,, a # 0, seja um divisor préprio
do zero € necessdrio e suficiente que mdc{a, m) # 1.

Demonstracdo:
( =) Vamos supor, por absurdo, mdc(a, m) = 1. Entdo a € invertivel em
Z,, ou seja, existe b €Z,, para o qual a “b=1. Mas por hipdtese

m m
a-c=c - a= 0 paraum convenientec €Z_, c # 0. Dai

c=c l=c-(@a-by=(-a)-b=0"b=0

o que € absurdo.

( =) Comomdc(a, m) # 1, entdo existe um primo p > 1 tal que pfa e p[m.
N&o se pode ter p = m pois isto levaria & relagdio m |a, a qual nio pode
ocorrer visto que a € Z . Logo m = pq, onde 1 < p, q < m. Como o
resto da divisio de pg = m por m € 0, entao p i q = 0 e portanto
P, 9 € D(m).

Mas como p|a, entdo a = ps, onde s € um conveniente elemento de Z, .
Daf aq = (pq)s e entao
m m m
a-q=(p-q)-s=90 =

o que mostra que a € D(m).

COROLARIO Um anel Z,_ nio possui divisores préprios do zero se, e
somente se, m ¢ primo.

Demonstracdo:

Z_ ndo possui divisores préprios do zero se, € somente se, '
mde(a, m)=1,va€Z,,a# 0 Masmdc(a,m)=1,va €Z_,a ¥ 0, equi-
vale a dizer que todo a € Z_, a # 0, € invertivel. O que ocorre, segundo o co-

roldrio da proposicdo anterior, quando e somente quando m € primo. a
Do que foi exposto até aqui decorre a seguinte particgo

Z., = {0} U U(m) U D(m)
onde D(m) = & se m ¢ primo,
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Por exemplo, para Zy:
Z, = {0} U U(8) U D(8)

onde U(B) = {1,3,5,7} e D(8)={2,4,6}

Exemplos:

1) Volternos a examinar a congruéncia linear ax =b (mod m), onde
a ¥ 0 e mde(a, m)= 1,

Se a* € o inverso aritmético de a, médulo m, entdo aa* = 1 (mod m) e

portanto
(aa*)b = a(a*b) = b (mod m)

o que mostra que a*b € uma solugdo particular da congruéncia dada.
Assim, o conjunto das solugdes de ax =b (mod m) onde a # 0 ¢
mdc(a, m) =1 é:
{a*b + mtjt EZ}

Por exemplo, no caso da congruéncia 5x = 19 (mod 23), como 5* = 14

(pois 5> 14 = 1) e como 14 « 19 = 266 = 13 (mod 23), entdo pode-se tomar

o 13 como solucio particular da congruéncia dada, cuja solucio geral é:
x = 13 (mod 23)

2) Sejaa € Z,,. Para todo inteiro r > 1 a poténcia résimadeaemZ
se define da maneira usual:

al=a

aAr=a-a- ..-a {r fatores), se r > 1. (N@o estamos distinguindo a
notagao de poténcia em Z,, daquela em Z, para nfo sobrecarregar a notaggo.)

Nessas condigoes, se a € Z,, e mdc(a, m) = 1, a ordem de a, médulo m,
¢ o menor inteiro d > 0 para o qual se verifica a igualdade 2" = 1 (em Z,,).

Assim, por exemplo, em Z, = {0, 1, 2, 3}, como
31=3 ¢ 32=1 (pois3 -3 =1(mod4))
entio, a ordem de 3, médulo 4, € 2.

Em Z_ entao
a%im = |

para todo a tal que mde(a, m) = 1. Em particular, se p € primo, entdo
at-'=1 (Va€Z,;a#0)
poistodo a € Z,, a # 0, é primo com p neste caso. Isso significa que para todo
primo p > 1 a equagio
xFl=1
tem p — 1 rafzes em Z ,: todos os elementos nio nulos de Z,.
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EXERCICIOS

361. Resolva, com o uso do inverse aritmético do coeficiente de x, as seguin-
tes congruéncias lineares:

a) 3x = 7 (mod 23) ¢) 5x = 3 (mod 19)
b) 8x = 2 (mod 30) d) 9x = —1 (mod 17)

362. Se¢ja m > | um inteiro. Para cada a € Z, fixado, mostre que

f=12Z, ~ Z_ definida por f(x) = x Yac bijetora.

Resolugdo:
iSex,yE€EZ_ ex Ta= y ¥ a, adicionando {mddule m} o simétrico
aditivo p — a de a a ambos os membros da igualdade:

x¥)fp-a=gTaytp-a
Dai

x¥afp-a)=y¥a+tp-a)

ou
xt0= y fo
de onde resulta x = y; logo f € injetora.
ii Dado y €Z,_, tomando x = y Ya (a’ = p — a = simétrico aditivo

dea), entiox EZ e f(x)=(y+a)Fa=y+ (@ Ta)=y+0=y;
donde f ¢ sobrejetora.

363. A cripiografia objetiva, em suma, z codificaciio de mensagens. Para tanto
sao usadas uma chave de transmissdo através da qual a mensagem € co-
dificada ¢ uma chave de recepgac para decodificd-la. Nos casos mais
simples essas chaves sdo iguais.

Um dos sistemas criptograficos mais antigos e simples € a chamada *‘ci-
fra de César’’ (a razdo do nome € que Jilio César a usava). A cifra de
César baseia-se na propriedade exposta no exercicio anterior.
Imaginemos as 26 letras usuais e o espago (entre duas palavras) associa-
dos aos elementos de Z,, conforme o quadro:

“PJQOABC o Ilk|L] o XY |2

0 (1]2]3 oo (100112 - |24125 |26
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364.
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Fixado um elemento a € Z_ (a € a chave do cdigo — de transmissio e

de recepcao), a aplicagdo x i X -243 a permuta os elementos de Z,; e,
conseqiientemente, os elementos do conjunto formado pelo simbolo do
espaco ¢ as 26 letras. Dessa forma cada mensagem se transforma em c6-
digo; o fato de f ser bijetora garante que mensagens diferentes sio codifi-
cadas de maneira diferente €, ainda, a possibilidade da decodificacio.
Vejamos, por exemplo, como cedificar a frase ‘‘eu vou’’, usando como
chave a = 15,

- 5 - 5%15-20 —
-2 - 20%15= 9 =
0 - 0F515=15 —
- 22 > 2¥15=10 —
- 15 - 15%15= 3 -

U - 21 - 21¥15= 9 -
Portanto o cédigo para a frase dada € ““TIQJCI”’.
Para decodificar, por exemplo, G X A, considerando que o simétrico
aditivo de 15 é 12 (mantendo, portanto, a chave a = 15), procede-se
asgim:

O <« = ™
)

G - 7 - 7%12=19 = §
X - 24 - 24312= 9 - I
A > 1 - 1312=13 - M

Logo, a mensagem era ‘‘sim’’.

Isto posto:

a) Codifique ‘“Teoria dos mimeros’ usando a = 5 como chave.
b) Se a chave usada foi a = 12, decodifique a mensagem:

OMYAUDLZFYQCUOUD

Como j4 foi esbogado neste Apéndice, um anel comutative € constituido
de um conjunto A # @, uma *‘adigio’’ (x,y) — x + y e uma “multi-
plicagio” (x, y) - xy sobre A, de modo que: a, (a+b)+c=
=a+(b+c), ¥a, b, cEA;a;a+b=b+a, ¥Ya, b €EA; a, existe
elemento neutro para a adi¢do, ou seja, um elemento ¢ € A tal que
a+0=a,Va€A;a,paratodoa €E Aexistea’ EAtalquea+a’ =e
(a’ é o oposto ou simétrico aditivo de a) m, a(bc) = (ab)c,
¥a, b, ¢ € A; m, existe elemento neutro para a multiplicagao, ou seja,
um elemento 1 € Atalquea - 1 = a, ¥a € A; myab = ba, ¥a,b € A;
da(b 4+ ¢) =ab +ac, ¥a,b,c EA.

830 exemplos de anéis, como j& vimos, Ze Z_ (Ym > 1).

Num anel comutativo A a soma ¢ o produto de n elementos a,, a,, ...,
a, € A (n > 2), bem como a poténcia enésima de a € A (n 2 1) se defi-
nem generalizando os conceitos respectivos em Z. Assim, sio definidos
por recorréncia do seguinte modo:

n n-1 , o n—1
a = a ]+ a, a = T ala,
- (z ) i=1 i=1

1 i=1

-

1
e
al=a,a"=a'-a (n>1)

Isso posto, provemos a chamada férmula do binémio de Navton para um
anel comutativo A qualquer:

‘Se x e y sdo elementos nio nulos de um anel comutative (ou seja, x ey
sdo diferentes do elemento neutro da adi¢ao de A) entdo, para todo
n = 1, vale a relagio

wryr= 3 (2o o
onde P=0 (p

(:) =p!(Tn-!-[-5!" 0<p<n)”

Observemos que, por definicio, a° = 1 (elemento neutro da multiplica-
¢io)paratodoa # Qe =1,

Resolugdo:
i Provemos primeiro a relacde de Stifel para os coeficientes binomiais que
figuram na fdrmula do bindmio, ou seja

(:)= (n:l) + (:::) (l€£r€n-1)

De fato:

n—1 n—1) _ (n — 1)! {n—1)! _
( r )+(r—1)'r!(n—r—1)!"‘(r—1)s(n—r)s“
_ (n - 1)! N (n 1) _

rfr—i1)(n=-r—1} - {n-—r)y(n-r— 1}
(n — 1)! (1 1 )

r n—r

i

- n-r—1)!
_ (n - 1}! , n _ n! =(n)
c-DEom-r-N rn-r1) rl (n~r)! r
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it A férmula do bindmio serd provada por indugio sobre n.

n=1:
(x+yY=x+y
1

z (;) xl_PYP - xl—oyo + xﬂyl =x+ ¥
p-(’

Logo, a férmula vale para n = 1.
Seja n 2 2 ¢ suponhamos:

n-1 _
wryr= 3 (70

) x“'l-Pyp
p=0

Multiplicando por x + y a relagiio anterior:

n-1 _ n—1 _
O R R f e et
p=0 P p=0 P/

Ora, se r € um inteiro tal que 0 < r < n, entdo no segundo membro

da relagio anterior hi dois termos cuja parte literal € x"~*y": o pri-

meiro s¢ obtém para p = r no primeiro somatdério, sendo seu coefi-
. . n-1 :

ciente o mimero t c ) , € 0 outro se obtém para p=r—1 no

segundo somatdrio, sendo seu coéficiente o nimero (n - 11 ) .Logoo

r—

-

coeficiente de x"~*y* em (x + y)" é:
(n-—l) + (n-l) _ (n)
r r—1 r
Entao:

L Q- n-1 L] < n =T g n-—1 0gyn
(x+vy) —( 0 )xy+ zl(r)x y+(n_1)xy_

CAPITULO IV

=4

0OS NUMEROS RACIONAIS

1. Introdugéo

Sempre que a divisio de um inteiro por outro nic era exata, os egipcios
antigos, ja por volta do ano 2000 a.C., usavam fragSes para exprimir o resul-
tado. E usavam também fragGes para operar com seu sistemna de pesos € me-
didas.

Contudo, por razbes dificeis de explicar, com exce¢io das fragbes 2 €
e is vezes, 0s eglpcios usavam apenas fragdes unitdrias, ou seja, fragBes cujo
numerador é 1. Por exemplo, no problema 24 do papiro Rhind {cerca de
1700 a.C.) no qual o escriba pede que se efetue a divisdo de 19 por 8, a respos-
1a € dada, usando a nossa notagdo, por:

1 1
24 r + 0

Embora os egipcios nio adotassem sempre o mesmo procedimento,
pode-se mostrar que toda fragio entre 0 e 1 € soma de fracSes unitdrias, o que
representa uma garantia tedrica para essa opgio.

Alids, o uso das fragbes unitarias, além de nao ficar confinado ao Egito an-
tigo, se estendeu por vérios séculos. Basta dizer que Fibonacci, no seu j4 citado
Liber abaci, escrito no século X111 d.C. (cap. 11, item 11), nfio 6 as usava como
fornecia tabelas de conversio das fragbes comuns para unitdrias. E que, embo-
ra uma das finalidades dessa obra fosse divulgar os numerais indo-ardbicos e 2
notagio decimal posicional, Fibonacci ndo chegou a perceber a grande vanta-
gem deste sistema: sua aplicabilidade para exprimir fra¢Bes. Por exemplo:

1
4

Mas convém registrar que os babilbnios, 2 000 anos antes de Cristo,

apesar de algumas ambigiiidades, decorrentes de nio contarem com um sim-
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bolo para o zero e outro para a separatriz, conseguiram estender o principio
posicional as frag@es no seu sistema de base 60. Por exemplo, o numeral

que, como j4 vimos no capitulo I, poderia representar o inteiro 1 + 1 - 60 = 61,
também poderia ser uma representacio de

1
'+ %0

Na verdade o uso da forma decimal para representar frages, tal como em
% = 0,25, somente comegaria a vingar apds a publicagio, em 1583, de um
pequeno texto de Simon Stevin (1548-1620) intitulado De thiende (O décimo).
Embora a essa altura a forma decimal j& nio constitufsse uma novidade para
os especialistas, esse trabalho de Stevin alcangou grande popularidade ¢ conse-
guiu seu intento, que era ensinar a ‘‘como efetuar, com facilidade nunca vista,
todos os cdlculos necessdrios entre os homens, por meio de inteiros sem fra-
¢Bes’’. A notagio inicialmente usada por Stevin acabou sendo melhorada com
o emprego da virgula ou do ponto como separatriz decimal, conforme suges-
tio de John Napier (1550-1617), feita em 1617,

2. A divisdoem Z

Sejama,b€Z,b # 0. Se a ¢ miltiplo de b, entio existe um vnicoc € Z
de maneira que 2 = be. Este elemento ¢ € chamado guociente de a por b e costu-
ma ser indicado por:

a .
cz—b-ouc=a.b

A operacio que a cada par (a, b), nas condigbes expostas, associac = a . béa
divisdo em Z. Portanto a divisdo em Z s6 cstd definida em

{(a, ) EZXZ:b # 0cbla}

Mas certas questdes corriqueiras ao homem h4 milénios, como a citada
no item anterior de dividir 19 por 8, embora envolvendo s6 ndmeros intei-
ros, nido admitem uma resposta no Ambito de Z. E, coerente indicar essa

19 .
resposta por —g-, Uma VeZ que se o primeiro mimero fusse 16 cla se expri-

—6—. Cumpre entio ampliar Z convenientemente de maneira

miria por 2 = 8
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a poder abarcar todos os quocientes % (2, b €EZ, b # 0) que possam surgir

de questSes da mesma natureza da que acabamos de lembrar.

Essa ampliagdo, tal como no caso de IN para Z, pode ser feita de duas
maneiras: elementarmente, agregando-se a Z os novos quocientes ¢ definindo
no conjunto resultante as operagdes e a relagdo de ordem convenientes; ou for-
malmente, construindo a partir de Z um novo conjunto, com os requisitos de-
sejados, mas de tal modo que uma de suas partes possa ser identificada plena-
mente com Z. E claro que historicamente o caminho seguido foi o primeiro.

Optamos por fazer a construgio formal do conjunto dos mimeros racio-
nais (a ampliagio pretendida de Z) j4 no corpo do capftulo porque, além de
um pouco menos penosa que a de Z, é mais difundida, mesmo em nivel ele-
mentar, e portanto trata-se de algo certamente mais familiar ao leitor.

3. Numeros racionais: construgdo, operagdo e
relagcdo de ordem

SejaZ* = {m €Z|m # 0} e consideremos sobre Zx Z* = {(m, n)|m €Z,.
n € Z*} a relagio "V definida por
(m, n) ™~ (p, q) s¢, ¢ somente se, mq = np
Para " valem as trés propriedades que caracterizam uma relacio de
equivaléncia, ou seja:
i (m, n) "~ (m, n), para todo {m, n) € Z x Z* (reflexiva)
ii (m, n) "V (p, Q) = (p, @ "V (m, n) (simétrica)
iii (m,n) "™V (p,Qep,qQ ™V (s} = (m,n)"V(r, s)(transitiva)
Verifiquemos iii j4 que i e ii decorrem diretamente da definigio de "~
Por hipétese: mq = np e ps = qr. Multiplicando a primeira dessas igualdades
por s ¢ a segunda por n, resulta: mqs = nps e nps = nqr. Daf, mqs = ngr e
portanto, cancelando q, o que é possfvel pois q € Z*, obtém-se ms = nr.-
Donde (m, n) v (r, s).
Logo a relagio " determina sobre Z x Z* uma parti¢io em classes de
equivaléncia. Para cada par (m, n) € Z x Z*, a classe de equivaléncia  qual
esse elemento pertence serd indicada por %r . Ou seja:

m

={(x, Y) €EZxZ*|(x, y) "~ (m, n)} = {(x, y) EZ x Z*|nx = my}

Por exemplo:
5 =60 y) EZxZ12x =y} = {(1, 20 (-1, 2% (2, 4% (-2, ~4% ...}
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Devido i propriedade reflexiva, é claro que (m, n) € %, para todo
{(m, n) EZ x Z*. Além disso, como
m

=5 = 0V

(resultado da teoria das relagBes de equivaléncia), entio:

Por exemplo:

O conjunto quociente de Z X Z* por ~\, ou seja, 0 conjunto de todas as
classes de equivaléncia determinada por A sobre Z x Z*, serd designado por

Q. Logo:

Q={%|(m,n)€lxl‘}

Assim, cada 2 € Q admite infinitas representaces _1:1'1_ (m&EZ;

n € Z*). Em cada uma delas m € o numerador e 1 o denominador. Dois eleren-
tos a, b € Q) sempre admitem representagdes de denominadores iguais. De

m X -
fato,seas? eb-—-?.,cntao

pois m(ns) = n(ms) e r(ns} = s(nr).

Os elementos de § sio chamados niimeros racionais desde que se definam
adigio, multiplicagio e relacio de ordem, conforme o faremos nos itens se-
guintes.

3.1 Adigdo em Q

DEFINICAO 1 Sejama = = ¢b = — clementos de Q.. Chama-se

soma de a com b ¢ indica-se por a + b o elemento de §) definido da seguinte
maneira:

ms nr _ ms+ nr

ns ns ns
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Mostremos que a soma a + b independe dos pares ordenados escolhidos

. m m’ r r’ o
para definir ae b. De fato, se a = —~ = - eb=?=?,entao

mn' = nom’ e rs’ = sr’

Multiplicando a primeira dessas igualdades por ss’ e a segunda por nn’ e so-
mando membro a membro as relagdes obtidas

msn’s’ + rms’n’ = nsm’s’ + nsr’n’
ou seja
(ms + rn)n’s’ = ns(m’s’ + r'n’)
0 que garante
ms+m _ m’s’+r'n’

ns n’s’

Portanto a correspondéncia

(a,b) — a+h,

conforme a definicio 1, € urna aplicagio e, portanto, trata-se de uma operagio
sobre () , & quat chamamos adias em @

Para a adigio em ) valem as seguintes propriedades:
a;{a+by+c=a+(b+c), ¥a,b, c €EQ (associativa)
a; a+b=>b+a, ¥a, b, € (comutativa)

a; Existe elemento neutro: € a classe de equivaléncia —? = % =..., que
indicamos por 0 apenas. De fato
m 0 m-14+0-n m- ] m
—_ + — = = —
n 1, n-1 n-1 n

para todo—r:;l— € Q.

a, Todo a € ) admite simétrico aditivo (oposto) em ) : se a = | entio
n
—a=— , pois:
m -m mn + (—m}n _ o =0
n n nn nn

Usaremos a notagio ¢ ={a € Q) |a # 0}.
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DEFINICAO 2 Se a, b € Q, denomina-sc d:feren;a entre a € b, €

indica-se por a — b, o seguinte elemento de @
a—b=a+(-b)
Como (~b) € @), para todo b € @, entdo
(a,b) —~ a-b

¢ uma operagio sobre { , & qual chamamos subtragdo em Q) .
Tal como ocorre em Z (cap. 111, 3.1), valem em ) as seguintes proprie-
dades, envolvendo a idéia de oposto e de subtragio:
—(a+b)=—-a-b
(a—b)+b=a
a+x=hb = x=b-a
a+b=a+c¢c = b=c

»

Para demonstr-las, o procedimento pode ser o mesmo usado para Z.

3.2 Multiplicagdo em Q

DEFINIC/IO 3 Chamamos jprodute de a=

m
TECQ por

b= % € () o elemento

ab=a-b= -“lr- €EqQ
o qual, pode-se mostrar (tal como foi feito para a soma em 3.1), nio depende
das particulares representagbes tomadas para a e b.
A multiplicaggo em ) € a operagiio definida por
(a,b) —= ab
para quaisquer a, b € Q.
Valem as seguintes propriedades:
m, a(bc) = (ab)c, ¥a, b, c € Q) (associativa)
m, ab = ba, ¥a, b, € @) (comutativa)

m, Existe elemento neutro: é a classe

que indicamos simplesmente por 1. De fato:

1 n-1

El_.l m-l_m
n “n

para todo % cqQ

my Todo a € Q, a # 0, admite simétrico multiplicativo (inverso): se

a=

2|8

- ., I
entao m # { e daf =y € q) e portanto

Indicando por a™', como € praxe, o inverso de a, entio

Disso decorre também que se a # (:

wre(a) -2

Qutro fato importante no que se refere aos inversos € que se a e b sio ele-
mentos nio nuwlos:

(ab)' = a~'b~!
De fato, como

{ab) (a'b™") = (aa™') (bb~") = 1

entio efetivamente a~'b~! € o inverso de ab.

d A multiplicacﬁo é disiributiva em relacfio 4 adigio:

alb+c)=ab+ac,¥a, b, cEQ

Nota (sobre a nogiio de corpo): Suponhamos que sobre um conjunto
K # @ estejam definidas uma ‘‘adigio’ e uma ‘‘multiplicagdo’’, a primeira
(segunda) associando a cada par de elementos a, b € K um nico elemento,
também de K, que se indica por a + b (respectivamente ab ou a - b) chama-
do soma de a com b (respectivamente, produto de a por b), de modo que:
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i (a+b)+c=a+(b+c)e(ab)c = a(be), para quaisquer a, b,cEK (va-
lem as propriedades associativas).

ii a4+ b =b + ae ab = ba, para quaisquer a, b € K (valemn as propriedades
comutativas).

4ii Fxistem elementosu, e E K demodoquea+u=a(va€EK)ea-e=a
(va € K), ou seja, existem elernentos neutros para ambas as operagdes.
Para facilitar a notacao é comum fazeru =0ece=1.

iv Para todo a € K existe 2’ € K, de modo que a + a2’ = 0 (todo a € K ad-
mite simétrico aditivo a’); e para todo a € K* = K — {0} existe a”’ €K,
para o qual se verifica aa’’ = t (a’’ € o simétrico multiplicativo de a). A
notagio usual para os simétricos €: 2’ = —aea’” =a”.

v para quaisquer a, b, c €K

a(b+c)=ab+ ac
(a multiplicagdo € distributiva em relagio 2 adi¢ao).

Nessas condigBes diz-se que sobre K estd definida uma estrutura de corpo
ou, simplesmente, que K & um corpo. Essas designacbes sao tiradas da dige-
bra. Note-se que todo corpo € um anel comutativo (ver exercicio 364).

Logo, © é um exemplo de corpo. Outro exemplo j visto neste texto éo
do conjunto Z,, para m primo, com a adi¢do e a multiplicagdo médulo m
(Apéndice III, cap. III). No capftulo V estudaremos ¢ corpo dos mimeros
reais.

Convém ainda destacar os seguintes resultados para a multiplicagao

em ) :

a(b —c)=ab —ac
a=-0=0

a(—b} = (-a)b = —(ab)
{(—a){(—b) = ab

Todas essas propriedades podem ser provadas como as respectivas de Z
(cap. 111, 3.2).
eab=0 = a=0o0oub=0
Prova: Supondo a # 0, entdo de ab =0 decorre a'(aby=a"'-0=0.
Como a~}(ab) = (a'a)b =1 -b=bh, entdo b = 0.

e (ab=aceaz#0) = b=c

Prova: ab=ac = ab+ [—(ac)]=0 =
= ab+a(-c)=0 = ab-0=0 B b-c=0 = b=c

Na verdade, as duas dltimas propriedades (lei do anulamento do produ-
to e lei do cancelamento da multiplicacio) sdo logicamente equivalentes entre

186

si. A demonstracio que acabamos de fazer mostra que a ltima lei citada é

conseqiiéncia da primeira. Quanto a reciproca, supondo a # 0 e ab = 0, como

0=a-0,entdo ab = a - 0 e, pela hipbtese, b = 0.

e Paratodoa EQ* ax=b += x=a"'b.

= Da hipétese segue que a™'(ax) =a~'b. Masa™'(ax) = (a'a) x = 1 - x = x.
Logox = a™'b.

«= Como x = a~'b, entio

ax=a(a'b)=(aa)b=1-b=b

DEFINI GAT O ¢ Entendemos por divisde em § a operagiio de §} x Q*
em Q definida por '

(a,b) — ab™
O elemento ab™' é chamado guaciente de a por b € pode ser indicado por a @ b.

Por exemplo, se a = 2 eb= L entio:

3 5°
2 (L"_Q 5 10
aib=3 5) =3 1773

Para a divisdo em {) vale a seguinte propriedade: sea,b,c€EQ ec # 0
entdo: ’

{a+b)ic=alc+b:c

De fato, se ¢ = —;~(r,s€Z‘), entio:
) 8
(a+b).c=(a+b)-?=a°%+b-%=a:%+b:—:—=a:c+b:c.

-

3.3 Somas e produtos de mais de dois
elementos em @

A maneira de estender o conceito de soma e o de produto para n ndme-
ros racionais (n > 2) segue o procedimento de sempre em situac@es andlogas.
Sea,, a,, ..., a, € @ (n > 2), por recorréncia definem-se

a,+a,+...+a,=(a,+a,+...+a, ,)+a, e aa,...a,=(a;a,...2,_ )2,

ou, com os s{imbolos usuais de somatério e produtdério:

u-(3 )

n
i=1 i=1 =

i=1

n—1
a; =( ﬂ a-,) a,

i=1
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Se fizermos, paran = 1,

n n

z a,=a, € [ &=2a,

im1 i=1
torna-se mais facil expressar (¢ até provar) algumas propriedades envolvendo
n nidmeros racionais {n z 1). Destaquemos a generalizacio da propriedade
- distributiva da multiplicagio em relagio 2 adigdo (cuja demonstragdo € andlo-
ga i que foi feita no cap. I, 4.3, para IN): sea, by, by, ...,b, €EQ (n = 1),
entao

a(% bi)=§nl ab))

Mas também podemeos generalizar propriedades mais especificas de Q).
Por exemplo, s€ a,, 25, ..., 3, € @Q*, entao

n -t n
i) -i-

ou seja, ‘‘o inverso de um produto de elementos ndo nulos é o produto dos in-
versos’’. De fato:

n=1:(1?[ ai) =a1"=1l:[ a]'
\ )

i=1

[

Vamos supor (T[ ai) = & rz1)

i=1 i=1

r+1 | r - e
n=r+1:9f a7 =[P & |31 =

=1

_( r )—1 e [( r ) l-l =( 4l I)—l
=T & ar = |{TI 2] & &
im1 im1

Note-se que em ( *) usamos a hipdtese de indugio e que em (**} o fato de o re-
sultado ser vlido para n = 2, o que jé havia sido demonstrado em 3.2.

Exemplo 1: Sejaa € Q,a # 0. Paraum inteiro m qualquer, entende-
se por poténcia m-ésima de a 0 elemento a™ € Q assim definido:
Se m 2 0, recursivamente por

a’=1 )
a™! = a" - a, sempre que m 2 0.
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Se m < 0, entao:
a'ﬂ = (a-l)—m

Essa defini¢ao implica que, quand . m
tores). plica que, quandom > 0, entica™ = a - a... 2 (m fa-

Mostremos que a™ - a® = a™*" )
quer m, n cZ. d a para todo a€ 'D-. = Q —{0} € quals-

Primeiro notemos que mesmo quando n < 0 vaie a" - a = a"*' De fato
se n < 0, entdo —n = p > 0 e, portanto: ,

a"ca=@'Yra=[@'yY'a'lra=(@'yY'-(a'-a)=
- (a—I)P—I = (a—l)—n—l = (a-l)—(n+l) = an+] ) ( a)

Suponhamos um dos ex ' e .
. poentes positivo (digam
por indugiio sobre ele. (digamos n 2 0) e procedamos

n= 0 - am R a(! — an. R 1 = aru . am_‘_g

Suponhamosr z G ea™: a" = a™"

I
Y

n=r+1:

m ., _r+l _ _m
a -a’ =a '(ar'a)=(am‘ar)-a.=am+r-a=a(m+'}+1=am+(r+‘1

Por iltimo, se m, n < 0, entdio m + n < Q e, portanto:
mbn __ b =1y 1= .
a = (a ) mny (a 1){ m)+ {-n} _ (a—l)-m . (a—l)—n =a™.a"
Registremos ‘ainda que, por definigdo, para todo m € IN*:
0"=0
Propomos como exercicio a demonstragio das seguintes propriedades:

» (am)n = a'run‘ va E Qt e Vm, n EZ
e @)'=(@')=a",va€EQ*eVn EZ.

3.4 Relagédo de ordem em Q@

Seja a = % € Q. Como

m -1
A= +— = ——
n —n

139



pois m(~n) = n{—m), entdo sempre podemos considerar, para todo a € ),
uma representagio em que o denominador seja maior que zero (em Z).
Por exemplo:

2 -2 -2

— = — & —

-3 3 -3
DEFINICAO 5 Scjam a ¢ b elementos de @ e tomemos, para cada

- m r . .
um deles, uma representagao a = - ¢ b= < e que o denominador seja

2
3

estritamente positivo. Nessas condi¢Bes, diz-se que a ¢ menor que ou iguala b, e
escreve-s¢ a% b, se ms€ nr (obviamente esta Gltima relagio é considerada
em Z). Equivalentemente pode-se dizer que b ¢ maior que ou igual a a ¢ anotar
b 2 a. Com as mesmas hip6teses, se ms < nr, diz-se que a ¢ menor gue b (nota-
¢do: a < b) ou que b ¢ maior que a (notagio: b > a).

Por exemplo:

-2 1

3 < Y porque —8 < 3
5 4

e 4
5 > 5 porque 25 >2

Pode-se mostrar que a definigdo 5 nio depende dos pares ordenados
eventualmente escolhidos para expressar a e b.

Um elemento a = % € @ onde n > 0, se diz positivo se a 2 0. Lem-

brando que 9 = %, entio:

a=z0 ¢=.‘0-l—:—:—)% s mz=0

Quando a > 0, o que equivale (supondo como sempre n > 0)am > 0, ase diz
estritgmente positive. Se a € 0 (<= m € 0 se n > 0), diz-se que a € negativo ¢ se
a< 0 (= m<0sen>0), entio o elemento a ¢ chamado estritamente ne-
gative.

Exemplo 2: Scjam a, b € Q. Mostremos que se a > b, entdo existe
h €@, h>0, de maneiraque a=b +h,

De fato, suponhamos a = —: eb= —:_.-, onde s > (0. Como

r
5

t
o

entio r > t (em Z) e, portanto, existe n €Z, n > 0, de modo quer =t + n.
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r _t+n t n
—_——=— —
5 g 8 s
onde
]
poisn > 0,

Mostraremos a seguir que <, conforme definigio 5, é uma relagio de
ordem total sobre O, compativel com a adi¢o e a multiplicagao definidas em
3.1 e 3.2, Para tanto admitiremos que todos os denominadores que intervie-
rem nos enunciados das propriedades sejam inteiros estritamente positivos.

m m
Y
Evidente, pois mn £ nm

0, (reflexiva)

m r r m m T
O, — £ —e—% — = — = — (anti-simétri
2 n s s n n 5 ¢ ctrica)
Como ms € nr e rn € sm (em Z), entdo ms = nr. Logo:

I r
n s

m r
0, - Q—S—C%Q—g— = % Q—g—(transitiva)

De fato, como ms € nr e rq £ sp, multiplicando a primeira dessas rela-
gbes por q > 0 e a segunda por n > (:
msq & nrq e rqn § spn

Daf, usando a transitividade de € em Z,

msq £ Sph
E, uma vez que s > 0, pode-se concluir que
mg & pn
Logo:
m P
n q

m T r m

O, — < —ou—g —

n 5 8 n
Evidente, pois em Z: ms € nr ou nr € ms.

Nota: As propriedades O, a O, garantem que <, conforme definicio 5, &
uma relagdo de ordem total sobre Q.
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mel mi P B P 3 ¢
0, —<— = — +q€s+q,paratodoqEQ(éecompatwel
com a adigdo de Q).

De fato, como por hipétese ms € nr, entio msq” € nrq’, e daf:

msq’ + pnsq € nrq® + pnsq

Ou seja:
(mq + pn)sq € nq(rq + ps)
Donde:
_I_H_+L= mq+np€ rq + ps =L+L
n q nq 5q 3 q

O, DglfeogtE = oL Py L-Ji(g & compativel com a mul-
n s q n q s q
tiplicacdo de @ ).
Por hipétese, ms € nre p > 0 (além den, s, q > 0). Assim pq > 0 e por-
tanto

(ms)(pq) € (nr)(Pq)

ou
(mp)(sq) € (nq}(rp)
onde sq > 0 e ng > 0. Logo:

Nota: Seja K um corpo e suponhamos que sobre K esteja definida uma
relagio € tal que: i a € a (reflexiva); iiagbebg€a = a="b (anti-simé-
trica); iiia € beb € ¢ = a € c (transitiva); iva € boub £ a, para quais-
quera, bE K;va€ b = a+c< b+c paratodocC K(g ¢ compativel
com a adi¢io de ); vi a < be 0 € ¢ = ac € be (€ é compativel com a
multiplicacdo de Q). Nessas condicBes diz-se que K & um corpo ordenado.

Portanto Q@ € um exemplo (evidentemente muito importante) de corpo
ordenado. Porém o exemplo mais importante € o dos mimeros reais — a ser
focalizado no capitulo V.

Se K é um corpo ordenado e se a, b € K, escreve-se a< b para indicar
que a< bea # b. (Esse conceito € coerente com a relagio “‘x é menor que y"
conforme definigio 5.) Para a relagio < num corpo ordenado K, vale a lei da -
cotomia: **Para quaisquer x, y € K, ou x = youx < you y< X, exclusivamen-
te’’. De fato a propriedade iv impde que x € y ou y € x; assim, se x ¥y,
entdo x < y ouy < x. Nio se pode ter simultaneamente x < y € y < x pois isto
equivalea(x € yex#y)e(y S xey #x),doqueseguex =yex #y.
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Outras propriedades:

As I?ropricda.des en_unciadas a seguir, envolvendo as relagBes €, > e «
sobre €, independem todas de m,, razio pela qual podem ser demonstradas
tal como as correspondentes de Z.

Se, a, b, ¢, d, a;, b; indicam elementos genéricos de @, entdo:
¢agh «— 0g£b—-2 < —bg-a
¢ a<b = 0<b—-a « —h<—a
*aghecg£d = at+tc€b+d
. aini(i=l,2,...,n) = z aié z bi
i=1 el

e Bea b (i=1,2,...,n)e, paraalgumr, 1 £ r < n, a, <b,, entio

> <3
i=1 im1

® Regras de sinais: ia>0eb>0 = ab>0:iia<0eb<0 = ab>0
ilia<0eb>0 = ab< 0 '

¢ a’> 0;a’ > 0 sempre que a # 0

ea<bec>0 = ac<he

* a<bec<) = ac>hc

s acg bcec>0 = aghb

* > 220,y al=0 < a=0(=12..,n)

[ iml

PROPOSICAO 1 Para quaisquer a, b € Q):
i@a>0 = 2a'>0e(@a<0 = a' <0)
ii (0<a<l = 1<aNe(l<a = 0<al<1)
iii0<ach = 0<bf<a!
iva<b<0 = bl<a'<0
Demonstracdo:
i Comoa™' # 0, poisa™ - a2 = 1, entao (a~')* > 0. Desta relagio e da hipé-
tese 0 <{ a decorre:

0 . (a—l)2 < a- (3—1)2
Ou seja: 0 < 2a7'. Fica como exercicio a demonstragao da segunda parte.
ii Come a~' >0, em virtude de i, entio multiplicando os termos de
0 < a < 1 (hip6tese) por a~':
O-a'<a-at<l-a!

0 que implica 0 < 1 < a~ .'A demonstrag¢do da segunda parte € analoga.
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iii Comoa~— > 0eb~! > 0 em virtude da primeira parte, entdoa™ - b™" > 0.
Multiplicando os termos de 0 < a < b (hipétese) por a™' - b™":

0-2'-b")<a- @' b Yy<b: (@' b

Donde: 0 < b <a™, )
" iv Fica como exercicio. ]

3.5 Imersédo de Z em Q (os inteiros como
particulares niimeros racionais)

Consideremos o mimero 2 € Z ¢ 0 elemento
8 .
T = (2, 1 (-2, =1 (4, 2; (4. -2); ...}

por exemplo. E de se esperar, tendo em vista o objetivo da construgio de @,
que tais elementos possam ser identificados. Mas o que justificaria essa identi-
ficagHo se se trata de coisas que num primeiro exame se mostram muito dife-

rentes?
Sejaf:Z — Q definida por:

f(m) = iil, vymEZ

Para essa aplicagdo vale o seguinte:

s f(m) = f(n) = % = L = m=ne, portanto, f é injetora.

1
¢ Para quaisquer m, n € Z:

flm + n) =

MED - T+ = fm) + ()

e Para quaisquer m, n €Z

e Se m £ n, entdo:
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Essas propriedades de f significam que a imagem de Z por f, ou seja

Im(f) =[—Iin~|m cZ

pode ser vista como uma cépia de Z. Devido a esse fato cada inteiro m se con-
. m . m .
funde com sua imagem T (ou seja, m = T] e portanto Z passa a ser iden-

tificado com Im(f). Como Im(f) C Q, entac Z C Q. Levando em conta que
IN C Z, pode-se concluir que NC ZC Q. A fungdo f € chamada fungdo imer-
sdode Z em Q).

Isso posto, se m, n€ Z, n # 0, entao:

. _ m n_ m l_hm
mia=S 2 B 1 _Heg
Por outre lado, dado o nimero racional —, entio:
m_m 1 _m.n_
n~1 a1 a~m*"

Por isso chamamos cada representagio % (m, n €Z; n # 0)de um mimero

racional dado de fm;&o ordindria de numerador m e denominador n. Se
mdc (m, n) = 1, a fragio se diz srredutivel.

Ademais, se m € mijltiplo de n, digamos m = nr (r € Z), entio:

Ou seja, a divisao de um inteiro m por um inteiro n # § niio sé € sempre possi-
vel em () como, quando m € miltiplo de n, o resultado coincide com o que se
teria em Z.

O conjunto §), construido da maneira como o fizemos, com a adicio, a
multiplicacdo e a relagdo de ordem que definimos, é o conjunto dos nimeros racio-
nais ¢ seus elementos, os numeros ractonats, como ja havfamos antecipado ao ini-
cio deste pardgrafo.

PROPOSICAO 2 Para quaisquer a, b € @), se a < b, entdio existe
cE€Q paraoqualvalea < c<b,

Demonstragdo: A hipbiesea, bEQ,a< b, implicaquea+a<a+b
ea+b<b+h logpata<at+b<b+b Mas
ata=1l-a+l-a=(1+1)a=2a
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e, analogamente, b + b = 2b. Logo:

2a<a+b<2b
Multiplicando os termos dessa desigualdade por %:
Loy« L@+ < L)
g P <3 2

Como

e, da mesma forma

1
—Q—(Qb) =b
€ntao:;
1
a< 1 {(a+b)<h
Como
1
c= '2— (a + b) e Q
o teorema estd demonstrado. [ ]

Id ey
COROLARIO: O conjunto dos elementos estritamente positivos de
@ nio tem minimo.
De fato, se 0 < a, entdo

0<%a<a n

Nota: Um corpo K se diz denso quando, para quaisquer a, b€ K, a< b
(o que significaa € bea # b), existe ¢ € K de modo que 0 < ¢ < b. A propo-
sicdo 2 mostra exatamente que o corpo ordenado © dos nimeros racionais ¢
denso.

PROPOSICAO 3 Se a ¢ b sao nimeros racionais € se b > 0, entdio
existe n € IN* de maneira que nb > a,
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Demonstragdo: Podemos supor
a= ..E.. eb= L
s s

onde 5 >0 et > 0 (pelo fato de b > 0). Como jd vimos no capitulo 111, 6.2,
existe n € IN* de modo que nt > r. Daf segue que nts > sr. Logo:

nt

r
Fkar]

Assim:

ni)i
5 5
Ou seja: nb > a.

|
Nota: Um_corpo ordenado K se diz arquimediano se, para quaisquer

a,b€ K, b> 0, existe n € IN* de maneira que
nb=b+b+..4b>a(e= a<nb)

onde o mimero de parcelas iguais a b € evidentemente n. Assim, a proposi-

¢d0 3 nos assegura que o corpo ordenado @ dos niimeros racionais é arquime-
diano. '

EXERCICIOS

Nos exercicios deste capitulo usaremos as expressdes ‘‘mimeros racio-
e *‘fragbes ordindrias’’ com o mesmo significado.

nhais
365. Mostre que:

1515 15 131313 _ 13 o 2323 23
3) 35333 ~ 33 999999 ~ 99

Resolugdo de a):

1515 15-100+15 _ 15-(100+1) _ 15

3333 ~ 33-100+33 33-(100+1) 33
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366.

. 367.

368.

369.

370.

371.

198

001 .
Ache uma fragio ordingria igual a Zi5  CWja soma do numerador com

o denominador seja 48.

Ache uma fragfio ordindria igual a 13223 de modo que a diferenga entre

seu denominador e seu numerador seja 184.

Ache duas fraces ordindrias de denominadores 5 e 7 cuja soma € igual
L2
35

Ache duas fragdes ordingrias de denominadores 3 e 11 cuja diferenca

6
scja igual a 33

Resolugg@e: Scjam % c TYI_ as fracoes procuradas. Entdo:

Daf: 11x — 3y = 6. Uma solugfo particular dessa equacio diofantinia é
(-6, —24). Logo, uma resposta a0 problema € dada pelas fracdes

*_3—6 =—-2¢ _1214 . Como (-6 — 3t, =24 — 11t), t & Z, é a solugao
geral da equagao diofantina obtida, entfio todo par de fracbes
-6 -3t -—-24-—11t
> L

constitui uma solugio do exercicio.

Existem duas fra¢des ordinérias de denominadores 7 e 11, com numera-

. 30 .
dores positivos, cuja soma seja o ? Justifique a resposta.
Sejam M &L fracBes ordindrias irredutfveis. Mostre que:
n s

m r
— = e m=;tren=:s
n 8

372.

373.

374.

375.

376.

Seja % uma fragio ordindria irredutfvel. Se r € Z, prove que

m m+m
r+ —= ———
n n

também € irredutivel.

Determine r € Z de maneira que as seguintes fragSes ordindrias repre-
sentemn mimeros inteiros:

10r 33r
2 -1 B) -1

= 10r 5
Sugestdo para a): T = 5+ Ty

rﬂ— 1

Se n € Z, mostre que sdo irredutiveis as fragdes:
n-1, n—1 2n + 1
3 ooy (e*2) ) Fn—1 @ @F0D
Se = = L, mostre que
n s
m _r  mu+rv
n s  nu+sv

para quaisquer u, v € Z, ambos ndo nulos.

. r m o .
Sejam FRary fragdes irredutfveis. Mostre que
r
T,m_mtms
8 n sn

€ irredutivel sé, e somente se, mdc (s, n) = 1.

Resolugao:

= Vamos supor mdc (s, n) > 1 € seja p um divisor primo comum a s
¢ a n. Mas entdo p|(sn) e p|(m + ms), o que contraria a hipétese.

<+ Sec a soma ndo fosse irredutfvel, entdo sn ¢ (rn + ms) seriam divisf-
veis por um conveniente primo p. De p|{(sn), resulta que p|s ou p|n.
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377.

378.

379.

380.

381.

382.

383.

200

Admitamos que p|s, como p|(rn + ms), entio p|(rn); como pfr pois
mdc (s, r) = 1, entdo p|n. Absurde, j4 que, por hipStese, mdc (s, 1) = 1.
A hipétese p|n leva igualmente a um absurdo.

2 2
= .o, s
Scjam r e s inteiros ndo nulos. Mostre que a fragdo ordindria ——

representa um niimero inteiro se, € somente se, r = 8.
n -1 c 5n + 3
4 12
sentar niimeros inteiros para o mesmo valor de n € Z.

Mostre que as fragbes ordinérias nio podem repre-

Determine dois inteiros r e 5, primos entre si, tais que:

r'—-s* 13

-8 127
Sugestdo: Exercicio 371.

2
. n—=1 . .
Seja n um inteiro. Mostre que 2 fragdo Erywy ¢ irredutivel se, e so-

mente se, n € impar.
Sugestdo: Sen® — 1 =re3n+1 = 5, mostre que s — 25 — 9r = 8.

. .. T . r— 27 r
Determine todas as fragbes ordindrias - tais que ——— = ———5 .

Sejam Ze % fragBes ordindrias tais que Tn — ms = 1.
3

2) Mostre que ambas as fra¢Ses sao irredutfveis.

kr+ m

" também € irredutivel.
ks+n am

b) Sek €Z e ks + n # 0, mostre que

Seja n > 1 um inteiro. Prove que L, onde r=15n"+8n+46 e
s = 30n% + 21n + 13, € irredutivel.

Resolugéo: Notemos ques = 30n” + 21n + 13 = 2(15n" + 8n +6)+
+ (3n 4 1) = 2r + (5n + 1), ou seja, s — 2r = 5n+ 1; ademais,
r=15n+8n+6=(5n+ 1)(3n + 1) + 5. Assim, se d|re d|s, entdo
d|(s — 2r), ou seja d[(5n + 1); mas entdo d |5, vistoque S=r —(5n + 1)
(3n + 1), e disso resulta que d|5n; donde d|1, pois (5n + 1) ~ 5n = 1.
Assimd = +1emdc(r,s) = 1.

384.

385.

386.

Prove por inducdo que:

1%2 + 2?3 fogrp et n(n1+l) =57 @3>0
Mostre que as seguintes somas nio sio mimeros inteiros:

a) Sl=—;—+—;-+...+%(n>1);

b) S?=—;—+—é—+...+2n—1+-i—(n>0)

Resolugdo de a): Seja r o maior inteiro positivo tal que 2' € ne sejak
o produto dos fmpares £ n. Entdo o produto 2°~' - k - 8, é uma soma de

‘ " 1 k
n — 1 parcelas, todas mimeros inteiros, exceto 2! - k - - =7 Ora,
o . k .
s¢ S, fosse inteiro, 0 mesmo aconteceria com —- que € a diferenca entre

2
' . k =
S, e a soma de n — 2 parcelas inteiras, Como 5 ¢Z, entio $, ¢Z.

J. J. Sylvester (1814-1897) propds o seguinte método para escrever um
nimerc racional a, 0 < a < 1, como soma de fragSes unitdrias (ver
Introdugdo): i achar a maior fracio unitdria que seja menor que a fragao
dada; ii subtrair essa fracdo unitdria da fragac dada, iii achar a maior
fragdo unitdria menor que a diferenca obtida em ii; iv subtrair desta di-
ferenga, a fragdo unitdria obtida em iii; v continuar o processo até que
uma das diferengas seja fragdo unitdria.

13 4 7

. . ~ 13 i
Aplique esse processo is seguintes fragdes: 20° 15’ 24 © 52

Resolucao: % < ;—3 = 20 < 13a. Logo a = 2 ¢ 0 menor natural para
. : 1 13 1 3

0 qual a desigualdade se verifica. 2<% "7 = 0 20 < 3a;

a escolha neste caso deve ser a = 7. Como % - % = % ¢ unitdria,

entao

13 1 3 1 1
w7t w =TT

5|
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387.

388,

389.

390.

202

a} Considere o polindmio unitério f(x) = ap,+ a,;x+ ...+ a,_x"' +x"
(a, ay, ..., a,., EZ). Se a fracio ordindria irredutivel u = % é

raiz de f(x), isto ¢, f{u) = 0, prove que s = + 1 e que r|a, (ou seja, u
€ um divisor inteiro de a,).
b) Determine as rafzes racionais de f(x) = x* — 2x* + 3x’ + 7x = 9.
Mostre que os seguintes polindmios nio admitem rafzes racionais:
a) f(x)=x"-2 b) g(x)=x"—2 ¢) hix)=x"+x+1

Seja K um corpo. Uma aplicac3o bijetoraf: K — K se diz um automor-

Sismo de K se: f(x + y) = f{x) + Ky) e f{xy) = f(x) y), para todo par de
elementos x, y € K. Mostre, através das etapas seguintes, quc o \inico
automorfismo f de Q € a aplicagiio idéntica: i f(1) = 1; il f(~a) = —f(a),

Ya€EQ;iii f(m)=m, ymEZ;ivf % = %—,Vnem‘;vf(%)s
== ,V¥m,n€2n#0.

Resolugdo: ii Como £(0) = f{0 + 0) = f(0) + (0}, entdio, pela lei do
cancelamento da adigdo, f(0) =0. Assim, Ya € Q: f(-a) + f(a) =
= f((—a) + a) = {(0) = 0; entdo f(—a) = —f(a). iv1 = f(1) =1 (-:—) =

bt ) cef2) eef2) s

m

1 1 1
preépossfvcl,f(%) =f(m- —n-) =f(m)f(?) =m— =—-

" . N 1
a) Ache duas fragBes ordindrias positivas, respectivamente iguais a 5

4 . ' .
€5 de maneira que a soma de seus termos (numerador e denomi-

nador) coincida ¢ seja a menor possivel.

2 1 2
b) Idemparaasfracﬁes—{,-s-e 7

Resolugdo de a): As fracbes procuradas sae do tipe % € %, onde
x, y EZ*. Devemos impor que x + 2x = 4y + 5y = 5, dc onde re-
sulta x = %— cy= fg— Como s deve ser a menor possfvel, entdo

s = mmc (3,9) = 27 (pois x ¢ y sdo inteiros). Dafx = 9 ¢y = 3. A res-
12

ta €. entio: —— e12
posta é, entdo: Jo- €.

391. Seja -:— um nimero racional positivo nZo nulo. Prove que:;
LEFRLIPNY
s r
Em que condigbes ocorre a igualdade?

392. a) Seja a um mimero racional tal que 0 < a < 1. Mostre que existe
r € IN* para o qual

1
r+1

1
€a<T

b} Ache r, conforme parte a), nos seguintes casos: a = z ea= 4.

22 60

393. Sen > 1 é um inteiro, prove que:

LN A E
n+1 n+2 2n>2

394. Sejama= —r:;l- ch= % nimeros racionais, a < b. Se p, q € IN*, prove

que:

mp + rq
a<_np+sq <b

4. Valor absoluto (ou Médulo)

DEFINICAQ 6 Damos o nome de valor absoluio de um elemento

a G @ ao préprioasea 2 0 e ao oposto de a, se a < 0. O valor absolutode a €
indicado por [a|. Assim:

lal =a,sea2>0efal =—a,sea<0

Obviamente, entdo, |a] > 0 para todo a € Q. Por exemplo:
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PROPOSICAO # Para quaisquer a, b € @ valem as seguintes re-
laghes:
i-lal €£aglal
ii |a+bf<[a] +[bj
iii [a] ~|b] £ |a—b] £ ]a+b]
iv |ab] = [al|b]|
v Seb # 0, entdo [b™'| = |b| ' e |ab~'| = |a]|b]|™’
Demonstra¢ao: As propriedades de i a iv podem ser provadas da
mesma maneira que suas similares em Z {cap. III, 5), Quanto a v, observe-
mos que:

bb™'=1 = Jbb~'| = |b||b7!] = |1} =1
de onde decorre que |b™'| € o inverso de |b| e portanto [b~'| = {b|~'. Por
dltimo
Jab™'f = }a][b7] = |a][b]™* L

5. A fungdo maior inteiro (sobre @)

DEFINICJO 7 Seja a um mimero racional. Denotamos por [a] o
maior inteiro que nao ultrapassa a. Ou seja:

[a] = max {m €EZ|m £ a}
A fungiio de ) em Z definida por x - [x] chama-se fungdo maior inteire (s0-

bre §).

Por exemplo:

=53] =2 ]-2]--s

PROPOSI (:A'O 5 Se a e b sdo mimeros racionais quaisquer, entio:
ifal<a<(a]+1(ogo0ga—[a]<1)
ii a€£b = [a] £ [b] (a fungio maior inteiro € crescente)
iii [a+ m] =[a] + m, paratodom €EZ
iv[a]+[blg[a+b] € {a] +[b]+1

Demonstragéo:
i E uma decorréncia imediata da definigio 7.
204

ii Suponhamos [b] < [a], para um certo para, b € Q, a € b. Sendo [b] e
[a] inteiros, entio [b] + 1 & [a]. Masb < [b] + 1 (devido a i) e portanto
b < [a]. Como [a] € a, entdo b < a, 0 que € absurdo.

ili Sea, =a—[a),entdo0 € a, < { ea=[a] +a,. Dal

[a+m]=[[a] + m+a,]=[a] + m

uma vez que [a] + m €EZ.

iv Facamos a,=a—[a], b=b-[b] ¢e d=a+ b - [a+b]. Entdo
0€a;,b,d<l,a=[a)J+a, b=[bl+b, ea+b=[a+b]+d
Daf:

a+b=[a]+[b] +(a, +b),0Ka +b,<2
Como [a] + [b] € Z pode-se aplicar iii 2 dltma igualdade, obtendo-se
[a +b] = [a] + [b] + [a, + b,]
ecomo |a, + b, = 0 ou [a, + b;] = 1, entdo:
la+b]<[a]+[b]+1 (*)

Por outro lado, levando em conta que 0 £a, +b; £2, entdo
[al -+ bl] } 0. D()ndc

{a] + [b] € [a] + [b] + [a, + b,] = [a + b] **

As conclusSes (*) ¢ (**) garantem a validade de iv. s

PROPOSICAO 6 Scjam m e n inteiros, n > 0. Se q é o quociente da

divisio euclidiana de m por n, entdo g = [-l:ll] .

Demonstracd@o: Vamos supor m = nq + r (0 € r < n). Entio

m _mgtr _ng  r _ .1
n n n n n
Como 0 € r< n, entdo
0 r 1
0=l< n< 1 =1
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¢ portanto;

5]

Levando em conta iii da proposi¢ao anterior:
m r r
(5] = loe 2] =av[5]-a N

Exemplo 3: Mostremos que o expoente com que um nmimero primo
p > 0 aparece como fator de n!, paratoden = 1, é:

et

E claro que se p > n, entdio p nio € fator primo de n (logo de nenhum
dos fatores de n!) e portanto se pode dizer que o expoente de p em n! € zero.
Como, neste caso, n < p' (r » 1), entdo também

B+ Bl e

Se p £ n, como o quociente da divissiode npor p é [—IS-] (proposicio 6),
entio p € divisor dos seguintes fatores de n!: p, 2p, ..., '[%]p (e apenas

destes), visto que [—E] p € o dltimo miltiplo de p que ndo supera n. Assim,

p € divisor de [%] fatores de n!. Uma argumentagio andloga mostra que,

desses [%] fatores, aqueles que sdo miiltiplos de p totalizam [%] . E assim

por diante. Logo, o expoente de p em n! ¢, efetivamente, a soma dada no
enunciado.

Por exemplo, o cxpoente de 3 em 201

[+ 5] -evees
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6. Numeros racionais decimais

DEFINICAO 8 Todo nimero racional que puder ser escrito sob a
forma

x
10"

onde r €Z e n € IN, chama-se niimero racional decimal |
Por exemplo:

PROPOSICAO 7 Um elemento a € @ é um ndmero racional deci-

mal se, e somente se, existem r €Z ¢ a, § € IN, de maneira que

I

AR
Demeonstragio:

<= Vamos supor a conforme o enunciado. Entio, admitindo-se por exemplo

azp:

r __r-5%  5F.y
250 7 97.58. 50— 00

a=

€ portanto a € um nimero racional decimal
= Se a € racional decimal, entio existem r €Z e n € IN* de modo que

T T

1~ 2n. 50

a =

o que encerra a demonstragao, ]

6.1 A representagdo decimal

Consideremos, a tftulo de ilustragdo para as consideragbes que faremos
neste item, o seguinte niimero racional decimal:

12 345
1000
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Mais um detalhe: se a € inteiro (e todo inteiro ¢ um racional decimal),
entio a representagio decimal de a é o préprio a. De fato, neste caso podemos
suporr=0eentica, =a, = ...=a, =10,

Apesar da grande vantagem pritica da representaciio decimal sobre a
fraciondria, sua adogdo foi um processo historicamente demorado. Um dos
* motivos dessa demora foi, com certeza, a dificuldade de estender essa repre-
‘sentagic adequadamente aos mimeros racionais nio decimais. Este assunto
serd focalizado no capitulo V (8).

Exemplo 4: O papel desempenhado pelos mimeros racionais decimais
em nosso sistema de numeragio € ocupado, num sistemna posicional qualquer
de base b > 1, pelas fragGes:

i1

a=~b;(n,r>0)

Consideremos por exemple b = 2. Se a representacio bindria de n €

n=(bb,...baa..a)=
a+a_-2+4+...4+a-27+b, -2+ ...+ b - 27!

entao
n _ 2-m+a-2'+...+a_,-2+a,
a= ar = T =
2 2
= A, 2y ar
m + 2 + 22 + ...+ 2,.
onde

m=b,+b,_,:2+...+b, -2 "= (b;b,... b,),
além de, obviamente, 0 £ a;, b; < 2. A representagio bindria de a é:
a=(m, a;a;...a.)

Por exemplo, se n = 27, entio n = (11 011}),. Se considerarmos

n
a= —_3y.

2

entdor = 3 e portantoa; =1, a,=1,a,=0,b,; = 1 eb; = 1. Donde
a = (m, 011),

onde m = (11), = 3.
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EXERCICIOS

395. Determine:

396.

397.

398.

399,

400.

3077
a) [1—‘5’3—3—] o [m - -;T] onde m EZ (m < 0)
3075 m+1
b) [‘ 1533] & om0
Mostre que [a] + [~a] = 0 ou —1, conforme a seja inteiro ou ndo.

Sugestdo: Sea—[a]=a, entio0€ a,< le—a=—[a]— 1+ (1 —a,).
Se a e b sdo mimeros racionais positivos, mostre que [a]{b] < [ab].

Mostre que:

para todo inteiro n > 0.

a

Resolugdo: Seja k =[%] - [—n—] Entdo a=n [%J + kn, onde

O£ kn<n(pois 0 € k< 1en >0). Logo (proposicio 5, iii): [a] =

n [%] + [kn], o que implica @ = [a_

] + M . Usando mais uma
n n

vez a parte iii da proposicio citada, considerando que 0 € E:-l—} <1

-1

Mostre que: [a] + [b] + [a + b} £ [2a]} + [2b]

Sugestdo: Considere a =[a] +a,, 0€a, <1, e b=[b] +b,,
0 £ b, < 1. Examine o0s casos em que nenhum, um ou ambos os mime-

ros a; ¢ b, s30 maiores ou iguais a %
Sejam a e b € IN, ambos maiores que 1. Prove que:

a a 1 a b-1

[“b*] + [E *"b"]*---* [?*“‘b—]“
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401,

402.

403,

404.

212

Resolugdo (para o caso 1 < a < b): Na seqiiéncia de numeradores a,

a+1,...,a+b—1 aparece bpoisa<beb<a+b—1(dique
1< a). Do colchete correspondente ao numerador b em diante, todos sao

ig.uais a l. Por exemplo, o primeiro dcles é l:—;"' + b ; a ] = [-—E—] = 1

e o dltimo [i b—l]_ [_tL

b b |~ [b
Como o mimero destes colchetes iguais a 1 € a, e todos os anteriores 5o
nulos, entdo a soma efetivamente € igual a a.

+%]=I, pois a—1<b.

Mostre que 1 000! termina em 249 zeros.

Sugestdo: Exemplo 3.

Determine quais dos seguintes nimeros sdo racionais decimais e ponha
cada um destes na representagio decimal.

1 7 1 -13
=) 356 ®) 2880 ©) %375 D To40
Determine as fracdes ordindrias cuja representagao decimal € a seguinte:
a) 12,0178 c) 0,01075
b) —6,0001 d) —0,14005

a} Ache o menor nimero decimal positivo pelo qual se devem multipli-

car as fragGes ng e % a fim de obter produtos inteiros.

b) Ache o menor nimero decimal positivo que, dividido pelas fragGes
16 4 . L
75 € 15 fornece quocientes mtcfros.

Resolugdo de a): Se a = IrF £ o ndmero procurado, entao

r 5 r T 5 r

devem ser inteiros. O menor valor de r para que isso acontega ¢
mmc (2" 577, 27 . 5771y = 274 57!, Assim

405.

406.

407.

408.

409,

410.

411.

Escreva em ordem crescente 05 seguintes mimeros decimais:

a = 0,245132 ¢ = 0,245232
b = 0,245213 d = 0,245123.

Sejam x = 0, a,ay...2,3,,,18,,0...8,6y =0, a,2,...a,b,, b, ,,...b,
mimeros racionais decimais. Sea_, > b, ,, prove que x> y.

2n+1 . .
a) Mostre que n_(n_:l-_l)- éirredutivel, paratodon €Z, n#0,n+ —1.
b) Determine n a fim de que essa fragio represents um mimero racional
decimal.

Resolugdo de b): Devemos impor que n{n + 1} = 2 - 5 (a, § 2 0).
Como mde {n, n+ 1} =1, entdo hd duas possibilidades: (n = 2" ¢
n+1=5)ou(n=5en+1=2%). Examinemos a primeira. De
59 =2"+1 segue que 2°=5f = = (5 - )5 '+ ...+ 5+ 1) =
=4-(5"+ ... +5+1). E claro que =2 ¢ ff = 1 fornecem uma
solucio para o problema: neste caso n = 4. Vamos supor que pudesse
haver uma solugio para a> 2. Entfio 2°" =1+ 5+ ... + 5% o que
obriga §§ a ser par; daf

L4+54+54+ ... +524+ 5=
=(1+5)+50+5+...+ 51 +5)

e como 3 divide esta soma, teria também que dividir 2°7%, o que ndo é
possivel. Donde n = 4 € a \inica solugio.

D€ a representagiio bindria e a representacfio 6-ndria (base 6) da fragdo
15
2t

Se (3,41)y € a representaciio na base 8 de um certo nimero racional,
determine sua representagio decimal e sua representagio bindria.

Qual dos seguintes mimeros racionais € o maior?
5 3 6 6

a=4+7+72*+?+F
_ 5 4 1 1
Ache x, y € IN* de maneira que %—%=O,Seasomax+yseja

a maior possivel. E para que x + y seja a menor possivel, como devem
ser x, y € IN*? ':
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412. O sistema de numeragio babilénico de base 60 deixou vestigios que se
traduzem na medida de &ngulos e do tempo. Isso posto:
a) Passe 7h 15 min 9 seg para o sisterna decimal.
b} Passe 17°12’ 18’ para o sistema decimal.
¢} Se um ‘‘relégio decimal’’ marca 12,15 horas, expresse essa marcagdo
em horas, minutos e segundos.

Resolugio de b):
12 18 1 1
[+] L LR —_— —_— _— —
17°12°18 —17+60+3600_17+5+200.C0m0

entio a resposta ¢ 17,205 graus.

413. Justifigue as seguintes regras:

a} (m, a,a,...2a,) - (0,00...01} = 0,00 ... 0 ma,a,...a,, onde o nime-
ro de zeros no segundo membro € igual ao ndmerc de zeros do se-
gundo fator do primeiro membro.

b) Se s > r, entdo 10" - (m, a,a, ... a,} = Ma, 8y... &, Ayy; Bryz .- B

¢) Ses=r,entdo 10° - (m, a, a;... a,) =ma, ay ... a,.

d) Ses <r, entdo 107 (m, a; 2, ... a,) = ma,; a,...3,0 ... 0, onde o
mimero de zeros € r — s, '

414, Os trés problemas a seguir envolvem a idéia de porcentagem. Lembre-

mos que 1% = 0,01.

a) (Fuvest-88) Aumentando-se oslados a e b de um retingulode 15% ¢
20% , respectivamente, a 4rea do retngulo € aumentada de:

i) 35% i) 3,5% v) 38%
ii) 30% iv) 3,8%

b) (Fuvest-84) Em uma prova de 25 questdes, cada resposta certa vale
0,4 ¢ cada resposta errada —0,1. Um aluno resolveu todas as ques-
tbes ¢ teve nata 0,5. Qual a porcentagem de acertos desse aluno?

i) 25% iii) 20% v) 5%
i) 24% iv) 16%

¢) Numa prova de fundo um corredor percorre os primeiros 60% do
percurso 3 velocidade de 20 km/h e o restante a 18 km/h. Se o tempo
total gasto por ele foi de duas horas, qual o comprimento do percurso?

214

OS NUMEROS REAIS

1. Medida de um segmento de reta:
primeira abordagem

Consideremos dois segmentos de reta AB e CD. Suponhamos que em
CD sgja possivel determinar n pontos (n 2 1) A, A,, ..., A,, onde A, = D,
de maneira que CA|, A A,, ..., A,_;A, = A,_, D sejam todos congruentes a

AB. Dizemos entio que CD ¢ multiple de AB ou que AB € submultiple de CD e
€SCrevemos:

CD=n- AB
ou
(Figura 1) , AB=-_.cD
A B n
C A, A, A, D=A,

Em particular, um segmento de reta é sempre muiltiplo (e também sub-
miiltiplo) dele mesmo. Neste cason = 1.

Por definicdo 0 - AB ¢ o segmento de reta nulo, para quaisquer pontos
AeB.

O conceito de soma de segmentos permite concluir que
r-AB+s-AB=(r+3s)- AB

para quaisquer r, s € IN e para todo segmento de reta AB (figura 2).
(Figura 2)

——

B

O1|' g

D E

Nesta figura CD + DE = CE, onde
CD=5-AB, DE=3- - AB e
CE=28 - AB
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Lembremos o arioma de Arquimedes da geometria euclidiana. Dados
os segmentos de reta AB e CD, existe n € IN* de maneira que
n- AB>CD( *='—Ill~ - CD < AB)

. Isso'significa que € possivel determinar sobre a reta CD um ponto E tal que D
estd entre C e Ee CE = n - AB (figura 3).

. .
AO—*——'—'B (Figura 3)
C A Ay A ]3 A, = E

Dois segmentos de reta AB e CD se dizem comensurdveis se € possivel en-
contrar um segmento de reta ndo nulo OU de maneira que

AB=m - OU
CD=n-0U

para convenientes m, n € IN. Ou seja, ambos devem ser muiltiplos de um
mesmo segmento OU. Na figura 4, AB e CD sdo comensurivels.

Fi :
o) U (Figura 4) (AB = 3. OU)
e % D - 3 - OU}
C D

Comecaremos a focalizar agora a nogao de medida de um segmento de
reta AB. Para tanto é preciso antes fixar um segmento de reta u, tomado como
unidade dr comprimento. A idéia € procurar saber ‘‘quanias vezes” AB
“contém’ u.

Vejamos inicialmente como isso se faz quando AB € u sao0 comensura-
veis. Neste caso (fig. 5):

u=r-0QU
AB=s-0U
para algem OU e para convenientes r, 5 € IN. Entao
ou=1.u
r
e portanto
AB =3 ( L. u)
r
0 que representamos por:
AB=2> u
r

. . . 3
Por isso se diz neste caso que a medida de AB € — € escreve-se

B=—
r
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(Ié-se: medida de AB igual a i). Naturalmente, na dltima igualdade estd su-

bentendida a unidade de co:%primcnto. Observe-se que se u = AB, entiio
AB = 1. ,
5

— e {Figura 5) AB=—=— .4
O U 3
-u 5
Logo AB= —
— . 3

B
Outra observagio que convém fazer é que, dado um segmento de reta u
€ dados r, s € IN*, sempre hi scgmentos de reta cuja medida (tomando u

como unidade de comprimento) é 2.
r
Examinaremos apenas o caso s > r. Fagamos u = AB (figura 6) e tome-
mos A;, Ay, ..., Ay, Aryy, ..., A na semi-reta AB de maneira que A, =B e

AAy, AA,, L L ALLALA AL, L, A, A, sejam congruentes entre si — 0
que sempre € possivel no dmbito da geometria euclidiana,

A Ay Arv—l B Ar .1 As S
]
(Figura 6)
Como
1
AA, = — - AB
r
e
AA =35 AA,
entao

AA, =5 -(i-AB)=i-AB
r r
e considerando que AB = u:

AA

_ s
! r

Nem sempre porém, escolhida 2 unidade de comprimento u, o segmento
de reta que se quer ““medir’’ ¢ 0 segmento u sio comensur4veis. £ o que ocor-
re quando u € o lado de um quadrado e AB sua diagonal.

De fato, supenhamos, por absurdo, que diagonal e lado fossern comen-
surdveis (figura 7). Levando em conta as suposi¢Bes feitas, cada lado tem me-

dida 1 e a diagonal tem medida % (s, r EIN*). Podemos supor mdc(r, s)= 1.
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Pelo teorema de Pitdgoras
\2
(i) =12+12=2
r

e daf:
s = 2r?

Logo s é par (pois s? € par). Assim s = 2t (t € IN*) e portanto:
412 = 2r?

Daf
2t2 = 1'2

e entiio r também & par. Absurdo, j4 que s ¢ r 580 primos entre si.

Dois segmentos de reta ndo comensurdveis se dizem iRcomensurdvets.
Coube A escola pitagérica, através do exernplo anterior, 0 mérito notdvel da
descoberta de segmentos incomensurédveis. Mas isso, ao que parece, ndo foi
motivo de jubilo para seus membros. Como acreditavam que os nimeros na-
turais e as razdes entre eles eram a esséncia 1iltima das coisas, viram com pesar
a prépria matemdtica ndo sc ajustar i sua filosofia.

Nio demorou muito ¢ o matematico Eudéxio (4087-355? a.C.), também
grego, discfpulo de Platio, conseguiu elaborar uma teoria das proporgies, vi-
lida para grandezas em geral, mediante a qual era possivel superar com acerto
o obsticulo da incomensurabilidade, usando apenas ndmeros naturais. Mas
essa teoria, apesar de brilhante, era essencialmente geométrica € nao levava,
como seria desejdvel, & criagdo de novos nidmeros para expressar a razio entre
grandezas incomensurdveis. Pois, como mostra o exemplo da diagonal e do la-
do de um quadrado, o corpo ordenado @) ndo € suficiente para tanto.

Nos pardgrafos seguintes construiremos o corpo ordenado dos nimeros
reais, uma extensdo de  onde sempre € possivel expressar a razio entre duas
grandezas quaisquer de mesma espécie. E em 4.1 daremos a definigio de me-
dida no caso de o segmento de reta ¢ a unidade de comprimento serem inco-
mensuraveis,

At€ 4 falaremos de ‘‘aproximagbes racionais da medida’’ para este lti-
mo caso. Vamos supor AB ¢ u incomensurdveis. Para todor 3 1, 0 axiomna de
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Arqui . s 1
rquimedes garante que existern muiltiplos de — ° U que superam AB. Se

s+ 1
* u € o menor deles, entiio:
s s+ 1
—-u < AB < .
r r u AM-ﬂ-u
3 Y
———t————p————f}
" u AN-—lig--u.
3 . .
MBN

(Figura 8)

Isso significa que em AB h4d um ponto interno M tal que AM = S ue que
T

na semi-reta AB h4 um ponto N, i direita de B, de modo que AN = st1

. s
Isso sugere que se chame cada racional — nessas condigGes de aproxi-
r

magdo por falta da medida de AB e cada + 1

r
de AB.

Destacaremos duas propriedades das aproximagdes por falta da medida
de um segmento de reta AR:

de aproximagdo por excesso da medida

5, m
. St:Tv:urnade:lasf.ese()~<—<i entao:
by r’ )

m s
n U<T'U<AB

m - -
£ portanto . também ¢ uma aproximagdo por falta da medida de AB.

5 , . - .
» Se - ¢ uma aproximacdo racional per falta da medida de AB, entiio exis-

m
tem — € @O de modo que:

8 < m
— 1 _
r n

-u < AB

Ou seja, sempre é possivel obter aproximacbes racionais por falta cada vez
melhores da medida de AB.

Para provarmos esse resultado, seja M em AB o ponto tal que

s
AM = —u (fig. 9). Isso posto, tomemos n € IN* de maneira que

" aM =24
z

1
{Figura 9) MB
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n-MB>u( —li. u < MB) e seja m o menor natural nio nulo gue
n

verifica
m.(.l_-u)=£l-'u>AM
n 1
Logo, —— - u < AM. Eatao:

. 8
ﬂ.u >%-u (ponsAM=T'U)

mo.m-t 1y < AM+MB=AB
n n n

. s .
Poder-se-ia provar ainda, de maneira parecida, que se—- £ uma aproxi
. = : *
magio racional por excesso da medida de AB, entio existem m, n € IN* de
maneira que 2« 5 o ™ ambém € uma aproximaggo pox excesso da medi-
n r n
da de AB.
Exemplo 1: Consideremos um quadrade de lado 1 {logo, a unidade de

comprimento é congruente ao lado). Pelo teorema de Pitdgoras (ver figura 7) a
medida d de sua diagonal ¢ d = V2 { = d? = 2). Os ndmeros

1; 1,4; 1,41; 1,414; ...
sio aproximagdes racionais por falia da medida da diagonal, pois:
12=1<2;(1,4)7= 1,96 <2; (1,41)*= 1,9881 < 2; ...
E os nimeros
2:1,5; 1,42; 1,415; ...

sio aproximagdes por excesso.

2. Cortes em @

Seja A CQ, A #@. Um elemento 2 € A é chamado r:rna;z’m'mo de A se
a<x,paratodox €A A propriedade anti-simétrica da .relagao < g’ar.antc
que um subconjunto ndo vazio A C @ nio pode ter mais que um minimo.
Notagdo: a = minA.
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Por exemplo, se A = IN, entio o minimo de A é 0. O conjunto
A = {x € Q|0 < x < 1} nio tem minimo pelo fato de que, para todo x € Q:

0<x<l =0<%x<x<1

(ver cap. IV, 3.5).

Uma ¢ota superior de um subconjunto nio vazio B C @ € um nimero ra-
cional k tal que k 2 x, para tode x € B, Por exemplo, tode mimero racional
2 1écotasuperiorde B={x EQ[|-1<x <1} Dizseque BC Q,B # &,
¢ limitado superiormente se B admite uma (e portanto infinitas) cota superior em
Q. Se o conjunto das cotas superiores de BC @), B # &, tem um minimo s,
este ¢ chamado supremo de B. Notagdo: s = sup B.

Um elemento ¢ de um conjunto ndo vazio G C @) se diz mdxime de C se,
para todo x € C, x £ c. A propriedade anti-simétrica da relagio € garante
também que C nio pode ter mais que um mdximo, Notagio: ¢ = maxC.

Exemplo 2: Consideremos B = xeEQo<x< 1}. Primeiro note-
mos que B ndo possui mdximo j4 que:

0<x<1 =‘-‘0(X<%(x+l)<l

{cap. IV, 3.5).

Mostremos porém que 1 = supB. E imediato primeiro que 1 € cota su-
perior de B. Mas haverd alguma cota superior de B menor que 1? Vamos su-
por que sim e seja k uma delas. O fato de @ ser denso garante que existe
teEQ, k<t <1, Assim:

0 kK ¢ 1

t € B (pois t > 0) e t >k, 0 que ndo € possivel, pois k € cota superior de B.
Logo, 1 = supB.

A definicio a seguir € inspirada nas propriedades apontadas no item
anterior para o conjunto das aproximagdes racionais por falta da medida de
um segmento de reta. Dela saird o conceito de mimero real.

DEFINICAQ 1 Um conjunto a C Q recebe o nome de corte em @ se
ie# 8 e a#Q
i SexCae y<x,entficy € e
iii Para todo x € a existe y € a de maneira que y > x.
Exemplo 3: Para todo a € Q o conjunto ga) = {x € Q|x < a} é um
corte em @ .
Obviamente, p(a) # @ e g(a) # Q. Se x € p(a), entlio x < a e portanto,
Para todo y < x, vale a relagio'y < a, o que significa que y € g(a). Por dld-

221



mo, se x € @{a) entiox < a, e como ) € denso, existey € Q) dF ma.neir.a que
x <y <a. O fato de y ser menor que a garante que y € Q(a)_, pois y € racional.

Para todo a € Q o conjunto g(a) € chamado corte racional. Mas nem to-
dos 05 cortes sio racionais, COMO Veremos a seguir.

Exemplo 4: Mostremos que o conjunto
a={xEQP{x<Oou(xz20e x2 < )}

¢ um corte em Q) . i
Eclaroquee #@ea#Q.Sex€a e x % 0, entdo

y<x = y<0

eportanto y €. Sex >0 e x? < 2, entiio hi duas possibilidades para um
elemento y < x: y € 0, caso em que obviamente y Ere Ly <x hlPdtese
da qual decorre que y* < x* <2 e portanto também se pode concluir que
yE€a

Sejax € a.85ex £ 0, tomando por exemploy = 1, entioy Caey >x.
Consideremos agora x E atalque x >0 e x? < 2. Tomando h = 2 — x?, en-
tAiox?+ h =2 e 0 <h < 2. Scja:

_L.h
y=%x 5
Entao:
hY 2xh h?
yi= (”?) =x+ =5+ 35
Como x < 2 (pois x? < 2), entdo 2xh < 4h. Por outro lado, de 0 ( h < 2 de-
corre que h? < 2h. Levando estas relagdes para a igualdade anterior:
4h Zh 22h

y<xit oo+ g =xt e <xirh=2

. h
Como y > 0, isto prova que y € a. Mas y >x (pois y=x+ ?), o que

conclui a demonstragao.

Exemplo 5: Provemos que o corte a, definido no exemplo anterior,
n3o admite supremo em Q.

Observemos antes que todo corte racional g(a) admite supremo em Q) : €
o elemento a, € a demonstragio desse fato segue a mesma idéia do exemplo 2.

Admitamos que s € @) seja o supremo de a. Como j4 vimos, nio pode
ocorrer 52 = 2. E se s? € 2, levando em conta que s > 0 (pois a contém e_le-
mentos estritamente positivos), o raciocinio da parte final do excmpl:) aflterlo,r
garante que existe y € a de modo que y > 0, y? < 2€s <y, 0 que nao ¢ possi-
vel pois s = supa. Sobra a hipétese s> 2.
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Esta dltima relagdo implica que s = 2 + k, onde 0 < k < 2. De fato,
como 5 € a menor das cotas superiores de « € 2 € uma cota superior de a, entdo
s< 2edais’=2+ k< 4, o que implicak < 2.

Sejaz=35— % Entio:

i_f_ KV _o_ sk K, sk
z—(s 4)-—8 2+16>s g

Mas de s < 2 segue sk < Zk e portanto — % > —k. Donde:

zz>sz—*§-21-c*)sz—k=2

Observemos que como k < 2, entio % < L <seportantoz=s— L >0;

2 4
obviamente vale também z < s pois z =35 — % Considerando que z° > 2,

entdo z é uma cota superior de @, o que € absurdo, pois z < s = sup a.

EXERCICIOS

415. Prove que a altura € o lado de um trifingulo equildtero sio segmentos de
" reta incomensuréveis.

416, ScjamA={l 23 n 1eB=|—1,—%,—%,....

T e T
Mostre que sup A= 1e sup B = 0.
Resolugdo (primeira parte): Obviamenie 1 é cota superior de A, pois
n
n+l
quimediano, existe n € IN*, para o qual se verifican -1 =mn >

< 1 para todo n € IN. SejasGQ,-% < €< 1. Como @ € ar-
£
1-¢’

n
dafn—m:)s.oun)(n+l)£e,.portanto, e

nhum racional £ < 1 € cota superior de A, o que conclui a resolugio,

> E£. Assim, ne-

417. Se um subconjunto ndo vazio A C @) admite maiximo, prove que
sup A = max A.

418. a) A quais dos cortes seguintes pertencem os niimeros racienais — 10, 0,

2.2, 20: 00, - 1), e(20,1) g(%}_:
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L 1
b) Ache cinco ndmeros racionais que pertengam ao corte Q(T] mas

ndo pertengam a (0).
419, Prove que: g(r) C g(s) = r<s.

" 420. Sejam o e B cortes em ) tais que existe b €8, b & a. Prove que
ag B(aCPRea+f)

421, Seja a um corte em Q. Prove que também so cortes em @ :
a) f={r+ala€a}, paratodor €Q.
b) y = {rala € a}, paratodor €EQ, r > 0.

Resolug@o de b): i Que y # @ ¢ imediato. Como @ € um corte,
existe x € Q tal que x & . Mostremos que 1x ﬁ’ y. De fato, se
rx € y, entio rx = ra, para algum a € a, ¢ portanto (ji que r # 0)
x = a. Absurdo, pois x ﬁ‘ a. ii Sejax €y, x=racomaEn. Se

y < x, isto €, y < ra, entdo —Z— < a, o que garante a relacz‘io%E o.

Fazendo % = a, € a, entdo y = ra,, do que segue y € y. iii, Seja

x €y, x =ra, onde a € a. Sendo a um corte, existe b € a tal que
b > a. Dairb > ra = x e, como rh € y, entéo, de fato, y € um corte

em Q.

422. Se a é um corte em @}, indiquemos por @’ o complementar de o ¢rn rela-
cioa .
a) SerEQef={r+ala€a}provequef ={r+x|xE€a’}.
b) Ser€EQ,r>0,ey = {rala € a}, prove que ¥y’ = {rx|x €a’}.

423. Seja a umn corte em ).
a) Se a € a, prove que g(a) g a (= g(a)C aega) # a).
b) Sea€EQ —a(s= a EQ;aﬁa), prove que a C p(a).

3. Os nimeros reais

O exemplo anterior pde em relevo uma deficiéncia do corpo ordenado
@ : hi subconjuntos nio vazios de Q, limitados superiormente, que nao admi-
tem supremo em € - O conjunto dos ndmeros reais € uma extensdo do conjun-
to dos mimeros racionais, construida com o objetivo de preencher as lacunas
de @ determinadas pela auséncia desses supremos.
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A idéia que usaremos para chegar a essa extensio de ) remonta ao ma-
temdtico grego Eudoxo de Cnido (séc. IV a.C.) e baseia-se na observagio de
) §

que um ‘‘nidmero real’’ nido racional fica determinado pelos nimeros racio-
nais que o precedem.

DEFINICAO 2 Seja IR o conjunto de todos os cortes em Q). Os ele-
mentos de IR serido chamados nidmeros reats e, conseqiientemente, IR serd cha-
mado conjunte dos nimeros reass desde que as operagBes adicdo e multiplicacdo e a
relagio € em IR sejam definidas da maneira a seguir.

Adicédo
Se @ € f§ s30 cortes em Q), a soma de @ com f§ € o conjunto
a+f={x+y|x€a,y €M

A soma a + f§ também € um corte em Q. E claro que a + B verifica a
condi¢do i da defini¢do 1. Sejax + y (x € @,y € flum elementode a + S e
consideremos um racional u < x + y. Entdo x + y = u + t para um conve-
niente t € Q, t > 0. Fazendo y — t = z, entdo y = t + z (0 que mostra que
z <y ¢ portanto z € ) ¢ u = x + z. Como, porém, x € a ¢ z € B, entio
u€a+p

Por dltimo, sejaz € ftalquez>y. Entdox + z>x+yex+z€a+f.

Assim, (a, f) —> a + f é uma operagio sobre IR 4 qual chamamos
adi¢do de nimeros reais. Para essa operagdo valem as seguintes propriedades
(aqui apenas enunciadas):

a; (a+ f)+ y=a+ (B + y) (associativa)

a, a + = f+ a (comutativa)

ay Existe elemento neutro: € o corte racional g(0) que indicaremos apenas
por 0.

a, Paratodo o € IR a equagio a + x = 0 tem uma tnica soluciio em IR. Essa
solugdo € corte indicade por —a (oposto de a) e que consta de todos os
x € @ tais que x + y € g(0), para todo y € a, exceto o maior desses x,
caso exista,

Exemplo 6: Mostremos que g(2) + g{(—2) = ¢(0) = 0.

Sejax +y €(2) + ¢(—2),ondex €g(2) ey € o(—2). Entdox < 2 e
y<-2edal: x+y <2+ (—2)= 0. Logo x + y € g(0).

Sejaz € ¢(0). Entdoz < 0e —2=d > 0. Como

1 1
Z = (2—?d)+ (—2—?02!)
1
onde2 - 1 d € g(2)e =2 ~ % d € g(-2), entio z € o(2) + @(~2).
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Logo, p(—2) = —¢(2). De nodo andlogo se prova que g{—a) = —g(a),
paratodoa € Q).

Relagio %

. Se a, fi EIR, entio se diz que a é menor que ou igual a f§ e escreve-se
o2fsealp

Para a relagfo & assim definida valem as seguintes propriedades:

O, a < o (reflexiva)

0, a< fef<€a = a=f (anti-simétrica)
O, a5 fief £y = a<y(transitiva)
0,a5 foufiga

Como sempre: f§ > a <= a £ f§. Obviamente, por a < f! entende-se
que @ C B e a # f. Neste caso também se pode escrever § > a. Os conceitos
de positive, estritamente positivo, negativo ¢ estritamente negativo sio defini-
dos da maneira habitual. E imediato que: r € o = (1) < a.

Exemplo 7: Mostremos que o € IR € estritamente positivo se, e so-
mente se, existe x EQ talque x > 0ex E a.

Se a > 0 = g(0), entdo ¢(0) C a € ¢(0) # a. Assim existe y € a tal que
¥ ¢ 2(0). Desta dltima relagdo segue que y 2 0. Se y > 0, a2 demonstragao
est4 encerrada. Se y = 0, o item iii da definigio de corte garante que existe
x€a,x>0.

Reciprocamente, se existe x € @, x> 0, como todo racional y < x per-
tence a @, devido & condigao ii da citada defini¢do, podemos garantir que
e(0) g a e, portanto, 0 < o (pois x € a e x € g(0)).

Multiplicagdo
Se @ ¢ f# sdo elementos de IR, entfio o produto aff (ou a - f) € definido

assim:

e Sea>0ef >0, entdo:
aff=xEQx€ N U {xy|xEa,x>0,yEP y>0}

e Sea=0oc0ufi=0,af=0

e Sea<0efl0, entao aff = (—a)(—f)

¢ Finalmente, se apenas um dos cortes € menor que zero, digamos a < 0 ¢
f 2 0, entdo:

af = — (~a)p |
Fica como exercicio provar que (a, ) — aff € uma operagao sobre IR.
Trata-se da multiplicagio de niimeros reats e para ela sio vdlidas as seguintes pro-
priedades:
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m, a(fy) = (af)y (associativa)

m, off = fa (comutativa)

m, Existe elemento neutro: € o corte racional @(1), que indicaremos apenas
por 1.

m, Para todo @« € IR, a + 0, a equagio a - X = 1 tem uma tnica solucio em
IR. Essa solugio chama-se inverso de « e ¢ indicada por a~'.

d Distributiva em relacio 4 adigio: a(f + y) = aff + ay, para quaisquer
o, f,y€EIR.

Omitiremos as demonstragBes dessas propriedades. Trata-se de tarefa
um tanto drida e nio € o que mais importa aqui. Por isso s6 nos deteremos
para demonstragSes em coisas mais especificas de IR. Registremos ainda que a
relagdo € € compativel com a adi¢do e a multiplicagio de IR, ou seja:
O;ag<f = a+y€f+y
OsasPel0Ly = ay< fy

A esta altura podemos concluir que IR, tal como @), é um corpo ordena-
do. As peculiaridades do corpo ordenado dos mimeros reais aparecerio em
pouco.

Outro fato que apenas nos limitarsmos a citar € que f: § — IR defi-
nida por f(a) = g(a):

e ¢ injetora
® conserva as operagies de adicio ¢ multiplicaggo, o que significa:

f(a + b) = f(a) + {(b} (== @(a + b} = e(a) + e(b))
f(ab) = f(a)f(b) (= e(ab) = e(a)e(b))
® conserva as relagbes de ordem, ou seja:

ag<h = f(a) < f(b)
ocu

agb = o@@)<e®)

Portanto, é valido identificar cada a € ) com o corte g(a) € assim consi-
derar @} C IR (enquanto corpos ordenados). Daqui para a frente, portanto,
faremos g(a) = a (¥a € @), sempre que for conveniente. A fungio f € chama-
da funcdo imersio de Q em IR. Na identificagiio proporcionada por f, os elemen-
tos g(a) passam a ser chamados nimeros racionais € os de I = IR — Q) niimeros ir-
racionais. O corte @ do exemplo 4 € um mimero irracional.

Exemplo 8: Sejam a, f € IR, o < . Mostremos que existe y € IR de
modoque f=a+y(y>0).

Por hipStese, @ T fe a # . Assim, se a’ é o complementar de a em re-
lagio a @, ou seja, @’ = {x € Q |x € a}, entdo a’ N f # &. Seja a um racio-
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nal dessa intersecgdo (a € o’ N §) e consideremos b € §, b > a, o que implica
—b < —a. Mostremos que —b € —a. De fato, para todo y Ea tem-sey < a
(pois a € a’) e portanto (levando em conta que —b < —a):

-b+y<-a+y<{~at+a=0

.ou seja, —b + y € g(0), o que prova nossa afirmacio.

Como porém —a € um corte, entio existe ¢ € (—a), ¢ > —b. Daf
¢+ b>0. Mas considerando que b+ c€f+ (—a), entio B+ {(—a)>
0 = g(0). Fazendo f§ + (—a) = f§ — @ = y (pois § + (~a) é um corte), entdo
B=a+y,ondey >0, poisb+cEy.

Nota:

i Como j4 vimos, IR € um corpo ordenado. Assim, todas as propriedades que
valem para {}, enquanto corpo ordenado, como as que aparecem no capi-
tulo IV, também valem em IR. Daf por que vérias dessas dltimas nem se-
quer sio citadas aqui, embora eventualmente possamos usar uma ou ou-
tra sem qualquer mengio explicita. Por exemplo, a definigdo de poténcia
m-ésima (m € Z) de um mimero real o € andloga & que foi dada no exem-
plo 1 (cap. IV) e para ela valem as mesmas propriedades que 14 figuram.

ii Daqui para a frente, sempre que for conveniente, usaremos também letras
minisculas de nosso alfabeto para indicar mimeros reais.

Exemplo 9: Seja q, 0 < q < 1, um nimero real. Mostremos que:
0gsmgn = 0<q"€ q"
Provaremos, por indugip sobre m, que

0<q" < q" (v > 0)
m=0:0<q'<q"oul<q <1 (verdadeira)

Sejar 2 0 e suponhamos 0 < g'*' < q". Como q > 0, entido
0-q<q™*' -q<q-q
ou seja:
0 < gt < g™
Conseglientemente:
0<...<g™<q™ <q™ < q"
Por outro lado € claro que, se m = n 2 0, entdo q" = q*.
Exemplo 10 (desigualdade de Bermoulli): Provemos que, para todo
nimero real a 2 —1 e todo mimero natural n 2> 1, vale a desigualdade:
(1+a)'>21+na
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Por induc#o sobre n:
n=1(l+a)=14+a=1+1"a. Verdadeira.
Sejar > 1 e suponhamos (1 + a)’ 2 1 + ra.

n = r + 1: Multipliquemos a desigualdade anterior (hipétese de indu-
¢iocjpor 1 + a 2 O:

(14+ay*"2(1+ra)(1 +a)=1+ra+a+ra
Comwo ra® 2 0, entio;

T+ra+a+ra’2l+ra+a=14(+1a
Donde:

(I+a)*' 21+(@+1a

PROPOSIGEO I Sejam a, f € IR, a > 0. Entfio existe n € IN* de
maneira que na > f. (Ou seja: o corpo ordenado IR € arquimediano.)

Demonstragdo: Podemos nos ater ao caso f§ > . Como a > 0, entgo
B > 0 e, portanto, existem racionais estritamente positivosr e s tais quer € &
es ﬁl B. Sendo @) arquimediano, entio

nr > s
para algum n € IN*. Considerando a imersio de @) em IR, a desigualdade
anterior pode ser expressa por:
e(me(r) = e(nr) > ¢(s)

Como porém r € a, entfio ¢(r) C a, o que pode ser traduzido por

@ > ¢(r). Mas, considerando que ¢(n) > 0 (pois g{(n) = n), entdo:
e(m)a > e(n)e(r)

Por outro lado, em virtude da escolha de s, ¢ claro que ¢(s} » B. Donde:

ne = g(n)a > e(n)e(r) > o(s) > B. L

Exemplo 11: Seja a, 0 < a< 1, um nidmero real. Mostremos que
paratodo € € 1R, £ > 0, existe n € IN* de maneira que a" < &.

Uma vez que 0 <a< 1, entiob=2"'> 1. Logo b = 1 + h, para al-
gum h € IR, h > 0. Devido ao fato de IR ser arquimediano, existe n € IN*
para ¢ qual

nh>¢ -1
€ portanto:

nh+1>¢!
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Mas, devido a desigualdade de Bernoulli:
b"={(1+h)"21+nh

Portanto:
(@) =b"=(1+h"21+nh> ¢!
Mas
(@) = @)
e, entao:
@) '> e
Donde:
a"<¢

PROPOSICAO 2 Sejam a, B € IR, o < . Entiio existe um mimero
racional r tal que o < r < .

Demonstracdo: Como a <8, entdo a C B (a C fiea#p)e, portanto,

existe s € ff tal que s ¢ a. Sejar € fum numcro racional maior que s € mos-
tremos que @ £ s < r < f§, ou seja, que & C pfs) C o(r) C 8.

Suponhamos que existisse x € @ tal que x ¢ e(s) ou, equwalcntcmente,
x 2 s. Como s g a, entio na verdade s < x. Mas esta desigualdade implica
que s € a, pois x € a € a € um corte em Q). Absurdo. Donde todo elemento
de o estd em p(s), o que significa @ C g(s).

Falta provar que g(r) (;_. 8. Se x € p(r), entdo x < 1, ¢ como r € B, entdo

x € B. Asstm: o(r) C . Por outro lado, levando em conta que r € 3, resulta
que existe u € #, u > r; dai g(r) S g(u) (pois aimersicy —+ o(y) éinjetora).

Como u € f implica g(u) C f3, entdo @(r) E o(u) C f e daf: g(r) E B. Assim:
a<p(ry=r<f n

Nota: Seja K um corpo ordenado. Se existe LC K, L # @, de maneira
que para quaisquer x, y € K, x <y, seja sempre possivel determinar g € L
de modo que x < z < y, entdo se diz que L € denso em K. E claro que nessas
condigdes K € um corpo ordenado denso. A proposigao anterior garante que )
¢ denso em IR ¢ que portanto IR é denso. Também se pode provar (veja exer-
cicio nimero 446) que o conjunto I dos mimeros irracionais € denso em IR.

Seja A CIR, A # @. Um elemento A € IR ¢ uma cola superior de A se
a € A, para todo & € A. Se A admite cota superior em IR, diz-se que A € limi-
tado superiormente. Neste caso, como mostraremos a seguir, o conjunto das cotas
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superiores de A tem um minimo A, OQuseja:i a € Ay, Va E A il se a < A,
Yo € A, emtdo A, € L. O elemento A; (que € dnico devido a anti-simetria de
% ) chama-se supremo de A. Notagio A, = sup A,

TEOREMA I Scja ACIR, A # &. Se A € limitado superiormente,
entdo A admite supremo em IR.

Demonstracdo: Seja by = U a e mostremos inicialmente que A, é um
aEA

corte em ), ou seja, 4; € IR. Como cada « # @, entdo evidentemente
A, # @; se A € uma cota superior de A, entao ¢ C 1, Yo € A, ¢ tomando
x € Q tal quex #l, entio x nao pertence a nenhum dos ¢ € Aedaix ¢ .
Provamos assimn que vale para A; a condigio i da definico 1.

Se x € A;, entdo x € a, para algum a € A; assim, se y E) ey < x,
entdo y € a e portanto y € 4. Logo A, verifica também o item ii da citada de-
fini¢ao.

Quanto a iii, notemos que se x € },, como entdo x € a, para algum
a € A, tomandoy E a,y > x, entio y € A,,.

Mostremos agora que Ay = supA. Primeiro, como o« C1,, para todo
a € A, entio o € 1y, Yo € A. E se A € um nimero real que € cota superior de
A, isto é, a £ A, para todo o € A, entdo a C A (para qualquer @ € A) ¢ por-
tanto:

A= UeaCi
Ou seja: 4, € L. a€A .

Nota: Como ji dissemos, tanto § como IR sio corpos ordenados. Mas
enquanto no primeiro hd subconjuntos nao vazios e limitados superiormente
que nao admitem supremo em ) (exemplo §), o mesmo nio acontece em IR
— o que € provado pelo teorema anterior, Para assinalar essa diferenga dize-
mos que IR € um corpe ordenade completo. Portanto, o corpo ordenado @ ndo é
completo,

O corpo ordenado IR também ¢é continus no sentido de que vale o corola-
rio a seguir (na verdade, equivalente ao teorema 1).

COROLARIO Sejam A e B subconjuntos de IR tais que A U B = IR
e, ainda, que todo a € A é menor que todo b € B. Entio existe um tnico

¢ €IR que nic € superado por nenhum a € A e que nido supera nenhum
b €B,

Demonstragd@o: Todob € B € cota superior de A, de modo que existe
c=supA,c EIR. Logoa £ ¢, paratodoa € A. Mas como todob € B € cota
superior de A € ¢ € a menor dessas cotas, entdo ¢ § b, qualquer que seja
L € B. Isto conclui a demonstragdo quanto A existéncia.
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Suponhamos que um outro nimero real d gozasse da mesma proprieda-
de ja demonstrada para ¢. Admitamos, por exemplo, que ¢ < d. Consideran-
do a média aritmética

entiio u nio pertence i classe A (por ser maior que c) e também nio pertence a
B (por ser menor que d). Mas isto € absurdo, uma vez que AUB=IR e
u €IR. |

Exemplo 12: Mostremos que em IR existe um nimero elementoc > 0
tal que c? = 2.

Provaremos apenas a existéncia.

Sejam:

A={fa€RJa<0ou(az0ea’<2)}

B={b€ERb>0 ¢ b2 2}
Sejax EIR. Sex £ 0, entdox € A,

Sex > 0, entdo: x2 < 2 ou x? = 2, ou x* > 2. Na primeira hip6tese x € A; nas
duas segundas x € B. Logo AU B=1R.

Por outro lado, seja 2 € A. Se a £ 0, entfo obviamente a ¢ menor que
todob € B. Se a > 0, entio a? < 2 e como b? 2 2, para todo b € B, podemos
concluir que a? < b? e daf que a <b. Assim: a < b, sempre que a€ A e
b € B.

Devido as corolério anterior existe um inico ¢ € IR de modo que

a € c € b, para qualquer a € A e qualquer b € B. Mostraremos agora, por

redugdo, ao absurdo, que ¢? = 2, (Obviamente c > 0.}

Vamos supor que se pudesse ter ¢? > 2, Como ¢ € IR, a definigio de
produto ¢ = ¢ - ¢ garante a existéncia de dois mimeros racionais estritamente
positivos x e y de modo que 2 < xy < ¢’ (na verdade x ¢ y pertencem ao corte
¢). Supondo x € y, entdo xy € y? e portanto 2 < y’, de onde se conclui que
y € B. Mas'y. < ¢, pois y € c. Absurdo uma vez que ¢ nio supera nenhum
elemento de B,

Analogamente se prova que a hipdtese ¢’ < 2 € impossivel. Donde
¢! =2,

O nimero real ¢ tal que ¢? = 2 € chamado raiz quadrada de 2 ¢ ¢ indica-
do por V' Z. De forma andloga ao que foi feito neste exemplo pode-se mostrar
que, dados a, n € IN*, n > 2, existe um dnico ¢ > 0 para 0 qual vale

c"=a

] - - P o - n
Fsse mimero € chamado raiz enésima de a e € indicado por V a.
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3.1 Valor absoluto (ou médufﬁ)_ UFSC J

O conceito de valor gbsoluto ou médulo em IR & essencialmente o mesmo

que emZ ou §). Assim, denotando por |a| o valor absoluto de a € IR por de-
finigio ,

[aj=aseaz0
|a| = —a se a < 0

Todas as propriedades que figuram na proposigao 4, capftulo [V, tam-

bém valcn:l quando as letras com que sdo expressas passam a representar nd-
. . . .

meros reais. Demonstrd-las, inclusive, seria mera repeti¢ao —— por isso nio o

faremos aqui. A seguinte propriedade (também v4li
. ida quando se troca IR
Z ou Q) serd usada no item 5. q roca IR por

® Sex,a, e €IR, £>0, entdo:

x —al|<ee=a-e<x<a+se

Prova

= Vamos supor x —2 2 0. Entdo |[x —a| =x—a<cedafx<a+e.

Como porém € >0, entdo —~g < 0 ¢ portanto a — £ <C a. Mas como
x —a 20, entio a € x. Assim:

a—E<agsx<at+e
Deixamos como exercicio o caso x — a <0,

Somando —a a cada um dos termos de a — ¢ < x < a+ ¢ (hipétese)
obtém-ge ’
—E<x—a<e

Se x—a20, entio [x~a|l=x—-a<e Se x—a<0, entio
Ix—al=a—x; mas de —e<x—a segue que a ~x <&, logo
|x—a|<£. ]

3.2 Fungdo maior inteiro

Também ndo hi nenhuma novidade essencial, em relagio a Q, para

conceituar a Jungdo mator inteiro em IR. O maior inteiro contide em a € IR (nota-
¢80 [a]) € definido por:

ifa]E€EZ
ii [a}ga

iti Se m ¢ inteiro ¢ m € a, entio m < [a].
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A lei x — [x] define a fungdo maior inteiro cujo dominio € IR e cujo

conjunto-imagem € Z.

Notemos que se 2 € IR e m ¢ um inteiro talque m € a < m + 1, entio

m = [a] (justifique).

As propriedades enunciadas na proposi¢do 3, capitule IV, também va-

lem quando se substitui ) por IR. Inclusive as demonstragbes sao basicamente
as mesmas,

EXERCICIOS

424,

425,

426.

427.

428,

429.
430.

431.
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Prove que sio irracionais os nimeros V 3, V5e V7.

Resolugi@o: Suponhamos que se pudesse ter V3 = % {r, s€ IN; -

s # 0). Entdo r* = 35 Mas nesta igualdade o expoente de 3 no primeiro
membro € par { 2 0) e no segundo € {mpar ( 2 1), o que contraria o teo-
rema fundamental da aritmética (unicidade).

Seja p > 1 um némero primo. Prove que V'p € irracional.

Prove que a soma de um ndmero racional com um irracional ¢ irracio-
nal,
Sugestdo: Por absurdo, suponha que pudesse ser racional.

Prove que o produto de um nimero racional nio nulo por um irracional
€ um ndtero irracional.

Exiba dois mimeros irracionais distintos cuja diferenca seja racional.

Exiba dois irracionais distintos cujo quociente seja racional.

Sejam a, # € IR mimeros tais que 2 = a. Mostre que sé a é irracional,
o mesmo acontece com f. (Neste caso usa-se a notagao f§ = V a.)

Resolugdo: Se f§ fosse racional, entdo f? = f§ - f= « também seria, o

que € absurdo.

Sejam @ e § irracionais. Se @ + f§ ¢ racional, prove que @ — f§ € irra-

cional.

Resolugdo: Se o — f fosse racional, entdo (a+ )+ (a — f) = 2«
. 1

também seria pois a« + § € ©, por hipétese. Mas entdo 5 =« tam-

bém teria que ser racional, o que contraria a hipétese.

432.

433.

434.

435.

436.

437,
438,

439,

Sejam o ¢ § irracionais. Se ¢ — B € racional, prove que a + 28 & irracio-
nal.

Prove que V2 + V'3 € irracional.

Resolugdo: Seja u=v2+ V3. Entio u—-V2=V3 e portanto
u? = 2V 2u + 2 = 3. Daf 2V/2 u = u? — 1, do que resulta {elevando ao
quadrado): 8u?= u* — 2u’+ I ou u*— 10u?+ 1 = 0. Logo u é raiz do
polindmio f(x) = x* — 10x® + 1 cujos coeficientes sdo inteiros, Mas, de
acordo com o exercicio 387, as possivels raizes de f(x) sio+ 1 (os diviso-
res de 1}. Como (1) = f{—1) = —8, f(x) nZo admite rafzes racionais e

portanto V2 + V3IE Q.
Prove que sdio irracionais: V3 — V2, VZ+V3eV3-V2

Seja p > 1 um niimero primo. Para todo n 3 2, prove que Vp € irracio-
nal.

Sugestdo: Usar a idéia apresentada na resolucio do exercicio 433.

-

Prove que cos 20° € irracional.

Resolupdo: Consideremos a identidade cos 38 = 4 cos@ — 3 cos §. Se
0 = 20°, fazendo cos 8 = u = cos 20°, entio

é— = cos 60° = 4u® — 3u

e portanto Bu®—6u —1=10. Assim, u=cos 20° ¢ raiz de
f(x) = 8% — 6x — 1. Mas fazendo 2x =y, entao 2u € raiz de
g(y) =y* — 3y — 1. Como g(1) = ~3 e g(—1) = +1 entdo g nio admite
rafzes racionais e portanto 2u € irracional. Dai u também £ irracional.

Prove que sdo irracionais os nimeros cos 40° e cos 10°.
Prove que sio irracionais: sen 20° e sen 50°.

Use a identidade cos 58 = 16 cos®@ — 20 cos9 + 5 cos@ para mostrar
que cos 12° € irracional.

. Se cos 28 € irracional, prove que coso também € irracional.

Resoluc@o: Se cos 8 fosse racional, o mesmo aconteceria com cos?§ e
2 cos® — 1. Como porém cos 2§ = 2 cos’g — 1, caimos num absurdo.
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441.

442,

443.

444.

445.

446,

447,

448.
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Se cos 28 ¢ irracional, prove que sen@ e tg 8 também s3o irracionais.
Prove que se cosf € racional, entéie cos 38 também ¢ racional,

Através do uso conveniente de alguns dos exercicios anteriores, prove
que 530 irracionais os mimeros

cos 107%, sen 10°, tg 10°
cos 5°, sen 5°, tg 5°
cos 29307, sen 2°3(°, tg 2°3¢°

Prove que:

a} @(2) + e(3) = e(3)
b) o(2) - e(3) = ¢(6) (sem usar o fato de que n — g(n) define a imer-
sdo de ) em IR).

Resolugdo de a): Sejaz € o(2) + o(3). Entdio z = x + v, onde x € ¢{2)
ey € ¢(8), oqueequivaleax< 2ey< 3. Logoz=x+y< 2+ 3 =35,
o que garante a relag@o z € g(5). Por outro lado, se 2 € g(5), entioz< 5
e daf z=5—a, para alguns a€Q, a>0. Como z=5—a=

= (2- % Y+ (3 - %) e as parcelas desta iltima soma pertencem
respectivamente a g(2) e @(3), entéio z € (2} + o(3).

Se « ¢€ um corte € r>0 é um nimero racional, prove que
a<f={a+r|a€al

Sejamr, s € Q taisquer < 5. Mostreque a = r + s\/—?r € irracional e
qué r < a < s. Conclua daf que I € denso em IR,
Resolucdo: Se o fosse racional, entio V2 = Z — :_ também o seria, o

que ¢ absurdo, 'Por outro lado, como V2 > 1, entio 0 < % < 1; daf

5—1r §~r

< s~—reportantor <1+
NG op VT

0« < 8.

Para quaisquer a, b € IR , = {x € IR |x 2 0}, prove que:
a)0<agshb=Va g Vb
b) Vatb € Va + Vb

Para guaisquer a, b € IR, prove que 2|ab| € a? + b2,

449,

450,

451.

452,

453.

454,

455.

Prove por indugdo os seguintes resultados:

a) Paratodoca €IR, 0 <Ca <1, {1 +a)<t+2"-a(vnz 1)

b) 8¢ a,;, ay, ..., a, (n>1) sdo nimeros reais positivos (a; 2 0,
i=1,2,...,n), entdo

{(l+a)(1+a)...(14a,) =21+@+a;+...+a,)

Prove que, para todo k €E IR e para todo mimero real a > 1, existe
n € IN* de modo que a" > k.

Se a, b, ¢ e d sio mimeros reais, prove que:

sup{a+ ¢, b+ d} € sup{a, b} + sup {c, d}.

Seja A um subconjunto niio vazio de IR. Um elemento k € IR se diz cofa
tnferior de A se k & x, para todo x € A. Um subconjunte A CIR,
A # @, se diz limitado inferiormente se admite cotas inferiores em IR.

Se A # @ € um subconjunto de IR limitado inferiormente, prove que o
conjunto das cotas inferiores de A tem maximo, ou séja, que existe uma
cota inferior que é maior que todas as outras, diferentes dela mesma, (O

maximo das cotas inferjores € chamado infime de A e ¢ indicado por
infA.)

Sugestdo: Mostre que —A = {—x{x € A} ¢ limitado superiormente e
que se 3 indica o supremo de A, entdo —s = infA.

Se a, b € IR, mostre que
a+b+ |a—bj a+b—|a-bj
2 2

a) Seja HC IR um subconjunio nio vazio limitado superiormente,
Prove que um certo b € IR € o suprero de H se, e somente se, dado
e >0, £ € IR, as seguintes condic¢bes se verificam: i x < b + £, para
tode x € H; ii x > b — ¢, para pelo menos um x € H.

sup {a, b} = e inf {a, b} =

b) Enuncie e demonstre uma caracterizagio semelhante para a = infH,
onde H # & € um subconjunto de IR, limitado inferiormente,

Sejam A e B subconjuntos ndo vazios, ¢ limitados inferiormente, dé IR.
Definindo A + B = {x + y|x € A, y € B}, prove que:

inf(A + B) = infA + infB
Resolugdo: Se k, é uma cota inferior de A e k, € cota inferior de B, €

claro que k; + k, € cota inferior de A + B ¢ portanto este tiltimo conjun:
to € limitado inferiormente,
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ComoinfAg x,¥xEA, einfBgy, VyEB,entdoinfA+infBg x+y,
¥x € A e ¥y € B, Logo infA +.infB € cota inferior de A + B e entdo
infA + infB £ inf(A + B). Por outro lado, para cada x € A fixado, va-
le a relagao inf(A + B) — x £ y, ¥y € B. Portanto inf(A + B) — x £
£ infBouinf(A + B) — infB £ x, para todox € A, Logo inf(A + B) ~
— infB € infA ou, o que é equivalente, inf(A + B) £ infA + infB.

456. Sejam A e B subconjuntos de IR, nie vazios e limitados superiormente.
Prove que:

sup (A + B) = supA + supB

457. Sejam A e B subconjuntos ndo vazios de IR. Se esses subconjuntos sdo
limitados superiormente (respect., inferiormente) prove que:

sup (A U B) = sup{supA, supB}
(respectivamente, inf(A U B) = inf{infA, infB}).

458. Paratodo A C IR, A # @, e para todo ¢ € IR, ponhamos, por defini-
cio, cA ={cx (x € A}. Isso posto, se A é limitado ( <= limitado supe-
rior e infericrmente), prove que:

a) sup(cA)=csupAsec 2 O0esup(cA)=cinfAsec£ 0
b) inf (cA) =cinfAsec 2 0einf(cA)=csupAsec <0

459. Sejam A e B subconjuntos nfo vazios de IR, limitados inferiormente
(respect., superiormente). S8e A CB, prove que.infA > infB (respect.
supA £ supB).

Resolugdo (primeira parte): Por definigio infB £ x, ¥x € B. Logo,
infBg x, yx€ A, ou seja, infB € uma cota inferior de A. Logo,
nfB £ infA.

460. Seja ¢: IR — IR um automorfismo (ver exercicio 389).
a) Mostre que @(a) = a, paratodo a € Q.
b) Mostre que, para quaisquer a, b €IR, a <b = ¢(a) < p(b).
¢) Sea EI=IR — Q, prove que, tamhém, @(a) = a. (Logo, o Gnico
automorfismo de IR € a aplicagio idéntica.)

Sugestdo para a): Ver resolugiio do exercicio citado no enunciado.

Sugestdo parab): a<b = b ~a =x? paraa,lgumeIR ohser-
var que @(x?) = ¢(x)? > 0.
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Resolu¢do de c): Vamos supor, por exemplo, @(a) < @ e tomemos
r € Q de maneira que @(a) < r < a. Der < a segue gue ¢(1) < @(a)
(devido a b)); mas ¢(r) =r, por a); assim r < @(a) <r, 0 que é
absurdo.

461. Sejam A e B subconjuntos de IR com a seguinte propriedade: sup
A <infB. Proveque AN B =&,

462, Mostre que, para todo inteiro n > I, vale a relagfio:

1 nt+i ln
(145" > (10 5)

Sugestdo: Usar a desigualdade de Bernoulli para a = —

1
(m+ 1y ©
expoente do primeiro membro igual an + 1.

4. A representacdo geomeétrica de R

Mostraremos agora como, mediante algumas convengoes, se pode esta-
belecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta orientada
(reta i qual se atribui um sentido positive) e os elementos de IR. Em suma, va-
mos exibir um procedimento através de qual a cada ponto de uma reta orien-
tada se pode associar um dnico ndmero real de maneira que: a) a pontos dife-
rentes corrcspondcm mimeros diferentes e, além disso, se um ponto X dessa
reta estd ‘‘3 esquerda’’ de um ponto Y da mesma, entio o nimero associado a
X é menor que o associado a Y; b) Se o € IR, entdo hd um dnico ponto da re-
ta ao qual corresponde a. O nimero associado ao ponto charma-se abscissa des-
se ponto,

Mas isso pressupde, evidentemente, os axiomas da geometria euclidia-
na, entre os quais o da continuidade, cujo enunciado € o seguinte: ‘‘Se os pontos
de uma reta r sio distribufdos emn duas classes A e B taisque A U B = re todo
ponio de A precede todo ponto de B, entio existe em r um inico ponto que
nac precede nenhum elemento de A e nio segue nenhum de B,

Isso posto consideremos uma reta orientada r. Scbre r fixam-se dois
pontos distintos O € U de modo que o segmento orientado QU tenha sentido
congorde com o sentido positivo de r (que suporemos, como € praxe, da es-
querda para a direita). Os pontos O e U sfo chamados, respectivamente, ponto
onigem € ponto unidede de r (fig. 10-a).

Ao pento O atribui-se como abscissa o mimero 0. Seja P € r um ponto
i direita de O. H4 duas possibilidades:
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i Os segmentos de reta OP e OU sdo comensuridveis. Cuando isto acontece
existe um nimere racional a > 0 tal que a medida de OP, tomando como
unidade u = QU, € a. Ou seja:

OP=a

Nesse caso a abscissa de P €, por defini¢do, o mimero racional a.

T ¢) U P X Y
{Figura 10-a)
Convém notar, por outro lado, que, conforme j& mostramos no item
1, dado um nimero racional a > 0, existe P na semi-reta OU de maneira
que a medida de OF em relagio a u = OU € a. Logo, a abscissade Péae
pode-se dizer que OU contém todos os pontos de abscissas racionais posi-
tivas.
Antes de passarmos 2 outra possibilidade, enunciaremos (e justifica-
remos) algumas observagbes necessarias ao que vem a seguir:
¢ Se X e Y sdo pontos quaisquer de r, i direita de O (o primeiro poderia ser o
proprio ), X # Y, entio entre X e Y h4 um ponto de abscissa racional.

Justificativa: Imaginemos X ¢ Y como na figura 10-a ¢ tomemos
r € IN* de maneira que % + QU < XY, Seja s 0 menor nimero natural que

verifica a relagao:

s- (L.ouy=2.0oU>0x
T

m |

.8 .
Isso mostra que o ponto de absc:ssa—r—- estd 4 direita de X. Mas como

s=1 oUu+ L. OU<OX+ XY = 0OY

r

2. 0U=
iy

concluimos que esse mesmo ponto estd i esquerda de Y. Logo, estd entre
XeY.

e “‘Se X e Y siio pontos de r de abscissas racionais situados a direitade O e X
precede Y, entdo a abscissa de X é menor que a de ¥.”’

Justificativa: Podemos supor essas abscissas iguais, respectivamente,

m n - - .
a —e — ., Como, entdo, m indica o mimero de pontos A,, A;, ..., A, = X de
r o r

1
OX tais que OA,, A A,, ..., A, _ X, sio todos congruentes a - QU (fig.
10-b) e n indica o niimero de pontos A, A,, ..., A, = Y de OY para os quais,

1
também, OA,, A A,, ..., A,_, Y sio todos congruentes a~—- OU, pode-se
240

. , m _n
concluir que m < n e daf que -r—< —_
T

AI "}2 AS Am-l An-;|

r O X = An Y = An
{Figura 10-b)
s ‘‘Numa reta vrientada r, de ponto origem O e ponto unidade U, existem
pontos P, i direita de O, tais que OP ¢ OU si3o incomensuriveis.”’

Justificativa: Consideremos o quadrado OUAB (fig. 10-c). Se P é a
intersec¢do da circunferéncia de raio OA com r, entio OP — por ser con-
gruente a OA — ¢ incomensurdvel com OU (ver item 1).

B A
r o U P
{Figura 10-c)

ii Os segmedtos OP e OU sio incomensurdveis. Para esta hipétese, conside-
remos o conjunto @ C ) assim definido: x €Ea <= x <Qou(x > 0exé
abscissa de algum ponto i esquerda de P). Pode-se provar que tal conjunto
€ um corte em ) . Por brevidade vamos nos ater & dltima condigéo do con-
ceito de corte {definicio 1).

Seja x € a, digamos x > 0. Entdo x ¢ a abscissa de algum ponto X de
r, a esquerda de P (fig. 10-d). Consideremos a seguir um ponto Y, entre X
¢ P, de abscissa racional y.

X ¥
O u X Y P

(Figura 10-d)

Entioy € a (pois y € Q) e y estd 4 esquerda de Py e y > x (devido i segun-
da observacio feita em i). Logo hd um mimero racional em a maior que x,
o que prova a condicio referida.

Sendo o um corte em Q) , entdo o € IR. O nidmero a €, por definigdo,
a abscissa de P,

Consideremos agora um ponto M i esquerda de O e seja M’ seu si-
métrico em relagéo a O. Se a abscissa de M’ é & (fig. 10-¢), entao ade M €,
por definigdo, —a.

r M O 8} M’
{Figura 10-e)
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Portante, a cada ponto de uma reta orientada r fica associado, con-
forme procedimento exposto, um nico mimeio real. Mostremos que, sem
excegao, nessa correspondéncia, se X estd 4 esquerda de Y, entdo a abscissa
a de X € menor que a abscissa i de Y.

De fato, suponhamos que f§ € a ¢ tomemos entre X ¢ Y um ponto Z
de abscissa racional z (fig. 10-f).

-]

o] a z

(Figura 10-f)

Mostremos primeiro que, considerando ff como um corte em ), entdo
z € B. De fato, se # € ), como Z estd & esquerda de Y, entio z < f§ (confor-
me observagio feita em i) e dafz € §; sc 8 & @, entio a prépria definigio
de abscissa neste caso garante que z € f§. Levando em conta, porém, que esta-
mos supondo BC a (<= B € @), entiio z € a, 0 que € absurdo. Donde, efeti-
vamente, o < fi.

Em particular a correspondéncia

Pontos de r — Niimeros reais

que acabamos de estabelecer, € injetora. Ou scja, a pontos diferentes da reta
orientada, correspondem nimeros reais diferentes.

Mostremos que é também sobrejetora. Quer dizer, nessa correspon-
déncia nio ‘‘sobram’’ mimeros reais. Para tanto podemos restringir nosso ra-
clocinio aos nimeros reais a > 0.

Se ¢ €}, j& vimos no item 1 como obter em r um ponto, a direita de O,
de maneira que OP = a. Como a abscissa de P € a, entdo a P corresponde a.

Se a & @, dividamos os pontos de r em duas classes A e B, assim defini-
das: em A ficam todos os pontos de abscissa menor que a; em B todos os pon-
tos de abscissa maior que ou igual a @. Se L e M sio pontos de A e B de abscis-
sas X e y, respectivamente, entio x < « € y e dai x < y. Logo L precede M.
Assim, A e B satisfazem as condigdes do axioma da continuidade — e, portan-
to, fica determinado em r um tnico ponto P que ndo precede nenhum elemen-
to de A e nio segue nenhum de B.

Seja f§ a abscissa de P e mostremos que 8 = @, ¢ que encerra a justificati-
va. Vamos supor ff > a e tomemos x € Q, o < x < f. Se § € 0 ponto de abs-
cissa x (fig. 11), entfio S € B (pois x > a). Mas como x < f, entio P segue S.
Absurdo, pois P ndo segue nenhum ponto de B. Igualmente ndo pode ocorrer
B < a. Donde f§ = a e ao ponto P corresponde a.

e x B
r O U 5 P

{Figura 11)
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A correspondéncia considerada estabelece sobre a reta orientada r o que
se chama de sistema de abscissas, cujos elementos fundamentais sio o ponto ori-
gem O ¢ o ponto unidade U.

4.1 Medida de um segmento de reta
incomensuravel com a unidade

No item 1 tratamos do conceito de medida de um segmento de reta, no
caso de este ser comensurivel com a unidade de comprimento, Nesse caso a
medida ¢ sempre um nimero racional positivo.

Seja agora MN um segmento de reta incomensurdvel com a unidade es-
colhida. Consideremos a reta orientada pelos pontos M ¢ N, com sentido posi-
tivo de M para N, ¢ ponhamos sua origem em M. Seja U o ponto de r, A direi-
ta de M, tal que MU € congruente com u. Nessas condiges, se a abscissade N
¢ o nimero irracional a, entdo se diz que a medida de MN é a e escreve-se:

MN = a

(naturalmente medida em relagio a u).

M U 5 N
¥

(figura 12}
Em resumo, a € o corte em @ formado pelas abscissas de todos os pontos
racionais & esquerda de N. Entio « inclui todas as aproximagdes racionais por

falta % da medida de MN, para as quais vale:
r
0 < ? < [ 4

Na verdade, como provaremos a seguir, o € o supremo do conjunto des-
sas aproximagdes. E imediato primeiro que « € uma cota superior desse con-
junto. Provemos que € a menor delas. Suponhamos que um ndmero real
f < o também fosse cota superior desse comjunto e tomemos x €,
B < x < a (fig. 12). Se 8 € o ponto de r de abscissa x, entdo x = OS € uma
aproximagao racional por falta da medida de MN. Mas isso € absurdo pois
x>8.

Exemplo 13: Se a e f§ sdo abscissas de pontos de uma reta orientada r,
VejaImos COmo constriir, apenas com régua (sem escala) e compasso, 0s pontos
dessa reta de abscissas @ + f§, off, a—* (quando a # 0) e Va (quando @ > 0).
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A construgdo de @ + § € imediata (ver fig. 13).

a—p 0 a A atf
" bt b
(Figura 13}

Para construirmos o ponto de abscissa aff, tragamos a perpendicular a r
pelo ponto origem, o que pode ser feito com régua ¢ compasso.'Scj_.a t essa per-
pendicular, Se M ¢ uma das interseccdes de t com a circunferéncia de t:entm
na origem ¢ raio a, entdio OM = a. Tragamos o segmento de reta que liga M
ao ponto de abscissa 1 e, a seguir, a paralela por § a esse segmento (fig. 14).

N4

t
(Figura 14)

Se N € a interseccio dessa paralela com t, o teorema de Tales garante que:

o8 _p
oM 1
Mas OM = a e portanto ON = aff. Assim, a intersecgdio da circunferéncia de
centro O e raio ON com r, & direita de O, € o ponto procurado (pois trabalha-
moscoma >0ef >0).
A construcio de a~! (a # 0) se faz conforme o procedimento fixado na fi-
gura 15, onde a reta por 1 ¢ x € paralela a reta por a e 1.

X ol ey =gt
1 &
A4

r O a-l 1 o

(Figura 15)
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Para a construgio de Va (o > 0) marcamos sobre r o ponto de abscissa
a + 1 (além do ponto a, dado). Tragamos a semicircunferéncia da qual o seg-
mento de extremidades na origem e no ponto a + 1 € didmetro (fig. 16). Pelo
ponto de abscissa o levantamos o segmento perpendicular a r, até alcangar a
semicircunferéncia. Se x é a medida desse segmento, x=Va: - 1=Va-0O
ponto P tal que OP = x € o ponto procurado.

(Fignra 16)

4.2 Distdncia entre pontos

Consideremos uma reta orientada r, de origem O, munida de um siste-
ma de abscissas. Dados A, B € r (fig. 17), chamamos de distdncia entre Ae Be
indicamos por d(A, B) a medida do segmento AB. Ou seja

d(A, B)= AB
a b b + (—a)
A 0 B C
{Figura 17)

A medida de AB €, por definigdo, a abscissa do ponto €, 2 direita de O, tal
que OC € congruente com AB.

Examinemos o caso mostrado na figura 17. Se a abscissade A éaeade
Béb,entioade Céb+ (—a)=b—a= |a~b]|, poisb —a > 0. Assim:

d(A, B} =|a — b|

A aplicagdo desse raciocinio a todas as situaces possiveis leva SCIPre a0 mes-
mo resultado: ‘‘a distincia entre dois pontos quaisquer de uma reta orientada
munida de um sistema de abscissas € igual ao valor absoluto da diferenca entre
suas abscissas’’.

Assim, por exemplo, quando se escreve [x ~ a| < £ ou |a, —a} <&,
isso significa que a distincia entre o ponto x (ou seja, ponto de abscissa x) € o
ponto a, ou entre ¢ ponto a, € o ponto a, € menor que .

Podemos encarar d como uma fun¢io der x r em IR. Para essa funcio
valem as seguintes propriedades!

245



e d(A,B)>0;d(A,B)=0 = A=BH
s d(A, B)=d(B, A)
e d(A, B) £ d(A, C)+ d(C, B)
A demonstracio da dltima, supondo que A, B e C tenham abscissas res-
pectivamente iguais a a, b e ¢, se faz assim:
_ d(A,B)=|a—bl=|la—-c+c—-b|g|la—c|+|c-b| =
=d(A, C) + d(C, B).

EXERCICIOS

463. Construir geometricamente, com régua € compasso, os pontos de abscis-

sas V3, V2+ V3 e V5 - V3

464. a) Se a abscissa de um ponto € dada por cos a, construa geometricamen-
te 0 ponto de abscissa sen a.
b) E dado o ponto de abscissa sen a, construa o ponto de abscissa cos a.

465. Dadosa, b € IR, a < b, o intervalo de extremos a e b, fechado em ambos
os extremos, € 0 seguinte subconjunto de IR:
{a,b]={x €EIR|a £ x £ b}
De maneira 6bvia s¢ definem {2, b[ ={x€ IR|ag x< b}, ]a, b] e
], b[. Na figura destacamos os intervalos ]-5, —2], [3, 5[ e 6, 9[.

Gt OO O —————
=5 -2 o 1 3 5 6 9

Mostrar que J0, 1{ tem a mesma cardinalidade de [0, 1]. (Dois conjuntos
nio vazios tém a mesme cardinalidade se € possivel definir £ : A — B, fbi-

jetora.}
1 1
Resolugdo: Observemos que [0, 1}=A U ‘0, 1, TR ] e que
1 1 1

o, (=AU {3, 3, .} onde =10, 1-1{0, 1, 5,5, .}
(OuA=1]0,1] - I'% .—;,%, }.)Afnngio f:10, 1] — 10, 1] defi-
nida por
{0! 1! H;—"%, ]l U A

VLo ' (identidade)

1 1 1 1
I3 55 ua
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ou seja, a fungio dada por
1
gex= 0

fix)= 1 1
nt+2 XS

X se xXE€A

€ bijetora (justifique). Logo, efetivamente, [0, 1] e ]0, 1[ tém mesma
cardinatidade.

466, Mostre que [0, 1] e ]0, 1] tém mesma cardinalidade que [0, 1].

467. Para quaisquer a, b € IR, a < b, prove que os intervalos [a, b], [a, b,
]2, b] € ]a, b] tém mesma cardinalidade que [0, 1}.

Sugestio: Mostre que, por exemplo, [a, b] € [0, 1] tém mesma cardina-
lidade, provando que f(x) = a + (b — a) x define uma fungio bijetora
de [0, 1] em [a, b). Analogamente [0, 1] tem mesma cardinalidade que
[2, b, etc. Usar os dois exercicios anteriores.

Nota: Pelo exercicio anterior, todo intervalo [a, b], ndo importa quao
grande seja sua amplitude, tem a mesma cardinalidade de [0, 1]. Isso
significa, intuitivamente, que [a, b] e [0, 1] t8m 2 ‘*mesma quantidade”
de pontos, wva, b€ IR, a< b. Por exemplo, a cardinalidade de
[—10' "0, 10! %°] ¢ a mesma que a de [0, 1].

468. Mostre que f(x) = Tﬁx—l define uma fun¢do de IR em ]-1, +1f e que

esta fungio € bijetora. Que conclusdo se pode tirar, a esta altura, em ter-
mos de cardinalidade, para os intervalos em IR ?

-2 -1 Q +1 +2
'\\ \\ ‘: ;.' //r
A A
~ \ I g //
\\ \ : ; L,
LN | ¥ E . r -
-1 2 oL 0 sl +2 0
3 2 3

5. Seqiéncia de nimeros reais

Uma fungéio f : IN* — IR recebe o nome de seqiiénsia de mimeros reais.
Se fizermos f{n) = a, (n= 1, 2, 3, ...), entdo a notagdo que se usa para indi-
car a seqiéncia f € (a,, ay, ...} a,, ...) ou, resumidamente, (a,). As imagens
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a, sdo chamadas fermos da seqiiéncia. Obviamente a escotha da letra a para in-
dicar os termos de uma seqiiéncia genérica € arbitrdria,

Exemplos:

(a)=(1,1,1,...)
b)=1(1,2,3,33,..3..)
(c) = (1, %,%, )

Uma seqiiéncia (a, ) se diz estactondria se existe um indice r de modo que
4,= A,4, = 8;+z= ... . Uma sequiéncia estaciondria (a,)emquea, =a,= ... =
= a, = ... é chamada constante. Dos exemplos anteriores, as duas primeiras sio
estaciondrias, sendo a primeira constante.

DEFINIi C/E 0 3 Diz-se que uma seqiiéncia de mimeros reais (a, ) con-
verge para um niimero a € IR se, dado € € IR, £ > 0, existe um indice r (que
depende de £) de maneira que:

|a, —a] <, paratodon 2 r

Nesse caso diz-se também que (a, ) é uma segiitncia convergentz em Q) e que
a € limite de (a,). Usam-se as seguintes notagGes para exprimir que a € limite

de (a,):

lim a,=a;lima,=a;a, > a
-0

PROPOSI CA- 0 3 (unicidade do limite): Uma seqiiéncia (a,) em IR nio

pode convergir para mais do que um nidmero real.

Demonstragao: Seja (a,) uma seqiéncia em IR e suponhamos que
existam a, b € IR, a # b, de modo que lim a, = a € lim a, = b. Pondo-se
2t = |a — b, entdo £ € IR e ¢ > 0. Dai, levando em conta nossas suposicdes,
ternos garantida a existéncia de indices r, e 1, tais que:

la, —a] <&, ¥n 2T,
|la,—-b| <e,¥n 21,

Assim, para todo n 2 r| ¢ n 2 r,, simultaneamente:

2¢=|la—b|=|la—a,+a,—b|€|a—a,]+]|a,-b|<e+e=2
0 gue & absurdo. |
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Exemp!o I4: Uma seqiiéncia estaciondria (a,, a,, ..., a,_,, a, a, .
a, ...} Cconverge para a.
De fato, para todon > r:

sy

la,—al=]a—-al]=0
Logo, dado £ > 0, para todo n 2 r:
|a,,—a| =0<¢

Em particular uma seqiiéncia constante (a, a, ..., a, ...) converge
para a.

Exemplo 15: Mostremos que (-:T)=(I, . ) converge

23
para 0.
Como IR € arquimediano, dado ¢ > 0, existe r € IN* de maneira que:
r-l=r>»¢!
Portanto:
rl=—<c¢
Como porém
nzr = —xg 1
r
entdo, para todo n 2 r;
1 1 1 1
5ol =5 ]= <<

Exemplo 16: Se uma seqiiéncia (a,) em IR converge para o nimero
real a, entdo, para todo s 2 0, a seqiiéncia (b,), onde b, = a,,,, b, =2
by = a,,s, ..., também converge para a.

Dado £ > 0, existe um fndice r tal que }a, — a| < ¢, sempre quen > r.
Logo, paratodon 2 r:

3+ 20

|bn_al = ’as+n“a, <£

poiss+nznzr,
Como [1 11 ) converge para 0, entdo 411 or
!2’3) H 4_,5’6;---:13
exemplo, também converge para 0.

Exemplo 17: Seqé um mimero real situado no intervalo 0 < q < 1,
entdo a seqiiéncia (q") = (1, q, q7, ...) converge para 0.
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Seja £ > 0. Como 0 < q <1, o exemplo 11 nos garante que existe
r € IN* para o qual vale g" < &. Mas, de acordo com o exemnplo 9: m 2 n =
= g™ £ g". Logo, paratodon 2 r:

lq"-0l=q"<q<e

PROPOSICAO # Sc (a,) € uma seqiiéncia de mimeros reais, conver-
gente em IR, entdo existe k € IR, k > 0, de tal sorte que |a,| <k, para todo
nzl.

Demonstragdo: Tomando-se &= 1 (por exemplo) e supondo
lim a, = a, entdo existe um indice r tal que:

!an—a|<1,Vn3r

Como
la,| - lal < |2, - a]
entao
la,] = la| <1
€ portanto:

la,| <14 ]al,¥nzr
Assim, se tomarmos k maior que cada um dos mimeros
la,|, |aJ!, ..., la._,|, 1 + {al
entdo € evidente que:

ja,| <k, vn'2t u

Nota: Uma seqiiéncia (a,) em IR se diz limitada se, para um convenien-
tek € IR, k > 0, vale ja,| <k, para todo n 2 1. Logo, pelo que vimos, toda
seqiiéncia convergente € limitada. A reciproca nio ¢ verdadeira. De fato, con-
siderando por exemplo a sequéncia (1, 2, 1, 2, 1, 2, ...} = {(a,), entdo
|a,| < 3, ¥n = 1, mas (a,) nio converge para nenhum a € IR. Para justificar
esta (ltima afirmacio tomemos £ = % Admitindo que a, —= a, entao

'R 3 e 1
|1—a|—]a—l|<-2—,da1?<a<?,masenta0|2 a!>£—2,o

que nio € possivel.

DEFIMCJO 4 Sejam (a,) ¢ (b,) seqiiéncias de nimeros reais. Por
definicdc, a soma € 0 produto da primeira pela segunda sdo, respectivamente,
() + b)) =(a, +b)=(a+b,a+ by, ...) € (@ ){(b.) = (a,b.) =
= (a\b,, a;b,, ...), ambas obviamente também seqiiéncias em IR. Sec € IR,
o produto de ¢ por (a,) é definido por c(a,) = (ca,) = (2, cay, .. D
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Por exemplo, se (an)=(1, —;—, __l_, ...);(b )=(
n n
n
n+ 1

, ) e ¢ = 2, entio

PROPOSICAO 5 Sejam (a,) € (b,) seqiiéncias de nimeros reais con-
vergentes para a e b, respectivamente, e seja ¢ € IR. Entio a soma e o produ-

to de ambas, bem como o produto de qualquer uma por ¢, também convergem
em IR e:

lia (a, + b,)=a+b,lim(a,b,)=ab ¢ lim(ca,) = ca

Denwmtm';:&o Faremos a prova apenas para o produto de (a,) por
(b.) Seja k um mimero real tal que k > |a,|, para todo fndice n, e k > |b|. A

ex’isténcia de k ¢ garantida pela proposigdo 4 ¢ pelo fato de que sempre hf um
mimero real maior que dois outros dados.

Sejae €IR, £ > 0. Como a, = a ¢ b, - b, considerando o niimero

£ . g .
real % > 0, existem indices r, ¢ r, tais que:

|an_al < _251: ,Vn}n

|bn-'b'< VnBrz

£
2k’
Logo, para todo n maior que r, e r,:

|a,b, — ab} = |a,b, — a,b+ab~—ab} g |ab, - a,b| +|ab — ab| =

=|a'n”bn_b + b m L _£"_
[+ Iblfa, =2l <k & + k = =

O que prova que a, b, — ab.

Por exemplo, como (a,) = (—ln—) converge para 0 e (b,) = ( : i )
n

« n’+n+1
converge para 1, entiio (a, + b,) = W converge para 1, (a,b,) =
Y 2
—(n+ 1 )convcrgeparaﬁe 2, = ( o _:1 )convergepa,ra2.
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DEFINICAO 5 Uma seqiiéncia (a,) sc diz crescente se a, € 2, € ...
€a,€a. %...Esea, 22,2...2>a, 224, 2...,entdo (a,) € cha-
mada seqiiéncia decrescente,

Por exemplo, (1,1,2,2,3,3, ...,n,n,n+ 1,n+1,...)¢écrescente;

1 1 1 . s
1, 2 € um exemplo de seqiéncia decrescente.

PROPOSICAO 6 Seja. (a,) uma seqiiéncia crescente de nimeros

reais. Se essa seqiiéncia € limitada e se a = sup {a,|n > 1}, entdo lim a, = a.

Demonstrag@o: Como (a,) € limitada, entio existe k € IR de modo
que |a,} <k, ¥n 2 1. Como a, € |a,| <k, paratedon 2 1, entao {a.|n > 1}
¢ limitado superiormente e portanto admite supremo a € IR. Dado € > 0, co-
mo a — £ < a, entdo existe um fndice r tal que a — £ < a, € a. De fato, se
a, & a — £paratodon > 1, entdo a — ¢ seria uma cota superior de {a,|n = 1}
menor que a, 0 que nio £ possivel.

Mas entado

Aa-£<a%a, % ... a<ate
ou scja:
a—£e<a,<ate, ¥nzzr
Mas isso implica que (segundo vimos em 3):
la,—al <e,¥n2zr

Donde lim a, = a. n

EXERCICIOS

469, Mostre que:

n . 2n+1+3n+1)
i = L T =3
a) lim —— 1 c) hm( 13
. 1 . 1 2 n—-11} 1
b)hm—ﬁ=0 Cl)hl'll(;2 +?+...+ o )— 2

470. Dada uma seqiiéncia (a,) em IR, se {r,, r;, r;, ...} CIN* ¢
r, <, <r3< ..., entdo (b, by, by, ...) = (2., &, 2, ...) chama-se
subseqiéncia de (a,).

a) Se a, — a, prove que toda subseqiiéncia de (a,) também converge
para a.
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471,

472.

473,

474,

b) D& exemplos de seqiiéncias que admitermn subseqiéncias convergen-
tes mas que elas préprias ndo convergem.

¢) Seja (a,) uma seqiiéncia em IR. Se as subseqiiéncias (a, , a5, a5, ... ) e
(a2, a4, a5, ...) convergem para a, mostre que lim a, = a.

Resolugdo de c): Dado &> 0, existem por hipétese fndices r, (impar) e r,
(par) de maneira que |a, — a| < € para todo indice impar n 3 r, ¢ para
todo indice par n 2 ry. Se r = max {r, r,}, entdo |a, — a] < ¢, para to-
do n 2 r, o que conclui a justificativa,

Seja (a,) uma seqliéncia em IR. Se as subseqiifncias (a,,), (az.+) €
(asn+1) convergem para a, b e ¢, prove que a = b = ¢ ¢ que (a, ) converge
também para esse valor comum.

Se lim a, = a, prove que lim |a,| = |a|.

Prove que: lima, = a < lim |a, — a| = 0.

Considere a seqiiéncia de niimeros racionais definida por recorréncia da
seguinte maneira:

1
a=2 ¢ a“+1=~i—(an+ ai) nz1)

Mostrar que (a,) € decrescente (estritamente, ou seja, a; > a; > a; >...)
equea, > 1, paratodon 2 1.

# (0, pois cada a, € racional, e como

Resolugdo: Como a, —

1 2\ 1 2
a3+1=—,‘(a.,+ ) =T(an— ;) +2

a'I'l n

entdo a? > 2, paratodo n > 1. Daf

1 2 1 a?
Bn4y = 9 (an+ a )‘(?(an"' a )= n

para todo n 2 1. Logo, a, > a, > a, > ... ¢ (a,) € estritamente decres-
cente. Vameos supor

an+[=—;"(a,,+ i)$1

a,

Entdo a? — 2a, + 2 £ 0, 0 que é impossivel pois A < 0.

253



475. Seja (a,) uma seqiiéncia decrescente e limitada. Mostre que
A = {a,|n > 1} ¢ limitado inferiormente ¢ que se a = infA, entdo (a,)
converge para a.

Stugestdo: Exercicio 452 e proposicio 6.

476, i Classifique em crescente ou decrescente {se for o caso) cada uma das
seguintes seqiiéncias:

a) ( iz : ; ) d} (sen (nn))
o[t (%)
&) (07 + (~1yn) 0 {512 )

ii Das seqiiéncias crescentes ou decrescentes, quais as que sdo limita-
das?
iii Determine o limite destas (iltimas,

477. Mostre que a seqiiéncia do exercicio 474 converge em IR e que seu limi-

te € V2.

Sugestao: Exemplo 16 e proposicio 3.

478. a) Sejam (a,} e (b,) seqiifncias de mimeros reais convergentes respecti-
vamente paraa € [IReb € IR. S8e a, > b, a partir de um certo {ndi-
ce, mostre que a 2 b.
b) Sejam (a,), (b,) € (c,) seqiiéncias em IR tais que, a partir de algum
indice, a, € b, € ¢,. 8¢ lim a, =lim ¢, = a € IR, prove que (b,)
também converge para a.

Resolugéo de b): Seja r, o indice a partir do qual a, € b, € ¢,. Assim,
paraz todo n 2r,, —a, » —b, 2 ~c, e portanto: a~a,2a—b, 2
2 a — c,. Por hipétese existe r, tal que [a — a,| < €, ¥n 2r,, e exister,
tal que |a —c,| <&, ¥r 2T, Seja r = max {r,, r,, r,}. Para todo
n 2 r hd duas possibilidades: ia — b, 2 0, 0 que implicaa —a, 2 0 ¢
entdio Ja—b,] £ |a—a,| <t iia—b,€0,doquesegueb,—a 20
e entio |b, —a| € |c, —a| < & Portanto |b, — a} <&, ¥n 21, 0 que
implica a = lim b,.
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6. Séries infinitas de nimeros reais

DEFINICAO 6 Seja (a,) uma seqiiéncia em IR. Indicaremos por

a+a+...4+a,+...
ou, abreviadamente, por

a.

L

‘M

1

]

e chamaremos série determinada por

o~

a,) a seqiiéncia (s, ), onde:
51 = a.l
8, = A, + Ag

Os ndmeros a,, a,, ... 40 05 lermos da série ¢ 08.8,, 8y, ..., 5,, ... 830
suas somas parciats (ou reduzidas).

Uma série z a, se diz convergente se a seqiiéncia (3,) de suas reduzidas

i=1

converge para algum s € IR. Neste caso o nimero s € chamado soma da série ¢

L
escreve-se z a; = s.

[E3)

Exemplo 18: Mostremos que a série infinita

1 1 1
1+-2—+T+F+...— z

converge em IR,
A sequéncia de suas reduzidas €

5, =1=2-1
1 3 1
n=lty=g=2-73
1 1 7 1
83_1+?+T=T=2—T
S,=1l+ =+ ...+ ! =2- !
21\—1 2n—|
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Logo:
—@-1,2-L -1 2.1 y=(2,2,2,...)+
(S,,)--( -1, —-E', 3 2“_1 g e )= I SR RN
11 1
.t (_1)(1! _2_!‘4_!'“! -t 1)

Como (2,2, 2,...) converge para 2 e converge para 0, entdo (s,) con-
verge para
24(=1)-0=2

devido & proposigio 5.

Exemplo 19: A chamada série harminica

1
1+‘2"_+

nio é convergente. De fato, observando que

1 1 1 1 1
I R A Sar)

1 1 1 1
Fretyg>t =y
1 1 1 1

entio as somas parciais
1
3
AY
1 1 1 1

BI+T+'—Q—+?+?+

tornam-se arbitrariamente grandes quando n cresce indefinidamente. A nota-
¢Ao seguinte € justificada por esse fato:

8 =1+—;—+

L]

S e+
im1
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DEFINICAQ 7 Uma série infinita

Y ag”'=a+agtagi+ ...

na=l
onde a e g s3o nuimeros reais dados (q # 0), chama-se série geométrica.
PROPOSIGJO 7 Seja q € IR um mimero tal que 0 < g < 1. Entio

a série geométrica a + aq + aq’ + ... converge, qualquer que sejaa EQ, ¢
sua soma ¢€:

Demonstragdo: Para todo fndice n, a enésima soma parcial da série
considerada é

n-l

S,=atag+ ... +ag

Dai:
gs,=aq+aq’ + ... +ag"
Subtraindo essas igualdades:
5, —qs, =a—aq =a(l —q)
e portanto
_al-q) _ a -a_ .
T Ti-q ~1-q ' 1-q 1
Assim:
_{ a -a_ a —a_ -
(s,.)—(l_(1 + iTq q, T—q + =g q’, ...
_ a a —-a 2 3
-(l—q ' 1_q!"')+ 1___q (q,CI:q,---)
Como( 2 ,L,...) converge para 2 ¢ (g") converge para
l1-q’ 1-~g 1-gqg

0 (exemplos 14 € 17), entdo (s,) também converge € seu limite €

. a —a a
Ilmsn—-l-—_—q+ l—q 0= l‘-q

devido & proposigao 5. ! |
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DEFINICAO 8 Toda séric Y a, de nimeros reais determinada

Nl
por uma seqiiéncia tal que a, > 0, ¥n 2 1, recebe o nome de série de termos
positivos.
A série harménica, por exemplo, é uma séric de termos positivos. O
"mesmo se pode dizer da série geométrica

1 1 1
1+'2—+T+-§-+...

Notemos que se z a; ¢ uma série de termos positivos, entéio a seqiién- -
i=1

cia (s,),

81=a|
S;=a, + a,
Sy=a,+ a; + ag

de suas reduzidas € crescente. Logo, se (3,) for limitada, entio converge para
algum s € IR que €, por definicio, a soma da série,

PROPOSI CAO 8 Scja S a, uma série de termos positivos em IR.

nmi

Se z b, € uma série convergente em IR tal que a, £ b,, paratodon 2 1,
ne=l
“entdo Y  a, também converge em IR.

a=1
Demonstragdo: Sejam s, =a; + ... ta,et,=b;+ ... +b,, para
qualquer n > 1. Como (t,) por hip6tese converge, entéo existe k € IR tal que
It <k, ¥n 21

pois toda seqiiéncia convergente € limitada. Mas a, € b, (n > 1) implica que
s,=a;+...+a,€£€b+...+b,=¢,

para todo n > 1. Entdo:
ls=s.€t,=lti<k  (@>1)
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Assim (s,) também € limitada e, como € crescente (pois é uma séric de
termos positivos), entdo existe s € IR tal que s, —+ s. Ou sgja:

Exemplo 20: Mostremos que toda séric

a1 ay a,
10 +_1'6f+..-+ 10n+...

onde os a; sdo inteiros, 0 € a; £ 9, paratodoi 2> 1, converge em IR para um
niimero positivo menor que ou igual a 1.
Observemos primeiro que:

g w3 1)
Mas i —1%; = ~i%—+ 1%6 + ... é uma série geométrica de razdo
n=1 :
q= % que, portanto, converge em [R e cuja soma €
2
O
‘T 10
A proposicio anterior nos garante entio que a série dada converge em IR.

Como 1 € uma cota superior de {t,|n > 1}, onde t,= —1%- + —1%—2 +..+

9 - , ; a, a,
+ g7 entdo 1 também € cota superior de {s,|n > 1}, s,= Tt

e portanto a soma s da série dada é menor que ou igual a 1. Como cada termo
da série € positivo, pode-se concluir que s também € positivo (justifique).

EXERCICIOS

. P 1
479. Considere a série infinita ,,Zl FTCTER
a) Se s, € a enésima reduzida da série dada, mostre que s, = o :1_ T
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480.

481.

482,

260

b) Mostre que a soma dessa série € igual a 1.

- 1 1 1
Sugestao paraa). m =0~ T+ 1
-]
Se uma série ) a, converge, prove que lim a, = 0.
nx=1]

Resolug@o: Indiquemos pors,(n=1,2,3, ...} as reduzidase porsa
soma da série dada. Entfio lim s, = s e portanto, dado & > 0, existe um

indice r tal que s — s,[ < %, ¥n 2> r. Assim, paratodon 2 r:

|an+l‘ = |sn+l - snl = IS — 8+ 54— Sl £ |s "'snl + Ifsn+1 - Sl <E

Logo: lima, = lima,,, =0

o -
a) Dada a série z a,, selim a_ # 0, prove que z a, ¢ divergente (==
=l n=1

nio € convergente).

b) Mostre que sio divergentes:

Seja ¢ # 0 um ndmero real.
a} Se g; a, é convergente, prove que gl ca, também € convergente;
€ que, se a soma de “Z a,€s,ade i ca, € cs,
=l n=1
b} Se i a, ¢é divergente, mostre que i ca, também € divergente.
n=1 n=1

1 .
c) Mostre que w € divergente.

n=1

a a
483. Ses = 1—6 + 1—(;f+ 1a033 +...(a,a,..,3,..€IN;0€ a3, 9),

4384,

485,

mostre que:
r T r a]’
10's = a,a,...a, + 151 +——2—162 +4:5_103 + ..

a a

+ 41 an
P o 10 + —*—[—10,,, +...+——10n), por
hipétese. Logo (usando a proposicio 5):

Resolugao: s = llm( 10

n—+m

10°s = lim (10'—’a1+10f-2a,+.,,+ar+%+___+ Br4n )=

n—+ao 16"
=£i_rf1m(-alaq .a, + 1'5’+l1'0*23-+...+ a;,a_:)=
=a,ag...a,+__l’_§_1_31_;( ajrﬁl + i{.&}.{. o+ _afr(%-):
= a;a,...a, + a’*‘ +—1'-g§~—+ ?’6: +

Ses=Ia—6 10 — + 10, +...(a;, 85, ... EIN;0 £ a; £ 9), mostre
que:
T6r = T TR gt

Seja z b, uima série de termos positivos que sabemos ser divergente.

n=1

Se (2,) € uma seqiéncia em IR tal que a, 2 b,, para todo indice n, prove

que ) a, também € divergente.

a=1

Resolugdo: Sc z a, fosse convergente, pela proposicio 8 a série
nm] ’

> b, também teria que ser.

N} '
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486.

487.

488,

489,

490.
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o« l .
Mostre que ) —— ¢ divergente.
vn

n=1 n

Sugestao: Use o exercicio anterior, comparando o termo genérico da
série dada com o da série harménica.

-
Mostre que a série zl gry [ ¢ convergente.
L E]

Sugestdo: Use a proposicio 8§ para comparar o termo genérico da série

4

dada com o termo genérico de 3

n=1

Deixa-se cair uma bola da altura de 4 m. Cada vez que a bola atinge o

. . 3
solo, apés cair da altura de h m, volta uma distincia de v h m. Deter-

mine a distincia total percorrida pela bola.

o [ .
Se Y a, ¢ Y b, sdo séries convergentes de soma s e t, respectiva-
nal n=1
o

mente, mostre que »  (a, + ba) também converge ¢ suasomaés + t.

n=1

Resolugao:

n=x] o j-l

ﬁ {(a, £ b,) = lim (Z (a; bj)) =
= lim (i aj:tz bj)=lim Zaj;tlim- 21 b, =
11+ x j=1 =1 n-—+ o j’l n—e 00 =

=5t t

o

Se z a, é convergente ¢ b, € divergente, mostre que (a,+b,)
n=1

nml n=1

¢ divergente.

7. A representagdo decimal de um nGmero real

Seja m um inteiro positivo qualquer ¢ consideremos inteiros a,, a,, ...
taisque 0 € a, € 9(i = 1, 2, ...). Do que vimos ao final do pardgrafo anterior
podemos concluir que a série

a, a,
m+—m+ EQ"F

converge em IR. Ou seja, a soma dessa série € um niimero real a. Para indicar
este niimero adota-se a notagio

@=1m, & 858y ...

chamada representagio (ou forma) decimal de .
Se para todo indice r existe um fndice s > r tal que a, # 0, entdo essa re-

presentagdo se diz infinits. Por exemplo, a representagio decimal da soma da
série
o .2 .0 2
1+ 10 + 107 + 10° + 10° + ...

€ infinita. Egsa representacdo £:

1,020202 ...

Caso contrdrio, existe um fndice r tal que a, = a,,, = ... = 0. Quando
isto ocorre, entio

= = A a_
a=m ou a=m+ 10+.._+—16ij

cuja representagiio decimal, introduzida no capftulo IV (6), ou seja,

a=m Ou @=m,a a,...a_,

passa a se chamar finila, em contraposigiio ao caso anterior.
Das consideragdes anteriores resulta entfic que a soma de toda série

B, 3g a,
m+ e+ Tt ST

ondem,a;,a,,...€EZm20e0€a,£930=12...), admite uma repre-
sentagdo decimal (finita ou infinita). Assim, toda expressio

m, a, az ag...

representa um mimero real positivo. Mostraremos a seguir que vale o recipro-
co desse fato.
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TEOREMA 2 Se ¢ ¢ um mimero real positivo, entdio existem inteiros
positivos m, a,, a4, ..., onde 0 € a; € 9, de maneira que

d=1m,a A, Az ...
Demonstracdo: Seja [a] =m. Entio m€a<m+ 1. S¢ ¢ =m,

entdio o prépric m é a representagio procurada. Se, em vez disso,
m < &« < m + 1, consideremos o maior dos nimeros

mm+—L m+i m+i
’ 10° U 10
que nio supera a. Se m + % ¢ esse nimero, entio:
@ =m+ L ga<m+ s+l _ .
te 10 w !

Se a = a,, entdo
@ =1, a,

¢ 2 demonstracio se encerra. Caso contririo, repete-se o raciocfnio anterior,
ou seja, toma-se ¢ maior dos mimeros

a, a, 1 : a; 9

mrqemt it o™t 10t 100

que ndo supera a. Se m + ;"—6 + % € esse mimero, entio;
_ a, 3 a  atl
@=mt gt qpg Se<mtyt Ty T

Se & = oy, entdo:
a = m, a] az

€ nada mais h4 que fazer. Do contririo repete-se 0o mesmo procedimenta,
Nessa linha de raciocinio pode ocorrer de, para algum r,

d=Im,a a... a

u que conclui a demonstragio. Se isto ndo acontece para nenhum r, observe-
mos os seguintes subconjuntos de IR: S = {a,, a,, ...} e T={a}, a3, ...}.
Obviamente, todo elemento de 8 é menor que todo elemento de T.
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Por outro lado, dado € > 0, sejar > 0 um nimero natural que verifica a
desigualdade

1
o <*¢
Entao: .
v a a,_, a+1 )
ar “f‘{m*' 0t o T o )

- 2 By o) 1
(m+_ ot et 10,)— T <&
Como &, € o« < a}, entdo a — a, < a] — @, ¢ portanto

o - a < E

Considerando porém que para todo n 3 r vale

a & a, & a

entao:
a—a, Ca—a, <€
Levando em conta que jo ~ a,| = a — a,, entdo

Ja —a,] <¢ paratodon 2 r.
Logo o, = &, ou seja

a
ik T + _a'2§_+_..=ar

™t ot

0 que nos permite escrever:

@ =1m,2,3a;...
. ) [
Na representacdo decimal de um mimero a > 0, @ = m, a,a,a, ..., m ¢
sua parte inieira, 4, € a primeira casa decimal, a, € a segunda casa decimal, € assim por
diante.
3¢ a < 0elal =m, a,a, ... (finita ou infinita), entende-se por repre-
sentacio decimal de o a seguinte expressio:

= -m, a2, ... = —(m, a;a,...)

Assim, pelo que vimos neste item, todo niimero real a pode ser caracte-
rizado por admitir uma representagio decimal

m, a,a,a;s ... ou —m, a8,3,ay ...
finita ou infinita, onde m, a,,3,, ... € NeOg a,€9(=1,2,...).
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Exemplo 21: Vamos obter a representagio decimal do mimero
a = '3, até a terceira casa decimal, usando o procedimento desenvolvido na
demonstraciio do teorema anterior, a titulo de ilustracio.
Observemos primeiro que m = [a] = [V'3] = 1. Procuremos agora na
,seqiiéncia
1 2 9

1+ —=,..., 1+ —

1,1+Ta, 10

ou seja, em
1;1,1;1,2; ... 1,9

o maior nimero que ndo supera V3. Como (1,7)%= 2,89 ¢ (1,8)2 = 3,24,
esse ndmero € 1,7. Usando a notagio do teorema: a, = 7,
Agora na seqiiéncia
7 7 1 7 9

14—+ o, 4+ =+

I+ %'t 0+ 100

ou seja, em
1,7, 4,71; 1,72, ...; 1,79
procuremos o maior nimero que nio supera V3. Como (1,73)? = 2,9929 e

(1,74)* = 3,0276, esse niimero € 1,73. Assim a, = 3.
Agora vejamos em

7 3 1 7 3 2
'* 19+ 10 * To00 !t 10t o0t Too0

10 100 1000
ou em
1,731; 1,732; 1,733; ...; 1,739

o maior ndmero que nio supera V' 3. Observando que (1,732)? = 2,999824 e
(1,733)* = 3,003289, a resposta € 1,732, Assima, =2 e

V3=1,732 ...

O processo que usamos pode ser visualizado da seguinte maneira:

Dividamos o intervalo [1,2] em dez subintervalos de mesma amplitude
que serdo numerados de 0 a 9:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 5
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1.6 1,78 1.8 19 2
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Como 1,7 < V3 < 1,8, ou scja, como ﬁpertencc ag subintervalo ao qual as-
sociamos o numeral 7, ento:

V3=1,7...

Agora devemos dividir [1,7; 1,8[ igualmente em 10 subintervalos de
mesma amplitude, os quais também devem ser numerados de 0 a 9,

0 1 2 3 ¢ 5 6 7 8 9
1,7 L7 on72y 1,73 1,4 1,75 1,76 77 1,78 1,79 1,8

Como 1,72 < V3 < 1,73, entéio V'3 pertence ao subintervalo assinalado
com o numeral 2. Daf:

V3i=172...

E assim por diante.

Exemplo 22: Assim como chegamos & representagio decimal de um
nimero a € IR, poderfamos, por exemplo, chegar  sua representagio bina-
ria. Vejamos como isso poderia ser feito para V'3 = V (11}, .

Evidentemente, a parte inteira de v (11), é 1. Assim devemos dividir
[1,2] em dois subintervalos de mesma amplitude, aos quais atribuimos os digi-
tos 0 e 1 para numerd-los em ordem. Levando em conta que V'3 pertence ao

1 t
L4+

Ll ]

segundo desses subintervalos, o que pode ser observado pela primeira figura
do exemplo anterior, entdo:

. V(D =1,1...

Agora € o intervalo [1 + i, 2[ que deve ser subdividido em dois de mesma
amplitude, atribuindo-se ad primeiro o numeral 0 ¢ ao segunde o numeral 1.
Como V'3 pertence ao primeiro desses subintervalos (ver as figuras do exem-
plo anterior), entdo:

Vi), =1,10...
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8. A teoria da representagdo decimal em Q@

E bem conhecido o algoritmo que fornece a representagdo decimal de

. 8 e . .
um mimero racional a =7 onde t e s sd30 inteiros estritamente posItIvVOs.

11 =
Por exemplo, se @ = —, entao:

6
11 l 6
50 1,833
20
20
2

Cu seja:
—l = 1,835...
6 »

O lema a seguir justifica esse algoritmo a partir do teorema 2.

. ) - . - - . N
LEMA Sejaa= 0 um niimero racional onde T ¢ 5 530 inteiros estri-

tamente positivos. Se
§
_t-= m, 3;3,43 ...

¢ a representacdo decimal de a fornecida pelo teorema 2, entéo:

10r, | ; .

a = l Otr, , onde r| € o resto na divisdo de s por t
10r, , S

a=|—1 onde r, € o resto na divisao de 10r, por t
107, | -

ag=|—| onde r, € o resto na divisdo de 10r; por t, ...

Demonstracdo: Se 1%

de acordo com o teorema 2,

=m, entio s = tm + r, (0 € r; < t). Como,

a; s tm+r, Iy a; + 1
m+T6¢—t=-—-—-—m+t<m+ 10
entao:
a, < 10r, <a +1

t
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Daf, observando que a, e a, + 1 sdo inteiros consecutivos

101-"
a, = ———

t

Estabelecido assim que o resultado vale para a primeira casa decimal, a
rigor deveriamos proceder por indugfio. Mas seremos informais, Provaremos
apenas que também vale para a segunda casa decimal. O leitor percebers, en-
tdo, que o raciocinio pode ser repetido quantas vezes for necessdrio.

L

Levande em conta que a, = [ 10 ] , entdo, aplicando o algoritmo da
divisao para 10r, e t
lOr|=ta1+r2(0€ r2<t)

Observando que

10 -

5 ay_ 10s—10tm—ta, _ 10r —~ta,
t ('“+ )‘ 10t = 1o 10t

pois s = tm + r, (daf 10s = 10tm + 10r,) e 10 r, = ta, + r,, entdo:

2. 2 2
A T T T
Logo, considerando o teorema 2:

Ay 2y a, Iy a4 a, + 1
"ttt 100 <™t 0t o <™t 0t 100
Dessas relacbes segue que

a, 10tr2 <ap+ 1
€ portanto;
10r
dy = [ T z
Analogamente

10 ry
SR

onde 10r; = ta, + ry; (0 € r, < 1), € assim por diante,

Ohservemos que como a,, a,, a, ... $30 0§ quocientes da divisio eucli-
diana de 10r,, 10r,, 10r,, ..., respectivamente, por t, além de m ser o quo-
ciente da divisZe de s por t, entdo o algoriumo pelo qual usualmente se chega a

= . s i
representagio decimal de T fica justificado, n
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Nota: Da demonstragio anterior pode-se tirar, também, a seguinte
conseqiiéncia: r,, Iy, Iy, ... $30 08 restos da divisdo euclidiana de

s, 10s, 10%, ...

respectivamente, por t,
Quanto ar,, nio hd o que provar, poiss = tm + r, (0 £ r, < t). Dai se-
gue que:
10s = 10tm + 10r,
Como porém 10r, = ta; + r, (0 £ r; < t), entdo
10s=(10m+a,}t+r, 0€,<t)

€ portante na divisde euclidiana de 10s por t o resto € 1.
Mas da 1ltima igualdade se obtém que:

0% = (10’m + 10a,)t + 10r,
Levando em conta que 10r, = ta, + r3 (0 € ry < 1), entdo
10% = (10°m + 10a, + a )t + r; (0 € ry < )

e portanto nossa afirmagio também € verdadeira no que toca a ry, E assim por
diante,

Exemplo 23: Voltemos ao nimero a = 1 )

6
11]__i

r, —-~

Agora
11 |6

i0r, - 50

T e[
i1 |6
50 1,83

10r, — 20

s> 2 ! 20 10,
EE T

Como ry = r, = 2, entao todas as casas decimais seguintes serio iguais
a 3.
270

8.1 Dizimas periédicas
Entendemos por dizima periddica toda representacio decimal que se ajus-
ta a um dos seguintes modelos (ambos infinitos):

m, 2,8; ... 2,8;2; ... &
ou

g

m, b;b; ... b,aa,... a,a,a,...3,...

ondem >0,0€ a,€ 9, 0< b;< 9, com um dos a;, pelo menos, nio nulo.
O grupo de algarismos a,a, ... a, chama-se periodo € 0 grupo b,b, ... b,
anieperfods (ou pré-periode ) da dizima periddica, O ndmero p 2 1 é o comprimento
do peripdo e 0 mimero q 2 1, o comprimento do anteperiodo .
Admitiremos sempre que o periodo tenha o menor comprimento possi-
vel. Por exemplo, em

0,25252525 ...

o periodo é 25 e ndo, digamos, 2 525 ou 252 525. E no caso de haver ante-
periodo, exigiremos que bb;,, ... by # a,2,... a,, sempreque 1 £ j< q. Por
exemplo em

0,1252525 ...

o anteperfodo € 1 e nio, digamos, 125 ou 12 525.
Adotaremos, entdo, as seguintes notag¢Oes:

=m, a&da;...a

m, a;a, ... 2,3,8; ... & -

p s
=

m,bb,...b.aa,...a,a8,...a,... =m,b,b,... b a2, .. 4,

Por exemplo:
2,3535 ... = 2,35

8,63535 ... = 8,635
1,8333 ... = 1,83

TEOREMA 3 A representagio decimal de um niimero racional estri-
tamente positivo ou € finita ou € uma dizima periddica. Reciprocamente, as
representagfes decimais finitas de parte inteira estritamente positivas € as dizi-
mas periddicas representan sempre nimeros racionais maiores que zero.

Demonstragdo:
(=) Sgjaa = —:— (s, t > 0) o nimero racional. Mantidas as notagbes do lema

anterior € considerando a nota que o segue, os restos na divisdo eucli-
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diana de s, 10s, 10%, .., por ts3or,, Iy, ry, ... respectivamente. Admi-
tamos que mdc(s, t) = 1 (isto sempre ¢ possivel).

Se, para um certo k > 1, r, = 0, entdo t[10¥-'s. Nocaso k = 1,
se conchai que t = 1 e portante a € inteiro; a representacido decimal de
¢ o préprio s e portanto é finita. 8¢ k > 1, como mdc(t, s) = 1, enido
t[10%-! e portanto os fatores primos possiveis de t sfo 2 ¢ 5, o que mos-

tra que % € um racional decimal; mas entio
a, a
=m+ — + ...+ L
T for
e daf sua representagio decimal € finita, ou seja:
5
T =M an ... a
Suponhamos agora que r, # 0 para todo k > 1. Ainda devido a
nota ao lema anterior, podemos pdr
s =r (modt)
10 s = ry(mod t)

10% =r, (mod t)

L] l-tll&

P

Como nenhum dosr; é nulo e 0 v, < t{i=1, 2, ...), entdo h4 um
primeiro {ndice k + 1, k > 0, de maneira que r, , € igual a um dos res-
tos anteriores.

Admitamos inicialmente r,,,=r,. Entdo 10*s=r, (mod t) ¢
portanto:

' 10%+'s = 10r, = 10s = r, (mod t)
Como
10%*'s = r,,,(mod t)

e0< ry, 1y,,< t, entdo 1, , = r,. Analogamente se mostra que r,,; =

=Ty ey Iy = T Ty (= Ty, Ty = Tpy oo, Ty = Ty, oo. . Logo!
10r,,, l _[ 10r,

t t

ak+l=‘ '=a_l

e portanto neste caso a nao tem pré-perfodo ¢ seu periodo é aa, ... a,
(comprimento k). Qu seja:

5 —————
G=T=m,alaz...al

Nocasor,,; =r,,(0< p< k), se fizermos k = p + q, 2 mesma argu-
mentagio anterior nos Jevara i conclusao que

a=m, 3,4, ... apap+1ap+2 e ap‘_q

pois agora a,, | = Ay, 0,1 = Ay gy oeey Ay = By, 0= 4, etc. A dizima
obtida tem entdo anteperfodo de comprimento p e perfodo de compri-
mento q.

{ =) Dada uma representacio decimal finita conforme o enunciado

m,aa,...a,

o nimero expresso por ela &:

2 2
m + 10 + ...+ 07

certamente um nidmero racional.

No caso das dizimas, faremos a demonstragio apenas para a hipStese
de existir pré-perfodo. Para a cutra possibilidade, a argumentagio € se-
melhante (veja-se exemplo 25 a seguir). Vamos supor, pois:

x=m,bb,... baa;, . a,

=m+0,bb,... baja, . Ta,

Multipliquemos
y=0,bb;...baa;...aa,8,... 2, ...
sucessivamente por 109+P ¢ 109:
109 Py = bb, ... boa,a, ... a,, 2.3, ... 2,2/, ... a,...

loqy = b]bz e a bq, a]ag s apala! aaa ap -
(Se o leitor tem alguma divida sobre a validade desse procedimento
para multiplicagio de dizimas por poténcias de 10, veja exercicio 483).
Entdo, subtraindo membro a membro ¢ssas igualdades (por que isso &
possivel?):

(10““’ - 10q)Y = b|b2 ‘e bqa,a, caelp = b]bg ... b

4
¢ daf:
b]bz s bq318.2 e ap - b]blz e b
‘ 10a*? — 109

9

y=
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Como porém
109+ — 109 = 109(10P - 1) =104+ 99 ... 9= 09 ... 900... 0
onde o mimero de ‘‘noves” é p e o de “‘zeros’’ € g, entdo

y= ble"' bqala! ree a.p—blbz-... bq
99...900...0

Observe-se que a fragio em que y se transformou, demonstrando que
X = m + y representa um mimero racional maior que zero, tem tantos
*‘noves”’ no denominador quantos séo os algarismos do perfodo e tan-
tos ‘‘zeros’’ quantos sdo os algarismos do anteperiodo, a

A fragio em que se mostrou ser possfvel transformar y ¢ chama-
da gerairiz da dizima representada por y. Sua soma com m fornece
uma geratriz de x.

Nota: Se a representaciio decimal de um mimero € finita, 0 mesmo se
pode dizer da representagio de seu oposto. Por exemplo:

5 5
i 0,625 = -g = —0,625

E se a representa¢io de um mimero € periédica, também a de seu oposto € pe-
riédica. Por exemplo:

59 59
90 = 0,6355 ... = — 90 = -0,6555 ...
24 24
99 = 0,2424 ... = ~9g = ~0,2424 ..

Assim podemos concluir, em face do teorema anterior, que o3 nlimeros
racionais se caracterizam por terem uma representagio decimal finita ou infi-
nita e periédica. Conseqiientemente os mimeros irracionais se caracterizam
por serein 0s mimeros reais que, em sua representagio decimal, t8m expres-
zbes que nern sio finitas e nem sio periddicas.

Exemplo 24: Achemos a geratriz de x = 1,24545 ... .

x =1+ 024545 ... =
245 — 2 243 1233

=1+ 50 =1 * 980 = 7990

Exemplo 25: Achemos a geratriz de x = 0,357 = 0,357357 ...
Como 10°x = 357,357357 ..., entio 10% — x = 357. Datf:

(10° = 1)x = 999x = 357

Donde:
357
999

X =
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PROPOSICAO 9 Seja *% > 0 uma fragiio ordindria irredutivel cuja

representagio decimal é uma dizima periédica. Para que essa dizima nio
apresente pré-periodo € necessdrio ¢ suficiente que mde(t, 10) = 1. Neste caso
o mimero de algarismos do periodo € a ordem de 10, médulo t.

Demonstracdo:
{ = ) Se ndo hd pré-periodo entdo, pelo que foi visto na demonstragao do teo-
rema 3 e mantidas as mesmas notagdes
104 = r, (mod t)

onde k + 1 € o primeiro indice tal que 1, , ; = r, e r, € ¢ resto na divisdo
de s por t.
Como s = r| (mod t), entdo:

10%s = s (mod t)

Levando em conta gque mdc(s, t) = 1 podemos cancelar s nessa con-
gruéncia, resultando

10t =1 (mod 1)
onde k = 1. Daf segue que
10 —tv=1

para algum v € Z e portanto mde(t, 10) = 1.

{ =) Os elementos da seqiiéncia
s, 10s, 10%, ...

nio podemn ser todos muttamente incéngruos médulo t. Daf que para
um par p, q de naturais, p > g, deve ocorrer

107 = 10% (mod t)

Mas da hipétese mdc(t, 10) = 1 decorre que mdc(t, 109) = 1 e entdo
podemos cancelar 109 na dltima congruéncia:

10P-95 = 5 (mod t})
¢ daf
107-9s =1, (mod t)
Mas
10 =, (mod t)
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Assimr, ., =71 pois0 <r(, 1, 4., <t Sek+ 1¢o primeiro fndice
para o qual 1, = r|, entdo, de acordo com o teorema anterior

5 —_—
“t—=m, 4,43 ... 3

, .8
0 que prova esta reciproca, ou seja, I’y ndo apresenta anteperiodo.

Masser,,, = r;ek + 1 ¢ 0 menor indice nessas condigies, entio
k € o menor expoente tal que 10% = 1 (mod t). De fato:

® ser,,;=r, entdo 10*s = s (mod t) e cancelando s obtém-se que 10* = |
(mod t);

¢ Se 10" =1 (mod t), entéio 10"s =s (mod t) e dair,., =r;;logon +1 2
zk+lenzk

Entao efetivamente k (periodo de «:—) € a ordem de 10, mddulo t (ver

cap. III, item 13). n

Exemplo 26: Scja t = 7. Como 10 =3 (mod 7), 107 =2 (mod 7),
10° = 6 (mod 7), 10* = 4 (mod 7), 10° = 5(mod 7)e 105 = 1 (mod 7}, entdo a
ordem de 10, médulo 7, € 6. Assim as fragdes % em que s > 0emde(s, 7) = 1
(<= 7{s) sdo representadas por dizimas periddicas sem anteperiodo (pois
mdc(7, 10) = 1) e com 6 algarismos no periodo. Por exemplo:

% = 0,142857142857 ... = 0,142857

PROPOSICA'O 10 Seja % (s > 0 et > 0) uma fragao irredutivel em
quet=n - 2% - 5 n > 1, mde(n, 10} = 1 e pelo menos um dos expoentes
n&c € nulo. Entdio o pré-pericdo da dizima periddica que representa % tem
comprimento y = max{a, f#} e seu periodo tem comprimento igual & ordem de

10, mdédulo n.

Demonstracdo: Vamos manter ainda as notagdes do teorema 3 e do
lema que o precede. Como hd pré-periodo, se k + 1 € o primeiro indice
(k = 1) tal que 1, , € igual a um dos restos anteriores e se p € 0 menor indice

para o qual r, ,; =71,,, fazendo k=p + q, entio r,, ., =1, (ver de-*

monstragic do teorema 3) e portanto
10P+9s = 10Ps (mod t}  (*)

onde t=n - 2¢ - 5. Como mdc(s, t} = 1, entdo mdc(s, 2°) = mdc(s, 5%) = 1.
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Uma vez que da congruéncia anterior segue
n-2°. 5%s . 1OP . (109 — 1) **)

entio 2¢] 107 (pois 2° € primo com s € com 109 — 1 = 99, ., 9) ¢ 5| 10P (por ra-
zOes andlogas). Daip 2 @ ¢ p 2 f§, 0o que implicap > y.

Por outro lado, da relagdio (**) segue, observando que mdc(n, 10) = 1,
que

n|s (109 - 1)
Dat
2¢-50. n|s. (100 - 1) - 107
poisy 2 a € y = . Esta iltima relagdo pode, contudo, ser expressa por
107 *93 = 10's (mod t)

da qual resultar,, ., =r,,,; se y < p, ficaria contrariada a hipétese de que
r, . € 0 primeiro resto igual a um dos anteriores; logo, ¥ > p.
Donde y = p, 0 que garante a primeira afirmacdo da proposic¢io, ou

. . 5 .
seja, que o anteperiodo de < tem comprimento y.

Da congruéncia (*), observando primeiro que mdc(s, t) = mdc
(s, n- 2°- 5%) = 1, resulta que

10P - 109 = 10P {mod t)
e daf que:
n|10P (107 — 1)

Como mdc(n, 10) = 1 ¢ portanto mdec(n, 10P) = 1, entdo

n{(10 - 1)
ou
109 = 1 (mod n)
Agora, se
10* = 1 (mod n)

como 2* - 5%} 107 (pois p = y), entdo
10p+v = 10° (mod t)
¢ que implica
107+ g = 10Ps (mod t)

e portantor,,,,, =r,,,; Considerandoaescolhadek = p + q,entdou > q.
Logo, q € de fato a ordem de 10 médulo n. Como q € o comprimento do
periodo, a demonstracio estd concluida. |
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Exemplo 27: Consideremos as fragdes irredutiveis e estritamente posi-
tivas, de denominador 12 = 2% .- 3.
Como o 5 nio é fator primo de 12, entdio i =0 e portanto
y = max {0, @ = 2} = 2. Logo, essas fracBes tém como representacio decimal
dizimas com dois algarismos no pré-periodo. Por outro lado, observando que
10 = 1 (mod 3), a ordem de 10, médulo 3, é 1 ¢ cada uma dessas dizimas tem
‘apenas um algarismo no periodo. Por exemplo:

1
12 = 0,08333...

EXERCICIOS

X 1 - 3 r
491, Determine a representagao decimal dos nimeros V5, V7 e V2, até a ter-
ceira casa apds a virgula, usando o procedimento do teorema 2,

492. Determine geometricamente a representacfio bindria dos nimeros V'3,
V7eV2, até a terceira casa apds a virgula.

493. Ache as geratrizes das seguintes dizimas periédicas:

a) 0,0444 ... d) 1,02
b) 2,131313 ... €) 24,24424242 ...
¢) 1,476 f) 0,01672

494. Determine o nimero de algarismos do perfodo da representagio decimal
das fragBes ordindrias irredutiveis cujos denorinadores sio:

a) 11 b) 13 c) 17 d) 21

495. Determine o comprimento do anteperiodo ¢ o do periodo da represen-

x . 1 .
tagio decimal de -, Tos seguintes casos:

a)n=3-5 d) n = 42
byn=2-3"-5 €) n=63
¢) n=105 f) n= 190

496. Scja %, 0< % < 1, uma fragio irredutivel.

a) Determine todos os possiveis valores de n > 1 de maneira que a re-
presentacac decimal desse niimero seja infinita, com um algarismo
no pré-periodo e dois no pericdo.

b) Tomando para n a menor das soluges encontradas em a}, qual o va-
lor de m para o qual o pré-periodo seja 3?
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Resolucao:
a) Como ha anteperiodo, entéio mdc(n, 10)# 1 e portanton =k - 2¢ . 5%,
ondek#2ek#5 k>1 (se k =1, %seria um mimero racionat

decimal) e um dos expoentes ¢ maior que zero (lembrar que o com-

primento do pré-periodo € igual a max {e, #}). Observando porém
que

1 = nimero de algarismos do pré-periodo = max {a, #}
entdo n = 2k, n = 5k ou n = 10k. Além disso
2 = nimero de algarismos do perfodo = ordem de 10, médulo k.
Observando que 10° = 1 (mod k) implica que k|99, entdo k deve ser
procurado entre 3, 9, 11, 33 ou 99. Como 10' = 1 (mod 3)e 10' =1
(mmod 9), 10 tem ordem 1 médulo 3 e médulo 9; assim 3 e 9 devem ser

descartados. Restam k = 11, 33 ou 99.
Donde: n = 22, 66, 198, 55, 165, 495, 110, 330 ou 990,

b} Supondo % = 0, abc, devernos impor que

LR vl 3bc~3 c+10b+100-3-3
22 ’ 990 990 -
_ 297 + be
- 990
o que leva a
297 + ke
N 45

Come m deve ser inteiro:

be = —297 = 18 (mod 453)
Considerando que be € formado de dois algarismos (b e c), entio
bc =18 ou bc = 63. Daim = 7 ou m = 8. Como % deve ser irre-

dutivel, a fragao procurada €

7
27 = 0,31818 ...

497. Considere uma fragdo irredutivel % tal que 0 < % < 1 e n¢ formado

por dois algarismos.
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498.

499,

500.

a) Determine todos os valeres possiveis de n > 1 a fim de que a repre-
senta¢do decimal desse mimero seja infinita com um algarismo no
anteperiodo e trés no periodo.

b) Tomando para n a menor das solugdes encontradas em a), determine
m a fim de que o pré-perfodo seja 8.

Constdere a fragio Ti' ,onden =3 -10"(a 2 1).

a) Qual o comprimento do pré-periodo de Ylf ?

b) Dado f§ EIN, § 2 1, determine a relagio entre os pré-periodos de
| 1

ﬂ .

n n
¢) Determine f§ de maneira que o pré-periodo e o periodo de -t-:-g tenham

trés algarismos.

Determine os possiveis valores de n > 1 a fim de que .;11_ gere uma dizi-
ma peritdica simples (sem anteperfodo) e: a) seu periodo tenha compri-
mento 2; b) seu perfodo tenha comprimento 4. -

Considere uma dfzima periddica gerada por uma fragdo irredutivel
% tal que mde {n, 9) = 1. Mostre que o periodo da dizima € divisivel

por 9.

Resolugdo: Podemos supor m < n. Assim, seja0,b,b,...b,Ci ;... C,

- . m -
a representagio decimal de = Logo (ver demonstragzo do teorema 3):

m_ b;by,...b ¢cj¢y...c,—byby... by

n 99...900...0

onde ¢ nimero de ‘‘noves” € t e o de “‘zeros’’ € 5. Observando que

byb;...bc,cp... e, =¢ ... 6+ 10" (b by ... b))

efazendoc,c,...c,=Peb,b,...b,=A,entdo(99...900...0) - m=
=nfc,cy...c+ 10 -(b,by...b)—bb,...b] =

=n[P +A(10' - 1)]

Como 9[99 ... 900 ... 0, entdio 9 divide n[P + A(10' — 1)]. Mas sendo

primo com n, 9 é divisor de P + A(10' — 1). Levando em conta que
10' — 1 =99 ... 9 ¢ miltiplo de 9, entdo 9|P.
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501.

502.

503.

504.

. .. - . . . m
Considere uma dizima periédica gerada peta fra¢io irredutivel —, Se o
n

niémero de algarismos do perfodo € par e mde(n, 11) = 1, mostre que o
periodo é multiplo de 11.

Mostre que:
a) 0,999 ... =1 d) 4,2 = 4,1999 ...
b) 1,24999 ... = 1,25 €)Sem>0ea=m,999 ...,

c) 0,334999 ... = 0,335 entioa =m + 1

Seja p > 1 um némero primo diferente de 2 e de 5. Mostre que se o

. i 1 . .
periode da dizima gerada por Y tem um ndémero par de algarismos,

. 1 - -
dlgamos —p- = 0’ 4,39 ... Ay, entao a, +a,,, =2a,+ Ay = 000 =
= a, + a; = 9. Por exemplo:
= 0,T42857, onde 1 + 8=4+5=2+7=9
Sugestao: Por hipdtese, 2t ¢ 0 menor expoente estritamente positivo tal
que 10% =1 (mod p). Dai (10 — 1} (10' + 1) = 0 (mod p) e portanto

10°+ 1 =0 (rnod p). Issc obriga w+1 1 + 10t - % a ser um

P

mimero inteiro,

Seja ?I:l— uma fragio irredutivel que gera uma dizima periédica com um

pré-periodo de s algarismos.

a} Mostre que a representagdo decimal de -1:_:—: também apresenta pré-
periodo.

]
b) Prove que o pré-periodo de % € formado de 2s algarismos.

Resolugdo de b): Da hip6tese segue que n =k - 2° . 5/, onde k > 1,
mdc{k, 10) = 1 e pelo menos um dos expoentes nio € nulo. Além disso:
s = max {a, #}. Como

2 2

m? m
. nz  k?. 9% . 5%
e as condigBes da proposicio 10 se verificam para o denominador da dlti-
= = L, m?
ma fragio, entdo o pré-pericdo de 7 lem

max {2a, 2f8} = 2 max {a, §} = 2s
algarismos. ;
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505, Secjan > | um inteiro.
2
a) Mostre que se a fragdo n?n?—tll) nioc € irredutivel, entdo
mdc(n? + 1, n{n? - 1)) = 2.
b) Mostre que, em qualquer caso, sua representagao decimnal € infinita e
apresenta pré-periodo.

Sugestdo para b): Mostre que, mesmo quando se dividem numerador ¢
denominador por 2 (na hiptese em que isto é possivel), o denominador
obtido € miiltiplo de 6.

506. Mostre que para todo inteiron, n # —2, n ¥ —1 e n # (, a representa-
¢do decimal de
1 + i
n+1 n+2

1

- +

n
apresenta pré-periodo.

507. Seja @ um nimero real. Se n > t é um inteiro, mostre que existe um
nimero racional % . 1 £ q € n, para o qual:

la- 2 =
q

Resolugdo: Usaremos o principio da casa dos porbos ou principio das gavetas
de Dirichlet cujo enunciado € o seguinte: *‘Se n + 1 objetos sao colocados
em no méximo n gavetas, entao uma delas pelo menos ficard com mais
do que um desses chjetos’.

Consideremos os n + t mimeros 0 =0 : a, o ~ [a], 2e¢ — [2a], ...,
ne — [nal, todos do intervaio [0, 1}.

Dividamos este intervalo em n subintervalos por meio dos pontos

0=£!l!""n lv-r_l_=1'
n Il n n
- (n=26)
0 4 2 3 4 5 _6
6 6 6 6 % 6!

Estes n subintervalos sao as gavetas onde estdo os n 4 1 nimeros
ke — [ka] (0 € k £ n). Logo dois desses nameros, digamos rar — [ra) e
s — [se], 0 € r < s € n, estdo na mesma gaveta, o que significa que a
distincia entre eles é « % . Fazendo s —r=q e [sa] ~ [ra] = p,
entao:

lga — p|

It

(s = r)a — (isa] - fra])| =
(s ~ [sa]) ~ (c& ~ [ra])| < =

|
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DPai segue que:

la-B1c 2
q' " ng

Para concluir, observemos que 0 £ r<sg<n = I £q=s—r<sgn.

508. O exercicio anterior fornece um método de aproximagio de ndimeros ir-
racionais por mimeros racionais. Use esse método nos seguintes casos:
a)a=VZen=3
bya=V3en=4
cJa=nen=5Hb
d) e=e=2718281 ... e n=5.

Resolugdo de a): Como V2 = 1,414213 ..., devemos considerar os
4 nimeros: 0=0-VZ V2 - [V2]=0,41421 ...; 2VI - [2V2] =
=0,82842 ...; 3V2 —[3V/2) = 0,24264 ... que estdo no intervalo

1 2 1

3 3

p=1 ]

L e . 1
o primeiro ¢ o dltimo no subintervalo [0, 3 ]- Loge, mantendo a notagéo

do exercicio anterior: r=0 es=3edaiq=s—-r=3ep=[3a] -
— [0a] = [3V2] — [0] = ¢. Assim, 6 mimero racional fornecido pelo

. 4
processo € - ¢

4 1
|\/§—3|$*§

283



RESPOSTAS A EXERCICIOS
NUMERICOS E TESTES

1. 2)§ OO@
S

b) @O NNN
oL n

2, a) 538

b} 1 263

R

b T T

4. a) 63

b) 132
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. a) 47921°7”

b} 10°58°43"

. a) TON

b) ‘aoxy

. a) 381

b) 298

NN
AR
nNN

CAPITULOI

9§85 eop Nl
£E& €0 Ny
" 58 o |

c) 1035

91{ (ﬁ( A ‘(ﬁ(
DT (¢ ?jj

¢y 72 310

d) 252 142

c) 136°56'9"
d) 7°3°217

c) ‘Gexn
d) IS!'TQH

c) 12 219
d) 30 333

10.

16,

21,

22.

23.

24,
33,
35,
36.
4.
46.
47,

48.

. a) MCDXCII

b) MCMXGVIII

a) 124
b) 1 748

a) 56 = 1 + 10 + 45
b) 69 =3 + 21 + 45

o) LXXIVDCCCXN
d) MEXTNCCXXXVI

c) 19 000
d) 90 000 025

c) 287 = 6 + 28 + 253

CAPITULO NI
3 32 o J+DE1Y
b) 47 d) 14
a) 625 c} 1 411 200
b) 36 d) 19 683
3 n
a) Y (@+i+1 d 2 aby,
i=1 i=1
by 3 r* e) i i?
r=2 i=]
19 p
) T (6+i) ny 2
i=1 i=1
d
111 e 2 250
d
nao
(10110110),; (266)q; (132),,
a) (1332), b) (52124),
97; 147; 1 859

¢) (210012),
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49. 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 - 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 11 13 15
3 0 3 6 12 15 21 24
4 0 4 11 15 22 26 33
5 0 5 13 21 26 34 42
6 0 6 15 24 33 42 51
50. a) b =91 by b=8
53. 1—-b+bl=1+(b-Db={{b-11),
55.b=2(d-1);d >3
57. d 58, 234 59. b) 13 60. 8
61. (b — 1)b*" e b"!
62. a} 4¢22 680 b) 4e¢ 10 560
64. 500 ¢ 180
66. (20 e 240) ou (60 ¢ 80)
72. ¢ 80. 420 anos 81. 264, 528 ¢ 792
82. 1150 83. ¢ 85, 48e72
87. a) 20 byr£5,s=0et g2
88. a) 2. 192. 7] c) 37 - 117 - 113
b) 5 - 31 - 131
89. 1) 3%.19 iv) 2+ - 3% . 192 . 717
i) 219 v) 2351961712
i) 19
0. b 91. Sim; n@o; sim.
92. 11e2%. 112, 295,22 . 11e11%. 293 11 - 29%¢ 22 ." 131
286

94.

105.

108.

111,

116.

123,

124,

134.

136.

137.

143,

172.

173.

175.

176,

193.

a

a) 144

a=2efi=6boua=6eff=2

e(1)=1,0(2) =3,0(3) = 4,0(4)=7,0(5) = 6
a(6) = 12,0(7) = 8, (8) = 15, 6(9) = 13, 0(10) = 18

a) Abundante: 12. Deficientes: 1, 2, 3, 4, 5,7, &, 9, 10e 11. Perfeito: 6.
b} Todos sio deficientes.

(90, 56, 106); (220, 21, 221); (140, 51, 149); (132, 85, 157)

a) (12, 5, 13) e (12, 35,

b) (15, 8, 17)

37)

mdc(fy, f;;) = f; = 2; mde(f,;, f) =f5=5
mdc(f24,, f35) = flz = 144

Defg:f,,f,, £, fyef

De £5: £, £, f5, £, fi, £, fi5, f

Falso.

fll f21 fé’ fB’ fllll

a) gq=3r=20
byg=-7,r=2

(b=23r=4) ou(b=22r=18)

a) a =630, b =105
b) a =201, b =33

9994 ¢ 1007
a) 4

b) 204
c) 2

CAPITULO I

d) 740
£) 378
f) 9 240

¢y q=-8,r=44
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194,

" 195.
196.

197,

210.
211,
217.
218.

223.

224,

227.

235,

237.

245.

250.

251.

288

a) 5

b) 11 115

1
dy32-5%-13-19-41=2- 278 - 575

{6k + 1|k €Z} U {6k + 5]k EZ}

lou?

a) b=63 = 9s, s ¢) b=450ub=-60
b) b = 4r — 20, M d) b=:x8,£72

X =8,y,=13

X =12,y = =25

b=29

£198, 297, +396, £495, £504, £693, £792, +891, +990
a) —22. 511 - 131 c) —109 - 113

b) —32 - 31 - 47 - 101 d) —22 - 499

a) sim b) nido c) nao d) sim
3e-3

a = 62 500 b =1250

£(16) = 289 = 17%; g(18) = 703 = 19 - 37
h(22) = 1 541 = 23 - 67

501 = 9% .32 . 512. 78, 114. 133 . 177 . 192 - 232 . 29 - 31 - 37 -
.41 .43 - 47 '

a)x=—20+4t,y=20—3t
b) x=—-2~2t,y=-—6—5
) x=18+23t, y=-3-4
dyx=4-10t,y=4—9t
e)x=—10+3t,y=—5+2t
f) x=-22-9t,y=—11-4

44 e 56

253.
254,
255.

256.

257.
258.
259,

260,
262.

263,
264.
266.
288.
290

292.

293.

294,

197 criangas e 1 adulto.

6 ¢ 10, respectivamente.

US$180; 13 notas de US$10 e I (uma) de UIS$50.

a) x =—15368 + 19t; y =5 763 — 7t
b) (3, 100)

9 cavalos e 71 bois.
Respectivamente: @ — 79t e 4 = 37t (t « 0).
a) 8 b) infinitas

a) (—40, 20, 4)
b) impossivel

c) (38, —24, 0)
d) (-10, 15, 0)

a) 5,13,21,29, ..., 109
b) 104, 111, 118, ..., 195

m > 1, m|252

a) 1 b) 1 d) 0 e) 2

0 (zero) 268. 3 270. 9 272. 43

a} nio b) sim ¢) ndo d) nao €) sim
x=3,y=2

a) {16} e) &

b) {4} £) {6, 30}

c) {45, 94} g) {5}

d) {6, 13, 20} hy {17}

a) x = 52 (mod 1053)
b) x = 208 {mod 315)
¢) x = 67 (mod 70)
d) x = 82 (mod 105)
e) x = 268 (mod 385)

x=41284+6061k(kE Z) 295, x = 1103 (mod 2210)
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296.

298.

299,

301.
302.
303.

315.

318.
321,

322,

323.

333.

361.

363.

5. Obs.: E possivel que a resposta considerada por Yih-Hing tenha sido
17, partindo do pressuposto de que o dividendo devesse ser mator que 0
divisor, em qualquer caso.

539

3930

.a)x=7-1-143+5-4 - 130+ 11+ 6 - 110 (mod 1430)

b) x = 26 (mod 630)

x = 52 (mod 360)

79, 80 ¢ 81 (por exemplo)

@ (200} = 80; ¢ (860) = 336; (1 001) = 720

b) 5x = 21 (mod 14) = x,=5° - 21 = 7 (mod 14)
21x = 30 (mod 25) = x, = 2' - 30 = 5 (mod 25)

a) 4 ) 25
i) p() =0, u(12) = 0, u(86) = 1, u(105) = —1 e (120 = 9

De7:1,2¢4
De13:1,3,4,9, 10e 12
Del7:1,2, 4 8,9,13,15e 16

Respectivamente: v f, v, f.

a) Méddulo 17: respectivamente 4, 16 e 16.
b) Mddulo 25: respectivamente 10, 4 e 5.
c) Médulo 15: respectivamente 2, 4 e 2.

a) x=8 -7 =10(mod 23)
b) x = 4 {mod 15)
cyx=4-3 =12 (mod 19)
d) x = 15 (mod 17)

a) YJTWNFEITXESZRJWTX
b) CAMPOS NUMERICOS

CAPITULO IV
28

366. —

367.

368.

370.

373.

381.

386.

387.

390.

392.

395.

402.

403,

405.

408,

409,

20

69
253

~52 + 5t 78
¢

-7t
5 7 tEZ)

nao

a)r=-2,0,1oul byr=+4

r=-216—9% e s =—108 — 4k (k # —27 e k # —-24)

13 11 1 4 1 1
ST R M vr I T Sl S
9 1 1 7 1 1
% ~3ts' s T8t in
b) 1

36 15 20
P54 75 70
r=3 e r =1, respectivamente.
a) 2 b} -2 c)m-1
d) l1sem>0e0sem <0
a) 0,00390625; d) —0,0125
60 001 2 801
b) — 10000 4~ 20000

.b) 3,2

d<agb<c

Respectivamente: (0,1111}, ¢ (0,5343),.

Respectivamente: 3,515625 e {0,11100001),.
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410. b

411. Respectivamente: nio existemex = y = 1.

412. a) 7,2525 horas ¢) 12h 9 min

414, a) 38% b) ii;

CAPITULO YV

418, a) —10 €Eo(3) Na(-1) N @(20, H N g (71-)
0€e(3)Ne(20, 1) Ne (11;)
% € e(3) N (20, 1)
2 €0(3) N (20, 1)
20 € (20, 1)

L1 1
16 * 37 ' 64 * 128

b) 5
428. 1 + V2 e V2, por exemplo.
429. 3VZ2 e 2V2
468. Todos tém a mesma cardinalidade de IR.

476, i) a) crescente e) decrescente

b) decrescente f) crescente
ii) Todas.
iii) a) :—i- e} : 0
1
b) : 25 f):1
488. 16 m

292

¢} Aproximadamente 38,29 km.

492,

493,

494,

495.

497.

498.

499,

508,

V5 = ((10)g, 001 ... )5 V7 = ((10)y, 101 ... )5 ¥/ 2 = (1,010 ...

+ 2 92
290 "B D50
911 240 018
b)~99 ) =9 900
1 462 fy L6TL
) 590 99 900
a) 2 b) 6 o) 16 d) 6

a) anteperiodo: 2; periodo:
b) anteperfodo: 1; periodo:
¢) anteperiodo: 1; periodo:
d) anteperiodo: 1; perfodo:
€} nio tem; perfodo: 6

f) anteperfodo: 1; periodo: 18,

(= B =

a) n = 27k, 37k, 111k, 333k ou 999k (k = 2,5 ou 10)
b} m = 47

2) @ ) B=3

P 1, 1
b) O pré-periodo de 7 ¢ B vezes o de =

a) 11, 33 ¢ 99
b) 101, 303, 909, 1 111, 3 333, 9 999

5 1
byp=3,q9=3; Iﬁ—g’g 17

3 1
p=3,q=1 |R—Tl€§

8 1
d)p=8g=3le~ 3| <€ 53

)z
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