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PREFACIO

A 3* edicio em lingua francesa conserva como essencial o
contcido da 2.' edigio. Corios capitulos foram profundamente revistos
¢ completados, em especial agueles que tralam de certos ramos das
matemdticas modernas, cujo conhecimento € nos nossos dias indis-
pensivel a todo o engenheiro. Na parte «Exercicicss aumenlou-se o
nimero de problemas, insistindo sobre agueles que, mais dificeis, exi-
gem mais reflexio. O material desta nova edicho é apresentado em
dois volumes.

Mo primeire volume, gs capltulos iniciais aNdmero, varidvel, funciion
¢ «Limite e convnuidade das fungbess furam esumilos na medida
do possivel Cerias questies, habitualmente tratadas nestes capitulos,
foram conscientemente reportadas uos capitulos seguintes. Isto permitiu
abordar mais ripidamente a derivada. nogio fundamental do célculo
diferencial; esta necessidade fui-nos ditada pelas exigéncias das outras
disciplinas Jo ensino técnico superior. O bom fundumenty duma tal
disposicio foi felizmente confirmado pela experiéncia de wirios anos.

No fm do primeiro volume inseriu-sc os anexos 1 e 1l expondo
problemas muito importantes pari o engenhiiro: aBstabelzcimento duma
dependéncia funcional a partic de dadcs experimentais pelo método
dos minimos guadradosy e eFormula de interpolugio de Newton.
Derivacao numeéricas.

No segundo volume, para assegurar avs estudantes uma prepa-
raciv matemdbica gue lhes permita abordar as disciplinas ligadas &
automacio e avs mélodes de cdleulo automdlicn. yue =30 hoje ensi-
nadas nos estabelecimentes Jo ensing téenico superior, virios desen-
volvimentos, tratando em delalhe destas questdes, foram  inseridos:
alntegragio numérica das eguagoes diferencials ¢ sistemas de eguagoes
diferenciais» (*). «Integragio de sistemas diferenciais lineares», «Nogao
sobre ¢ teoria di estabilidade de” Liapounovs, «Operador hamiltonianos,
alntegral de Fouriers, elc

"1 0 mérados de cdlevlo puménco habitualmente tratados nos cursos
de andli e sflo pualmente expasios neste manual



Esta edigio foi também completada por dois novos capitulos
«Equagbes da fisica matemdlica» (capitulo XVIII) e «Cilculo opera-
cional e aplicagies» (capitulo XIX).

O capitulo XVIII passa em revista as equagbes fundamentais
da fisica matemética, Tem-se dado uma importdncia pariicular 2
andl'se da natureza dos fendmenos fisicos que conduzem as equagdes de
diferentes tipos e aos problemas de I'mites correspondentes. Uma grande
mportincia foi igualmente concedida aos métodos numéricos de reso-
lugio das equagdes diferenciais ds derivadas parciais,

No capitulo XIX expds-se as nogoes fundamentais do cdlculo
operacional ¢ o mélodo operacional de resolugio das equacdes dife-
renciais. Elas siio indispensdveis para o estulo de numerosas disciplinas
aplicadas, em especial as ligadas & electrotécnica.

Um grande numero de problemas e de exgrcicios, que esclarecem
a maior parte dos vmha“m ! ~ entre as malemdlicas ¢
as outras ﬁw foram incluidos néste manual. Os problemas e
os exercicios foram especialmente escolhidos para cada capitulo do
curso a fim de contribuir pars a assimilagho da parte tedrica, Alguns
foram resolvidos e comentados a titulo de exemplos. Isto torna o
uso deste manual particularmente precioso para o estudo auto-
-diddctico,

Devo exprimir a minha profunda gratidio as Edigdes Mir que
aceitaram a (raducgiio e a publicagio desta obra.

O autor
NOTA SOBRE A PRESENTE EDICAD

Esta edi¢gio, a 4. em francds, reproduz a 3% que se esgolon
rapidamente.

Procedemos, no entanto, &s correcgdes que o autor julgara neces-
sdrias para esta nova edicdo, a fim de apreseniar aos leitores uma
ovbra ainda mais digna da sva confianga.

@ EINTOR

Capitule I
NUMERO, VARIAVEL, FUNCOES

§ 1. Nameros reais. Representacio dos nimeros reais
pelos pontos do eixo numérico

A nogio de numero é uma das mais fundamentais das mate-
miticas. Elaborada na Antiguidade, ela sofreu no decurso dos séculos
vm longo processo de extensio e de generalizaciio.

Os pameros inteiros, os nimeros fracciondrios positivos e nega-
tivos, compreendendo o ndmero zero, sio chamados mumeros racionais.

Todo o nimero racional pode ser posto sob a forma de quociente %
de dois nimeros inteiros p ¢ g. Por exemplo:

5 3
g e
Em particular, todo o niomero inteiro p pode ser considerado
como quociente de dois nameros inteiros p e 1: & . Por exemplo:
6 0
6= T 0= T

Os nameros raciona’s podem ser postos sob a forma de fracgbes
decimais limitadas ou ilimitadas.

Os nimeros expressos pelas fracgbes decimais ilimitadas ndo
periddicas, sio denominados misneros irracionais; tais sdo, por exemplo,
os numeros V2, V3, 5 — V2, ete.

O conjunto dos nomeros racionais e irracionais formam o con-
junto dos numeros reals. Os nimeros reais constituem um conjunto
ordenado, isto & que para cada par de niumeros reais x e y, uma o
somente uma das relagbes seguintes

3‘::]"1- 4'=y| I:}y

¢ satisfeita,

Os nomeros reais podem ser representaios pelos pontos do eixo
numérico. Chama-se eixp mumnérico a uma recta infinita sobre a qual
se escolheu: 1) um ponto O chamado origem, 2) um sentido positivo,
gue se indica por uma seta, e 3) uma unidade de medida. A maior
parte das vezes, disporemos o eixo horizontalmente ¢ escolheremos
a direcylio da esquerda para a direita como sentido positivo.
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Se o nimero x, € positivo, representd-lo-emaos pelo ponto
M, situado & direita da origem e distante de O de OM, = x,; da
mesma forma se 0 numero X € negativo, nos representd-lo-emos pelo
ponto M, situado a esquerda de O e distante de O de OM:=x;
(fig. 1.

O ponto O representa o numerg Zero. E evidente que todo o
ntmero real é representado por um 50 ponto do eixo numérico. A dois
nimeros reais distintos cofrespondem dois pontos diferentes (fig. 1)
do eixo numérico. A afirmagio seguinte € verdadeira: cada ponto
do eixoy numérico € a imagem dum s numero real (racional ou
irracional).

Assim cxiste uma orrespondéncia  blunivoca entre todos os
nimeros reais e todos 0§ pontos do eixo numérico: a cada nimero

M 0 My

=< 123

et

Fig. 1
corresponde um ponto dnico ¢ inversamente a cada ponto corresponde

‘um b namero de gque ele & imagem. Isso permile em nUMErosos

raciocinios empregar indiferentemente a nogio de enimero x» ou @
de wponto x». Neste manual teremos frequeniemenie a ocasido de
tirar partido desta observagio.

Indiquemos, sem a demonstrar, & propriedade seguinte, relativa

* ao conjunto dos nimerus reais: entre dois niimeros reais guaisquer,

existem sempre nimeros racionais e nimeros irracionais, Geomeétrica-
mente isto significa: entre duis pontos quaisquer do eixo numérico,
exisiem sempre pontus racionuis e pontos irracionais.

A guisa de conclusio, citamos o scguinte teorema que represenia,
de qualquer modo, o papel de um «ponto langado enire a feoria ¢
a prilicaw. s

Teorema — Todo o nimero irracional o pode ser expresso com
o grau de precisao desejudv com o auxilio dos niimeros ;

Com efeito, seja @ um nimero irracional positivo, Propunhamo-nos

L]

calcular o valor aproximudo de o a menos de - (por cxemplo, a

b | ¥
menos de {5+ & menos de —o5 elc).

Qualquer que seja v nOMETO e, ele estd incluso entre dois nimeros
inteiros consecutivos N e N + 1. Dividamos o segmento compreendido
entre N ¢ N + 1 em n parles iguais. Entlo a encontrar-se-d incluso

entre dois nimeros racionais N+-!;- e H+~'"—'F. A diferenga entre
estes dois nmameros, sendo igual a %. cada um deles exprimird «
com a precisio desejuda, o primeiro por defeito, o segundo por excesso.

WEMERD, VARIAVEL, FUNCOES 16

~ Exemple — O pumero irracional V2 exprime-se com a ajudz dos mumeros
racionais:

AR e s

10
:
1,41 Az Pt
Al el 8 menos de %
1
1414 e 1 .
e 1,415 & menos de i elr

§ 2. Valor absoluto dum mimero real

Introduzamos agora a nogio de valor absoluto de um nidmero real.

Definffﬁq —_Chama-sc valor absoluio (on modulo) de um niumero
real x (notagdo |x|) ao nomero real ndo negativo, que salisfaz as
seguintes condighes:

|z|== se =0
lg]|=—x se 2<"0
Exemplos: |2 |=2; |—5|=45; |0]|=10
Resulta desta definigio que para todo x se tem x < |x|.
Vejamos algumas propriedades do valor absoluto.
1. O valor absoluto da soma algébrica de vdrios nameros reais nao
é superior & soma dos valores absolutos dos componentes.

x4yl <l 2|+ 1wl
Denionstragio — Seja x + y 2 0, entdo

Ix4-yl=x+y<|d + |yl (porque z<|z| e vyl
Seja x +y < 0, entio

s [+ y|=—(z+PN=(—2)+ (= <Iz| +1¥]
. q. d.
A demonstragio pode ser facilmente alargada a um nimero qual-

quer de termos.
Exemplos:
=243 <=2 | 3] 25-3=5 on 13,
2. O valor absoluto da diferenca ndo é inferior d diferenga dos
valores absolutos:
lz—yl<|z] =¥l
Demaonstracan — Facamos x — ¥y =2, entdo x =y + z e segundo
a propriedade precedente,
lri=lp+z|< |yl 4 1zl=y|F|z—yl
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donde
lz] =l <lz—yl
¢ q. d.
3. O valor absoluto do produto é igual ao produto dos valores
absolutos.

fzyz|=|z[|¥]]z]
4. O valor absoluto de quociente é igual ao quociente dos valores
absolutos do dividendo ¢ do divisor:
x| =]
vl el

As duas Gltimas propriedades resultam imediatamente da defi-
nigio do valor absoluto.

§ 3. Grandezas variiveis e grandezas constantes

Quando medimos certas grandezas fisicas, tais como o tempo, o
comprimento, a superficie, 0 volume, a massa, a velocidade, a presso,
a temperatura, eic., estabelecemos os valores numéricos destas gran-
dezas fisicas. As matemdticas estudam as grandezas sem ter em conla
o seu conteddo concreto. No que se segue, quando falarmos de grandeza,
teremos em vista os seus valores numéricos. No decurso de diferentes
fendmenos certas grandezas variam, guer dizer, que sio suscepliveis
de tomar diversos valores numéricos; pelo contririo, outras podem
conservar um mesmo valor numérico. Assim, se um ponto malerial
s¢ desloca segundo um movimento uniforme, o tempo e a distincia
variam, enguanto que a velocidade permanece constante.

Chama-se grandeza varidvel ou varidvel uma grandeza susceptivel
de tomar diferenies valores numéricos. A uma grandeza cujos valores
numéricos nig mudam chama-se grandeza constante ou constante. No
seguimento, designaremos as grandezas varidveis pelas letras x, y, z,
W, ..., etc.,, e as grandezas constantes pelas letras a, b, ¢, ..., elc.

Nota— Em matemdlicas considera-se muilas vezes as grandezas
conslantes como wn caso particular das grandezas wvaridveis: uma
constante, ¢ uma varidvel cujos diversos valores numéricos siu todos
iguais.

Notemos, todavia, que no decurso do estudo de diversos fend-
menos fisicos pode acontecer que uma mesma grandeza seja constante
em certos casos e varidvel noutros. Por exemplo, a velocidade de
um corpo animado dum movimento uniforme é uma grandeza cons-
tante, mas a velocidade de um movimento uniformemente acelerado €
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uma grandeza varidvel. As grandezas que conservam um mesmo valor
gualquer gque seja o fendmeno considerado sdo chamadas constantes
ubsoluras, Assim, a relagio do comprimento duma circunferéncia com o
seu dilmetro ¢ uma conslante absoluta cujo valor é == 3,14159.

Veremos, no seguimento que a nogio de grandeza varidvel &
fundamental para o céleulo integral e diferencial. Em «A dialéctica
da naturczas Engels escreve: «A grandeza varidvel de Descartes marcou
uma reviravolia na matematica. £ com ela que o movimento e a
dialéctica entraram na matemdtica o que fez sentir imedialamente a
necessidade do cdleulo diferencial e integrals.

§ 4. Dominio de definicio duma varidvel

Uma wvaridvel € susceptivel de tomar valores numéricos dife-
rentes. O conjunto destes valores pode variar segunde o cardcler
do problema considerado, Por exemplo, a temperatura da dgua aquecida
nas condigdes normais pode variar desde a temperatura ambiente,

15 a 18'C, até 4 do ponto de ebuligao,
100'C. Pelo contrdrio, a varidvel x = ¢0s a
M pode tomar todos os valores compreendidos
r entrs — 1 e + 1.
O valor de um varidvel exprime-se
7; = geoméiricamenle por um ponto do eixo

A
?K a numérico. Assim, o conjunto os valores que
toma a varidvel x = cos « para todos cs
k/ o valores de a € representado pelo conjunto
dos pontos do eixo numérico compreendido
Fig. 2 enire — 1 ¢ + 1, estando inclusos os pon-
s —1 e + 1 (fig. 2).

Definican — Chama-se dominio de definicio de uma varidvel ao
conjunto dos valores numéricos que ela € susceplivel de tomar,

Citemos os dominios de definicio de certas varidveis que encon-
traremos frequentemente, no decorrer da maléria.

Chama-se intervalo uberio ou intervalo de extremidades a e b, a0
conjunto de todos os nimeros x compreendidos entre a e b (a < b);
os numeros & ¢ b ndo perlencem a este conjunto. Designa-se, quer
pela notagio (a, b), quer pelas desigualdades a < x < b.

Chama-se segmiento ou jmfervalo fechado de extremidades a e b,
a0 conjunto de todos os nomeros x compreendidos entre os dois
nimeros a ¢ b; Os nameros @ ¢ b pertencem ao conjunto. Designa-se,
yuer pela notagio [a, 8], quer pelas desigualdades

s gl
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Se um dos nimeros a ou b, a por exemplo, perience ¢ o outro
niio pertence a este intervalo, tem-se entio um semi-imtervalo aberto

em b; podese defini-lo pelas desigualdades
g Tl b

e designa-se pela notagio [a. b). Se o numero b pertence ¢ o a ndo
pertence a este intervalo, tem-se entio um semi-infervalo aberto em
a (a, b] que se pode definir com o auxilio das desigualdades

a<-x = b

Se a varidvel x toma todos os valores maiores que a, designa-se
este intervalo pela notagio (4, + ), que se pode igualmente definir

0 xje — Ty~
8 &

x
Fig. 3

com o auxilio das desigualdades convencionais
a=_ T =4 0o,

Considerar-se-4 igualmente os intervalos ¢ os semi-intervalos infi-
nitos, definidos pelas seguintes desigualdades convencionais:

AT M —PO I —RCITLG —R T

Exemplo— O dominio de definiclo da varidvel r=cos a, para todos
os valores de o, € o segmento [— 1, 1]; pode-se exprimi-lo com o auxilio
das desigualdades — 1 < x< 1.

Pode-se substituir nas definiches precedentes a palavra «nimero»
pela palavra «pontoe. Assim, chama-se segmento a0 conjunto  de
todos os pontos x siluados entre os pontos @ e b (¢ e b como sendo
as extremidades do segmento), os pontos a ¢ b esifo inclusos neste
conjunto, o
Chama-se vizinkanga dum ponto x., a todo o intervalo aberio (a. b)
contendo este ponto, isto é, um intervalo (a, A} para o qual sejam
verificadas as desigualdades a < x, << b, Escolhe-se muilas vezes a
vizinhanca de modo que o ponto X, se enconire mo meio. O ponto

5 . h— .
xs € entdo chamado o centro de vizinhanga e o nimero ’,, * o raio

de vizinhanca.
A figura 3 representa a vizinhanga (x, — e, x, + £) de centro x,
e de raio ¢
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§ 5. Variivel ordenada., Variivel crescente
e variavel decrescente. Variavel limitada

Diz-se que a varidvel x estd ordemada se se conhece o seu
dominio de definigio ¢ se, para cada par dos seus valores, se pode
indicar o que é antecedente e o gue & consequente, Aqui a nogio de
wuntecedéncian ou de econsequéncian nio estd ligada ao tempo. Ela
exprime uma certa maneira de ordenar os valores da varidvel

Um caso particular de grandeza varidvel ordenada & a de uma
grandeza varidvel cujos valores formam uma sucessdo numérica X.,
Xio Xy oes Iy ... Neste caso, para k&' < k o valor zn € santecedente»
e o valor r, &consequente», independentemente do facio de qual destes
dois valores é o maior.

Definigao — 1. Uma varidvel diz-se crescente se cada valor con-
sequente é maior que cada valor antecelente. Uma varidvel diz-se
decrescente se cada valor consequente € menor que cada valor ante-
cedente.

As varidveis crescentes e as varidveis decrescentes sdo chamadas
varidveis de variagdo mondtona ou simplesmente varidveis mondionas.

Exemplo — Quando se duplica o nimero de lados dum poligono regular
inscrito num elrculo, o drea § deste poligono ¢ uma varidvel crescente.
mzsma moda, guande sz duplica o ndmero de lados dum poligono circunscrito
a um circulo, a drea deste poligope ¢ uma varidvel decrescente. MNotemos que
uma vardvel nfio é necessiriamente crescente ou decréscente. Por exemplo, a
varidve] ¥r=sen o nic é uma wvaridvel mondlona quando a cresce sobre o
scgmento [0, 2], Ela cresce primeiro de 0 a |, depois decresce de 1 a — 1,
cresce de movo de — 1 a O

Definigdo — 2. Uma variivel x diz-se limitada se existe uma
constante M >0 tal que para todos os valores consequentes da varid-
vel a partir dum certo valor, as desigualdades

MM, isoé |z|lgm,

siio salisfeitas,

Por outras palavras, uma varidvel diz-se limitada se existe um
segmento [— M, M] tal que a partir de um cerio valor todos os
valores consequentes da varidvel pertencem a este segmento. Todavia,
existem varidveis cujos valores nio preenchem o segmento [— M, M].
Por exemplo, uma varidvel susceptivel de tomar diferentes valores racio-
nais do segmento [— 22] é limitada, mas, é evidente que ela niio
toma todos os valores deste segmento (precisamente, os valores
irracionms),
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§ 6. Funcio

O estudo dos diferentes fendmenos da natureza e a resolugio
dos diversos problemas técnicos e, por conseguinte, das matematicas,
levam-nos a considerar a variagio de uma grandeza em correlagio
com a variagio de uma outra grandeza, Assim quando estudamos
um movimento, consideramos o caminho percorrido como uma varidvel
que depende do tempo. Aqui o caminho percorrido € uma fungao
do tempo.

Tomemos um outro exemplo. A drea do circulo em fungiio do
raio ¢ dada pela formula bem conhecida @ =~=R’. Se o raio R
toma diferentes valores, a drea O tomard igualmente diferentes valores.
Assim a variacio de uma destas varidveis provoca a variacio da
outra. Aqui a drea do circulo Q € uma fungio do raio R. Démos a
definicio da nogdo de afungion.

Definigio — 1. Diremos que y € uma funcio de x e escreve-
remos y = f(x), y=glx), etc, se a cada valor da wvaridvel x per-
tencendo a um certo dominio, corresponde um valor da varidvel y.

A varidvel x € chamada varidvel independente. A dependéncia
entre as varidveis x ¢ y chama-se dependéncia funcional. A letra f,
que entra na notagio simbolica da dependéncia funcional y = f(x),
indica que & necessirio aplicar certas operaghes a x para obter o
valor correspondente de y. Escreve-se por vezes y = y(x), u=u {x),
em vez de y={(x). u=¢(x); neste caso, a letra y exprime ac
mesmo tempo o valor da fungio ¢ o simbolo das operagdes aplicadas a x.

A notagiio y = C, onde C é uma constante, exprime uma fungio
cujo valor & igual a C qualquer que seja x.

Definicio — 2. O conjunto dos valores x para os quais o valor
da fungio y é dada pela lei f(x) é chamado dominio de existéncia
da fungio (ou dominio de definigdo da fungio).

Exemplo—1. A fungio y = sen x & definida para todos os valores de .
Logo, o seu dominio de existéncia € o intervalo infinito — o0 < x < @,

Nota— 1. Se existe uma dependéncia funcional entre as duas
varidveis x € y = [ (x) e se se considera x e y = f(x) como varidveis
ordenadas, diremos entdo que para os dois valores y* = [ (x%) e y** =
= f(x**) da fungio f(x) correspondendo aos valores x* e x** da
variavel x, o valor consequente da fungio é o que corresponde ao
valor consequente da variivel independente. E por islo que somos
naturalmente levados a enunciar a definigio seguinte.
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Definicao — 3. A fungio y = f (x) diz-se crescenfe se a um maior
valor da varidvel independente corresponde um maior valor da fungiio.
Define-se duma maneira andloga a fungio decrescente,

Exemplo—2. A [ungio 0 = +R" é uma [un¢lo crescente para 0 <R <
< 4 =, porgue & Wm maior valor de R corresponde um major valor de Q.

Nota—2. Quando se define a nogio de fungio, admite-se por
vezes que a cada valor de x tomado num certo dominio corresponde
ndo a um valor de v, mas virios ou mesmo uma infinidade, Neste
caso, a fungio diz-se mulrivoca, ao passo que a fungdo anteriormente
definida diz-se unfvoca, No seguimento convir-nos-i chamar fungbes ini-
camente as que sdo univocas. Se em certos casos tivermos de recorrer
4 fungdes multivocas, especificd-loemos todas as vezes para evitar
qualguer confusio,

§ 7. Diversas formas de expressio das funcoes
1. Fungdes dadas com a ajuda de tdbuas

Neste processo dispde-se numa certa ordem os valores da varidvel
independente x,, x: ..., = & os valores correspondentes da funciio
..Fll.l }'.'. EET }IH;

I

Iy 2 ‘ ’ In

¥ ‘ i ¥ ’ I ¥n

Tais sio, por exemplo, as tibuas das fungbes trignométricas,
as tdbuas de logaritmos, etc.

Pode-se obter no decurso do estudo experimental de certos fend-
mznos tibuas que exprimam a dependéncia funcional existentc entre
as grandezas medidas. Assim, por exemplo, as variagbes da temperatura
do ar registados numa estagio metereolégica durante um dia dé-nos
o quadro seguinte:

Valor da temperatura T (em graus) em fungdo do tempo t

{em horas).

Este gquadro define T em fungdo de t.
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II. Representacao grdfica das fungoes

Consideremos no plano um sistema de coordenadas rectangulares.
Um conjunto de pontos M (x, ¥), tal que nenhum par de pontos se
encontre sobre uma recta paralela ao cixo Oy, define uma certa funcio
univoca y = f (x). Os valores da varidvel independente sio as abcissas
destes pontos, os valores da fungdo as ordenadas correspondentes,
(fig. 4).

Fig. 4

O conjunto dos pontos do plano (xOy) cujas abcissas sio 0§
valores da varldvel independente e as ordenadas os valores corres-
pondentes da fungio chama-se grdfico desta fungcdo.

III. Representagio analitica das fungdes

_ Precisemos em primeiro lugar o que entendemos por expressio
analitican. Chaniaremos expressdo analitica & notagiio simbdlica do
conjunto das operagdes matemdticas conhecidas que se deve aplicar
numa certa ordem aos nimeros e as letras que exprimem grandezas
constantes ou varidveis,

Notemos que por conjunto das operagdes matemdlticas conhecidas
nos referimos ndo somente s operaghes matemdticas aprendidas no
decurso dos estudos secunddrios (adigdo, subtracgio, raiz quadrada, etc.)
mas igualmente todas as operagbes que serdo definidas & medida que
sejam expostas no curso.

Consideremos exemplos de expressdes analiticas:

\_ o logz—senz, 2,_1/5—.5; obe
=% Tyt o

Se a dependéncia funcional y = f(x) é tal que f € uma expressio
analitica, dizemos que a fungdo y de x é dada anallticamente. Eis

NOMERO, VARIAVEL, FUNCOES 23

alguns exemplos de expressoes analiticas:
41

3 y= Vi—a%

1) y=—2 —2; 2) y=

4) y=senx; 5H) Q=nR" et

Nestes exemplos as fungles estio expressas analllicamente por
uma Gnica formula. (Chama-se férmula & jgualdade entre duas expres-
shes analiticas). Nestes casos pode-se falar do

¥4 pert dominio narural de definigio da uma fungdo.

O dominio natural de definicio de uma funcdo
dada por uma expressio analilica € o conjunto
dos valores de x para os quais a expressio do
segundo membro tem um valor bem determinado.
Assim o dominio natural de definicio da fungio
y=x*—2 é o intervalo infinito — o < x < w0,
pois que esta fungio é definida para todos os

a T  wyalores de x. A fungiio y = H é definida para

Fig. 5 todos os valores de x excepto para o valor x=1,
porque para este valor o denominador se anula.

O dominio natural de definicio da fungio y = /T —2* & o segmento
—1£xg 1, et

Nota — Importa por vezes considerar ndo tedo o dominio natural
de definigio de uma funciio, mas uma parle deste dominio. Assim, a
superfice Q do circulo exprime-se em funcio do raio R pela fungdo
Q = = R% O dominio de definigio desta funciio para este problema
geométrico concreto & evidentemente o intervalo infinito 0 < R < + oo,
Contudo, o dominio natural de definigio desta fungiio é o intervalo
infinilc — o0 < R < 4 wm.

Uma fungiio y = f(x) de que se conhece a expressio analitica
pode ser representada graficamente no plano das coordenadas xOy.
Assim, o gréifico da funglio y = x* & a pardbola representada na figura 5.

§ 8. Principais funcdes elementares.
Fungies elementares

As principais funcbes elementares sio fungdes cuja expressdo ana-
litica é uma das seguintes:

I. A fungiio poténcia: ¥ = x= em que a é um nimero real (*).

i*' Para « irracional, esta fungio calcula-se tomando o logaritmo e a
vapoirmaals log y=a log x Supbe-se gue x > 0,
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II. A fungdo exponencial: y = a® em que a € um nimero positivo
diferente de 1.

1L, A funciio logaritmica: y = loga x em que a base do logaritmo
é um nimero positivo a diferente da unidade.

1V. As fungdes trigonoméiricas;

y=senzr, Yy=cosx, y=\gr, J=clgsr, y==secI,

Y = COSec I.
V. As funches trigomométricas inversas:

— arc BEM ¥, K=Aarc cosr, K=arc lgx,
y=arc clga, }=arc secr, j=4arc cosecc.
Determinemos os dominios de definigio e tracemos os gréficos
das principais fungbes elementares:
A fungao poténcia, y = xa,

1. « & um inteiro positivo. A fungio € definida em cada
ponto do intervalo infinito — o < x < + 0. Os gréficos desta funcio
para diferentes valores de o estdo representados sobre as figuras 6 e 7.

i
1 lel

Fig. & Fig. 7

2. a é um inteiro negativo, Neste caso a fungio é definida
para todos os valores de x excepto o valor x = 0. Os graficos desta
fungiio para diferentes valores de a esldo representados sobre as figuras
Belb .

As figuras 10, 11, 12 representam os grificos das fungoes poténcia
para a racionais fracciondrios.

A funcdo exponencial, y=a% a>0 ¢ as=1. Esta fungio €
definida para todos os valores de x. O grifico desta fungio esia
representado sobre a figura 13.
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A funcao logaritmica, v = loge x, a >0 e a==1, Esta fungiio é
definida para x > 0. O grifico desta funcdo estd representado sobre a
figura 14,

As fungdes trigonométricas, Nas formulas v = sen x, elc, a varifivel
inlependente x estd expressa em radianos, Antes de dar a definigio

¥

ol T

Fig. 8 Fig. 9

de fungio periédica notemos que todas as fungdes circulares enume-
radas sio periodicas.

Definicaio — 1. A funcdo v = {(x) diz-se periddica se exisle um
nimero constante € tal que o valor da fungio ndo se altere quando
se junta (ou se subtrai) o nimero € & varidvel independente: {(x) =
=filx + C).

] Iz o

I =T

FV‘

'-.I' -

Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12

5|

O menor destes nimeros chama-se periodo da fungio. Designa-
-lo-emps no seguimento por 2.

Resulta imediatamente desta defin’cio que a fungiio y =sen x &
uma funcdo periddica de periodo 27 :sen x = sen (x 4 27). O pericdo
da fung@o y =cos x & lambém igual a 2+ O periodo das fungbes
y=1g x e y=rcolg x € igual a =

As fungbes y =sen x e y=cos x sio definidas para todos os
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valores de x; as fungies y = tg x ¢ y = sec x sio definidas para todos
os valores, excepto nos pontos x = (2k + 1) % k=0, 1 2, ..). as

fungdes y = colg x ¢ y = cosec x sio definidas para todos os valores
de x excepto nos pontos x=k= (k=0, 1, 2, ...). Os grificos das
fungdes trigonoméiricas estdo representados sobre as figuras 15 a 19.

&LEW’? 0% 3% 2
¥

. T/t s
22 -1 0 f 2 =

Fig. 13 Fig. 14

No decorrer das liches estudaremos em pormenor os gréficos
das fungbes trigonoméiricas inversas, e

Introduzamos a nogio de fungio de fungio. Se y é uma fungio
de u, e u uma fungio da varidvel x, y depende entiio de x. Seja

y=Fu)
u=plx

Deduzimos uma fungio y de x:y=F [¢ (x)].
Esta tltima chama-se funcdo de funcido ou fungdo composta.

Exemplo—1, Seja y=sen w ¢ u=2x" A fungdo y =sen (x') € uma
funglio composta de x

Norta— O dominio de definigio da fungo y = Fle (x)] & ou
o dominio de definicio completo da fungdo w = ¢(x), ou a parte
Jeste dominio no qual os valores de w pertencem ao dominio de
definicio da fungdo Flw),

Exemplo — 2. O dominio de definigio da funglo ¥y = V' 1 — fly=Vu
w=1=—2x é o segmento [— 1, 1], visto que quando |x|>1, u<<0, e por

conseguinte, a fungio Vw ndo & definida fembora a fungio nw=1-=x seja
definida para todos os walores de x). O grifico desta funcio € 3 metade
superior da circunferdneia de raio 1, cujo ceniro & a origem das coordenadas.
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A operacio «fungio de fungio» pode ser executada ndo somente
uma vez, mas um numero arbitrario de vezes. Por exemplo, obtém-se
a fungio composta y = Log [sen (x* + 1)] executando as operaghes
seguintes (em definindo as fungbes seguintes):.

r=xt+1, u=star y=Logu.
Démos a definigio duma funcio elementar.

Definicao — 2. Chama-se fungio elementar toda a fungio que pode

! ser dada com a ajuda de uma s0 formula do tipo y = f(x) onde a
fungio f(x) & o resullado das combinagdes de fungdes elementares

principais ¢ de conslanies realizadas com a ajuda das operagdes de adigdo,

de subtraccio, de multiplicagiio, de divisio e de funclio de funcio; todas
as operagoes devem ser efectuadas um ndmerg finito de vezes. Resulta
desta definicio que as fungdes elementares fazem parte das fungdes
definidas analiticamente,

Exemplos de fungbes clementares:

o logzt-4y = +21gr
= L AN s e i —r -4

T

ele,

Exemplo de fungliio nic elementar:

A fungo ¥ =123 ... +u (y=fin)) nio & uma funcio elementar visto
que o numaro de operaghss gue se deve efecluar para obter ¥ cresct com m,
isto & ndo ¢ um ndmero finito.

Nota— A fungio representada sobre a figura 20 é uma fungiio
elementar se bem que ela seja dada com a ajuda de duas formulas:

flry) ==z, % oy finN=2r—1, 8 1r03
Pode-se mostrar que esta fungiio pode ser dada com a ajuda de

uma unica férmula y = f(x), como indicada na definigio 2. Com efeito,

pole-se escrever:
f@=2 (=1 e —=3(z—5 +7l G—TF

1

para R R

NOMERO, VARIAVEL, FUNCOES 28

§ 9. Funcies algébricas
As fungdes algébricas compréeendem as fungdes elementares
seguintes:

I. Fungao racional inteira ou polindmio
y#nﬂzn +u‘.izﬁ_] P L

em que @, d;, ..., s Sao nimerps constantes chamados coeficientes;
n & um inteiro positivo que se chama grau do polinémio. E evidente
que esta fungio é definida para todos os valores de x, isto & que ela
& definida num intervalo infinito.

Exemplos— 1, sy =ax + b € uma fungdo linear. Quando b =0, esta
fungfio exprime uma dependéncia enlre x e ¥ tal que estas duas varidveis sio
proporcionais, Quando a=0, y = b a fungio ¢ constante.

0 axp I aco

a) b)
Fig. 21
2 y=ar'+ b+ &€ uma fungdo do segundo grau. O pgrafico desta

funglio é uma paribola (g 21). O estudo pormenorizado destas funches ¢ o
objecto da geometria analitica.

II. Fracgdes racionais. Esta fungio é definida como o quociente
de dois polimonios:

ot a4t
; e T e

Um exemplo de fracgio racional é-nos formecido pela fungao

gas:
y_ﬂ.'

que exprime uma dependéncia inversamente proporcional.

O grafico desta fungiio é dado sobre a figura 22. E evidente que
a fraccio racional é definida para todos os valores de x excepto, os
valores para os quais o denominador se anula.

L Funcao irracional. Diz-se que a fungiio y = f(x) & irracional,
se f(x) é o resultado das operagoes de adigio, de subtracgio, de multi-
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plicagio, de divisio e de elevagio a uma poténcia racional ndo inteira.
Eis exemplos de fungbes irracionais:
_24 Ve,
{4 52 J

Nota— 1. Os trés tipos de fungbes algébricas que acabamos de
citar nio esgotam todas as fungdes algébricas. Chama-se fungdo algébrica
toda a fungio y = f(x) que satisfaz uma equagiio do tipo

i = -Vj-';, ete.

Pu{xjy“+P1{.x}y“_1+,..-|-Pn{;r)=ﬂ, (1)
onde P2, (1), Pi{x), -« - Pu (D) sio polinémios de x.
if
a<fl
0 T
b)

Fig. 22

Pode-se demonstrar que toda a fungio perlencente a um dos trés
tipos citados verifica uma equaciio do tipo (1), mas entre as fungoes
que verificam as equagdes do tipo (1), existem fungbes que nao
pertencem a nenhum dos trés tipos precedentes.

Nota — 2. Chama-se fungdes transcendentes as fungdes que nio
sio fungbes algébricas.
Eis exemplos de fungdes transcendentes:

§ =CO8 T, =107, ete.

§ 10. Sistema de coordenadas polares

Pode-se determinar a posigio dum ponto do plano com a ajuda
de um sistema chamado de coordenudas polares.

Seja no plano um ponto O que se chama pdlo e uma semi-recla
saida deste ponlo que se chama eixo polar. A posigio dum ponto
arbitrdrio M do plano pode ser determinada com a ajuda de dois ndmeros:
0 nimero p que da a distdncia do ponto M ao polo, e o ndmero ¢
que & igual ao dngulo formado pelo segmento OM e o eixo polar.
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Adopta-se o sentido contrdrio aos ponteiros dum relégio como sentido

positivo.

& 21‘.?3;I:-_;: nimeros p € ¢ chamam-se coordenadas polares do ponto M
ig. 23).

0 mil.".o vector p serd sempre um nimero ndo negativo. Se o dngulo
polar ¢ varia entre os limites 0 < ¢ < 2=, entdo a cada ponto do plano,
que niio seja o polo, corresponde um par bem determinado de mimeros
p e ¢ Para o pblo p =0 e ¢ & arbitrdrio.

LI
M M
A yepitny £
wrl & .
e * 4 X=ac05
Fig. 23 Fig. 24

Estabelecamos as relacbes que existem entre as coordenadas polares
¢ as coordenadas ortogonais. Supomhamos que a origem do sistema
de coordenadas ortogonais coincide com o pdlo e o sentido positivo do
gixo Ox com o eixo polar.

Resulta directamente da figura 24 qie
r=pcosg, y=pseny
¢ inversamente

p=VZ 1+ we=1.

Nota— Para determinar ¢, é necessirio tomar em consideracio
o quadrante onde se encontra o ponto e escolher o valor apropriado
de . No sistema de coordenadas polares a equagio p = F (y) determina
Uma Curva.

A=a

Fig. 25

Exemplo—1. A equagio p=a, em que a ¢ oma constanle, define no
slutems de coordenadas polares um circulo, cujo centro estd no pélo ¢ o mlo
¢ o A equagho deste circulo (fig. 25) num sistema de coordenadas ortogonais,
dispoata como indica a figura 24, &

Vit yt=a ou ri4yi=al
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Exemplo — 2.
e p=ay, onde a= const
Dispunhamos sob a forma de quadro os valores de p para certos
valores de g
l

gl _:.- % %:1 T %:ﬂ yoio l 3z ‘ 4m

=942 |.:| 2 EjEI

A curva correspondente estd representada sobre a figura 26. Esta curva
chama-se Espiral de Arguimedes,

mE,Et‘nala-.-E,Hn = 4,71 ala 6,28 a
|

P

0 \::—. Q.78 ul% 1,57a

Fig. 26 Fig. 21

Exemplo—3. p=2acosq.

B o dum circulo de maio @, cujo cemiro se enconira no ponlo
o =4, : :?)mfiﬂl. 27); Escrevamos a cqlunﬂn deste clrculo no sistema  de
cordenadas rectangulares. -

; 7 i = o ‘-1 O [ == ———————

Substituindo nesta equagle p=T]/z24 4%, cos g T

E o
tem-se =2 =g ————
+V a Ve
ou
L —Far==(l
Exerciclos
1, S¢ja dada a funglo f {x) = x* + 6x — 4. Verificar as igualdades f (=3,

f3y=123
9. f (x) = a + 1. Calcular os valores: a) f (4). Resposia 17.

by 7 (/2. Resp 3. e} f (a+ 1), Resp. o + 20 + 2.d) f (a} + 1. Resp. a?4-2,
o) _f{,}-{,-}up. ab 4 1.0 [f (a)]*. Reip. a® + 2a® + 1.g) [ (2a). Resp. 4a*+1.

e 1 1 1
3q ::}_—_;:_'_15. Formar as espressbes: rp(-:—) o "-I'-'.H.R“p‘ 7 (T) =
A= i _ 3z+35
TAd45r) g8 =—1°
4o Y (5)= E:H—a’.. Formar as espressBes::  (2r) e 1 (0). Resp. 4 (2s)=
=2 V=1 p(=2.
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21 (8)
o t—|f (82 " 5
e = i : | b
6. ()= log - .Verificar a igualdade de @ ()9 (B)=¢ (f_—_ﬂ”‘ o
7. { (z) = log «; ¢ (z) = 2. |Formar as espressbes: ; a) f [g (2)]. Resp. 3 log 2.
{!'J 1% (a)|. Resp. 3 log a. ¢} @ [f (a)]. Resp. [log o] » e
Indicar o dominio natural de definicio da fungio y = 227+ 1.
Resp. — oo =~z =+ oo,
4. Indicar os dominios naturais de definigfo das fungbes:

a) YI—= Resp. — 1<z <41 b) V3523 T—=. Rasp. -3z .

) yrte—yr—bRtsp — o<t d) :'::nup- T ==,
o) arcsen? x Resp. —1 <z <1, [) y=Ilogz. Resp. 2> 0.
g y=a*ja>0, Resp. —o <z 4.

Construir o grifico das fungdes seguinles:

10, y=—3+5. 1. {.r=-;—'r=-f--‘1. 12, y=3-—2s2,

. fBy=1g 0. Verificar a igualdade de f(26)=

&

=

13, y- 2421 1A, y-——-z—ll,

16, yrcondx, AT, p=x2—d4z L0, 18 p=

15. =sen 2r.
1
=

1%, y=sen (:+%) y  H0. p=rcos (r——:-] . 2 y=1g [%] z.

22, - l:T.g-l—-:. 9. y=3= U y=27"
25, ji= lug:%. 26, y=x3--1. 27, y=4—1.
i

28. ﬁl=-II—l- 2, y=xt, 0, y=z a1, _r.l::z_

1
32, ==z 3. y=2 . y=|zl

35, y-loga|=|. 6. y=log (I —=).
" ] -
57. y—au(zx+ T)' 38. =4 cos (;.,._2'_‘.) .

R

9. A funglo f (x) € definida sobre o segmento [— 1; 1] da seguinte maneira:
fixl =1+ pam —1gz 0]
firy =1 —2zr parx 0z 1.

40, A funglio f (x) ¢ definida sobre o scgmento [0; 2] da seguinte maneira:
flel =2 pamm O <=1y
filzy== Ppara | <z 2.
Construir as curvas dadas, em coordenadas polares

6. p= % (espiral hiperbélica).

42, p = a¥ (espiral logarfimica).

4%, 0 — a Veos 2¢  (lemnizeata). 44, p= a (1 —cosq) (cardioide).
A 0= o 3g.,



Capitulo IL
LIMITE E CONTINUIDADE DAS FUNCOES

§ 1. Limite duma grandeza varidvel.
Grandeza variivel infinitamente grande

Vamos considerar neste pardgrafo varidveis ordenadas de variagio
especifica que se define pela expressio wa varidvel tende para um
limiten. No decorrer deste curso, a nogio de limite duma varidvel vai
representar um papel fundamental, estando intimamente ligada s noges
de base da andlise matemitica: a derivada, o integral, elc,

Definigdo— 1. O numero constante a chama-se o© limite da
grandeza varifivel x, se, para todo o numero arbitrariamente, pequeno

-4 B-

ke T -
ok ol
qr-af

o
£

Fig. 28

>0, s¢ pode indicar um valor da varidvel x tal que todos os valores
consequentes da variivel verifiquem a desigualdade

|z —a] <&

Se o numero a é o limite da varidvel x, diz-se que x lende para
o limite a e escreve-se:

g ou limz=a. (*),

Pode-se definir igualmente a nogio de limite partindo de consi-
deragies geomélricas.

O nimero constante a € o limite da varifvel x, se para loda a
vizinhanca dada, por mais peguena que seja, de cenlro a e de mio g,
se pode encontrar um valor de x tal que todos os pontos correspon-
dentes aos valores scguintes da varidvel perfengam a esla vizinhanga
(fig. 28). Citemos alguns exemplos:

(*) alim» abreviatura do latim fimes que significa limite.
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Exemplo— 1. A varidvel x toma sucessivamente os valores z;=—1{11;
1 1 i
:3:1""'-2'; ry—14 '3‘: see xﬂ=i+T: -

#iustmmmcmmdmuﬁivdtmmﬂmiuiﬂlﬂiuﬁm
emos

ent =] (1)t | =L

Para ¢ arbitrdrio, todos os walores consequentes da varidvel a parlir
de n definido pela relaglo %{g - }%_ verificam a desigualdade

l#n—1| <6, cqgd.
Nolemos gque no caso presenle a varidvel tende para o sem wvalor
limite decrescendo.
Exemplo—2. A varidvel x toma sucessivameniz os valores
i

R 7

1 1
T f=lgyi n=1—

|
£i 1+—2-;1 :ﬂ=i+{_1]"‘;_u:
Esta waridvel tem um limite igual & unidade. Com efeito,
1 1
=12 = — T o | — = —
| 24—11 |(l+{ o) 1]_
Para ¢ arbitrdrio a partir de n satisfazendo a relagio
1
<"
ans L
E
i
nlﬂg2}lﬂg-€

1
Iﬂﬁ?

- log2

of valores seguintes de x werificam a desigualdade |z, — 1 | = &.
_ MNotemos que neste caso o valor da varidvel € tanto maior, quanto

‘:;rr o do valor limite. A wvaridvel tende para o seu limite soscilanda &
g ar,

- Nota— 1. Como foi indicado no § 3 do Capitulo T, a grandeza
gonstante ¢ pole ser considerada como uma varidvel onde todos os
villores slio iguais: x = c.

F evidente que o limite duma grandeza constante € igual a
esan conslante, visto que a desigualdade |x—¢|=|c—c[=0<r¢
# sepnpne satisfeita para e arbitrdnio,
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Nota—?2. Resulta da definicho de limite que uma grandeza
variavel ndo pode ter dois limites. Com efeito, se lim x=a e
lim x = b (a<b), x deve satisfazer simultineamente as duas desi-

gualdades seguintes:

jr—a|<<e e |z—b|<e
3 : b—a
para ¢ arbilririamente pequeno; mas isto & impossivel s¢ € < ——
(fig. 29).
Nota—3. Niao é necessério imaginar-se que cada varidvel deve
necessariamente ter um limite. Seja x uma varidvel que loma suces-
sivamente os valores '

5 --—il L _,.__L, } 7 _.1_.1.-
I:.—Es dp == "_4- J“‘S' voewn gk 21.!':'
1
J:ﬂ'!'lz.-_.gh-ri

(fig. 30), Para k suficientemente grande, o valor de Z:v e todos os
valores consequentes correspondenies aos indices pares serio Ao vid-

I-a|
\..E:t"' \xﬂé -
2 26
e85
Fig. 2

phos da unidade quanto se queira, mas o valor Tai+i € todos os
valores que seguem correspondendo aos indices impares serio 1do
vizinhos de zero quanto se queira. Portanto, a varidvel x ndo tende
para um limite. z

Sobressai da definigo Je limite que se uma varidvel lfnd: para
um limite @, @ ¢ uma grandeza constante. Mas a expressio wlende
paras podc-sc empregar igualmente para caraclerizar um oulro mado
de variagio de uma varidvel, o que lransparece na definigiio seguinte.

Definicay — 2. A varidvel x tende para o infinito, se pararcada
ntimero positive dado M se pode indicar um valor de x a parlir do
yual todus os valores conscquentes da varidvel verificam a desigual-
dade | x| > M. ,

Se a vandvel r tende para o infinito, diz-se que & uma varidvel
infinitamente grande € escreve-se X —» oo,
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Exemplo—3. A varidvel x toma os valores
= =1y Fy=d xg=—2387 v rzg={—4"a .
E uma varidvel infinitamente grande visto que para M > 0 arbitrdrio

lodos os valores da varidvel a partit de um de entre eles sio todos maiores
qus M em valor absoluto.

A varidvel x «tende para mais infinito» ou x— + = se para
M = 0 arbitrario, a partir de um certo valor, todos os valores con-
scquentes da varidvel verificam a desigualdade M < x,

Um exemplo de varidvel tendendo para mais infinito € dada pela varidvel x
que toma os valores =, = |, gy =2, ..., 3= ...

A varidvel x «tende para menos infinito» ou x-» — e« se para
M > 0 arbitrdrio, a partir de um certo valor, todos os valores seguintes
da varidvel verificam a desigualdade x < — M.

Assim, por exemplo, & variivel que toms os valores 7, = —1, =3 = —2, ..
- g — —— Yp s .- lende para menos infinito.

§ 2. Limite de uma funcio

Neste pardigrafo estudaremos certos casos particulares de variagio
de uma fungio quando a varidvel independenie x tende para um
limite @ ou para infinito.

Definican — 1. Seja v ={(x) uma fungio definida numa vizi-
nhanca do ponlo @ ou em cerlos pontos desta vizinhanga. A fungde
y = {{x) tende para o limite b (y — b) quando x tende para a (x —» a),
s¢ para cada numerp posilivo e. por mais pequenc que seja, se pode
indicar um nimero positivo § lal que para todos os x diferentes de a
¢ verificando a desigualdade (*)

lz—a | =<8
a desigualdade
[f(x) —b|<e
¢ saticfeita, S=2 b & o limite da funcdo f(x) gquando x — a, escreve-se
entio
limflx=~4
Era

ou f(x)—= b guando x —a.

{*) Mo caso predente, temos em vista o valores de x que verificam a
denigualdade | —a!< & e pericncendo ao dominio de definigdo da fungio.

Mo scpuimenio encontraremas [requentemente casos andlogos. Assim, quando
giliilarmos o comportamento duma fungio para x—> o0, pode acontecer que
o lungdo szja delinida para os valores inteiros e positivos de x. Por conseguinte,

peale cnso & —+ =, tomando valores posilivos inteiros. Mo seguimenlo suporemos
e esta condigio ¢ sempre realizada.
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O facto de f(x)—>b quando x—a traduz-se no grifico da
fungio y = f (x) da scguinte maneira (fig. 31); visto que da desigualdade
|x—a| < § resulta a desigualdade |f(x) — b| < ¢, entdo os pontos M
do gréfico da fungio y = f(x). correspondentes a todos os pontos x

cuja distincia até ao ponto a €

Y y=fjx) interior a & estio contidos numa

faixa de largura 2c¢ delimitada pelas
rectas y=b—c e y=b+e

Nota—1. Pode-se igualmente
definir o limite da fungdo f(x)
quando x—>a, da seguinie maneira.

Seja uma varidvel x tomando
valores tais que (ordenados de tal
maneira que) se

Fig. 31 I.t‘_ﬂl}lz‘-—ﬂ-lf

entio z** & um valor consequente ez® um valor antecedente. Se
:E.—-—ﬂl |;'l_a| a E.-'..":I*'f
entio 7#* € consequente ¢ x* anlecedente.

Doutro modo, de dois pontos da recta numérica o ponto conse-
quente & aquele que estd mais perto de a. Se os pontos esido a igual
distancia de a, o ponto consequente serd aguele que se encontra a
dirella de a.

Seja uma varidvel x ordenada desta maneira ¢ tendendo para 0
limite a [x—>a ou lim x = a]. .

Consideremos a varidvel y = [ (x). Além disso, admitamos duma
vez para sempre que de dois valores da fungio o valor consequente
.0 que corresponde ao valor consequente da varidvel x.

Se uma grandeza varidvel y, definida como foi acima indicado,
tende para um limite b, quando x -»a, esCrevercmos entdo

limfi{zri=10
E==q
e diremos que a fungio y = f(x) tende para o limite b para x-—>a.
Demonstra-se facilmente que estas duas definigbes de limite sio
equivalentes,

Nota—2. Se_f(x) tende para o limite b, guando x lende para
um nimero a tomando apenas valores menores gue a, eSCTEVEremos
entiio lim f(x) = b, ¢ chamaremos b, o limite & esquerda da fungio

1]

K-vtl -

f(x) no ponto a. Se x loma valores maiores gue a esSCTEVeremos
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entdo lim f(x) = b; ¢ chamamos b, o limite & direita da fun¢io no

a—sia-l
ponto. a (fig. 32).
 Pode-se demonstrar que se os limites & esquerda e & direita exis-
tirem e forem iguais, isto & b, = b, = b, entdo b & o limite desta
fungio no ponto a no sentido definido acima. Inversamente, se uma
fungio tem um limite b no ponlo a, os limites desta fungio no
ponto a & esquerda e & direita existem e
siio iguais. [}
i g )
) Exemplo—1. Mostremos que
lim 3x+1)=7.

i |
Com efeito, seja e>0 um ndmero 4

arbitrdro dado; para que a desigualdade /'f || A

[(Be4-1)—T| <2 by ||

seja satisfeita, € necessdrio que sejam satia- /

feitas as seguintes desigualdades: 7 x

J3z—6| <&, |z—2|.::-§.,

Fig. 32
» £
—T{ :-—2{' % N
Assim para ¢ arbitrdrio e para lodos os valores da varifvel x verificando a
: E
desigualdade |x—21_-::‘-3—=6 o valor da fungio Jx + | difere de 7 pelo
menos de e Isto significa justamente que 7 € o limite desta fungio para

=2

Nota—3. Para a existéncia do limite de u i
: d 1 ma fungio quando
X-»a, ndo € necessirio que a fungdo seja definida no pﬁqu=n
Quando ;:Iculu:us um limite, devemos considerar os valores da lunx,‘ix;
na vizinhanga do ponlv a, mas diferentes d
llustrado pelo exemplo seguinte. S

Exemplo — 2. Mostremos que lim :z_‘é——i. Agqui a funglo i
r—d

b T—2

fllo € definida para x=2.

Devemos demonstrar que para ¢ arbitrdrio pode i
que seja satisfeita a desigualdade i O o A

24 ;

g |{‘E S
flesd |z — i
- pop .:u ?::del 2| <8 Mas para x5 2, a desigualdade (1) é cquivalente &

‘{;—21_55:—2}_4
L — r

=j{-F—4|<E (1
{R31])

|z—2] < & (2
Avwm, o desipualdade (1) serd saiisfeita qu i

. sigu. { alguer que se i

gitalilads (11 & satisfeita (aqui 3 =e). Isso :ign?ﬁuq:znl l.lm.ill: :ﬂ::; .fu:;.u

¢ dptal g 4 yuando x tlende para 2.
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Consideremos ainda certos casos de variagio duma funcio
quando x tende para o infinito.

Definigio —2. A fungdo f(x) tende para o limite b quando
x-» o se para cada nimero positivo ¢ por mais pequenc que scja
se pode indicar um namero positivo N tal que para todos os valores
de x verificando a desigualdade |x| >N a desigualdade |f (x) — b| <t
& satisfeita. :

Exemplo — 3. Mostremos que

Jim (25 =1

onl - que .E:?—- (t%] I- L
£ necessério demonstrar que, qualquer que seja € a desigualdade
'|(1J.-~1—]—-l1-.{_z Ry
F
serd satisfeita desde que |x|> N, onde N £ definido pehlelmlhu de e
A designaldade (3), € equivalente & desigualdade seguinte: ‘—I—‘{c. que &
satisfeita se se Uver
1 :
1 I | :,'!- —E—z.n"l.

41 %= g
Isso significa que lim ['l":- ‘:T):Uln £EL 1 (fig- 39
[ S I

Xl

Fig. 33

A significagio dos simbolos x = e € x—> — e lorna evidente
a das expressdes
«f (x) tende para b quando x — + co¥ €
«f (x) tende para b quando x—> — ca®,.
que se nota simbolicamente por
lim f{z)= & ,EELJ (z)=1D.

e e
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§ 3 Funcbes que tendem para o infinito.
Fungoes limitadas

Estuddmos os casos em que a fungio f(x) tende para um certo
limite b quando x—a ou X — o=,

Consideremos agora o caso em que a fungdo y = f(x) tende para
infinito quando a varidvel x varia duma certa maneira.

Definigio— 1. A fungio f(x) tende para o infinito quandg
x—a, isto &, fix) é infinitamente grande quando x —a, se para cada
nimero positivo M, por maior que seja, se pode encontrar um nimerg
§ >0 tal que para todos os valores de x diferentes de a e verifi.
cando a condigio | x — a| < 8, a des'gualdade |f(x)| > M & satisfeita,

Se f(x) tende para infinito quando x— a, escreve-se:

1imf|{;&'}= ==
ou f({x) = « quando x—a.
Se {(x) tende para o infinito quando x-»g, tomando apenas
valores positivos ou valores negativos, escreve-se respectivaments

lim fix) = + 0 ¢ lim f{x) = — w.
bl X-pi
Evemplo— 1. Mostremos que lim (0 ']!,;}'1“ + =, Com efeito, qualquer
p, 2 | o
gue seja M > 0 lem-se: A
i—m
desde que
T L g
(l— e}t <57
il 1
{— —==i,
[1—=l< 775

A fungio 0 _‘ 7 apenas toma valores positivos (fig. 34).

Exemplo — 2. Mostremos que lim (—%) = oo, Com efeito qualquer qug
sl
wjn M >0 tem-se &2
|
4
dosds que
1
| x| =ijx—0] {—f=b

i) >0 panx<oe (—1) <0 pann x>0 (fig 39.
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Se a fungdo f(x) tende para infinito quando x—» o, escreve-S&:

lim f (z) = oo

g il 00

e, em particular, pode-se ter

lim f(z)=e0, lim f(¥)= o=, lim f(r)= —oo.
| o o o
Por excmplo,
H . limed= 4+ oo, lim 3'=—e0.
Nota — 1. Pode acontecer que a fungio y = f (x) ndo tenda nem

para um limite finito nem para infinito quando x —a ou *— =.

\
I |

|
A T

,

-~ g__¥_ =
o =

Fig. 3% Fig. 35

Exemplo—3 A fungio y=scn x ¢ definida no intervalo inﬁnim
— m e x< + o, mas nio tende parn um limite finito ou para infinito
quande x— + = (fig. 36)

i

yesenz
o 1{;\,‘1:71?3‘\’
~ R —n\__/| [T X

Fig. 36

Exemplo—4. A funglio y =sen _ que é definida para todos os valores
X

de x, excepto x =0, nio tende para nenhum limile finito ou infinito guando
x—>0. O grifico desta funcio cstd representado na figura 37.

Definigao —2. A fungio y = f(x) diz-se limitada no dominio
de definigio da varidvel x, se existe um nimero positivoe M tal que
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para lodos os valores de x pertencentes a este dominio a desigualdade
| f(x)| < M & verificada. Se tal numero ndo existe, diz-se que a fungio
f(x) ndo é limitada neste dominio.

y-stny

““““ AH\ r i

Al i V..

Fig. 37
Exemplo—S5 A fungio y=sen z, definida no intervalo infinito
— %0 < < + ®,°¢ limitada, visto que para todos os valores de x

|senz| <1 =4

Definicao — 3, A fungio f(x) diz-se limitada quando x —a, se
existe uma vizinhanca de centro a na qual a funglio € limitada.

Definicao — 4, A fungiio y = f (x) diz-se limitada quando x = m,
se existe um numero N > 0 tal que. para todos os valores de x verifi-
cando a desigualdade |x| >N, a fungio f(x) € limitada.

O teorema seguinte permile concluir se a fungio f(x), quando
tende para um limite, é limitada ou nio,

Teorema— 1. Se lim f(x)=Db ¢ se b é um niimero finite, a

K=wil

fungdo f(x) é limitada quando x - a.
Demonsiragdo — Resulta da desigualdade lim f(x) = b que para

fodo £ > 0, existe um numero 3 tal que na vizinhangaa — 8§ <x<a+ 38
n desigualdade
iflx)—bl<<e
o
[f(x)|<<|b|+e
¢ satisfeita.
Isto exprime justaments que a fungdo [(x) é limitada quando
N =sq

Now — 72, Resulta da definigio de uma fungio limilada f(x)
ue s
limf(z) =0 ou lim f{z)= oo

o - N

a
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isto &, se f(x) & infinitamente grande, a fun¢iio niio é limitada. A pro-
pricdade inversa nio € verdadeirar uma fungiio nio limilada pode
nio ser infinitamente grande.

Por exemplo, a fungio y=2x sen x ndo € limitala quando
x—» e, vislo que para todo M >0 se pode indicar valores de x
tais que |[x sen x| > M. Mas a fungio y = x sen x nio ¢ infinita-

Fig. 38

mente grande visto que ela se anula nos pontos x=0, =, 2r ....
O grifico da fungo y = x sen x € dado na figura 38.

Teorema—12. Se lim f(x) = b0, a fungdo y = -_.%‘T é limi-

tada quando x — a,

Demuonstracdo — Resulta das condigbes do teorema que qualquer
gue seja o numero £>( se tem numa certa vizinhanga do ' ponto
x=d|f(xy—hl<couflx)|—|b||<eou —e<[fR)}—|b|<¢
o Bl —e<|f(x)|<|b]+e

Resulta destas desigualdades:

. aEy }I___j_

(bl—e 112 1b]+e

Tomando, por exemplo, £ = llﬁ |b| temos:
L | 10

= T L e
ikl (F@ 18|

Isto exprime que a fungio f[_l",i € limitada.
£
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§ 4. Infinitamente pequenos e as suas
propriedades fundamentais

Neste pardgrafo vamos estudar as fungbes que tendem para zero
quando o argumento x varia duma ceria maneira.

Definicao — Diz-se que o« =a(x) € um infinitamente pequeno
quando x—a ou guando x— o se lim a(x) =0 ou lim a(x) =0.

¥owi & owil

¥4
15" Lk‘_‘_
_____ N 4__!| ——
= al N -«
M 44\\
g2 s |
Fig. 39 Fig. 40

Resulta da definicio de limite que se, por exemplo, se tem
lim a(x) =0, ento para todo numero positivo e arbitririamente

]);:{;]T.'IE'HG. existe um & >0 tal que para todos os x satisfazendo a
desigualdade |x —a| <8 se tem |a(xX)| <&

Exemplo— 1. A funglio a = {x = 1}* ¢ um infinilamente pequeno quando
=1, porgue lim e=lm (r— I} =0 (fig. 39

T4 1 rewl

Ewwmplo—2. A funglo a= %é um infinitamente pequeno, guando
xr— 2 (fig. 40) (ver Exemplo—13. § 2.
Demunsiremos agora a importante proposigio seguinte.

Teorema — 1. Se a fungao y = f(x) puder ser posta sob a forma
da soma dwn nimero constante b e dwm infinitamente pequeno e

Y= I -1- £, ‘1}
cntio
lim ¥y = b (quando x—a ou x-» o)

Inversamente, se lim y = b pode-se escrever y=Db + a onde a é
e infinitamente pequieno.

Demonstracido — Resulta da igualdade (1) que |y — b| = [a|. Mas
qualquer que seja ¢, todos os valores de o a partir de um certo
valuor verificam a desigualdade |a| < €, e, por conseguinte, todos os
valores de y a parlir dum certo valor verificario a desigualdade
v — b| < e Isso significa justamente que lim y =b.
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Inversamente: se lim y = b, entio qualquer que scja & para todos
os valores de y a particr de um deles tem-se |y — b| < e. Fagamos
vy — b=a, entio para todos os valores de o« a partir de um deles

temsse |e| < ¢, ¢ « € um infinitamente pequeno.
Exemplo —3. Scja a funglo (fig. 41)
1
y=1 -I—T N
entlio
lim g =1.

B

Inversamente, se
limey 1,
Nt
podemos exprimir a varigvel y sob a forma da soma do seu wvalor limite 1
i
¥ ¢ de um infinitamente pequeno a =) isto €

p=1-a.
Teorema —2. Se a = a(x) tende
para zero para X —>a (ou para x> =)

e ndo se anula, entdg y= -k fende

para o infinito,

Demonstragdo — Para todo M >0
arbitririamente grande a desigualdade
Fig. 4l ik ~ M ¢& verificada desde que a desi-

L
gualdade |a| -c:—:‘T & satisfeita. Esta Gltima desigualdade € satisfeita
para todos os valores de o a partir de um deles, visto que o (x})—= 0.

Teorema — 3. A soma algébrica de um numero finito de infinita-
mente pequenos é um infinitamente pequeno.

Demonstragao — Estudaremos o caso de dois infinitamente peque-
nos, pois para um nimero maior de infinitamente pequencs a demons-
tragio € a mesma. )

* Seja w(x) = alx) + g(x) onde EI.ELR[X} =0, lim g{x) =0. De-

T—sdl

monstremos que para £ > 0 arbitririamente pequeno se pode encon-
trar um & >0 tal que a desigualdade |x —a[ <38 implica a desi-
gualdade |u| < e Sendo «(x) um infinitamentc pequeno pode-se
encontrar um & tal que na vizinhanga de centro a e de raio 8, se tenha

a@l<3
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Sendo B (x) um infinitamente pequeno, numa vizinhanga de centro
a e de raio §; ter-se-d: |B(x)| < .E‘. ;

Tomemos 3 igual ao menor dos dois nimeros 8, e §.. Entdo para
uma vizinhanga de centro a e de raio § tem-se |a| {%: | B |-:':,-%.

Por conseguinte, teremos nesta vizinhanga
i - ] -4 E
ul=la@+p@|<la@ | +1p@I<z+ 5

isto &, |u|<e, c.q.d.
Demonstra-se duma maneira andloga o caso

£,

limea(rj=0, limp{x)=0.

P e

Nora — Com o decorrer das lighes, teremos de considerar somas
de infinitamente pequencs tais que o nimero de termos aumenla para-
lelamente ao decréscimo de cada um deles. Neste caso o teurema
precedente pode ser tomado por defeito. Consideremos, por exemplo,
a soma de x termos u=-:- |- i

z
valores inteiros positivos (x =1, 2, ..., n, ...}. E cvidente que cada
termo & um infinitamente pequeno guando x—» e, mas a soma u = 1
nio o &

e _|_l onde x apenas toma

Teorema — 4. @ produto dum infinitamente pegueno o = a (X)
por uma funcae limitada z =z («) é um infinitamente pequeno gquando
A-—a (o X—=>mh

Demonsiragdo — Daremos a demonstragio para o caso de x—sa.
g-se indicar um nimerg M >0 tal que numa certa vizinhanga
ponto x = a a desigualdade |z| < M € satisfeita. Para cada e > 0,

g
g-5¢ encontrar uma vizinhanga onde a desigualdade ;nl{ﬁ é
Isfeita. Para todos os pontos da mais pequena destas vizinhangas

ez T M=
M

O yue exprime que «z € um infinitamente pequeno, A demaons-
0 ¢ idéntica para o caso em gue x— oo. Do teorema demonstrado

resili
Corfirio—1, Se limae=20, lim g =0, entdio lim«f =10, por-
s it ¢ uma fungio limitada: Este resultado estende-se do cuso
v Tinite qualquer de infinilamente  peguenos,
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Coroldrio —2. Se lim «a =0 e c=const, entio lim ca = 0.

Teorema — 5. O quociente % de um infinitamente pequeno
« (x) e duma fungido cujo limite é diferente de zero é um infinitamente
pegqueno.

Demonstragao — Seja lim a(x) =0, lim z(x) = b0, Resulla

do teorema 2 § 3 que i ¢ uma varidvel limitada. Eis porque a

Emmﬁmﬁ"t:I = a(x) i ¢ o produto dum infinitamente pequeno
z(z) 3 () i

por uma grandeza limitada; logo € um infinitamente pequeno.

§ 5. Teoremas fundamentais sobre os limites

Neste pardgrafo bem como no pardgrafo precedente teremos
de considerar fungdes que dependem duma mesma varidvel indepen-
dente x ¢ para as quais X —»a QU X — .

Daremos & demonstragio para um destes casos, visto que a
demonstragio do outro caso ¢ semelhante. Por vezes nido escrevemos
ji x—>a ou x— oo subentendendo um ou outro.

Teorema — 1. O limite da soma algébrica de dois, de trés ou
dum niimero finito qualquer de varidveis é igual d soma algébrica dos
limites destas varidveis:

lim (uy + ..« 4 ) = limey, 4. . . 4 limu,.
Demonstracio — Daremos a demonstragio para o caso de dois
termos, visto que ela se estende da mesma manera a um numero
qualquer de termos. Seja lim w, = a,, lim w: = a. Entio em virtude
do teorema | § 4 pode-se escrever:

y=ua, 4, Us=10 + o,
onde a, € ay sio infinitamente pequenocs. Por comseguinte,
Uy bty == (2, + ) + (o ‘i‘a‘l}*

Como (u, +a.) € uma constante € (e + a:) um infinitamente
pequena, pode-se escrever sempre baseadyv no tecrema 1 § 4 (ue

Vit {tr t fe) =y, + ag=limu; + limu,

Exemplo — 1.
- o 2 w2
lim e == |im [i-': -1) Lim 1+ lim =——1Flim —=1fF0=1.
Kesay A2 Ak 3 T a2 ey x—=x I

Teorema — 2. O limite do produte de dois, de trés on de um
nimero finito qualquer de varidveis é ignal av produto dos linites
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destas varidveis
Hmug-uye . .cupy=limug-limug- .., -limu,,.

Demonstragdo — A fim de nio complicar a demonstracio consi-
deraremos o caso de dois factores. Seja lim u, = a;, lim u. = a.
Entio,

= +a, Uh=dg-+a,
tytiy = (@ 4 o) (ag + otg) = @8y + a9 + @3y + A%y

O produto aa: é uma consiante. Com base nos tébremas do
§ 4 a expressdo aan + @0y + aor € um infinitamente pequenc. Por
conseguinte, lim wu: = ma: = bim w, * lim w..,

Coroldrio — Pode-se  tirar um factor constante de debaixo do
ginal de limite. Com efeito, se lim u,=a e ¢ é uma conslante
tem-se, por conseguinte, lim ¢ = ¢, donde lim (cwy) = lim ¢ lim &, =
= ¢'lim W, € q. d.

Exemplo—2. lim 5z%—=15 lim =3 - 5.8 —40.

] x—=2
Teorema —3. O limite do quociente de duas varidveis é igual

quociente dos limites destas varidveis, se o limite do denominador
diferente de zero.

., u  limw
lim—=——,
¢ lime

g2 lim p <=0,

Demonsiragdo — Seja lim w=a, lim v=5b=0, Entio u =a+
v=~b+ g8 onde «a ¢ B sio infinitamente pequenocs.
Escrevamos a identidade

u_ ﬂ+m=i+(a+u _.E.)_i.|_ ab — pa

v b+Pp b \Nb+p b b bb+P
ou u_a, ab—pa
v b b(b+B

A fracgiio % é um ndamero constante e a fracgio "g;a_-};; é

sgundo os teoremas 4 ¢ 5 do § 4 um infinitamente pequeno, visto
e ab — fa & um infinitamente pequeno ¢ que o limite do demo-

minador (5 + 8) & igual a 5*5£0. Logo, lim % — 2 _ lime

v b lime
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Sy lim {3z45) 3lime+5
_ s
R T L e e YT

) o,
,1,'_[‘} 4z—2 lim(4xr—2) 4lim e P S
x—=1 =l

Utilizamos agui o teorema relativo ao limite do quociente de duas fun-
cBes, porque o limite do denominador ¢ diferente de zero quando x— 1. Se o
limite do denominador € igual a zero, no s¢ pode servir deste teorema.
E necesifrio neste caso fazer um estudo detalhado.

Exemplo — 4, Encontrar o limite lim .’xi:_:

2 x—

denominador tendem para 2ero quando .:H—ll Eis porque o teorema 3 nfo
pode ser aplicado. Efectuemos as transformagles seguintes:

£—4 (z—3) (x4
T—2 @ z—2 i

£ licito efectuar-se esta transformacio para todos os x diferentes de 2.
Eis porque, se pode escrever, partindo da definicio de limite:

B4 1im 5—2_”;:&3'.—_15 (24 2)=4.

Agui o numerador e o

T2,

.]ti—ﬂ z—2 .2 &=
Exemplo— 5. Encontrar o limite lim_% _ Quando x=»1, o deno-

2+l T
minador tende para zero, enguanto que o numerador tende para 1. Logo, o
limite da wvaridvel inversa é igual a zero, isto &

lim (z—1
r—1 _:—vl{ }
F . m=
a1

0
:T-—U‘.

lim
=1

Logo, teremos em virtude do teorema | do pardgrafo precedente

lim
| T

Teorema —4. Se as fungdes u = u (x), z =z (x), v = v (x), estdo
ligadas entre si pela dupla desigualdade un < z<v e se u(x) e v{z:}
tendem para um mesmo limite b quando x—a (0u X— =), entdo
z = z(x) tende também para o mesmo limite quando x — a (ou X = =).

Demonstragao — Para fixar ideias vamos considerar a variagio da
fungdo quando x— a. Resulta das desigualdades u<z<v
u—bLe—-bgv— 8
segundo as condighes do teorema
lim =&,

=—*a

=,

lim = b_

Por conseguinte, para todo € > 0 pode-se indicar uma vizinhanga"

de centro a onde a desigualdade |u — b| <e é satisfeita; do mesmo
modo, pode-se indicar uma vizinhanga de cenfro a onde a desigual-
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dade |v — b| <& € também satisfeita. Na mais pequena destas vizi-
nhangas as desigualdades

—g<u—b<e & —p<v—b<eg
serdo satisfeitas e, por conseguinte, as desigualdades

—p<<z—b<le
serio satisfeitas, isto &
lim z = &.
x=1

Teorema — 5. Se a fungdo y ndo toma valores negativos y =20
guando X — a (o X — =), ¢ se ela tende para um limite b, enido,
este mimero b ndo é negativo: b = 0.

Demonstragdo — Suponhamos que b é nega-

tivo b< 0, entdo, |y— 4| = | b/, isto & que o

valor absoluto da diferenga |y — b| & maior que

o nimero positivo | b| €, por conseguinte, nio

! pode tender para 2ero quando x — a. Mas entio,

quando x—» a, y nfio pode tender para b, o que

s _ ¢ contririo & hipotese. Logo, a suposicio de

0 ( & que b<0 conduz-nos a uma contradigdo. Por
Fig. 42 conseguinte, b > 0.

Demonstra-se, duma maneira andloga, que se v< 0, lim y < 0.

Teorema — 6. Se as fungdes u = u(x) e v = v(x) satisfaxem d
gualdade v >u e se os limites destas fungbes existem quando
a (ox x— o), enfdo, lim v 2= lim u,

Demonstracdo — Segundo a hipdtese v —u =0 e em virtude do
aSlim(v—uw)>=0 ou limv—limu >0, isto & lim v > lim w.

Exemplo — 6. Mostremos que lim sen x =0,

aepll
Vése scgundo a figura 42 que sc OAd =1, x>0, entlio, 4C =sen x,

=y, sen x<<x. B evidente que s¢ x<<0, |sen x|<|x]. Resulta destas
ldades, em vwirtude dos leoremas 5§ ¢ 6, que lil!ill'!!‘;l =10
A

Baemplo — 7. Mostremos que lim sen %E 0,
ra) 2

i, | ok . i phclips
Com efeito, | sen 5 < | sen x|; logo, !:E‘Igu'n 5 0.

f
L L
Bxemplo — 8. Mostremos que Iimncm x=l. Notemos que
T

coar—1 --2!5&'% X

itk

Feai va Inll:{i-zsenié)—-i—-zlimunié— y S gl

r—si) &
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No decorrer do estudo das questdes relativas ao limite de certas
varifiveis, é-se¢ conduzido a resolver os dois problemas seguintes:

1) Demonstrar que o limite existc ¢ determinar os extremos entre
0s quais estd compreendido esse limite; 3
2) Calcular esse limite com o grau de precisio desejado.

A resposta & primeira pergunta é muitas vezes dada pelo teorema
scguinte,

Teorema — 7. Se a varidvel v & crescente, isto é, se todos os
seus valores consequentes sio maiores que os valores antecedentes, e
se ela é limitada, isto &, v < M, entdo, esta varidvel tem um limite
limv=a omle a<<M

Pode-se enunciar um teorema andlogo para as varifveis decres-
centes limitadas. _

Nio damos aqui a demonstracio deste teorema, porque ele exige
a aplicagdo da teoria dos nimeros reais que ndo desenvolvemos neste livro.

Nos dois pardgrafos seguintes, calcularemos
os limites de duas fungdes tendo uma larga
aplicagio em andlise matemiitica,

sen x
§ 6. Limite da funcio —— quando x — 0
X

] Esta fungiio ndo é definida para x =0,
B A  vyisto que o numerador ¢ o denominador da
Fig. 43 fraccio se anulam neste ponte. Calculemos o

limite desta fungio quando x — 0. Consideremos
a circunferéncia de raio 1 (fig. 43). Designemos por x o fngulo ao

centro MOB; temos 0 < x {:-;i. Resulta imediatamente da figura 43:

firea do trifingulo WA <
=< drea do sector MOA <

<~ éirea do triingulo COA. i1)
Area do trifngulo MOA — 1 0A4-MB = 3-1-sens— L senx
Area do sector MOA = +0A-AM = -1-2— La

Area do triingulo '0UA = % 04.4C= ;—-i- lgr= 1— tgx
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Simplificando pori, a desigualdade (1) transforma-se em:

senr<_r<_tgx
Dividamos todos os membros por sen x:
# 1

= '
senxr  COSI

g D

L

snx
1 > —=cosrT.
-

Obtivemos esta desigualdade supondo x > 0.

Notemos que mi_;} o R e cos (—x)=cos x,

Logo. a desigualdade € ainda verificada para x < 0, Mas li:m“cus xuh
lim 1 =1

W=l

; 1 !!.
-I-q.‘-__
B E}1 I I Jn
Fig. 44

Por conseguinte, a varidvel ’—':—f estd compreendida entre duas
tllveis que tendem para um mesmo limite igual a 1. Assim, em

=} e )
0 grifico da fungio y= 5;_;: estd tracado sobre a figura 44

Bxemplos —

lg =z . senx . senzT 1 |
i . — = e—=
n !lﬂ: T ,];l_{l,; xr Cosz l'f:] F E_néuua: % 1
wn kr i wn kr . sen (kr)
Nolm —=hmk—k——.k lim ———=Fk-1=k (k vonsl,
T r | & il [;”"}
{hx-s0)
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I T
28202 — $E0 —-
3 [im‘l-—-cm:_“m =1lim 2 P
i x-sil xr =0 = 2
k]
S&0 or lim sen 1
wr
F R T [ oo | [ R S MR 0. i
2 €0 E w0 P 8e0 pr -ﬁ' i e pr
fz =0 pr
-3

e

_% {= —const, f=const).

=
§ 7. O nimero e

Consideremos a grandeza wvarifvel

ees)

onde n &€ uma wvaridvel crescente tomando sucessivamente os valores
o T

II T
Teorema — 1. A varidvel | 1 + E) tem um limite compreendido
entre 2 ¢ 3 quando n— .

Demonstragao — Segundo a féormula do bindmio de Newton pode-
mos escrever:

(1 +1)"=, L S T VO
n

1 n 1.2

1Y  nn—1)(n—2 l)’
SR e
.I.+n{n—!}{n—z}.,.[n-—{n—i}](__lu)"_

1B m n

Efectuando certas transformagdes algébricas evidentes (1), encon-
tramos:

t)" i( i) 1 ( 1)
( T it ) 3 n
; 2) 1 ( 1)
il —= viire—— e [ — ] ¥
*( ) el v ) (e

:<(i—-%)..,(1—”_i). {2)
" T

(1)

LIMITE E CONTINUIDADE DAS FUNQOES B6

Verifica-se desta (ltima igualdade que a grandeza waridvel
(1 = 1?) é uma varidvel crescente quando n cresce. Com efeito,

quando se passa do valor n ao valor n + 1 cada termo desta soma

aumenia
1 1) 1 ( 1 )
— I =——]=—11— . ot
-1-2( n 1-2 n<+1

¢ mais um novo termo aparece. (Todos os termos du desenvolvimenio
sio positivos.)

Mostremos que a grandeza varidvel (1 “+ % " & limitada, No-

1 1 2
Fecai ; =at Sy, , elc,, -se d
landa que (1 R){t.(i ﬂ')(1 n)-c::l etc., obtém-se da

expressdo (2) a desigualdade

2% i {
(H'I) = R SV AT T AR T
Por outro lado,

i | 1 i 1 1

= —salam = —_ =,
1-2.3{2“ t.2-3-4{2= gue [ oan e

Podemos escrever a desigualdade

1
21!"1 3

-

i\" 1 1
(1+:) StFtFs ot

Os termos que sublinhamos constituem uma progressio geométrica

de razio q:%,c cujo primeiro termo € a=1. Dai

1

i 1 1 1

T 1—(%) 1L\t
1 —gq g &

r-_'l|—1-|
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Por conseguinte, para todos s n lemos:
,l mn
(141) <s
Resulta da desigualdade (2)

(1+;_) 52

Assim deduzimos a dupla desigualdade

g(i - %) g (3)

n
Provamos que a varidvel (1 H —1—) é limitada,

n
Recapitulando, vemos que a varidvel (14.-?) é crescente e

limitada; segundo o teorema 7 do § 5 ela tem um limite. Designa-se
este limite pela letra e.

1 mn
Defini¢do — Chama-se nimero e o limite da varidvel (i +T)

quando n— . {\"
e= lim (l =+ -n—) (*)

[ R

Resulta da desigualdade (3), em virtude do teorema 6 § 5, que
o nimero e verifica a dupla desigualdade 2 < e < 3. O teorema cstd

demonstrado.
O ndimero e é um nimero irracional. Indicaremos no seguimento,
um método que o permite calcular com a precisio desejada. O valor

1o
aproximado deste numerc a menos de (t_!ﬂ) é
e=2,T182818284

Teorema— 2. A fungdo (1 4 l) tende para o limite e quando
£

x tende para o infinito, isto é,

1im('l+1) =

(*) Pode-se dcmonstrar q,u:(i —|——1-)—i¢ quando n—* 5, mesmo % n
nlio for uma varidvel crescente, =
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Demonstragdo — Provamos que (1 -I—i) — e quando n tende

para infinito tomando wvalores positivos inteiros. Suponhamos agora
que x — o« tomando valores fracciondrios ou negativos,

1) Seja x— + . Cada valor de x estd compreendido entre dois
nhmeros positivos inteiros:
nLr<n—+1
MNeste caso tercmos as desigualdades seguintes:
1 1 1

iy "l :
u}x n-41

1
251 -
‘l—l-“}-l- =26 +1

l)rH-l (1 1 )-T (t )"

1 e i —

( i3 n e x ¥ n+1

Se x— =, € evidente que n — . Calculemos o limite das varié-

veis entre as quais estd compreendida a expressio (! _1‘_1_): :
k5

e n
lim (H—i—) e i (t+l) (t+3—)=
S ] -0

= Jlim (i—|—l) lim ( :!-)—e 1=ce,
=k d® n n—*+d=
( 'I- )u-rl
um-( ) ’1"'11 3
L s r:—--H':
+n-—l—1
i (1 i )uﬂ
_._""TW +n+1 L
lim (1+ . ) 1
oo n-41
logo, (segundo o teorema 4 § 5)
dim (14 5) = @
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2) Seja x— — . Introduzamos uma nova varidvel t=—(x+1)
ou x= — (t+1). Quando (- + = lem-se x—= — . Pode-se

A" ( 1 )""
L= Tl =
;I-I:Enu(t+ .1') l—"l-*ljn‘f- 3+1
—i=1 t+1
=I‘sm( : ) =1Im(t+1) =
[ ==+ 0o f—|—1 i+ m t

i1 t i_
= lim [1+l) = lim (1+l) (¢+_~)=.,.1,_.,_._
=+ t j—++4aa + :

O teorema estd demonstrado. O grafico da fungdo y — (1 4+ _.)
estd tragado sobre a figura 45.

Y)

ST z

Fig. 45

Se se pﬁ:%:u na igualdade (4), tem-se a—>0 (mas as=0)

quando x — = ¢ tem-se

lim “. +'ﬂ}£ =g
=+
Exemplos —
ot (1) () (154

. 1 5 -
=lim [1-#—&“)“-113:: (i-l—%] =g fe=e,

ni—=m fi—+mo
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2t (1047t (152 (142 ()

E
= lim (1+%]I1 lim (1+w})"- lim (H%]* e giemeb,

e X—ax) X

2
3 lim [1+%)!; lim(i—l—%] ¥_ -

H—s00 v

4) lim [’+3]“+3-_nm ‘:T“‘H)‘“:

8 r—1 X—arm

’ 4 x+3 H 4 (x—1)4
1 et . 3 -
ot R i) il B =)

: %yl LY 4 44
s iy == — "= 1l — | =i =0el.
]Im(i—l_ﬂ') lim(i—!—g] lim(i-i—y) edi=¢

| i Bpwi e

§ 8. Logaritmos neperianos

Definimos no § 8 do capitulo T a fungio logaritmica y = log, .
O nimero @ chama-se base do logaritmo. Se a = 10, y chama-se o
logaritmo décimal do nimero x que se designa pela notagio y = logx.
¥

yolos

Fig. 46

Conhece-se as tdbuas dos logaritmos decimais a partir do curso do
ensino secundério; estas tabuas chamam-se tdbuas de Briggs, do nome
do sibio inglés Briggs (1556 — 1630),

Chama-se logaritmos naturais ou logaritmos neperianos aos loga-
ritmos cuja base é o nimero e=271828..., do nome de um dos
primeiros inventores das tdbuas de logaritmos, o matemdtico Neper
(1550-1617) (*). Logo, se e¥ =1x. y diz-se o logaritmo natural do
nimero x. Escreve-se entio y = Log x, em vez de y=log, x. Os
graficos das fungdes y=DLog x e y=log x sio dados sobre- a
figura 46.

{*) As primeiras tdbuas de logaritmos foram elaboradas pelo matemdtico
wilgo Blrgl (1552-1632) com uma base vizinha do nimero e
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Estabelecamos agora a relagio que existe entre os logaritmos deci-
mais e naturais de um mesmo ndmero X,

Seja y =log x ou x = 10¥ Tomemos o logaritmo da base ¢ dos
dois membros desta dltima igualdade. Encontramos Logx = y Log 10,

donde y=wm x. Suobstituindo y pelo sen valor tem-se

|
log x = Tog 10 Log x.
Assim, se se conhece o logaritmo natural do nimero x, obtém-se
o seu logaritmo decimal multiplicando o logaritmo natural de x pelo

factor M=ﬁi—ﬂ-: 0434294 que & independente do nimero x.

O nimero M chama-se mddule de transigio dos logaritmos naturais
aos logaritmos decimais:

logzr= M-Logz,

Pondo nesta igualdade x = e encontra-se o valor do nimero M
expresso com o auxilio dos logaritmos decimais;

loge= M (Loge=1).

Os logaritmos naturais exprimem-s¢ com o auxilio dos logaritmos
decimais pela férmula:

¥l

Loge = 1 logz

M
onde

i )

— = 2,302585,

M

_ _ = § 9. Continnidade das funcoes

[} e - Ipdx x

Seja y = f (x) uma fungiio definida
para o valor x = x, & numa cerla vizi-
nhanga de cenlro X, Seja ys = f (x).

Se se dd a varidvel x um acrescimo Ax 'positivo ou negativo
{isso nio tem alids nenhuma importAnein), ela fica x, + 4x, e a
fun¢gio y sofre igualmente um acréscimo Ay, O novo valor da fungdo
€ yo +ay = f(x, + ax) (fig. 47)

O acréscimo da fungiio € dado pela férmula

Ay =1 (5 + Ax) — [ ().

Definiggo— 1. A fungio y = f (x) diz-se coniinua para o valor
X=X (ou no ponto x=x) se ela estd definida numa certa vizi-

Fig. 47
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uhan;ndnpurnmxn(aiguulmmtcnupuntux.)nx

lim Ay=10 (1)
ou, 0 gue & 0 mMesSmo,
lim [f (zo + Az) — f (z)] = 0. (2)

Sx=={)

Geométricamente a continuidade duma fungio oum dado ponto
significa que a diferenga das ordenadas do gréfico da fungiio y = {(x)
nos pontos x, + Ax e X, € arbitririamente pequena em valor absoluto
desde gue | ax| seja suficientemente pequeno.

Exemplo— 1. Provemos que a fungio y =x! & contloua em todo o
ponto x,. Com efrito,
Vo=x3 Bt A= -\rp+ AZ)R,
ﬁy:{:n—q-ﬂ:_}'—:t:kuﬁ:-t-ﬂ:'.
i = —2r lim Az4 lim Az lim Azx=0
ﬂl:fﬂ i _.ﬁ.l;!'l—[ﬂl {2:1}5""' &ﬂ} A;—Tﬂ +.|!|.:l!-n-ﬂ Ax-el

independentemente da maneira como Ar tende para zero (v. fig. 48, o, b
y1. x>0, 84>0 ¥) Ar<o, ay<o

Ay
Ar

Iy I

aj
Fig. 48
Exemplo— 2. Mostremos que a funglo y =sen x ¢ continua em todo

o ponlo x, Com efeito,
Hg==19eN Iy, Wo -+ Ay =50 {%"‘ '&:}r

Az Az
Ay= lﬂ]{!‘q-ﬁ—ﬂ;:]—!ﬂnzg_-—_-.zﬂ:naf-m [=U+_2") i

Ar
E — ia 7 5 A funglio
Demonstramos  que hu'luil:n 5 0 (exemp B

EE (:+‘*"_2E] ¢ limitada. Logo, lim &y =0.

Por raciocinios anfilogos aos dados nos exemplos 1 e 2 poder-
_se-ia, considerando separadamente cada fungiio elementar, demonstrar
o teorema seguinte.

Teorema — Toda a_fungdo elementar é continua em todo o ponio
onde ela é definida.
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A condigio de continuidade (2) pode escrever-se como se segue:
im f (20 + Az) = { ()

ou
lim f(2) =/ (z),
i o
Iy= lim x.
Por conseguinte, i
jf:l flfi'}=f{';l:-n: T, (3)

isto €, que para encontrar o limite duma fungio continua quando
.:Tx,, basta substituir a varidvel x na expressio de f(x) pelo seu
Yalor Xx,.

m“mix;;;::!n—l A fungio y = x* ¢ continua em 1odo o ponlo X, e, por

lm z2=2 limz?=—31—9,
] T+

Exemplo—4. A funglo » =sen x & continua em todo o panio e, por

consequéncia,
lim sen = :unizﬂ X
ke 4 g

I

Exemplo—5. A fungiio y =e¢* ¢ conlinua em
consequéncia, o o

lim e®=gn,

A=wil
. Log (1+1) 1 :
Exemplo —6. |im —S " T7¢ L e e
L e l]l:';l = Lug{l-{—:j._liua Log [{1 — =z)*].
t
Ora Iimu[I+x};=¢; & funglio I.:cngz1 ¢ conlimua para 1:.}1) e, por

conseguinte, para z = e, m'",ﬁ,ﬂ Log [{l+:};]=Lng [llna {1+:};]=Lng e=1,

_ Definicdo —2. Uma fungiio y = f(x) continua em todo o ponto
do intervalo {a._ b), onde a < b, diz-se continua neste intervalo.
Se a fungio € definida para x=a e se lim f(x) = {(a), diz-se
Heardell
que a fungiio f(x) é continua a direita no ponto x = a. Se lim f(x) =
= f(b), diz-se que ela é comtinua d esquerda no ponto I;b =_l:!r.
Se a fungio f(x) & continua em cada ponto do intervalo (a, b),
bem como nas extremidades desse intervalo, diz-se que a fungio f(x)
¢ continua no intervalo fechado ou no segmento [a, B).
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Exemplo—7. A [ungio y =2 & conlinua em todo o intervalo fechado
la, b1, @ que resulta directamente do exemplo 1.

Se uma das condicdes que exige a conlinuidade ndo é satisfeita,
isto & se a fung@o f(x) ndo estd definida mo ponto x =x, ou que
o limite lim f(x) ndo existe neste ponlo, ou seja, ainda gque

lim f(x) =~ f (%) -;luandn x tende arbitririamente para x, se bem que

|
::s expressdes 4 esquerda ¢ & direita da desigualdade existam, a

fungio y = f(x) diz-se descontinua ao ponto x = x;. Neste caso o
ponte x = x, diz-se ponto de descomtinuidade da fungdo.

Exemplo— 8. A fungio y=T:_- é descontinua no ponte x=0. Com

eleito, para x=0, a funglo ndo € definida:

l—-|—:r.r' lim i——-m
22040 T "oxen_n T
(ver fig. 35). Vé-se fhcilmente que esta fun¢io & definida para todo o valor
de x20.

ﬂumﬂl:—g. A fulnpl.a y=2" & descontinua no ponto x=0. Com

efeito, lim 2'=0,lim 2°=0. Para =0 a funglio nfo ¢ definida (fig. 49).

=0 Ta0—0
yl
y-24
% =flx)
f d
= —— e e ﬂ -}
] T y=fizl 1]
Fig. 49 Fig. a0

Exemplo — 10. Consideremos a funglo f(x) = l_‘:T Para <0, — =

| =]

|'r| enll—L a—=0=0 |:h w410

= lim —— = I; para x=0 a fungio no ¢ definida. Assim, provamos que

gsll =1 |I|

a fungio ”ﬂmﬁ € descontinua no ponte x=0 (fig. S50

Exemplo—11. A [ungdo ¥ = sen l. estudada no exemplo 4 §3, & des-
x
continua para x=0.
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Definigao — 3. Se a fungiio f(x) & tal que o0s limites lim f(x) =
T+ -0
=f(x +0) e lim f(x) =f(x, — 0) existem e sdo finitos mas que

e = 0}

lim f(x)=1lim f(x) ou que o valor da funcio f(x) nio é delermi-

X-eXy-|-U T—wxg—il

nada no ponto x = x,, 0 ponto x = x, chama-se ponto de desconti-
nuidade de primeira espécie. (Por exemplo, o ponto x =0 é um ponto
de descontinuidade de primeira espécie para a fungio do exemplo 10.)

§ 10. Propriedades das funcbes continuas

Neste parigrafo exporemos certas propriedades das fungdes con-
tinuas num segmento. Estas propriedades serdo enunciadas sob a forma
de teoremas sem demonstragio.

Teorema— 1. Se a fungdo y = f(x) é continua sobre o segmento
[a, b] (a<x<b), entiio, existe pelo menos um pomio x = x; ial
que o valor da fungdo neste ponto

¥ T satisfaz & desigualdade

f(x.) = f(x),

onde x é um oulro ponto gualquer
M M deste segmento; do mesmo modo
m _existe pelo menos um ponto %, tal
0] @ & X b 1 que o valor da funcdo neste ponto
satisfaz a desigualdade
Fig. 51

f(x:) < £(x).

Chamaremos f(x,) o maior valor da funglo vy = f{x) sobre o
scgmento [a, b] ¢ f(x) o menor valor da fungio f(x) sobre esse
segmento. Pode-se, entdo, enunciar este teorema como se segue:

Toda a fungdo continua no segmento a < X = b atinge pelo menos
uma vez sobre este segmento, o seu valor mdximo M e o seu valor
minimo m.

A significagio deste teorema estd claramente esclarecido pela
figura 51.

Nota — O teorema enunciado deixa de ser verdadeiro se a fungiio
¢ dada num intervalo aberto. Assim, por exemplo, para a fungio y = x,
dada no intervalo 0 < x < 1, ndo existe méximo ou minimo. Com
efeito, ndo existe médximo ¢ minimo valor para a variivel x neste
intervalo. (Ndo existe ponto mais a esquerda, porque qualquer que
seja o ponto x* escolhido, pode-se sempre indicar um ponto mais &

. esquerda, por exemplo, o ponto ".; Do mesmo modo, nio existe ponto

-
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mais & direita, e, eis porque nio pode existir pem méximo nem
minimo valor para a fungio y = x.)

Teorema — 2. Se a fungdo y = £(x) & continua sobre o segmento
[a, b] e se o5 valores nas extremidades deste segmento sdo de sinais
condrdrios, existe, entdo, pelo menos um ponto X = c enlre os pontos
a e b, tal que a fungdo se anule nesse ponto:

fle)=0, =" b,

A interpretaciio geométrica deste teorema ¢ muito simples.
O prifico dama.m-;iu continua y = f (x), reunindo os pontos M, [a, f (a)]
e M.[b, {(5)) onde f(@) <0 e f(b)>0 (ou f(a) >0 e f(b) <O
corta 0 eixo O'x pelo menos num ponto (fig. 52).

I
# |
]
o S
_i!f .ll M: {mffrﬂﬂ
fie)
a [ b | -
al T KA T
fia -1}--
Hffﬂ‘-fﬁ!ﬂ ,f
Fig. 52 Fig. 53

Exemplo —Seja a funglio y = 28 =2, fe=t = =1, Jr=2=§ Esta funcio
& continua ‘:Lbre o segmenta [1, 2]. Logo, existe pe}clr menos um ponio deste
segmento onde a fungio y = x? — 2 sc anula. Com efeito, 1-';-=:.':1: =0 (fig. 53)

Teorema — 3. Seja y = f(x) uma funcao definida e continua sobre
o segmento [a, b]. Se os valores desta fungdo nas extremidades deste
segmento nao sao iguais f(a) = A, f(b) = B. enrdo, qualquer que seja
o mimero p compreendido entre os nmimeros A e B, pode-se encontrar
um pomio x = ¢ compreendido entre a e b tal que f(c) = p.

O sentido deste teorema estd claramente ilustrado pela figura 54.
Neste caso, toda a recta y = p corta o grifico da fungio y =f(x).

Nota — Notemos que o teorema 2 nio é mais do que um caso
particular deste teorema, porque se 4 e B sio de sinais d:fumt?
podese tomar p =0, visto que O estd compreendido emtre A e B.
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Coroldrio do teorema 3 — Se g fungdo y = f
: { Y =1(x) é continua
;:rgvda € se ela atinge o seu valor maximo e minii:g. entdo, ela r::g
Mmenos uma vez qualquer valor interméd i
ey s Wg: lquer valor int, io compreendido entre o

o

Fig. 54 Fig. 55

Com efeito, seja flx)=M, f(x.) =m Considerem segm
1 ' s 05
[x:. x:]. Segundo o teorema 3, a fungdo y = f(x) toma nm{: intcr';'e:]tg
qualquer valor . compreendido entre M e m, Mas o segmento [x,, x,]

Rt : . ;
{ﬁg.ﬂ 5;1}:“ o intervalo considerado onde est4 definida a funcio f(x)

11 Comparacio de infinitamente péquenos
Sejarn a' ﬁ'r 'fl e

vérios infinitamente pequenos dependendo duma m i
v
tmdgndn para zero quando x tende para um ﬁma ?:Tv;r::
infinito. Caracterizar-se-4 a lei segundo a qual estas varidveis tendem
para zero pelo compertamento dos seus quocientes (*),
De seguida, servir-nos-emos das scguintes definighes:

Definicgo— 1. Se o quo:ie.nteg-!m um limite finito e diferente
de zero, isto &, uﬂm%tﬁqﬁﬂ.e.pmmuguintu,limf- = —1=~¢L'J
- - & - ﬁ .4 - 1
m ﬂ:;a mgn;:n:?mte pequencs a« ¢ B dizem-se infinitamente pequenos

mﬂ‘ﬂ_l. a=
pequenos o ¢ 8 dussi: mx. mﬂ-“mh ': e x=>0. Os infinitamente

Il..II:I. £=I|‘_m ﬁ__._ ]
0 ® gLy X -

{*) Suporemos
3fo s anula ng ﬁﬁnmh“,; i.:f'ﬁ“m‘: pequeno que figura em denominador
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Exemplo—2, Os infinitamente pequenos x, sen 3z, 1g 2Zr, 7 Log(l + x)
tho lodos da mesma ordem para x—0 A demonstragiio ¢ idéntica A que

demos para o exemplo 1.

Definicio —2. Se o quociente de dois infinitamente pequmm-g-
% = 0 (e, por conseguinte, l.im% = m),
entio, o infinitamente pequeno # diz-se infinitamente pequeno de ordem
superior em relagde a o ¢ o infinitamente pequeno a diz-se infinitamente
pequenc de ordem superior em relacdo a f.

tende para zero, isto €, se lim

Exemplo—3. Seja a=x @B=2x7 n>] para x=—>0. O infinitaments
pequenc @ € um infinitamenie pequeno de ordem superior em relaglio a a,
porgue

P
lim — == Jim 2" = .
il £ Fa]

Inversamente, o infinitamente pequens « ¢ um infinitamente pequenc de
ordem inferior em relagio a §.

Definigdo—3. O infinitamente pequeno g diz-se infinitamente
pequeno de ordem k em relagdo ao infinitamente pequeno o se B

¢ of 530 da mesma ordem, isto & se Iim—k= A0,
L7

Exemplo — 4. Se a=1x, §=x% entio, g ¢ um infinitamenle pequeno
da terceira ordem em relagio a o quando x—* 0, poTque
1
lim L:l' il =1
seg @ x40 (2

p

Definicdo — 4. Se o quociente de dois infinitamente pequenos —
tendem para a unidade, isto &, se lim E- =1, os infinitamente pequenos
£ e a dizem-se equivalentes e escreve-se a ~ B.

Exemplo—35. Seja a=x e f=senzx com x—0 Oa infinitamente
pequencs = e B slo equivalentes, porgue

lim 222 1.
) X
Exemplo—6. Seja a=2x, B=Log(l + 1) com x—>0. Os infinitaments
pequenos a ¢ B sio equivalentes, porgue

X+l I

{ver 0 exemplo 6 § 9).

Teorema — 1. Se a e @ sdo infinitamente pequenos equivalentes,
a diferenca « — B é, em relagdo a cada um deles, um infinitamente
pequeno de ordem superior.
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Demonstracao — Com efeito,

- .
lim = p=llm(i-%)z1—“m'%=t‘—i=ﬂ~

Teorema — 2. Se a difer is infini
! enga de dois infinitamente pequenos a —
€ um infinitamenie pequeno de ordem superi i <
= = or em relag
eniao, « e B sdo equivalentes. ik

Demonstracio — Seja ljmu—:-t} =0, entio, Iim(i = E) =0 ou
) et
l—llm?':—:ﬂ. ou ainda, I=lim£. isto & ax= g,
. a—f -
Se lu:n—-—ﬁ—=D. entdo, lim E‘._j)=ﬂ. IimE= . isto &,
az f. 4 ;
Exemplo— 7. Scja a=1zx, A=x+a em que x—0. Os infinitamente

pequenos ae @ siio equivalentes, porque a sua diferen
v, 7 = ﬂ
infinitamente pequeno de ordem superior em refagio a :. aﬂu ; Com :nﬂﬂ:

lim P—a =lim f—=lim 2=,
-l & sf T Tsei)
lim 2 =lim = =]j ¥
S TS im =0,
Exemplo —8. Para x— mw os infinitamente pequenocs o = =4 :.B-——1-
. =
241 2 =
sfio equivalentes, porque a diferenga & — g = T'"?“}ii"" um infinita-
mente pequeno de ordem superior em relagio a e ¢ o A. O limite do gquociente =
€ igual a I: ¥
-1
HD'LF-_' li =3 el =1 1
i o e L ) B

1
x

Nota — Se o quociente de dois infinitamente pequenos B ndo tem
e

tem limite ¢ ndo tende o infini & :
sentido indicado. para o infinito, £ ¢ a niio sio comparéveis no

Exemplo—9. Seja a=1x, ﬂ=xm%. em que x—>0. Os infinitamente
B

pequenos o ¢ A nlio slo compardvels, pois que o quu-:i:nu;=umi nio
o

tende nem para um limite finito nem infind
e para o infinito quando x—>0 (ver

A lim
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Exercicios

Calcular os limites seguintes:
P T,
i. Iirll#, Resp, 4.

wes z8.

. Resp. 0.

£all e X

4325004 4
e T e

1424, +n .I\‘.up.%-

. lim =5

LIS 3= =]

=]

2, lim |2 sen r — cos r—+ctg x].Resp. 2.
i

T
i lim (2—}-'- ;i-) Resp. 2.

i
6. lim “': . Resp. 1.

X—w

g lim

Fl=tm1

{a4pelae . 4t i
e = . Resp. 3

Nota— Escrevemos a [drmula (k + 108 — &3 = 3k + 3k + 1 pama

k=0 1 2, .o M 189

03__19—3.12}- 3441
3208 —_3.221 3.2414

(n—1)3—nd

a wm g Wl

In? - 3n 1.

Adicionando-s¢ membro a membro estas jdentidades, tem-se:
(hip =342 L. LAt +3 (1424 0} L (n1),

(1P =3 e 424 ., a4 3

donde

124283, . -n

,oxi4r—1
1. el il
L8 L e S

T |
’ x—ail et -2r

19, lim £ . . Resp, 3,

L | I_l

ih i A ae—l)
i e~ e

T

., Resp. =0,

|_._-_|_

. Resp.

Resp. 1.

o wd L 4ut b
T, e

Reszp. O

1 3
1% lim [-—1_-_:_.--—{_23} Resp. = L.

2. lim —-—“H !JGIP‘TI,-.

¥ -l I -

.. ran—i_—”' +(n+1)

_atntt) @n41)

i
.. dx¥—=2zr—1
10, l_.:i S8 - 37 wan Resp. 0.

{2 fim= =2 Nt

Tl z—2

2* —5r 46 !
Win SoneTl MR

L e - 2
lﬁ.hl_:n_os—--—'-i—u.___u__ 'M_B'

18. lim L-.——-‘+'T_” . Resp. 342,

fi—=1h
2. lim T Resp. n. (n ¢ um inteiro
positivo.) Vi
. Yizr+1—3 2ya
22, lim —L————  Rasp. ——
i Yr—2-13 3
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Form
Resp. 7 oM, Y 21 £

=t VATg_, "o = Vimg Ree 5

Vo ?;"E ti'/'_-;
lim ye o ViFaTaay 1
ZFea T—q ma 8, ;!“E T - Raap. B
lim —--—.____l"i'-z_-3 Resp. |
e T i i
w If-'ﬂ——j
lim pr Resp. 1 quando =%+, —1 quando x—» — o,

. lim (VETi—
M (VEFT— VFZD), Resp. 0

i 1f L3 1
hll:l.:{ :‘"‘i"f}- R’“P- —z—i]l-llndo T=F 4 00, = o8 quando x—» — oo,

sen r
lim = Resp. 1. 32. lim “'-:t__‘h, Resp, 4.

mli
lim— 3 pegp 1 . lim —* =
0 g o) {—cosz RHF' -VE i
Jlrinﬁ rclgz. Resp 1, 36. lim —1—Zcosv . Resp. 1/3.

pr F
az 2

iu:[l—z}tg—z-.lmp.-&-. 38. hlnni%lup-i—'

BN (0 --x) —gen (g —
Eﬂ { = i t}.kup. 2cosa,
lgz—sen z 1
li i
lim 0T Regp, L 4. l.m(l+§)’. Resp. .

Jim (=) e L.

tn (1+2)

lim {n [Log (n+1)—Log n]}. Resp. 1.

6 i (55)" hom .

nt+b
- (9

lim (1+cosz)?™ex pogy oo 47.
Hig

h?

Jm ()"

Log (1 +aaz)
L

. Resp. e,

LIMITE E CONTINUIDADE DAS FUNCOES m

49, ]iﬂnl (143 tg2 x)%"Tx Resp, e,
Tt

. , rym

50, mfiri (cau oy ) . Resp. 1.

M. Resp. | para o —sd-oo, [ para o —3— o,

i, lim
O
" se0 L @
a2, lim , Resp. =,
= e pr B
x
53, lim = = L {a >1). Resp. L oo para F—3>too, () para £ —s— oo,
I

aje-

—1]. Resp. Log a. 55. lim o o

2=+l x

. Resp. a —p,

54, limnfa
Tl—o

56. i O o B=
4 42% —-—M_m . Resp. 1.
Determinar o¢ ponlos de descontinuidade das fungDes:
z—1
1 =—-—__.._R i 'l
§7. v YT e R Pontos de descontinuidade de segunda espécie
PR B=—2 —I0 R

| 1
bs, V=18 Resp. Pontos de descontinuidade de segunda espécie pars z—0 et

t=:t£~' 3 - SN + K

T T e

s 1

B0, Determinar os pontos de descontinuidade da funglio y-l+1= e tragar
o pgrifico desta fungio. Resp. Pontos de descontinuidade de segunda espécie
para x =0 (y =+ @ para X0+ 0, y—> | para x =0 — 0).

i Entre os infinitamente pequenos seguintes {quando x—0) 2%, Vx(I — x),

sen Jx, 1 cos x VgT x, ¥¢ ™ determinar os infinitos pequenos da mesma
erdem de r assim como os infinitos pequenos de ordem superior & de
' ordem inl:rircgr a & Resp. Os infinitamente pequenos da mesma ordem sio

sen Ix e xe""; os infinitamente pequenos de ordem superior sio 2 e

!.r cos x VIgT 1, o infinitamente pequeno de ordem inferior 6 vV x (1 — )
re os infinitamente pequenos seguintes (quando x—>0) determinar os
QuUe sdo da mesma ordem que x:2senx, tgly, xr—3rt, VISF D,

Log(l + x), x* + 3xs R:sp.—;- g 25, x — 39, Log(l + ).

i.'i'ﬂlﬁur que os infinitamente pequenos 1 —x e | — ¥ x sio da mesms
ordem quando x— |, Sin equivalentes? Resp, lu’n Li..-!, logo, csles
p % o

infinitamente pequenocs sio da mesma ordem mas nlo sdo equivalentes
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§ 1. Velocidade dum movimento

Consideremos o movimento rectilineo dum corpo sélido, por
exemplo, 0 de uma pedra lancada verticalmente para o ar ou o do
pistio no cilindro do motor. Abstraindo-nos da forma e das dimensdes

deste corpo, representd-lo-emos por um ponto material

movel M.
A distincia 5 percorrida por este ponlo material
" calculada a partir duma certa posigio inicial M, depende
As [im' do tempo ¢, isto & uma fungio do tempo:
, fo s=1(t). (1)
§
Suponhamos que ao momento t(*) o ponto movel M

s¢ encontrava & distAocia s da posicio inicial M, e

que no instante f+ Af o ponlo se enconlra ma posigo

Fig. 56 M,, & distiincia s + As da posigio inicial (fig. 56). Assim,

durante o intervalo de tempo Ar a distincia s variou de as.

NMeste caso, diz-se que a grandeza s recebeu um acréscimo As, durante
o intervalo de lempo At

Consideremos o quociente %: dé-nos a velocidade média do
movimento do ponto durante o intervalo de lempo arn

As
Vmgdia = — 2
At (2)
A velocidade média ndo estd sempre em condigdes de caracterizar
exactamente a velocidade do movimento dum ponto M no momento r.
Se, por exemplo, 0 movimento é tal que a velocidade do mével, muito
grande em principio, tornando-se muito pequena em seguida, é evi-
dente que a velocidade média nio pode exprimir tais particularidades
do movimento e dar-nos uma ideia certa da verdadeira velocidade do
movimento no instante r. Para exprimir, duma maneira mais precisa, a
verdudeira velocidade com o auxilio da velocidade média, seria necessario
———

{*) Aqui e no seguimento, designaremos a varidvel ¢ o3 valores concretos
ds I8 ¢ wsceptivel de tomar para uma mesma letra.
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escolher um intervalo de tempo At mais pequeno. O limite para o
qual tende a velocidade média, quando At— 0, caracteriza o melhor
possivel a wvelocidade do movimento do moével no instante f. Este
limite chama-se velocidade instantdnea do movimenio:
T (3)
at=o At

Assim, chama-se velocidade instanténea do movimento ao limite
do quociente do acréscimo do caminho percorrido As pelo acréscimo
do tempo Af, quando o acréscimo do tempo tende para zero.

Escrevamos a igualdade (3) sob uma forma mais explicita.

Como:

As=J(t + At) — (1),

i+ At — 78

r= lim : {3
Al=+D Al )

Esta formula did a velocidade dum movimento nio uniforme.
Vemos, entdo, que a nogio de velocidade dum movimento nio uniforme
estd infinitamente ligada A nogllo de limite. S6 a noglio de limite
permite definir a velocidade de um movimento ndo uniforme.

Vé-se, da formula (3'), que v niio depende do acréscimo do tempo,
mas depende de r e da fungio f(1).

Exemplo — Achar a velocidade do movimento uniformemente acelerado
num instante gqualquer ¢ & no instante f=2s, se a lei do movimento for

d -.%gll.

temos:

Resolugdo — Mo instante r temos 1= %p‘. no instante ¢ + Al leremos

5 |-.}.;—% g{l+;ﬂt}|’l_%g{£1-1-2!.-i.r—|—a'itij.
Calculemos Ar:

5#—%3{!2 | 2tAt 4 ar!:-—%;rs-_gm:+-;—gmt.

Formemos o quociente %:

i
As ﬂ,&l+-§ gA? 2 ' .
T Rl L e

temos por definiglo: o ;
p=lim 2= lim gt J,-_,a.s):;;_
A+l '1' Al-wl) 2

Assim, a velocidade num instante qualquer f € igual a v = gf. Quando
r=32 temos (Vit-2=gxX2=98x1=[196m/s
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§ 2. Definicio da derivada

" y=1(x) (1)

uma funcglio definida num certo intervalo., Para cada valor da varidvel x
deste intervalo a funcio y = { (x) admite um valor bem definido.
Suponhamos que se d4 a varidvel x um acréscimo Ax (positivo
ou negativo, nio importa). A fungio y recebe, entdo, um acréscimo Ay.
Assim, para os valores x e x + Ax da varidvel temos respectivamente
y=1{(x) e y+ay=filx+ ax).
Calculemos o acréscimo ay da fungio y:

Ay =F(z + Az) — f(a). (2)

Formemos o quociente do acréscimo da fungio e do acréscimo
da varidvel independente

By _fle+A8n)— /@)

: e @

Calculemos o limite deste quociente quando Ax. tende para zero.
Se este limite existir, chama-se derivada da fungiio f(x) e, designa-se
pela notagio f (x). Assim, por defini¢io,

[ (@)= lim Ay
aAx-—+0

au

F @) lim [EHAD—1@)

Ax==f Ar

(4)

Chama-se, pois, derivada da fungdo y = f(x) em relagio a x
ao limite para o qual tende a ‘razio do crescimento da fungio e o
crescimento da varidvel independente quando este dltimo tende para zero.

Notemos que geralmente para cada valor de x a derivada f (x)
tem um valor determinado, isto & que a derivada € igualmente uma
fungiio de x.

Emprega-se igualmente as seguintes notagbes para designar a
derivada

TR
y1y.1:-rd_i-
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Designa-se o valor concreto da derivada para x = a pela notacio

f(a) ou ¥ |z=a 1 o B
A operagio que determina a procura da derivada duma fungio

{(x) chama-se derivagdo desta fungio.
Exemplo — 1. Seja a funglo y = 22
Calcolar a sua derivada ¥

1) num ponte gqualguer x;
2) no ponlo x=3.

Resoluglo:

1) Quando o wvalor da varidvel independente & igual a x. temos y = x%
Quando o valor da varidvel independente & igual a x + Ax, temos y + Ay =

= {x + Ax)?.
Calculemos o crescimento da fungfo:

Ay (r4 A2 —22=1TrAz 4 (AZ)R
; Ay |
Formemos o quociente —= !
Ay _2;:.5:—}-[41:}’___
E__—.e,!.: —2I+M-
Passando ao limite encontra-se a derivada da fungio:
Ay i
r— 1im —= lim {2z} Az)=2=,
¥ aAzxsn AT ar—-u{ 1
Assim, » derivada da fungio y = ' num ponto arbitririo x ¢ igual a:
y'=12r,
) Para x =13 lemos:
V' pg=2-3=6
1 ;
Exemplo — 1. | St calcular ¥,
Resolugdo — Seguindo a via indicada no exemplo anterior temos:

1 [
et y—!-&u—_r——_'_ﬂ:.

i { .r—.t-—ﬂ..rs_ Az
’Mrh:.r+.f_‘..r x =iz Ax) z{z+Ax)’
N TR

Az z(z+az)’

. ) Ay . i . =
: =:.If-“uﬁba}gn[_:{t+ﬁ=}]_ L
Nota — Fstabelecemos no pardgrafo anterior que se a ligacio
funcional entre o caminho percorrido s por um ponto material mével
e o tempo t & dada pela formula
s=f{£},
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a velocidade v num instante arbitriirio r exprime-se pela formula:

p= lim -'-?-'i= lim fetan—1@ )
at—o At Ad==0 At

Entao
v=2g=f"(t),

isto €, que a velocidade ¢ igual & derivada (*), em relagio ao tempo ¢
do caminho percorrido.

§ 3. Interpretacio geométrica da derivada

Fomos levados & nogio de derivada ao estudar a velocidade dum
corpo movel (dum ponto), isto & partindo de consideragdes mechnicas,
Agora vamos dar uma interpretagio geoméirica de derivada, nio menos
importante,

Para isso, & preciso, antes de tudo, definir a tangente a uma curva
num dado ponto.

Fig. 57

Dada uma curva, seja M, um ponto fixo desta curva, Tomemos
sobre esta curva um outro ponto M, e tracemos a sccante M, M,
(fig. 57). Quando o ponto M, se aproxima indefinidamente do ponto M,
permanecendo sobre a curva, a secante MM, ocupa diferentes posighes
MM',, M,M",, etc.

Se, quando o ponio M,, permanecendo sobre a curva, se aproxima
indefinidamente do ponto M, ndo importa de que lado, a secante
tende a ocupar uma posigio limite definida pela recta M,T, esta recta
€ chamada tangente 4 curva no ponto M, (Mais adiante vamos precisar
o0 que entendemos pela expressio «tende a ocupar.)

{*)} Quando dizemos sderivada em relagio a x» ou «derivada em relagio
ao tempo f» nos subentendemos que duranie o cdlculo da derivada a wvaridvel
independente € respectivamente x ou f, elg.
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Consideremos a fungio f(x) e a curva que lhe corresponde num
sistema de coordenadas cartesianas (fig. 58)

y=7F(x).

Para um dado valor de x, a fungdo tem por valor y = f(x).
Aos valores x e y corresponde um ponto M, (x, y) sobre a curva.

Atribuamos & varidvel x um acréscimo Ax. Ao movo valor x + Ax
da varidvel independente corresponde um novo valor da fungio:
y + Ay = { (x + ax). O ponto correspondente da curva serd M, (x + Ax,
y + 8y).

Tracemos a secante M, M, e designemos
por ¢ o Angulo formado por esta secante com
o eixo dos x positivos. Formemos a relagiio —i—g
De acordo com a figura 58 tem-se:

Ay
Ax

Se agora Ax tende para zero, o ponto M,
desloca-se ao longo da curva aproximando-se .
indefinidamente de M. A secante M, M, move-se ig. @
em volta do ponto M, € o ingulo ¢ varia com Ax.

Se para Ax—0 o fingulo ¢ tende para um limite «, a recta que
passa pelo ponto M, e que forma um fngulo a com o eixo dos x
positivos serd a tangente procurada. Calcula-se facilmente o coeficiente
angular desta tangente:

s M

tge = lim Llgg= lim E:f{.ﬂ
fx—=0 ax-=0 Az
Por conseguinte,
f (@)y=1tga, (2)

isto é, que o valor da derivada ¥ (x) para o valor dado da v:}ridvd x
é igual & tangente do dngulo formado Eda eixp dos X positivos e a
fangente @ curva representativa da fun¢do y =f(x) no ponto corres-
pondente M, (x, ¥).

Exemplo — Encontrar a tangente do dngulo formade pela tangente &
cirva ¥ = x? nos pontos H,(%. %). M, (=1, 1) (fiz 59

Resolupo — Temos segundo o exemplo (1) do § 2 ¥ = 2x. Por conseguinte:

tgu_|=hr'| 1=i: Lgmz..;y"ll_r:_!r:—.'ﬂ.
X= -
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§ 4. Funcdes deriviiveis
Definigio — Se & fungio

il"=f{'t} (1)
tem uma derivada no ponto x = x,, isto & se o limite
Yim 2% _ Hmf{zu+ﬁ$}—f{1ul (2)
ax—d A  Ax— Ax

existe, dir-se-4 que a fungdo & derivdvel para o valor x=x, ou, 0
que equivale ao mesmo, que ela tem uma derivada neste ponto.
Se a fungio tem uma derivada em cada ponlo dum segmento
[a, 4] ou dum intervalo (a, b), diz-se que ela é derivdvel sobre este
segmento [a, b] ou respectivamente neste intervalo
(a, b).

Teorema — Se a fungdo y = f(x) é derivdvel
no ponto X = X,, ela é continua neste ponio.
Com efeilo, se

lim 24— 2,
L0 T
entio,
Fig, 00 2 @)y,
Ax

em que y é uma grandeza que tende para zero quando Ax-—» 0. Ora,
Ay="(x) Az + yAz;

donde resulta que Ay — 0 quando Ax — 0, o que exprime que a fungio
f(x) € continua no ponlo x, {ver § 9, capitulo II).

Assim, nos pontos de descontinuidade wma fungdo ndo pode ter
derivada. A proposigio inversa niio é verdadeira, isto &, se uma fun-
gio y=f(x) € continua no ponto x=x,, nio resulta que ela seja
derivivel nesse ponto: a fungdo f(x) pode ndo ter derivada no
ponto x,, Para justificarmos, consideremos alguns exemplos.

Exemplo— 1. A fungfo f(z) & definida sobre o segmento [0.2] da
seguinte maneira (ver fig. 60): T
fx)== para Dz |,
flz)m2r—1 pamm 1<x 2,

Esia fungio nfo tem derivada no ponto x =1, ainda que secja continua
peste ponto.
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Com efeito para 4x >0, temos:

lim M: lim [2{1_:'!’"3'_”—[2-1—1!‘ lim 2Az -3,
Ax-s0 Az Azl Ar Azl AZ
para Ar < 0, lemos:
g LA =T 0 _ qp BHAST i 25,
Axeei) Az Ax—+0 Ar Ax—0 AZ

O limite considerado depende, pois, do sinal de Ax e, por conseguinte,
a funcio nfo tem derivada no ponto x=1(*). Geomélricamenle isso quer

dizer que no ponto x =1, esta «curvar mnio tem
tangente definida. ¥

A continvidade desta funglio no ponto m= |, iz
resulta de ¥

Ay—Az para Az<J0, _ "
Ay—2az para Ar>0, RS %

e, por conseguinte, independente do sinal de Ax,
ay — 0 quando ax— 0,

Eremplo—2. A fungZo y = ¥'n, cujo gré- 2
fico & dado pela figura 61, ¢ definida e contfoua Fig. 61
para todos o3 valores da varifivel x

Vamos ver se esta fungio tem derivada para x = 0. Para isso, calculemos
o valor desta fungfio nos pontes =0 e x =0+ Ax; para x =0, temos y =0;
para x =0+ Ax temos y + Ay = ¥V (&x), donde

Ay =V (AL .

Procuremos o limite da razio do crescimento da fungiio ¢ o crescimento
da varidvel independente

g
Yy i

tiii 2% 1 Y s s o,

Ax—d AF Az, Bz Ax—i 3 Azt

Assim, & razio do crescimenlo da fungio e o crescimento da varidwvel
independente para x=0 fende para infinito gquando Ax—0 (e, por conse-
guinte, o limite n@o existe). A fungio considerada nio & pois, derivivel no

ponto x=0. A tangente a csta curva [orma neste pooto um fingulo igual a :;_

com o cixo Ox, islo & que ela coincide com o cixe Oy,

§ 5. Calculo da derivada das funcoes elementares.
Derivada da fungiio y = x" para n inteiro e positivo

Para calcular a derivada duma dada fungio y = f(x), deve-se
em virtude da definigho da derivada efectuar as operagDes seguintes:

(*) Segundo a definigio de derivada, o gquocicnle -i% deve tepder para

um limite determinado guando Ax —> 0 independentemente da maneira como Ax
tende para zero.
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1) dar um acréscimo Ax A varidvel x, calcular o valor correspondente
da fun¢do;

¥+ Ay=f(x+ Az);
2) calcular o crescimento correspondente da fungiio:
Ay=[(z + Az) — f(2);

3) formar a raziio entre o crescimento da fungiio e o acréscimo da
varidvel:

Ay _flz+A2)—j(@).
Ax Ax i

4) calcular o limite desta razio quando ax — 0:

7 T Ay _ “mfix-l-ﬂz}—fl'-t]_
ax—0 AT Ax—p Ar

Adoptamos aqui e nos parigrafos que se seguem este processo
geral de cdlculo da derivada de certas funghes elementares. i

. Teorema — A derivada da fungio y = x®, em que n é um niimero
inteiro positivo, é igual a nx®-1, isto ¢,
se y=az" entio, ¥ =nz""1

Demonstracdao — Seja a fungiio y = x*.

(1)

1) Se x sofre um crescimento ax, entio,
V+Ay=(z+ Ax)".
2) Utilizando a férmula do bindémio de Newton temos

Ay=(r+ Az)" —a"=2" %:'_‘ﬁz +

4 ."lf-":‘; ”In—S{M}I.{_‘ . +fﬁm}“ — "

LLIT]

Ay=ns"'Az £ 5‘:‘-’:-';—1}.:-“" (A2)* + ... 4 (A=)™

3) Calculemos o gquociente:

%=nz“_‘ +%T}ﬂz"'=ﬁr+ o (A
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4) Achemos o limite deste quociente:

y = lim . lim [nx“”l—j—n—ur“_’ﬁz-[—...

ax—=0 Ar  Ax—D {-2

g {ﬁ.:}"_l] ESHETY 1

logo, ¥ = nz™-', como se¢ queria demonstrar.

Exemplo—1. ¥ = 2t il': = 51 = Gad, -

Exemplo—2 #=% ¥ =171 =1, y =1.

Este resuliado tem uma interpretacio geométrica muito simples: a tangente
da recta ¥ = x coincide para todos os valores de x com a prdpria recla e,
por conseguinte, forma com o eixo dos x positivos, um Angulo de 45° cuja
tangente & igual a 1.

Notemos que a formula (1) é igualmente vilida no caso em que n
& um numerp fraccionfirio ou negativo, (Isso seri demonstrado no § 12.)

Exemplo— 3. y = V'=.
Punhamos esta funcio sob a forma
i

p=z?,

entiio, segundo a férmula (1) (tendo em conla a nota precedente), tém-se:

1
¥ i
o ] I
oyl
’ i
= —
2V =
Exemplo— 4, y= - =.
T &
Punhamos ¥ sob a forma: 3
y—x °
Entiia, 3 b
¥ =.—3;_Ed_1-=-—ir_§=— 3
i 2 22tz

§ 6. Derivadas das funcGes y = sen x; y = cos x
Teorema — 1. A derivada do senx é cosx, isto é,
se y=senx. entio y =cosx (1T}

Demonstragio — Consideremos na varidvel x um acréscimo Ax.
Entio:

{) ¥+ Ay=sen (x4 Az);
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2 ay={"’+ﬁf}—ﬂx=2m#x

s fn_qfr—iir=2méf.cnﬂ (I +E):
2 2 2
Emﬁ—'rcus(x—f—éf) Im'i—x
.ﬂ-.ﬁ_,:;_ 2 2/, 2 cuq(x—l—‘ix)'
Ar Az AR 24
2
.'5..2!
4) ¥'= lim ar_ lim - £ lim -::Gs(:r-—l——x)
ax-+p Ax Az E Az
2
mas como
-
lim = L
ST I
2
tem-se

¥ = lim cos (.1: - %) = COosT,

T Axesi

A relagio procedente € legitima pelo facto de cosx ser uma
fungio continua.

Teorema — 2. A derivada do cosx é — senx, isto é,
se y=c0sx, entin, y = —senx (TIT)

Demonstragdo — Consideremos um acréscimo Ax na varidvel x.
Enido:

¥+ Ay=cos(zx+ Ax):

Ay=cos (z + Az) — cosz=— 2sent T AT —7
Amf_"‘#z_Em%m (z—|——ﬁ‘§);
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sméf
w__PF L (r),
Ax Ax 2
2
m;’l-l'
b B i E 3 ( a..r)
=1 —= =1 S ety
4 z-.:Tu Ar :.a:—“-‘u Axr S 2
2
= — lim sen(.r+£).
Ax—+ 2

Tendo em consideragiio que sen x é uma fungiio continua, obtemos
em definitivo:

¥y =—senx

§ 7. Derivadas duma constante, dum produto duma
constante por uma fungio, duma soma, dum produto
e da divisio de duas funcies

Teorema — |. A derivada de uma constante é igual a zero, isto é,
se y = C em que C = constante, entio, y' =0 (v

Demonstragdo—y = C é uma fungio de x tal que para todo
o x o valor de y & igual a C.
Logo, qualguer que seja x
y=f{z)=_C,

Consideremos um acréscimo Ax (Ax=40) na varidvel x. Uma vez
que a fungio y conserva o valor C, qualquer que seja o valor da
varidvel independente, tem-se

y+Ay=Jlxr+ Az)="C.
Por conseguinte, o crescimento da funcdo & igual a
Ay=flz+Az) —flx)=10

e a razio entre o crescimento da fun¢io e o crescimento da wvaridvel
independente &

Ay g

Az
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Logo. e Vi
Ax—+0 ﬁ;t

isto &, =10

Este resultado admite uma interpretagio geomélrica simples. O gré-
fico da fungio y = C € uma recta paralela ao eixo Ox. A tangente
a este grifico coincide evidenlemente em todos os pontos com esla
recla e, por conseguinte, forma com o eixo Ox um &ngulo cuja tan-
gente ' ¢ igual a zero.

Teorema — 2. Pode-se separar um factor constante de debaixo
do sinal de derivagio, isto é,

se y=Cu(x) (C =const), entio, y' = Cu'(x) V)

Demonstragdo — Repetindo o raciocinio da demonstragiio do teo-
rema anterior tem-se

y=~Cu(z);
¥+ Ay="~Cu(z+ Ax);
Ay = Cu (z + Az) — Cu(x) =C [u(z 4 Az) — u (2)],

ﬁ=cu|{z—]—ﬂx}—u{x}
Az Az i

v = lim 2 —¢ lim %+ Az) — ey

Az AT Axf Az
isto &,
¥ =Cu'(z).
Exemplo— 1. H=3_J,E1
§ _4 1 L 3 _a
i'=a (T-’::) =3{I erﬂa["—i]l' x -T-—?I Ty
isto &,
gy
p=—
V=

Teorema — 3. A derivada da soma de um nimero finito de
fungées derivdvels é igual & soma das derivadas destas fungdes (*).

(*) A expressioy = u(z) — v (z) ¢ equivalente a y = u (2)+(—1) v(=)
ey = lur)—(—1) piz)]" = u' () +|—V (=] = u' [z} — ¢ (£).
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Por exemplo, para o caso de trés fungles temos:

y=u(@+v@+wlz, y=u(d)+v)+w() (V1)
Demonstracac — Para o valor de x da varidvel independente
y=u-+v4w

(Omitimos a varidvel x na notagio das fungdes para facilitar a escrita.)
Para o valor x + Ax da varidvel independente temos:

y+ Ay = (u+ Au) + (v-+ Av) 4 (v + Aw),

em que Ay, Au, Av, Aw sio respectivamente os acréscimos das fun-
¢bes y, «, v, w, para um acréscimo correspondente Ax da varidvel x.
Por cooseguinte,

Ay  Au E

Ay=Au+4 Av+Aw, —=—+

Aw
Az Az mﬁ Ar '

; . Ay Au Av . Aw
= lim <2 = lim — 4+ lim — 4 lim —
" sz Ar  pz—0 ﬁ.t+r_~.:-—n Az +£ur—-n Az

ou
V' =u'(z) + v'(2) + w'(2).
Exemplo —2. y=31""——,i- .

Vz

4 iy
isto &

;l.u"=12:.’+l l__ .
3 2

Teorema — 4. A derivada do produto de duas fungbes derivdvels
¢ igual ao produto da derivada da primeira funcGo pela segunda mais
o produto da primeira fungao pela derivada da segunda, isto €,

s¢ y = wy, entdo, ¥y = w'v + uv (VID
Demonstragio — Seguindo o raciocinio utilizado na demonstracdo

do teorema anterior, lem-se:
y==ur,

Bt A=t ¢ M)+ Av),
Ay =+ Aue Ar) —uv= Aud 4+ ulv+ Aulv,
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A Au Ar Av
o B An=T .
A T T e
. . Ay ;. Al y Av y Av
= lim —= lim — 1 — 4 lim Au—=
: a::Tu Az mlrfu Az g3 :.:Eou Az # m:To Ax
Av

=(lim E):52-|-uli|]1 E:r-l- lim Au lim —

Ax—0 ax—0 AT Ax—0 Ax—0
(uma vez que w e v nio depende de Ax).
Consideremos o dltimo termo do membro direito
lim Au lim éE‘
Ax+0 Ax-+0 Ax
Sendo u(x) uma fungiio derivdvel, também é continua. Entio,

lim Auw = 0, Além disso,
Ax—sl)

Assim o termo considerado € igual a zero, ¢ temos por fim:
¥y =uv+ul,
Este teorema permite obter sem dificuldade a regra de derivagio

do produto de um nimero qualquer de fungdes.
Assim, se considerarmos o produto de trés fungdes

Y=uvw,
pondo-o sob a forma do produto de u e de (vw), temos:
Y =o' (vw) + u(vw) =w'vw 4 u (vVw + vw') = u'vw + av'w + oew.

Este processo permite obter uma férmula andloga para a derivada
do produto dum nimero qualquer (finito) de fungdes. Se y = ww;
ova My, o EOLRO,

=ty .., Uneglint-Uslly oo Ung?n oo by o0 gl
Exemplo—3. Se y = x*senx, entfo
y'=(28)' senz 422 (senz)’ =2rsen z4-z2cosz,
Exemplo—4. Se y = vV xsenxcosx entlo,

v'=(1/z) sen rcosz+ YV (senz) cos a4 Vrsenz (o= 1)

= 2{5 snzcoszt Vreoszcos x4 Tsen [ —senz)-

- : §EN 2 008 2-|—'|,/; [co8? r—sent 1) = o

EV; &"/;

- ‘VE cos 2r,
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Teorema — 5. A derivada duma fraccao (isio é, da divisdo de
duas fungdes) é uma fracgdo cujo denominador é igual ao quadrado do
denominador da fracydo considerada e o numerador ¢ igual a diferenca
do produto do denominador pela derivada do mumerador e do produto
do numerador pela derivada do denominador, isto é,

M . Wp—uy
se y=—, entdo y = —. (VIII)
v e

Demonstragio — Se Ay, Au e Av forem respectivamente os acrés-
cimos das fungbes y, u, e v para o crescimento Ax da varidvel x, temos

u+ Au
Ay = i
¥+ Ay i te
v+Ae uw vhAhu—uhv
Ay =- — — — = .
v+ Ar v viv-4 Av)
vAu—ulAr  Au Av
Ay Ax __ Az Ax
Az v(v4 Av) p(r+ Av) '
oa —uE uiil:|:|§—m|1mﬂ—Lr
) Ay . Az ax-—=n Ax ax—=0 Az
= lim — = lim —_ .
ax—+0 Ax a0 v(v+ Av) e lim (v Av)
Ax—=D

donde, tendo em conta que Av—0 guando Ax —0(*), temos

BY—ur
T3
—_— f=
Exemplo—5. Se v T entio,
o (2% cos z—z3 [cos x)' = Jricosr4-c¥sen
W= CoEe x cus? x

Nota — Se a fungio considerada é da forma

*) I.!’.m.ﬁ;=ﬂ porgue v(x) ¢ uma funglo derivivel e, por comseguinie,

Ax=s

contloua.
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em que o denominador ¢ uma constante, em vez de utilizar a for-
mula (VILI), para calcular a derivada, € preferivel utilizar-se a formula (V):

. . Y. Aok
I :(Eu) ZEH. =E.--1

Claro que este resultado pode ser igualmente obtido com a ajuda
da formula (VIII)

Exeniplo —6. 5S¢ y = g « entfio,

, fcosx)”  semz
E e e e

§ 8. Derivacio duma funcio logaritmica

Teorema — A derivada da fungio loga x € iguul a %. loga e, isto é,
se y=log,z, entdo y = i—luga e. (IX)
Demonstragdo — Se ay for o crescimento da fungio y = logax

para um acréscimo correspondente Ax da varifivel x, entdo:
¥+ Ay=log, (z + Az);

Ay=log,(z + Az) —log, z =1cngn'r—-|_-£-r = log, (1 + E) 3
x

o
Ay | ( A.r)
—_=—Tapr. 11 =
Ar Az e +:

Multipliquemos e dividamos por x a expressio do segundo membro
da dltima igualdade;

A , LR A A \aE
e —--T-Iagu(i+—‘)=ltogu(1 +1“—‘) ¥
i 1 oL fo

Designemos a quantidade — - pora. E evidente gue « — 0 quando
Ax tende para zero para um dado valor de x. Por conseguinte,
Ay | 1

— = —log. (1 a
= ) g1 4+ =)
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Ora, sabemos que (ver § 7, cap. 1)
1
lim (1 +a)@ =e,

-+

Se a expressio que figura sob o sinal do logaritmo tende para
o nimero e, o logaritmo desta expressio tende para logae (em virtude
da continuidade da funcio logaritmica). Donde temos, finalmente:

y' = lim ﬂ;liu:t :

g i
L = = | - D
e log, (1 + ) = log, e.

Considerando que logae = podemos por a férmula obtida

Loga
sob a forma:

Notemos um caso particular importante desta formula: se a = e,
entdo, Loga = Loge =1, isto &

s¢ y=Logz, enldo, y'=-‘5. (9,4

§ 9. Derivada duma funcio composta

Seja y = f(x) uma fungio composta, isto € que pode ser escrila
sob a forma:
y = F(u), =l

ou ainda y = F[p(x)] (ver § B, cap. I} MNa expressio y = F(u), u
chama-se varidvel intermedidria.
Estabelegamos a regra de derivagio duma fungio composta,

Teorema — Se a fungdo u = ¢ (x) tem uma derivada w's = ¢’ (x)
no ponto X e a fungio y = F (u) tem uma derivada y., = F' (0) para o
valor correspondente de u, eni@o, no ponto considerado x a fungdo
comporta y = F [¢ (x)] tem igualmente uma derivada igual a

yo=F, () g’ (x)
onde u deve ser substituldo pela expressio u = ¢ (X). Mais simplesmente
Vi = Yils,
isto é, que a derivada duma fungio composta é igual ao produto da

derivada desta fungio em relagio @& varidvel intermedidria U pela
derivada em relagdo a x da varidvel intermedidria.
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Demonstragio — Para um dado valor de x teremos:
u=g@ y=~Fu).
Para o novo valor x + Ax da varidvel x, tem-se
w4 Au=uq(z-4 Az), y-+ Ay=F(u+ Au).

Assim ao crescimenfo Ax corresponde um crescimento Au ao qual
corresponde por sua vez um crescimento Ay; além disso, quando Ax — 0
teremos A — 0 e Ay — 0. Por hipdtese,

Ay
l _—= Ju
Liril'] 5” '
Desta relagido e segundo a definigdo de limite temos (para Au 5= 0):
Ay .
s LA ’ 1
T +a (1)
onde « = 0 quando Au — 0. Escrevamos a igualdade (1) sob a forma
Ay =y, Au 4+ alu. (2)

ﬁ.h igualdade (2) é igualmente verificada para au =0 qualqu:r
que seja @, visto que neste caso ela se transforma em identidade 0 =
Para Au =0 poremos « = 0. Dividamos todos os membros da lgua]-
dade (2) por ax:
Ay . Al e’_'m
o MO ; (3)
Ax o Az E..r
Por hipdtese,
. Au 5 :
lim — =g, lim =10,
ax—0 Ax Ax-s
Passando ao limite na igualdade (3) quando Ax — 0 temos:
Ve=1y, 1y cqd. (4)
Exemplo—1. Seja a fungio y = sen(x!). Calculemos y.. Escrevamos
esta fungio sob a forma de fungio composta da seguinte maneira;
Encontramos: i , W=
Yy =cosw, u, = 2z
Por conseguinte, segundo a férmula (4)
Ve = yub; = cos u-2z,
Substituindo u pela sua expressio em x, temos finalmente:
¥z = 2z cos (%),
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Exemplo—2. Seja a fungio y = (Logx}. Calculemos yr . Podemos pbr
esta fungdo sob a forma:

y=u u= Logs.
Encontramos: a2 |
w0 V= Ny

L T
yu=3u:=" H:h;.
Por conseguinte, 6 60
fo = dul? Ti-ﬂ:!{Lu; X_!’%-. = j:'{a, -
Se a fungio y = f(x) puder ser posta sob a forma
H=F‘:u}1 u=g(v), v =Pz,

o cdleulo da derivada y’x pode ser efectuado aplicando sucessivamente

o teorema precedente.
Em virtude da regra que acabamios de demonstrar temos:

V= Yiltz:
Aplicando este teorema para calcular v’z temos:
Uy, = Uyl
Substituindo a expressio de «’; na igualdade precedente temos:
Yo = Yullo¥% (3)
ou
Yz = Fy (1) @5 (v) ().

Exemplo — 3. Scja a fungio y = sen [(Log x)?]. Calculemos vy Ponhamos
esta funglo sob a forma seguinte:

y=senu, u=uvd, v=Logs.
Encontramos:

V=008 1y g =3Jvt, pa';:-:?_

Por conseguinte, temos em virtude da formula (5):
TR L 1
V= y'"uul.?r':ﬂ [cos H}L”? W

ou finalmente:
iy =—cos [(Log x)].3 (Log =)* l; '

Motemos que a fungio considerada s& € definida para x>0
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§ 10. Derivadas das funcdes y = tg x y = cotg x, y = Log| x|

|
Teorema — 1. A derivada da fungao 1gx é igual nm,iﬂa é,

- 1
se y=1gx, entdo, yy = —5—. (XI)
. cos" T
O o5 }
Demonstragao — Como
sen x
S
CoO8 I
temos em virtude da regra de derivagio das fracgdes [ver formula (VIID),
§ 7, cap, HIL:
-_{mnz}'cusz—senz{ms:r]'__
N oS X
__coszcosr—senz(—senz) cos*z +sen’zs 1
i cos’ x cos* x cos®
3 1
Teorema — 2. A derivada da fungdo cotgx € igual a — —
&I
isto £, .
= colg x, entdo, ¥y = — . {XIT)
se y=colgx y =
Demonstragdo — Como
COsST
= "
sen
entio,
. fcosz) senxr— cosr(senz)
sen’r '
SN ISEN T —COSTEOST sen’r fcos’z 1
ik sen’z = sen®r senz

.E.:.Jrempl'a — 1. Sa y=1gV 5 entio,

e R TR R
y_cus‘lv;-r {VI}_E‘V._: post |z
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Exemplo—2. Se y = Logcolgs enifio,
1 i 2
(i)~ =
Teorema — 3. A derivada da fungdo Log|x| (fig. 62) € igual
a % . isto &

L1 A |
2 ._m{ctg:} BT

1
se y = Log|x|. entiio, y = — . (XII1)

Demonstragdo —a) Se x>0, entio, |x|==x, Log|x|=Logx
e, por conscguinte,
1

y=—.

£
b) Seja x <O, entfio, |x|= — x. Mas
Log | x| = Log (—a).
{Notemos que se x < 0, entio, — x> 0.

Fig. 62

Ponhamos a fungio y = Log(— x) sob a forma duma funcio
composta pondo

y=Loguy; u=-—=z.

Entio,
gt d gty oy =
L3 - x
Logo, para os valores negativos de x encontramos ainda a formula
1
L e

Assim, a formula (XIIT) estd demonstrada para todos os valores
de x=-0. (Para x =0 a fungio Log|x| nio & definida) . .
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§ 1L Funcio implicita e sua derivada

Suponhamos que os valores das varifiveis x ¢ y estio ligadas
entre s por uma equagdo que designaremos simbdlicamente por

F(z, y)=0. (1)

Se a fungdo y =f(x) definida oum intervalo (a, b) €& tal que
substituindo a equagdo (1) y por f(x) esta equagdo se transforma em

-z ol R 5
Fig. 63 Fig. 64

uma identidade em relagio a x, entio, a fungio f(x) é chamada fungio
implicita definida pela equagdo (1).
Asgsim, por exemplo, a equagio:

2Ly —at=0 (2)
define implicitamente as funches elementares scguintes (fig. 63 ¢ 64):

y="Va — 2, (3)
P~ @
Com efeito, depois de ter substituido y por estas expressoes.
a equagdo (2) transforma-se puma identidade:
(g —2) —a'=0.

As expressdes (3) e (4) foram obtidas resolvendo a equagio (2)
em relagdo a y. Mas nio é sempre possivel encontrar a forma explicita
duma fungdo implicita, isto é, que nio & sempre possivel exprimi-la
sob a forma y = f(x) (*) em que f{x) é uma fungio elementar,

Assim, as fungdes definidas pela equagio

Y—y—2='=0
ou

DERIVADA E DIFERENCIAL 85

ndo se exprimem com o auxilio das fungbes elementares, isto é, que
ndo se podem resolver em y por meio das fungbes elementares.

Nota—1, Notemos gque os lermos fungdo implicita e fungao
explicita caraclerizam o modo de expressio da fun¢io dada e nio a
natureza desta.

Toda a fungio explicita y = f(x} pode seér posia sob a forma
duma fungio implicita y — f(x) = 0.

Indiguemos agora a regra que permile encontrar a derivada duma
fungdo implicita sem a ter préviamente posto sob a forma explicita,
isto &, y = f(x).

Suponhamos que a fungio é dada pela equacio

Pyt —at=0.

Se v é a fungio de x definida por esta equagio, entio, csta
iltima transforma-se em identidade.

Derivando os dois membros desta identidade em relagio a x,
e supondo que y € fungio de x, temos (segundo a regra de derivagio
das fungbes compostas):

E‘T _I'_ 25"5"'= T]r

donde: -

== v
Notemos que se tivessemos derivada da fungio explicita cor-
respondente
y= 'lrfﬂz —
teriamos tido
z .

==
Vat — 2 y
isto €, 0 mesmo resultado.
Consideremos ainda um exemplo de fungdo implicita:
P —y—a=0
Derivemos em relagiio a =
6y’y —y — 22 =0,

donde
2z

T —1
Nota— 2. Os exemplos considerados mostram que para calcular

o valor da derivada duma fungio implicita para um valor dado da
varidvel x, & preciso conhecer igualmente y para este valor de x.

i’
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§ 12. Derivada duma funcio poténcia quando o expoente &
um nimero real gqualquer, derivada da fungio exponencial e da
funciio composta exponencial

Teorema — 1. A derivada da fung@o X, onde n é um numero
real arbitrdrio, é nx™-3, isto é,

e ¥=32" entio y'=nz""". 1

Demonstracdo — Seja x > 0. Tomando o logaritmo da funcio dada,
temos:
Logy=nLogz.

Derivemos os dois membros da igualdade obtida (em relagio a x)
supondo que y & uma fungdo de x:

N
F—n -I_l ¥ =in T 2
Substituindo y pelo seu valor y = x®, temos definitivo:

¥ =nz""".

Demonstra-se facilmente que esta férmula é também verdadeira
para x < 0 se x™ tem um sentido (*).

Teorema — 2. A derivada da fungio a* em que a > 0 é a* Log a,
isto é,

s¢ y=—a" entio ¥ =a" Loga. (XIV)
Demonsitragdo — Tomando o logaritmo da igualdade y = a%, temos:
Logy==zLoga.
Derivemos a igualdade obtida supondo que é fungiio de x:
%-y'=Lugﬂ: '=yLoga
ou
¥ =a”" Loga.
Se a base do logaritmo a = ¢, entidio Loge = 1 ¢ temos a formula
y=¢e, y==¢" (XIV)

(*) Anteriormente (§ 5. Capitulo I1I) demonstramos esta férmula para
0 cawo de n inteiro positivo. Ela estd demonstrada agora para o caso geral
(para todo o nimero n constante).
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Exemplo— 1. Seja a funglo
y =
Escrevamo-la scb a forma duma funcgio compesta introdurindo a varidvel
intermedifria uw:
il' - du! = :"n

entlo, .

' "
iy = a7, by = 2x.

¢, por comseguinte, AR )

Chama-se fungdo composta exponencial a toda a fungio exponen-
cial em que a base e exponente sio fungdes de x, por exemplo, (sen x)*.
ez, = (Log x)*, eic., e em geral toda a fungiio da forma

y=lu {..r}]H‘“ ="
¢ uma fungio composta exponencial.
Teorema — 3.
Se y=u", entio y =" 'w + u"v’ Logu. (XV)
Demonstragio — Tomemos o logaritmo da fungio y:
Logy= vLoge.

Derivando esta igualdade em relagio a x, temos:
1

4 1 L '
—gp' = e <2 hog

Y=y (,’ti -+ z"lamzu)
i

Substituindo y pela expressio ¥ temos:
y=ru""'w+u"v Logu.

donde

Assim, a derivada duma fun¢iio composta exponencial compreende
dois termos: obtém-se o primeiro supondo no decurso da derivagio
que u &€ uma funglo de x ¢ v uma constanfe (isto €, considerando w®
como uma funclo poténcia); obtém-se o segundo termo supondo que v
¢ uma funglio de x ¢ ¥ uma conslante (isto €, considerando w* como
uma func@o exponencial). .

Exemplo—2. 3¢ jj - =¥, entlio,
4 p' = zr*-t (') + =F (') Log 2

W' = 2+ r* Loga = 2% (1 + Log z).




o8 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Exemplo—3. Se y = (semx) =*_ entlio,
y' = 2% (sen )1 (sén 1)’ + (seng)*™ (2%)' Logsen r =
= z¥ (sén )= cos = + (senz)=* 2r Log sén =z

O processo aplicado neste pardgrafo para caleular a derivada
consiste em procurarmos primeiro a derivada do logaritmo da fungdo
dada; este processo & frequentemenle empregado para encontrar a
derivada de certas fungbes, visto gue, muitas vezes, ele simplifica os
cilculos,

Exemplo — 4. Seja calcular a derivada da fungio

y L2 V=i
EEEr

Resolugdio — Tomando o logaritmo desta expressfo temos:
Log y=2 Log {z —1—‘.[}-[—-12- Log(¢—1)—3Log (z4-4)—=.

Derivando os dois membros desta igualdade, encontramos

g 2 1 3
T_:+i+2{z—l]_:+4_i'
Multiplicando por y e substituindo y pela expressio ht__i‘} :!_l £
lemos:
B

2 1 3
(AP = [:+1+2J:—n_:+r’]'

Nota— A expressio FE = (Log y)', a derivada do logaritmo nepe-
riano da fungio dada y = y(x), é chamada derivada logaritmica.

§ 13. Funciio inversa e sua derivada

s y=f(z) (1)

uma fun¢io crescente (fig. 65) ou decrescente definida no intervalo
(a b) (a<<b) (ver § 6, cap. I). Seja f(a) =c, f(b) =d.

Para fixar ideias consideremos uma funclio crescente.

Tomemos dois valores diferentes x; ¢ x, do intervalo (g, b). Em
virtude da definicio das funcdes crescentes, resulta que se x, < x. ©
¥i =f(x), ¥ ={f(x), entdo y, < y.. Logo, a dois valores diferentes
X, € x; correspondem dois valores diferentes ¥, ¢ y, da fungdo. Inversa-
mente, 5& ¥y. < ¥ € ¥ =f(x), ¥» = {(x,), resulta da definicio das
fungbes crescentes que X, < Xx;. Assim, se estabelece uma correspon-
déncia biunivoca entre os valores de x e os valores correspondentes de y.
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Considerando os valores de y como os valores da varidvel inde-
pendente ¢ os valores de x como os valores da fungfo, obtemos x
em fungio de

=gy (2)

Esta fungiio é chamada fun¢@o inversa da funcio y = { (x). E evi-
dente que a fungdo y =f(x) é a fungio inversa da fungio x = ¢ (p),
Demonstra-se por um raciocinio
anilogo que a funglo decrescente
admite também uma fungio inversa.

Nota—1. Limitar-nos-emos
a citar, sem a demonstrar, a pro-
posicio seguinte: se a funcio cres- :
cente (ou decrescente) y = f(x) & Ty % Sy
continua sobre o segmento [a, &] e ‘ :
flay=c. f(b)=4d, entdo, a fun-
¢io inversa ¢ definida e continua Fig. 65
sabre o segmento [e, d].

Exemplo — 1. Seja a funglio ¥y = % Esta fungio € crescente no intervalo
infinite — @ < x < + @, ela tem vma fungio inversa x = V¥ (fig. 66)

¥l 2 o
I,-'r/#— ) T y=er
I‘I.I:Q'y/,-'
Fig, 66 Fig. 67

Notemos que se encontra a fungdio; inversa x = y¢(y) resolvendo
a equagio y = f(x) em relagio x.
Ezemplo — 2. Seja a funglo y = e%. Esta funglo & crescente no intervalo

lofinito — = < x < + oo. Ela admite para funglio inversa x = Logy. O dominio
de definiglo da funcio inversa & o intervalo 0 <y < o0 (fig. 67).
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Nota—?2. Se a fungio y = f(x) nio é nem crescente nem decres-
cente sobre um intervalo, ela pode ter virias fungbes inversas (*).

Exemplo—3. A fungiio y =z? & definida no intervalo infinito — o <
<x< + m, Ela nfo & nem crescente nem decrescente ¢ nio admite funglo
inversa. Mas se considerarmos o intervalo 0 < xr < oo, vemos gue esta fungio
£ crescente neste intervalo e que a sua funclio
inversa & x= V' ¥. No intervalo — @ <x <0
a fungio & decrescente e admite por fungio
inversa a funglo x= — V¥ (fig. 68)

Nota—3. Se as fungdes y = f(x) &
x = ¢(y) sio respeclivamente inversas, o
seu grifico é uma mesma curva. Mas, se
designarmos de novo a varidvel indepen-
dente da funcio inversa por x e a fungio
por y e se tragarmos o grifico destas duas
funghes relativamenle a um mesmo sistema
Fig. 68 de eixos de coordenadas, obteremos dois
grificos diferentes.

Vé-se facilmente que estes grificos sdo simétricos em relagio &

bissectriz do primeiro quadrante.

Exemplo — 4. Sobre a figura 67 tragamos os grificos da funglo y =%
fou o de x=Logy) e a sua funglio inversa y = Logx estudadas no exemplo 2.

Vamos demonstrar agora um teorema (ue permite encontrar a
derivada da fungio y = f(x) conhecendo a derivada da sua fungio
inversa.

Teorema — Se a fungdo

y=1F(2) (1)
admite wma fungi@o inversa

r=q(y) (2)
em que a derivada ¢’ (y) num ponto dado y é diferente de zero, entao,

a fungdo y = f (x) possui no ponto correspondente x uma derivada f' (x)
1

igual a _ ; isto é, que temos a fdrmula:
¥ ()
ey == (XV)
q (1)

{*) Salicotamos, uma vez mais, que ao dizer-s¢ que y ¢ uma fungio
de x, subentende-se uma dependéncia univoca entre ¥ & X
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Assim a derivada de uma das duas fungies reciprocamente inversas
¢ igual ao inverso da derivada de outra fungio no ponto considerado (*).

Demaonstragdo — Derivemos os dois membros da igualdade (2)
em relagio a x, supondo que y € uma fungio de x (**):

1=q"(y) ¥z,

donde
U s
el
Notando-se que ¥: = f' (x), obtemos a formula (XVI) que pode-
mos por sob a forma:
i |

yxz—:.
Iy

O resultado obtido possui uma ilustragio
geométrica muito simples, Consideremos o gréfico
da fungiio y = f(x) (fig. 69).

Esta curva seri também o grifico da fun-
¢io x = ¢(y) em que x € a varidvel dependente
e y a varidvel independente. Consideremos um
ponto qualquer M (x, y) sobre esta curva. Tra-
cemos a tangente & curva neste ponto. Designe-
mos respectivamente por « ¢ f os Angulos for- Fig. 69
mados por esta tangente com os eixos positivos
Ox ¢ Oy. Segundo os resultados do § 3 relativos & significagio geo-
métrica da derivada deduzimos:

rm=mm} 3
? (y)=1tgph. o

Resulta imediatamente da figura 69 que se a < %. enido

=

— .

ta] &

(*) Quando escrevemos f (¥) ou ¥'x, supomos que durante o cdlculo da
derivada a varidvel independente € x; igualmente, quando escrevemos ¢ (¥) ou
¥, supomos que duranie o cdleulo da derivada a varidvel independente & ¥.
Motemos que depois de ter derivado em relogio a y devemas substinuir ¥
pela expressio (x) do segundo membro da férmula (XVI)

(™) Du!uto,prunmmmnquiam:dlhhnﬂnd:xhhhl-
cllamente pela equagio x—o(¥) =0
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5¢ a> F.,:. , vé-se facilmente quef = %’—1 — o. Por conseguinte,
lemos sempre

tgp=ctga,
donde
tgatgfp=tgoctga= |
ou
tgp

Substituindo tg a e tg 8 pelos seus valores deduzidos da formula (3)
vbtemos

. 1
e g
§ 14, Funcdes trigonométricas inversas e suas derivadas

1) A fungdp y = arcsenx.
Consideremos a fungdo

x=seny M
e tracemos o seu grifico tomando para eixo Oy a vertical ascendente
(fig. 70).

Esta fungio € definida no intervalo
infinito — = < y < + . Sobre o segmento

= E-__-:;y.ginfun;inx=smy£ cres-
y-are senx 2 2
cente ¢ os seus valores preenchem o

segmento — 1 < x < 1. Eis porque a fun-
gio x = sen y tem uma funciio inversa que
se designa por

y = arcsen x (*).

4

\ 2 Esta fungiio é definida sobre o segmento
T80 i — 1< x< 1 e os seus valores preenchem

Fig. 70 0 segmento —%eﬁ; y< %-0 grifico da

fungio y = arcsenx & representado sobre a figura 70 por um trago
a cheio.

(*} Motemos que a igualdade y = Arcsenx bem conhecida em trigono-
metria nio & mais do que outra forma de escrever a igualdade (1). Aqui
Lp::;xdudu]ydeﬁmuomhnudmvﬂumhhgﬂmw}umd

B X
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1
Teorema — 1. A derivada da fungdo arcsenx ¢ ]?i—_-.;, isto

&, s8

= |
¥ = arc sn x, entao, }"=—'-—_—

Vi—2
Demonstragio — Em virtude da igualdade (1) temos:

(XVIID)

¢
Iy=cosy.

Segundo a regra da derivagio duma fungio inversa

‘ i 1
o == f
I, cosy
mas
cosy=V1—seny—=11_—_z"
logo
1
y=——.
{2

Tomamos o sinal + ant2s da rafz, porque a fungio y = arcsenx
14
toma os seus valores sobre o segmenlo — G <y < E.;- £ que por coo-
seguinte cosy = 0.

Exemplo — |, ¥y = are sen ¥,

i 5
V= (") = ——.
Vi—(p Vil—em)
Exemplo — 1. Y
= (amsdn —__i;)' "
_-a'=zarciml 1 (}_)'=_—m zamml.._._..!_.. .
x i T V=1

7": T

- 3

2) A fungio y = arccos x.

Consideremos como anteriormente a fun¢io

IT=cos}y (2)

¢ tracemos o seu grifico orientando o eixo Oy segundo a vertical ascen-
dente (fig. 71). Esta fungiio é definida no intervalo infinito — 0 <y <
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< + w0, A fungio x = cosy & decrescente sobre o segmento 0 < y < =
e tem uma fungio inversa que se designa pela notagio

= arc cosz.

Esta funcio ¢ definida sobre o segmento — 1 < x < 1, Os valores
desta fungdo preenchem o intervalo = > y = 0. O grifico da fungio
y = arc cos x estd representado sobre a figura 71 em trago cheio.

1
Teorema —2. A derivada de fungdo arc cos x € _]T_}"*"
isto é, 1
s¢ y=arccosx, enlio, Yy = ——F—— - (XVILD)
y y V12
Demonstragdo — Encontra-se segundo a igualdade (2):
x,= —sen y.
p Por conseguinte,
1
1
o ¥r= 1—.= = '
x5 sen i V1 —cos®y
= Mas cosy = x, donde
il ! 1
y=mrreosr = Ve 58 i

Na igualdade seny = }'1— cos® j toma-
mos o sinal mais antes da ralz, porque a
fungio y = arccosx estd definida sobre o
segmento 0 < y < = € que, por conseguinte,
Fig. 71 seny = 0.

Exemplo — 3, y = ar¢ cos (lg x),
1 ' 1 1
b L = — :
Y Vi—tgts i Vi—igez vostr
3) A fungo y = arctgx.
Consideremos a fungio

r=1gy

e tracemos o seu grifico (fig. 72). Esta fungdo & definida para todos
os valores de y, excepto os valores y=(2k+ 1) J—;— k=0 =1,
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+2, ...). A fungiio x = tgy € crescente no int:wn]u—g-{y -:::% e
admite neste intervalo uma fungdo inversa que se designa por
y=arc tgxr
Esta fungio é definida no intervalo — oo < x < + wo. Os valores
da funglio preenchem o intervalo — 11:2 <y< -‘% O gréfico da fungdo
y =arcigx & representado sobre a figura 72 com trago a cheio,

1
-+ x

Teorema — 3. A derivada da fungdo arctgx é i , isto &
i
s¢ ¥ = arctgx, entdo, ) :1_-;-_::5" %E“y
XIK) -~
Demonstragio — Encontra-se ——/_ﬂ Aﬂy/_

segundo a iguaklade (3)
1

costy

Iyz

Por conseguinte,

= l’ = C'ﬂﬂrﬁ’-

Ty
mas B T ) (L S
5 1 , S i
ety =—— = 5}
sec'y 1412y Fig. 72

visto que tgy = x, obtemos finalmente:

1
B + 2
Exemplo — 4, y = (arcig x4,

p'=4arctg z)3 (arc tg o)’ =4 (arc tg x)%- -

1+
4) A fungio y = arccolgx.
Consideremos a fungdo

r=uctgy. {"H

Esta fungiio & definida para todos os valores de y exceplto os
valores y=kr (k=0, =1, =2, ...). O grifico desta fungio estd
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representado, sobre a figura 73. No intervalo 0 < y < = a fungio
x=vcolgy € decrescenie ¢ tem uma fungdo inversa que designamos

pela notagdo:

IEVRUPRIRE 1, . -, S y=arcctgz.

Esta fungio '€, pois, definida no
intervalo infinito — e <x< + = ¢
os seus valores preenchem o intervalo
>y >0

I-ctg y

Y=arcetg x F
¢ Teorema —4. A derivada da

N _% I fﬂﬂ"&ﬂ arc colg x é —ﬁ , isto é,
AT ‘.’L--__Q se y = arccolgx,
' 1
Fig. 73 entdio, y' = Ry (XX)

Demonstragdo — Deduz-se da igualdade (4):

= — z
sen- y
Por conseguinte,
. 1 1
yxz—m“y=—- - _——
cosec’ y 1 +etgty
Mas
clgy==z.
Logo,
i i |

§ 15. Quadro das principais formulas de derivacio

Reunamos em um quadro dnico as principais formulas e as
regras de derivagio que demonstramos nos pardgrafos precedentes:

I = const, y =0
Fungdo poténcia;

==z, Y=oz,
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em particular,
y——V;:, i =L_;
2Vz
1 |
y=— _——
z' ¥ ™
Fungdes trigonométricas
jj = sen z, Yy =cosz,
J=coszI, y=—8enzx
1
y=1tgz, ¥ Sr————|
cos*x
=ctgz Bie=— :
y=clgz, =
Fungdes trigonométricas inversas:
. 1
}f = arc sen x ¥= ;
; V-2
[ =A&rc cosx W= !
' Vi-2'
y=4am lgx = 1
(] !+:1
y=arcctgzr b"———;-
3 A {42
Fungiio exponencial:
y=a", ¥ =4a" Loga;
em particular,
p=7e, ==,
Funcdo logarftmica:
y= log, x, y'=;~lugd £
em particular, g
y=Logz, gl
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Principais regras de derivag@o:

y="Cu(a), ¥=Ci'(2) (C=const),
y=1u-+ v—w, y=u+4v—uw,
y=u-v, Yy =u'v-4uv,
y—E y._u'v—-uv'

L -
i:‘;‘}‘ji. } ye = 1o (u) @2 (),
y=u", ¥ =wu""'u 4 uv Logu.

_ Se y=f(x), x=¢(y) onde f e ¢ sio duas fun¢des reciprocamente
inversas, entdo:

Fizy=s S ) y=f ().

® ()
§ 16. Funges dadas sob a forma paramétrica

Sejam dadas duas equagdes:

=),
y= (o), 1y

onde f varia sobre o segmento [T, T.]. A cada valor de ¢ correspondem
dois valores x e y (supomos que as fungdes ¢ e ¢ sio univocas). Se
se considera os valores de x e de y como as coordenadas dum ponto
de um plano Oxy, a cada valor de ¢ corresponderd um ponto bem
determinado desse plano. Quando r varia de T, a T, este ponto descreve
no plano uma curva. As equagdes (1) dizem-se equagoer paramétricas
desta curva, onde t é chamado pardmetro e o processo que permite dar
a curva pelas equagdes (1) diz-se paramétrico.

Suponhamos em seguida que a fungiio x = ¢ (f) admite uma fungio
inversa 1 = & (x). E, entdo, evidente que y é uma fungio de x:

y="p[ (2)]. (2)

Assim, as equacbes (1) definem y em fungio de x e diz-se que
a fungio y de x é dada sob a forma paramétrica,

A relagio y = f(x), exprimindo a dependéncia directa de y em
funglio de x, obtém-se eliminando o parimetro ¢ nas equagdes (1).
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As curvas dadas pelas equagbes paramétricas sio frequentemente
empregadas na mecinica, Por exemplo, se um ponto material se
desloca no plano Oxy e se se conhece as leis do movimento das
projecgdes deste ponto sobre os eixos das coordenadas,

=g (L), } Yy
y = t) el

onde o pardmetro ¢ é o tempo, as equagbes (1°) slio, entiio, as equagdes
paramétricas da trajectéria do ponto movel. Eliminando destas equa-
¢hes o parimetro 7, deduz-se a equagio da

trajectoria sob a forma y = f(x) ou F(x, Y
y) = 0. Consideremos o problema seguinte.

Problema — Encontrar a irajectdria e o
ponta de impacto dum corpa pesado langado
dum avifio deslocando-se & velocidade horizontal
v, & altitude y, (pode-se desprezar a resisténecia ¥
do ar)

o

Resalugio — Escolhemos o sistema de coor- == g T
denndas indicado sobre a figura 74 supondo_que
o corpo ¢ largade do aviio no proprio insfante Fig. 74
em que ele corla o eixo Oy. B evidente que a
a deslocagio horizontal do corpo serd um movimento uniforme & velocidade

constanfe vyl
x = iyt

A deslocagio vertical dum corpo que cai sob o efeito da gravidade
exprime-se pela formula:
F- g’f’ 3
Lopdss >
Por conseguinte, a distincia do corpa 3 terra em qualquer instante

exprimir-se-d pela férmula "

y=lh——%5 -

As duas equaghes

serio as equagdes paramétricas da trajectdria, Para eliminar o parmetro
liramos o valor de ¢ da primeira equagio, e substituimos o valor f = — pa

segunda equago. Entfo, a equagio da trajectdria toma a forma:

=
by

— i — g 2
= |y x=,
F=No q.ﬁ

E a equagio duma pardbola cujo vértice é o ponto M0, ¥,) e o
eixo de simetria coincdde com o eixo Oy.
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Calculemos a grandeza do segmento OC. Designemos por X a abcissa do
ponto C; notemos que a ordenads desle ponto & y = 0. Substitiindo cstes
valores na f[drmula precedente temos:

n:.-fﬂ_ £ X3,

05

tonde

§ 17. Equacdes paramétricas de certas curvas

Clrewlp — Seja um efreulo de raio r cujo ceniro se enconira na origem

das coordenadas (fig. 75) -
_ Designemos por ¢ o fingulo formado pelo taio que vai ter a um ponto
arbitririo M (x, y) da circunferéncia e o eino Ox Pode-se, entlio, exprimir as

LN

Fig. 75 Fig. 76
coordenadas dum ponto arbitrdrio da circunferdncia com o auxilio d -
metro + da maoneira seguinte: g
Ir—=reost,
y=rsent,
Estas so precisamente as equagdes paramétricas do circulo. Se elimi-
narmos destas equagles o parimetro r obteremos uma equagio do circulo na

qual entram sbmente as varfdveis r e ¥, Adicionando estas equagdes paramé-
tricas depois dc as termos préviamente elevado l.u:«qmuii‘a.ndu:m:r.:nln,u:«:u;gI

} Ll B 7

22yt 2 (pps? ¢ LieNE 1] FTLpd

Elipse — Seja dada a ecquagio da clipse

e

Fagamos at T (1)

T = acos (2
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Substituindo esta expressio pa eoquagio (1) encontramos; (27)
¥ = bsen¢.
As equagles 2
r=acosl, 0 an
y-—bmr.} s

sio as equagbes paramélricas da elipse.

Elucidemos o sentido geqmétrico do parimetro 1. Tracemos, tomando a
origem como centro, dois circulos de ralos @ ¢ b (fig. 76). Seja M (zx, y) um
ponio da elipse e seja ¥ um ponto do circulo grande tendo a mesma abcissa
que M. Designemos por ¢ o dngulo formado pelo raio OB e o eixo Ox, Resulla
imediatamente da figura 76:

sx=0P=gcost [é a equagio (2], CQ = b sen 1.

Conclulmos ¢  igualdade (2) que €@ =y, islo ¢, gue a recta CM &
paralela ao eixo O

Por conseguinte, nas equagbes (2) ¢ é o dngulo formado pelo raio Pﬂ' €
o eixo das abcissas. Chama-se por vezes ao fngulo r &ngulo de excéntricidade.

Fig. 77

Cicloide —- Chama-se cicloide 4 curva gerada por um ponio situado sobre
uma circunferéncia que roda, sem escorregar, sobre uma recta (fig. 77

Suponhamos que o ponto mdbil M da circunferincia se encontra no
comepo do movimento na origem das coordenadas. Determinemos as coordenadas
do ponie M depois da circunferéncia ter gerado um dngulo t Designemos por a
o raio desta circunferéncia. Vé-se dn figura 77, que

r— 0P =0R — PR,
mas como a circunferéncia roda sem escorregar
OB = MB = at, PB= MK —= usint.
Por conseguinte,
Omn, r= at— asen t = a (f —sen 1.

p=MP=KB=CB—CK =a—acost= a{l —coai

As equagdes
r=a(l—3en ), 0<t<on @)
p=0 (1—cos 1), } i

Mo as equacdes paramétricas da cicloide. Quando ¢ varia de 0 a 2w, o ponto M
descreve um arco da cicloide,
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Eliminemos o parimetro | destas equagbes a fim de determinar a depen-
déncia directa existenle entre ¥ ¢ x. A funglie y =a (1 —cosr) admite sobre
o segmento 0 g w uma funglio inversa;

0—
= fre cos ’ .

Substituindo esta expressio de + na primeira das equagfes (1) enconlramos:

a—y

ik

s —
£ Qe GO i Ry

— @ Sen {nrccmt

f=ua Arc oo

“—L —VZag—yF para 0.Lx < mal

Vé-sc directamente da figura 77 que para 7o § 1 § 27a
a—y
[

x—?.m—(aarr.ms — |V lay—y ].

MNotemos que a fungio
= g (f —sen f}
admite uma funglo inversa que nfo se exprime com o auxllio de funghes
elementares.

Nota— 1. O exemple da cicloide mostra que ¢ por vezes mais fdcil
estudar as fungdes ¢ as curvas dadas sob a f[orma paramélrica que sob a
forma da dependéncia directa y de x ou x de »

Asiroide — Chama-se astroide & curva
cujas equagles paraméiricas sio as seguinfes:

r—uacosdf, 1

0= 2. §
y—asendy, | Vs b= 20 ()

Elevando oz dois membros destas equa-
gBes 4 poléncia % e adicionando-os membro
a membro deduzimos a dependéncia directa
entre ¥ e x;

2 3 2
.r-""_—'y T —a? (cos? t|-sent{),
ou
Fig. 78 ¥T+FT=‘1T- (5)

Veremos no seguimento (ver § 12, capltulo V) que esta curva tem
exactamente a forma representada sobre a figura 78. Esta curva pode ser definida

como a trajectdria descrita por um ponto duma dreunfergncia de raio -:— rodando

sem escorregar sobre uma outra circunferéncia de raio o (o pequeno circulo
ficando constantemente no interor do grande) (ver fig. 78)

Nota— 2. Notemos que as equagbes (4) e (5) apenas definem uma sd
fungiio ¥ = f(x). Elas definem duas fungBes continuas sobre o segmento
—a%x% +a Uma delas apenas toma walores nlo negativos ¢ a outra
apenas valores nio positivos.
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§ 18. Derivada duma funcio dada sob a forma paramétrica
Seja uma fungio y de x dada pelas equagdes paramétricas:

=1 (1),
y=1p(1), } hr< T )

Suponhamos que estas fungdes siic derivéiveis e que a funcio

= ¢(f) admite uma fungdo inversa =@ (x) igualmente derivivel

Neste caso a fungdo y = f(x) definida pelas equagbes paramétricas
pode ser considerada como uma fungio composta:

y="yp (), t==0 (z),

em que t é uma varidvel intermedidria,
Segundo a regra de derivagio das fungbes compostas tem-se:

Ve= Ytz =1 (1) D;(2). (2)
Resulta do teorema relativo A derivagio das fungbes inversas que:

1
D (1) = —— -
e @1 (2)
Substituindo esta expressio na formula (2) resulta:
_y®
9" (#)

x

ol

_ W

Y 2,
Esta férmula permite calcular a derivada y'x da fungio paramé-
trica, sem conhecer explicitamente a dependéncia entre y e x.

Exemplo—1. A fungfio y de x & dada pelas equagBes paramétricas:

r=agcosl,

ymmn} O<t<A). )
Calcular a d:tiﬁlh% : 1) para ¢ qualquer; 2) para f=-r.

Resolugdo,

(XXI)

. |nsem i)’  acost

W ¥e= (acost)” = —aseny

=—clgt;

- R LS
Ellur:hl_%- ctg -=—1.
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Exemplo —2. Encontrar o coeficiente angular da tangente A cicloide
= gt—seny
y=af(l —ecosn
num ponto qualquer (0 <t < 27)

Resoluplo — O coeficiente angular da tangente ¢ igual em cada to
2o valor da derivada Y, neste ponto, isto & i i e

i v
——,
X, =f
Mas
ri=a (i —cos 1), yy=awen i,

Por conseguinte,
t )
G § 2 sen E COs -2--

Ta(i—cosf) dged
]

Y2

=cig =1ig (i::-—

ba| =
rs] =

L

Assim, o coeficiente angular da tangente & cicloide & igual em cada
ponte 4 tg (%_%] , em gue { € o wvalor do parimetro correspondents

neste ponto. Mas isto significa que o fngulo o formado pela tangente & o

eixo dos x & igual a —;-_zi {para os valores de r compreendidos entre
—=a e 7){").

§ 19. Funcdes hiperbélicas

Nas numerosas aplicagdes da andlise matemética encontra-se

f;'equmtm:nt: :s combinagdes das funghes exponenciais tais como
7 (* —e e 5 (¢* + ¢ *) Considera-se estas combinagdes como novas

fungbes que se notam como se segue:
£ —

-
senhr = —— | \'

Hj
cosh r =

e e =
5 .

(*) Com efeito, o coeficiente angular € igual & tangente do Angulo «
formade pela tangente & curva e¢ o eixo Ox. Razio porgue
n {
wa=tg(5—7)

n ' ; 3 t
€ a=—p— pana todos os valores de ¢ lais que %_T estd compreendido

entre O e .
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A primeira destas fungdes é denominada sero hiperbdlico, a segunda
coseno hiperbdlico. Estas duas fungdes permitem definir duas outras

senh x cosh x
igh = e cotghx = -
cosh x senh x
mh;=£=;—: tangente hiperbdlica
ot 1)
colg x = Z:—'i_e—:; cotangente hiperbdlica
—¢
E evidente que as fungdes senhx, coshx, ighx sio definidas
¥ para todos os valores de x. Todavia
- ' a fungio cth x € definida para todos
valores excluindo’'o ponto x = 0.

Os grificos das fungdes hiper-
balicas estio representados nas figu-
ras 79, 80 e 81,

Resulta da definigiio das fungbes
hiperbdlicas senh x e cosh x [for-
mula (1)] que acabamos de dar

Fig. 70 Fig. 80
identidades andlogas Aquelas que verificam as fungDes trigonométricas:
cosh? x — senh*x = 1, (2)
cosh (a + b) = cosh acosh b 4+ senh asenh b, (3)
senh (a + b) = senh a cosh b + cosh a senh b. (39
Com efeito,

x ~xf\e - xS
cmh’.t—unh'x=(g _:E )—( : )=

22—,
- 4 i
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Notemos que

b —a=h
mh{n+b1=fﬂ%-—
encontramos:
—ga.. & L a - b-_ —b
T A . ik . i S il I o I P

2 2 2 2
_.EH-"}‘# + f—ﬂ"'ﬁ‘__r_ El‘l-—ﬁ_i_e--d'—h + fﬂ+h e E'. ath t_a—ﬁ + {'_d_h
¥ 4

g+ b —a—h
- f%_:' cosh (a + b).

Demonstra-se duma maneira andloga a identidade (3.
A expressio «fungdes hiperbolicas» € devida ao facto de as
fungdés senh t e cosh 1 conterem nas equagdes paramétricas da hipérbole

D—y'=1
o mesmo papel que as funcBes sent

e cos! nas equagdes paramétricas do
chculo

gl

mz_g'_yz =1,

Com efeito, eliminando o pard-
metro [ entre as equaghes

r=cost, y=2sent

y=othr

enconlra-se:
2* + y* =cos't | sen® ¢
ou

24 y*=1 (a equagio do circulo).

Do mesmo modo, as equagdes,

x = cosht, y = senh ¢
Fig. 81 sio as equagbes paramétricas da
hipérbole.

Com efeito, elevando ao quadrado os dois membros destas equa-
¢oes e subtraindo a segunda da primeira, tem-se:

x* — y! = cosh*t — senh?r.
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Visto que a expressio que figura no membro diveito ¢ igual 3
unidade em viriude da formula (2), tem-se em definitivo:

I‘.‘_y2=1‘

isto & a equagdo da hipérbole.

Consideremos o circulo da equagdo x* + »* =1 (fig. 82). Nas
equagdes x =cosf, y=sen! o valor numérico do parimetro ¢ é
igual ao ngulo ao centro AOM ou ao dobro da superficie § do
sector AOM, visto que 1= 25,

g4

Fig. 82 Fig. 83
Indiquemos, sem o demonstrar, que o parimetro f, que entra
nas equaghes paramétricas da hipérbole
x=cosht, y=senh,
¢ também numeéricamente igual 2o dobro da firea do «sector hiperbSlico

AOM (fig. 83),
As derivadas das fungdes hiperbolicas sio dadas pelas formulas:

1
(senh x)’ = cosh x, (tgh x) = -
cosh® x

(XXII)
(coshx) = senhx,  (cothxy = — ;
senh® x
que resulta directamente da definigio das fungdes hiperbblicas; por
exemplo, para a fungio senhx — “_;4 temos:

(senh xy = (Ex _;_I)' e —;.de = cosh x.
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§ 20. Diferencial

Seja y = f(x) uma fungio derivivel sobre o segmento [a, b].
Df.i-:iniu-sc a derivada desta fungio no ponto x do segmento [a, b] pela
relagdo:

o g ;
I — :
ﬁ:E]u Azx I'la)

A
O quociente &-—i para Ax— 0 tende para um nidmero determi-

nado ' (x), e, por conseguinte, difere da derivada f' (x) duma guantidade
infinitamente pequena:
Ay

Ea,_z-__f.{ﬂ + a,

onde a—0 quando Ax-» 0. Multipliquemos todos os termos desta
igualdade por Ax; temos:

Ay=71(2) Ax 4 aAxz, (1)

Visto que em geral f5£0, o produte # (x) Ax é, para x constante
e Ax varidvel, uma quaniidade infinitamente pequena da mesma ordem
que Ax quando Ax — 0. Em contrapartida, o produto eAx é sempre
uma quantidade infinitamente pequena de ordem superior em relagio
a Ax, visto que

. mAr .
lim —= lim a=0.
Ax-wg AT Hx—=

Assim, o crescimento Ay da fungio y compde-se de dois termos;
o primeiro [para ' (x) 5= 0] é chamado a parte principal do crescimento,
¢ uma fungiio linear de Ax. Chama-se diferencial o produto £ (x) ax
¢ designa-se pela notagio dy ou df (x).

Assim, se a fun¢io y =f(x) admite uma derivada ff(x) no
ponto x, chama-se diferencial desta fungio e nota-se dy o produto da
derivada f'(x) neste ponto pelo crescimento da varidvel independente Ax:

dy =1{'(z) Az. (2)
Calculemos o diferencial da fungio y = x. Neste caso
y'={I}r‘= 1..,

€, por conseguinte, dy = dx = Ax ou dx = Ax. Assim, o diferencial dx
da varidvel independente x identifica-se com o seu crescimento Ax.
A igualdade dx = Ax poderia ser tomada para definicio do diferencial
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da varifivel independente, ¢ o exemplo precedente mostra claramente
que esta definicio nio contradiz a definigio geral do diferencial duma
fungiio. Para todos os casos a formula (2) pode ser posta sob a
forma:

dy = _'r [I} dI.
Mas resulta desta relagio que
ra==2.

Por conseguinte, a derivada ' (x) pode ser considerada como o
quuciente dos diferenciais da fungdo e da varidvel independente,

Voltemos 4 expressio (1) que segundo (2) pode ser transcrita
como segue:

Ay =dy 4+ Az, (3

Assim, o crescimento da funcio difere do diferencial desta funglio
por uma quantidade infinitamente pequena de ordem superior em
relagio a Ax. Se f(x)==0, entiio, eAx é também um infinitamente
pequene de ordem superior em relagio a dy e

PPNE.. ST LTV | -t

ax—0 dy sx—= | (2) Ax ax—0 [ (2)

Eis porgue, se usa frequentemente em certos célculos numéricos
a igualdade aproximada

Ay == dy,
ou sob a forma explicita
flz+ Ax) —f(z) = [ (2) Ar.
o que simplifica os cdlculos.
=EI-EMFIE-'— 1. Encontrar o diferencial dy e o crescimento Ay da funclo
¥y = x%:

11 para os valores arbitrdrios de x ¢ de Ax;
1) para x =20, Ax = 0,1

Resolugdo — 1) Ay = (= + Az — 2* = 22 Az + A%,
dy—{z2)" Ar=12z Az,
2) 8s =20, Ar=0,1, entfo,
Ay =2.20.0,1 4+ (0, 1)2 —=4,04,
dy=2:20-0,4 =4,00,




120 CALCULD DIFERENCIAL B INTEGRAL

O erro cometido substitwindo Ay por dy € igual a 0,01. Em numerosos
casos pode-sc avalid-lo insignificante em relagio a Ay = 4,01 ¢ desprezd-lo,
O problema apresentado & ilusirade pela figura 84

Para os cAlculos numéricos utiliza-se igualmente a igualdade apro-
ximada que resulta de (5).
flz+ Az) = f(2) + ' (2) Ax. (6)
Exemplo —2. Sejn f(z) = sen x, entdio f (x) = cos x. MNeste caso a igualdade
aproximada (5) torna-se:
Az sen (x + Ax) = sen x + cos x Ax (7

242 Az Calculemos o valor aproximado de sen 46°.
|~ “ — . T
Ponhamos =45 T Ar=1"= 2,
fpgm o A
467 =454+ 1= TR T
Reportando-nos em (7) temos:
- ra S W oo . K
sen 46 _itn( T+ BD)_HH 3 +¢08 =5
ou
7 £y
Fig. 84 un.ﬁﬁ“=£+ yz =

T e N

=0,70711 +0,7071-0,047 =0, 7194,
Eiemplo=13. Se se ple x=0, Ax=e na formula (7), tem=sc a igual
dade aproximada
SEN X == .

Exemplo—4. Se f{x)=1g({x), temos em virtude da [drmula (6} a
igualdade aproximada:

tgfz Azl = tgzd

|
Soat 3 Az,
para x=0, Ax=a lemos:
lpo=ua,
Exemplo—5. Se f(x) =V, resulta da férmula (6):
1
r+Ax= x4 Ax,
VEFRisyE 2Vz

Pondo r=1], Ax=ga lem-se a igualdade aproximada:
ViTastysa,

O problema do cdlculo do diferencial € equivalente ao da deri-
vada, visto que multiplicando esta dltima pelo diferencial da varidvel
independente, obtém-se o diferencial da fungio. Eis porque a maioria
dos teoremas relativos 4 derivada sdo vélidos para o diferencial. Por
exemplo:

O diferencial da soma de duas fungoes diferenciais u e v é igual-
mente a@ soma dos diferenciais dessas fungdes:

du 4 v) =du - dr-.
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O diferencial do produto de duas fungdes diferenciais u e v é
dado pela férmula:
d (ur) = u dv + vdu,
Demonstremos, por exemplo, a dltima férmula. Se y = wv, entdo,
dy = v’ dr = (uv’ 4 vu’) dz =uv' dz + ' dz,

mas
vdr=dv, 'u'dr=du,

donde,
dy =udv 4 vdu,
Duma maneira andloga se poderia demonstrar igualmente outras
formulas, por exemplo, a do diferencial do quociente de duas fungdes:

W pdu —udy
so V= ""4 entdo, dy = 3 :

Eis alguns exemplos do cilculo do diferencial.
1
Ex!mpfa—ﬁ. j.l:l‘,,g’.'l-'r dy_—2t.gzm—.:d.r,
i |

. SN Y
2VifLogr <

Determinemos o diferencial duma fungio composta. Seja:
y=f), uw=g@) o y=flp)]
Em virtude da regra de derivagiio das funcbes compostas

Exemplo—17. y=11+Logz, dym

Y fow (@

dy = fi (u) ¢ (z) dx.

Ml.hp' () dr = du, donde
dy = " (u) du.

Assim, o diferencial duma fungdo composta exprime-se da mesma
maneira como se a varidvel intermedidria u fosse uma varidvel inde-
pendente. Por outras palavras, o diferencial duma fungdo f(x) ndo
depende do facto de x ser uma varidvel independente ou uma funcdo
dwma outra varidvel. Esta importante propriedade do diferencial que
consiste na invariabilidade do diferencial sera na sequéncia largamente
utilizada.

Por conseguinte,
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Exemplo —8. Seja a funglio y = sen |/Z. Calcular dy.

Resolugio — Coloquemaos esta funclo sob a forma duma fun¢io composta:

y=8EOu, u=- ]z,
enconiramos:

dy r=gog u 1,_ dr:
b P

i 2
mais 5V dx = du, donde se pode escrever
dy—rosudu @ dy=cmf'|,/:]d{1'f;j_

§ 21. Interpretaciio geométrica do diferencial
Consideremos a funcio

§=/f{x)

€ a curva correspondente (fig. 85).

Tomemos sobre a curva y = f(x) um ponto arbitrdrio M (x, ¥)
¢ lracemos a fangente & curva neste ponto. Designemos por & o
fingulo (*) que esta tangente forma com o eixo dos x positivos, Demos

r x«dr I

Fig. 85 Fig. 86
a varidvel independente x um crescimento Ax: entio, a fungiio sofre
um crescimento Ay = NM,. Aos valores x + Ax, y + Ay corresponde

sobre a curva y = f(x) o ponto M, (x + Ax, y + Av).
Deduz-se do tridngulo MNT qll.lc Bk

NT=MNtgu;
visto que

lga=f(z), MN= Az

™ Sﬂfﬂrﬂn que a funcfo f(x) tem uma derivada finita no ponto x,
lem-5e .;&%1
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enian, NT =['(2) Az;

mas em virtude da definigio do diferencial f (x) Ax = dy. Assim,
NT <dy.

Esta ultima igualdade exprime que o diferencial da fumpdo 1(x)
correspondente aos valores x e Ax é jgual ao crescimento da ordenada
da tangente d curva y = £(x) no ponto x dado.

Resulta directamente da figura 85 que

M, T = Ay — dy.
Segundo o que foi demonstrado anteriormente, temos:
H_p{} quando Ax—1)

NT

Nio & preciso pensar que o crescimento Ay é sempre maior
que dy. Assim, sobre a figura 86,

;ﬁy:ﬂflhr. dy=NT. mas ﬂy{dﬂ.

§ 22. Derivadas de diferentes ordens

Seja ¥ ={(x) uma funciio derivivel sobre o segmento [a, B].
Os valores da derivada ' (x) dependem geralmente de x, por outras
palavras a derivada ' (x) é também uma funcdo de x. Derivando esta
funcio, obtemos a derivada segunda da fun¢io f(x).

" A derivada da derivada primeira chama-se derivada de segunda
ordem (derivada segunda) ou derivada de ordem dois da funglo inicial;
designa-se pelo simbolo ¥ ou " (x).

¥'=(yY=f"(z).
Assim, se y = x°, entfo,

y".z :—'”-": y"_—_, {5,1‘,']-'= Eﬂl‘:

A derivada da derivada segunda chama-se derivada de terceira
ordem (derivada terceira) ou derivada de ordem itrés; designa-se pelo
simbolo ¥ ou ' (x).

Generalizando, chama-se derivada de ordem n da foncio f(x) &
derivada (de primeira ordem) da derivada de ordem n — 1; designa-se
pelo simbolo y'™' ou fim (x):

¢ =" ="
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(A ordem da derivada é posta entre paréntesis para evitar qual-
quer confusio possivel com o expoente ao qual esta fungio é elevada.)
Designa-se igualmente as derivadas de ordem quatro, cinco, efc.,
com ajuda dos algarismos romanos: ™V, y¥, y¥%, ... Neste caso, €
desnecessério empregar o paréntesis. Por exemplo, se y = x%, entdo,

y = 5z, y" = 202, "= 60z ¥ = p =120z, y¥ = y® =

=12u. y[‘}:y‘“: haG =

Exemplo—1. Seja dada a funglo y = ¢*= (k= const) Enconirar a
expressiio geral da derivads de ordem a,

R!’ﬂ!l‘r‘ﬂ"-‘ y":ﬁ‘ﬁ“. ﬁl"=kli.'|"=. - ym}=kﬂ.ti‘:#_
Exemplo—2. y=senx. Encontrar y' '

Resolugdo.
] —cue-:_m[.ﬂ—,)
§" = —se0 r—8en [.r-l 2%)
y*® — —cos r—%e0 {::—1—3—‘}-]

! n
[i”' — SN r =8N [I-{ {T

S

= gu[;Tn %) :

Obtém-se duma maneira andloga as formulas que dio a derivada
de ordem n de certas fungbes elementares. O leitor calculard facilmente a
derivada de ordem n das fungbes y = x*, y=cosx, y = Logx.

As regras indicadas nos teoremas 2 ¢ 3 do § 7 podem ser facil-
mente alargadas ao caso geral das derivadas de ordem n.

Em particular, encontramos as férmulas:

{u + U}h‘i]’ oy utﬂ-]‘ + v{]‘l-‘.l. {cu]fl‘l}= Cﬂ{":.

Vamos estabelecer a formula (dita formula de Leibniz) que per-
mite calcular a derivada n do produto de duas fungdes u(x) v (x).
Para obter esta formula calculamos sucessivamente as derivadas pri-
meiras a fim de estabelecer a lei geral que d4 a derivada duma ordem

qualquer m:
y=uu,
¥ =uv+4uv,
y.-:- = u"]} + ur}}i + u-u.- + ]_I.Lr" _— u"ﬂ‘ + 2[.', I."r + HU'J‘,
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y’ll=quiu+uf-ruJ+k-fuf+ m‘lupl + u"u"_}_u::l.,‘:
—u"'r 4 3uY + v ue™,
yw=uwu+4u’":=' 6 k' v,

Vemos que a lei de formagio das derivadas ¢ vilida para as
derivadas de qualquer ordem e se enuncia assim: € necessirio desen-
volver a expressio (u + v)* pela formula do binémio de Newton
¢ substituir no desenvolvimento os expoentes de u ¢ de v pelas ordens
correspondentes das derivadas; além disso, os expoentes zero (W° =
=" = 1) que entram na composicio dos termos extremos do desen-
volvimento devem ser respectivamente substituidos pelas fungbes u
ou v (isto & pelas ederivadas de ordem zeros):

y{nl = {H!'J{N] =“1r||!__+ HH‘“_IJE".{-
alin—A1) s in)
ee—— R 71 - i
+ 02 =

- E precisamente a férmula conhecida sob o nome de férmula de
ibniz.

A demonstragio rigorosa desta formula é baseada no método de
inducdio (isto &, supondo que a férmula é verdadeira para a ordem n,
demonstra-se que ela o é ainda para a ordem n + 1).

Exemplo—1. y = eo=x®. Calcular a derivada ymy,
Resolugdo,

..........

uh =gt E, r.l‘"=t."lv=,..=[l.

™ —atei®a? L nm“"r”’-h-{-ﬁ%ﬂ aTeTE 2,

o g™ = #9% [aPr? 4 2pa™ -1z n (n—1) a" 2.

§ 23. Diferencials de diferentes ordens

Seja y = f(x) uma fungiio da varifvel independente x. O diferen-
cial desta funcio
dy = f (x) dx

an:mah:ngiud:x.massﬁufaﬂmf’(x}depmdudax:ow
factor dx é o crescimento da varidvel independente x e niio
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do valor de x. Visto que dy é fun¢iio de x, estamos no direito de
considerar o diferencial desta fungio.

Chama-se diferencial segundo ou diferencial de ordem dois duma
fungio o diferencial do diferencial desta fungfio, com a notaciio d®y:
d(dy) = d*y.

Determinemos a expressio do diferencial segundo. Em virtude
da definicio de diferencial temos:
dy = [/ (x) dx] dx.

Visto que dx ndo depende de x, podemos retirar dx de debaixo
do sinal da derivagio e temos:

'y = [ (z) (dx)".

E costume omitir os paréntesis quande se anota o grau do
diferencial. Assim, escreve-se dx® em vez de (dx)* tendo em vista o
quadrado de dx; em vez de (dx)* escreve-se dx®, elc.

Do mesmo modo, chama-se diferencial terceiro ou diferencial de
ordem trés o diferencial do diferencial segundo:

A’y = d (d) = [{" (x) d=*) dox = | (z) do’.
Generalizando, chama-se diferencial n ou diferencial de ordem n
o diferencial primeiro do diferencial de ordem (m — 1):
dnrli:d.{du—]y}'Elf{n' llix} d-tu_]}rd.l'.
d"y =" (2)dz", (1

Os diferenciais de diferentes ordens permitem exprimir as deri-
vadas de qualquer ordem sob a forma do quociente dos diferenciais
das ordens correspondentes:

5 _u!'y_ e Eﬂ nl =,ﬂ i
! [T]—Eu fix) d.z" Rl f (x) dz"

E necessirio anotar, todavia, que as férmulas (1) e (2) (para
n > 1) s6 sdo vilidas no caso em que x & uma varidvel independente (*).

(*) Contudo, escrevemos fambém a igualdade (2) no caso de x nfio ser
uma varidvel independente; mas neste caso devemos considerar as expressbes i

dr?

i ;;Tflm uma forma simbdlica de nolaglio das derivadas correspondentes.
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§ 24. Derivadas de diferentes ordens das funcdes implicitas e
das funcbes dadas sob a forma paramétrica

1. Mostremos com um exemplo concreto como se deve calcular
as derivadas das diferentes ordens das fungBes implicitas.
Suponhamos que a fungdo implicita y de x & dada pela igualdade:
= gt
— 4+ =0 (1)
a! + 5E
Derivemos em relagiio a x os dois membros desta igualdade, con-
siderando y como funcio de x:
2z 2y dy
e e R
i » dr
donde encontramos:
diyf Fr

dz .:fy g

Derivemos de novo esta dltima igualdade em relagio a x (tendo
em vista que y € funglio de x):

Substituamos aqui a derivada dy pela sua expressio lirada da

igualdade (2); temos dx
b!

PR o ot b whny
oy__ oy
dz* a’ ¥

ou, depois da simplificaciio:
dy B (a4 )
dI'_‘ aiy.']: S

Resulta da equagio (1) que
ﬂ'lyﬁ._i_ b=1'!=ﬂ=b=.
¢ a derivada segunda pode-se por sob a forma:
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Derivando esta udltima expressio em relagio a x encontramos

2. Calculemos agora as derivadas de ordem superior duma fungdo
dada sob forma paramétrica,

Suponhamos que a fungio y de x é dada pelas equagbes para-
métricas seguintes:

I=¢|l‘_”. } 3
Ry h<t<T, (9)

em que a fungio x = ¢ (1) admite sobre o segmento [, 7] uma fungio
inversa 1 = & (x). ;

No pardgrafo 18 demonstramos que, neste caso, a derivada d_i é
dada pela formula:

dy
o S (4)
dr  dr

dt

3
Para calcular a derivada de ordem dois, g-&%*deﬁvm (4) em
relagio a x tendo em vista que r € uma fungio de x:

gy 9y
dy _df de | d[ dt |dt (5)
dt  dz| dz dt \ da | de
dt dt
mas:
dy h-d(@) @-d(ﬂ) dr dy _ dy dz
d| @ | @t gt \Nae) ar dt \de) ar a dr ait
“e) ) = )
dt dt dt
dt 1
dr  dz
dt
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Substituindo estas altimas expressdes na formula (5) temos:

Pode-se dar a esta Gltima férmula uma forma mais compacta:
dy e ) — (g ()

dr [ (0)F
Duma maneira andloga pode-se encontrar as derivadas
dy  dy
sl . —. etc,
@ a

. Exemplo—Seja a fungdo y de x expressa pelas equagBes paramétricas
seguintes:
r=ugcost, y= Hwn i
dy dy
Calcular as derivadas 7 ' g2 °

Resolugdo,
dr dtr
dr= ARl o =—acost
dy oo dn ;
-&!-_!:«ﬂus:. F_—hu‘nl,
dy  boost i
dz~ —Zmnt g TEE
di,,.u__ {—asent){—beent)—(becos ) (—acost) - b 1
dzt [(—aseni)? ot memig "

§ 25. Interpretacio meclnica da derivada segunda

A distincia s, percorrida por um mével animado dum movimento
de translagio, exprime-se em fungio do tempo t pela férmula:

g={f(1). (1)

Cumu‘ vimos ji (ver § 1, cap. II), a velocidade v dum mdvel
num dado instante é igual & derivada em relagio ao tempo da disténcia
percorrida;
ds
e

=

(2)
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Suponhamos que no instante ¢ a velocidade do mével € igual
a v. Se o movimento ndo é uniforme durante o intervalo de tempo Ar,
contado a partir do instante 1, a velocidade variard e sofrerd um cres-
cimento de Av, )

Chama-se aceleracdo média, no intervalo de tempo Af, o quociente
do crescimento da velocidade aAv pelo crescimento do tempo Arn

Av
At
Chama-se aceleragdo instantdnea o limite do quociente de cres-

cimento da velocidade pelo crescimento do tempo, quando este tltimo
tende para zero: &
a=lim ==

at=o0 At

por outras palavras, a aceleragio (instantfnea) ¢ igual & derivada da
velocidade em relagio ao tempo:

oy =

a=—

dt '

. ds
mas visto que v = -, enlio,

di

d ( ds ) d’s

== — | == 5
de \ dt dt

isto & que a aceleragio do movimento rectilineo & igual 4 derivada

segunda da distincia em relagdo ao tempo. Encontramos a igualdade (1):
a—= fff {I},

Exemplo — Determinar a velocidade v e a sceleragio a dum corpo em
queda livre, se o caminho percorrido s se exprimir em fungio do tempo 7
pela férmula:

1
=g ettt &)
em que g=98m/s* £ a aceleragio da atracclo terrestre ¢ 5= f1—0 ) valor
de 5 no instante r= 0.
Resolugdo — Derivando (3) encontramos:

s
o=—Zr =kt (4)
resulta desta fdrmula que v, = (v},
Derivando de novo encontramos:

4—_5"."__"""_
=dt  ae ¥
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Inversamente, notemos que se a aceleragio dum movimento € constante
e igual a g entlo a velocidade & dada pela fdrmula (4), o caminho percorrido
pels formula (3) com a condigho de (v);—g = v et (=0 = .

§ 26. Equacoes da tangente e da normal
Comprimentos da sub-tangente e da sub-normal

Consideremos a curva da equaglo
y=7F(z).

Escolhamos sobre esta curva um ponto M (x,, y) (fig. 87) e
escrevamos a equagiio da tangente a esta curva no ponto M, supondo
que esta tangente nip & paralela ao eixo das ordenadas.

A equacio da recta que passa
pelo ponto M e de coeficiente angular
k & da forma:

y—h=k(z—x).
Para a tangente (ver § 3),
k= f(zy),
portanto, a equagio da tangente &
¥ — =1 "(z)) (x —z).

Muitas vezes é-se levado a con-
siderar, além da tangente, a normal Fig. 87
i curva num ponto dado.

Definiciio — Chama-se normal duma curva num dado ponto a
recta que passa por este ponto ¢ perpendicular & tangente neste ponto.
Resulta imediatamente desta definiciio que o ceeficiente angular k,
da normal estd ligado ao coeficiente angular k, da tangente pela

relagio:

isto &,

n=

T )
Por conseguinte, a equagdo da normal & curva y = { (x) no ponto
M (x,, y,) € da forma:

U —h=— (£ —zy).

fix)
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Exemplo — 1. Escrever a equagio da tangente e da normal & curva y = x?
ao ponto M (I, 1)

Resolugio — Como ¥' = 3x%, o coeficiente angular da tangente € igual
(¥jr=1 =1
. Por conseguinie, a equagio da tangente é:

y—1=3@Ex—1) ou y=3z—2.
A equagio da normal é:

y—A =g (z—1)
au 1i 4
Y=gty
(ver fig. BB).

O comprimento T do segmento QM (fig. 87) da tangente com-
preendida entre o ponto de tangéncia e o eixo Ox chama-se comprimento

da tangente.
g4

2]

-
(o]

Fig. 88 " Fig. 59

A projecgio do segmento QM sobre o cixo Ox, isto €, o
segmento (P, chama-se a sub-tangente. Designa-se por Sy o compfi-
mento da sub-tangente. O comprimento N do segmento MR chama-se
nmmmmmmdamrmnfalpm}m;ioﬂdmmmtnmbmo
cixo Ox a sub-normal. Designa-se o mmpnmnnm da sub-normal por 5 .,

Encontremos as expressbes de 7, 5., N, 6 S, para uma curva
y = f(x) num dado ponto M (xi, ).

Resulta da figura 87 que:

=

QP =|yctga|=
tgo

=PL
/8

DERIVADA E DIFERENCIAL 133

donde:

s,.=|£*_

]
r= Vit = Bvie]
i 1

Desta mesma figura vem:

donde: PR= |y \ga|=|m nl

S.-r=|ﬂ'1ﬂ';|.

N=Vi+ @y =1nVi+u'l

Estas férmulas foram estabelecidas supondo y, > 0, ¥y > 0; no
entanto, elas sio também vilidas na generalidade.

Exemplo—2., Encontrar a equaglo da tangente e da

normal, o
primento da tangente e da sub-tangente, o comprimento da normal e da mh-
-normal da elipse:

r—=acost, y=beeni (1)

no ponto M (x,, ¥,) para o qual ¢ = 5 (fig. 89).
Resolugio — Resulta da equagio (1) que,

Calculemos as cordenadas do ponio de tangéncia M:

i
Ii:ix}:.%‘.'_??' h'j—'{ﬁ'lh:':i ﬁ

A equaglo da langente &
]

b a
=y

T

oy
bzt ay—ab Y2 =0,
A equaglo da pormal &: 5
b a

ﬁ'—ﬁ=? (-f'—sz:) +

{ar—by) V' Z—at -+ ht=0,
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Os comprimentos da sub-tangente ¢ da sub-normal sfo respectivamente.

b
ST— -V'E =_I;E;
T
b b bt
sw=lo (%) =&

Os comprimentos da tangente e da pormal sdo:

b
r— _1”_;_.],/(_% 2-,-1]_—-1—;_? Vars it

b = [ Dye b 2
;‘ﬁ]/”‘[_?] 1|=a1fz’m
§ 27. Interpretacio geométrica da derivada do ralo vector
em relacio ao &ngulo polar
o p=1(8) )

a equagio duma curva em coordenadas polares. Tem-se entre as
coordenadas cartesianas as relagdes:

y ‘z'—_:pcaﬂﬂu Lf-——pmﬂ.

Substituindo nestas dltimas formulas p
pela expressio em fungio de @ tirada da
equagio (1) temos:

x = [(8)cosh, } @
y==f(0)senb.
As equagbes (2) sfio as equaghes paramé-
Fig. 90 tricas da curva considerada; o parimetro €
aqui o dngulo polar 8 (fig. 90).
Designemos por ¢ o fngulo formado pela tangente & curva no
poato M (p. ©) e o sentido positivo do eixo dos x; temos:

ay

dy df

t _ =
A i o=
dh
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ou
—%mﬁﬁ-pmsﬂ
P s — psen
b

Designemos por p o dngulo formado pelo raio e a langente.
E cvidente que p=¢— 6,

tgg — tgh
1+ tggtgh

Substituamos nesta ultima férmula tgp pela expressio (3) e a
seguir & transformagio temos:

tgp=

_ (p'senf + pcosh) cosf — (p'cosh — plﬂlﬂjmﬁ= P

(p"cosf — p sen B) cos 4 (p'sen O 4 peosf) seo  p

tgp

L |
pa=pctep. (4)
Assim, a derivada do raio vector em relagio ao ngulo polar
é igual ao comprimento do raio vector multiplicado pela cotangente

do angulo formado pelo raio vector e a tangente & curva nd ponto
considerado.

Exemplo — Mostrar que a langente 3 espiral logarftmica
=§da
corta o rtaio vector sob um dngule constante.
Resolugdo — Resulta da equagiio da espiral:
p'=nenﬂ‘
Em vwirtude da férmula (4) temos:

clgp— !:_] —g, isto, & p=arcclg a =const,

Exercicioa

Encontrar a derivada das funcdes servindo-se da definigio de derivada:

1 |
2. y:-; ,R.ESP.. AT

i

1. y=x* Resp. 32,

1 1 1
J.p= w ¥ f 4. y= ,Rﬂlﬂm-———_,
y szﬁ L~ 2 Vi

5. y=>5en?r, Resp, I sen reosr. 6. y=2r2—z. Resp. da—1.
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Enconirar as langentes dos dngulos formados pelas tangentes ds curvas
¢ do eiro dor X positivox:
7., y=23x% a) Para x=1. Resp. 3. b) Para x= — 1. Resp. 3; construir o
grifico.

g, y-i—. I]PITI1='£'-RHP. —4 b) Parm x=1. Resp. — 1; [azer o
1
:r-'|.f’_|:mx=z.mw,2_
Caleular as derivadas das fungbes seguintes:

9,

10, y=—r4{ 32296, Resp. y"=4s3 L Gx, 11, y=56z3— 2, Resp. y' = 1822 —2r,

= z3 hrt ar
@ e N Y 5 R o M S e P
12, y= af-b Tk ¥ a-Lb a—b .

3,y B gy o DA

xz ar

= -1 e R T, e Sl

14. y==2az - T ¢ eIp p' =lar .
15, y="0z""T L 42 .. 27, Resp. ' =22 10N 20

i ,_ V3 £ A
{6 y— V3T 4+, Resp. y g

Wit (r1-1)? Reap iy ﬂl[z—l-ﬂ’ {.f.—l}

Pt 2t
18, = Z 4 By L Rep et MLy B 20
2 1
1% y=3 #—27) 15 Resp. yr_Tﬁ_ﬁ'
2. y— "f; + z':/.r 11:—": Resp. ' %h‘;‘,_%b:-}:_%z“’u
21, y={1 -+ 423) (1 +222). Resp. ' —4z (1-+3z410z9),

22, =z (2r—1) (3 2). Resp. y'—2 (D24 z—1).
23, p=(2z—1) [z —fx - 3). Resp. §' =622 — 26z - 12,

2r4 ;o Aa (26— 22
24, T .Resp. i
o _a—z e da
&b y_“_‘_!.Rﬂp s {a+azp2

|
6. (1)~ g Resp. r’{:]_‘u‘i':;;:]‘
27, f () =& " Rep. f () EEAELD,
L — 0 - — 0. L

25, H:—.;—;i_f_l.__z-lleﬂl. gl === }E:g_:ig}fz -

Fi ’ .u-l.l p—mll.‘r'“a—ﬂﬂm
m- ¥ m s RE'IF- It = = {{*_.lrl__nmjj ]
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30,
H

az.

¥=(2z®—3)2. Resp. y' =8z (222 3).
y=(2+ a2, Resp. y— 10z (224 a2)t,

y=T 7 a? Resp, y'=— e
= 1 y Vs
y=la+z) Va—= lmy'z—i‘i i
EV::—:
1+= i
y= .R e
Tz l—a) VI—2
2r2 | |42
= Rewm e
Y1+ 22 (a2
= {I‘-:-IT'L’.“P-F*:—L-
3V Fa1p

y={1+1"2)" Resp. u‘=( l+u;’-‘f—i]2 ;

y’:l’ IT:-VI‘-‘-V;.R# "'=+K
2V 24Vt Ve

<[ 1+ 2]«‘—_"::. 7z (+392 )]

39, y=%en? r. Resp. ' — senlr,
&0, y—2 senxr-+cos 3z, Resp. y' =2 cosr—3 sen Jx.
M, y= ! S
1. y=Itg{ax4 b). Resp. v Cod (az 70
sen r i
s SIRRE o page ot

e/ l4cosx * L 1-+coszx ~
43, y=—sen2z.cos 3z. Resp. ' =2 cos 2z cos 3z —3sen 2rsen 3r.
44, y=clg? 5r. Resp. y'— — 10 elg 5z cosec? 5z,
5. y=tsenp L cosl. Resp. ' —tcosi.
6, y=sendtcos 1, Resp. y' —sen? { {3 cosd r—sen2 (),

s 2r
7. y—a Y eos 2z, Resp. y' == — " om =T

Vcos 2«
A8, r +Resp, r’ —d:lcn‘-:-;-l:ua—T- i
ig — _— 2 ! 2 s k
49, y————g zT% Resps g e G2zl 't(lg 7 +etey)
o r ! S risen?r
r\2 . x E -

M. y—a [1—::-:53-2-) . Resp. y ——Eﬂlﬂﬂft?ﬁ-f .
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1
. p=-5 Ig* 2. Resp. y' =tgzsectz. 52 y=Logcosz. Resp. y'=—tgz V3
:‘3—|—| 2
7 . 76 fix Log ——— . Resp. )=———
53, y=Logtg r. Resp, i :_'_'.EI_’ ,.f‘;ﬁ. y—Logsen?z, Resp. ' =2ctgz. J=Log V §_|_1_ £ 1" (=) V1+I:|
SeNtr I g |‘
. —— R i 3L o8
55, H—f%;l. Resp, y’ —8e0z- cos s, 77. y=va=+:2ma I,ngﬂ:__”. 3 nﬂny'z.ﬂ:‘i— r
) "1-+5e0s 1 S 23 +al ; 2L g2
36. y=Log m,ﬂup. =t T8, y——Lag{z+V:=+u=]I—V ~ o Resp.y :II—IF .
- n F " coss 1
b T — L L b v  Elal; — —— o
i og E[4+2)'Rﬂp'9_m§;' A Teentz 2”3[32 Resp. v = e P

8. y—sen(r| a)cos (r{a). Resp. y'=cosl (rfa). sen = {{sen? z

80, p—5——— . Resp.y'= .
5. f(2)=8en(Log ). Resp, [ (r)— 28 (L0BE) Zeosts | ZoosTz
T
| . "
B0, f (x)=tg (Log ). Resp. /" {z}== sec? (Log ) a1. g,rf?tgi r+Logoosr. Resp. p"=tghz. 82, y=e"". Resp. y = o,
® ' y F1 =1
83, p—ed2+5, Resp. ' = 4ed¥48, R4, yp—a*. Resp. 2xa™ Loga.
61. j(rj=sen(cos z). Resp. |’ (z)— — 880 x cos (cos x), v ::__”: Wt e % "
62 r—t " dr 8o, p=T7TFT Rasp ' =2{z+1) T Log 7.
d ey—leety i‘W=tE‘{F' 86. y—c %, Resp. gt =—2xe Lig e,
63. f(r)=(zctg z)2. Resp. {' [z)=1xcl R — =
% £ s ik e &7. y:ul * Resp. '= = eﬁ. 88, r—a®. Eup.r'=n°l_.ogm
64. y— Log (ax--b). Resp. y':._"..—b . 2 W
aI—+ ! S“ s T.-l'li.ﬂ n ﬂi’ ﬂmalﬂgd
65, y=log, (3-+1). Rew. y'=g—pie—r. = NS ol R TR
- {4z ;I } 1R 90, y=e* (1 —22). Resp. y':e‘ti-—-ﬂx—x‘].
¥ F_Lngi hm- m " _ e g 1
3 ﬂl.u_‘x+1 .Resp. = {!‘—H‘.I‘ 2. y_Lag-l-+—¢x,Rﬂp.y_——l+F.
67. y=logs (+* AL - s B
¥ ogs (r®*—5en r). Resp. i’ Fi—sens) LDg‘S = x x _x
68, y:l,ug:+:= Resp. U'=‘—£ U, H—_%{fn_* “). Resp. y' = E ("t i3 ©
— k" -
— 0 Regp, ' == LSE0T
69, y=Log {4 ). Resp. y':zi“‘_l_ 94, y=0%, g .
e 95, y—=a'™® "™ Resp. y' =na™® " zec? nz Loga.
70, y=Log (z3—2zx-+3). Aesp. gr'=;‘§%, 96, y=—¢""5*senr, Resp. iy = ™ (cos z—5€n* z).
T P 97, y==¢= Log senz. Resp. y' =« (clg z+ Logsenz).
M. y==Logz Rewp. y’' =Logz+1, 72. y=Log?s. Resp. #"_—"‘i:r"'_: 2 0B. y—=z""0". Resp. y' =21 (| z cos 2).
| 1
73 y=Log{z+ 11+ R S s = v & (i—Llogx
* Gt Vi+at 99, y—z* Resp. y' =z* (Log z+1). 100. y= *. Resp. ¥ =f[-—:,—“—]
4. y=Log (Logz). Resp.y'= xL‘ﬂp ‘ 101, y==Y98%, Resp. y' =z """ Logz*.
5. 1@ =Log}/ TEE . Rewp £ (5} = 1y 102, y—e* Resp. y'=¢" (1-+Logz)z*.

=3 - (2)7 mem=n (3)” (1)
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104, y— +%0% Resp. ;’F“*(%:—Log:mx) ;
105. y=—(senz)*. Resp. (senz)* (Logsen - x cig z).
106, y - (senr)'®*. Resp. y'—(senz)'8 * (1 Lsec? r Logsenz).
1—e* a_ Zew 1
107. y:lgm.my ___fl+¢1}1. o - s
{4 e
: ’ 1 —a=
108, y—6en ,l" 1—2% Resp. ¥ =_.TV—1__35:_2:L"22'
W9, p- 1075 Resp, y’ =107 %% Log 1ﬂ(tg:-—|— S ) '
E‘m‘cul‘u a derivada das fnmpﬁu depois de as ter logariimizado:
z (1) [ x (=T 1) . iR
=P T ‘ Rexp ' _3} (r—1)® ( it i z_i)'
£ 4)2 a‘ — T}
1y, y— L .,}_._“‘ A, Rewp, =Sy 220
¥ (z=—31 ¥ (=22
a 2
. (z+ i1 {z—2) 5(z—3)
" — (z--1)2 prig i [z 1) (522 1425}
W2 = Y S T G Dt P
| ¥ =5 — -
113. r-;-——ﬁ-——_”:: . R P-ﬂ lﬁl.r'-l-iﬂﬂ.r E,?ll = .
Y iz—23y (=3 Vie—102y z—=2p ¥ (z—ayin
e NS T e,
sy =t U g ;,'___‘._E_;_
Vi—= 5
(1—21)
115, y=xb(a+32)3 (a—22)2. Resp. ' =511 (a--31)2 (a— 21) (a2 4 Zax—1212),
1
1B, p- lﬂ.’t—.ilﬂp.j.r‘.-—-—-—_,
p=are A Y
i i Jarcséns
117, y=(arc séno)?. Resp.y ——_1—"#—15 y
SO e R B R e
M ' i—‘-t:’vi}’
119, ;.r_nn'l.gj .m:lpy I+zl'
1280, y—are cos(22), Resp. y'=_._".lr_. \
Vi—=t
121,y nrcins.r Ry I:.r-r-V'l—.t‘inrcmﬂ.z}

F ‘I,rfl_

122.

123.

124.

125,

126.

121,

128.

129.

130,

131

142,

(ENH

134.

135,

136,

137.

139.

140,

141,

1 , 1
ﬁa“:m..__-_l“p. e m——— | L
’ V2 4 {—2r—xo2
p=x L‘n’—:*—l—a=ﬂ.ﬂ:lﬂ— Resp. ' =2 | a2 —z2,

y— Vart—azt+a amnﬁ‘; . Resp. y'-—I/RTI .

3=
vra du 1
USABN =Y & T

V3 Resp. ' = 2211

. Va L ) T T

I
o s f—=are senx - .
rarcsen r, Resp, y 'V:l—_x"'-

f () =arc cos (Log ). Resp. " () — _T—LEEL:_

s Co8 £
f{#)=are sen |/ sen . Resp. 1’ (z)=— EVW

COE T

= lml‘-gl/ m{ﬂc;:{n}- Resp. y'r—.}

y= AretEr Resp. ' = f:i:t::

=nrctgr—x%_=.lm y'—--—;%t—,

y—ZATCSDT Pegp 0  Aresenx ( lr:m.t 4 _I;:g_.-:ﬂ ) 1
y=arc sen (senz). Resp. 4’ = |:$:1 I t:: ;.- . ;- quadrante.

hsnr 4

jf=arctg 3-+5Heoax ' at :5+3nm.r :
u r—a a 2a8
¥=arg lg?-l—Lﬂgp/:_'_“ . Resp. v'— o o
{4z *
hf—-tﬂz( ] —-i—amtgzlw.y_ ——i
drt—1 S . ahd
V=" ~l-l-ﬂi:'lpf"!+='+mt¢= Rewp V' =357 -
i X1 2r—1 i i
= _ 1 arot . Respe ' =—7 .
L] 3[#!1{:2_:_'_ Vi g V3 1
o I = Ve P
oy e i Ty Nl =
e | =z
ri"ﬂrcww-m—m.
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Derivagdo das fungdes implicitas:

143, y3—3y--Zar=0. Resp. F a1 i
| 1

1 —
1 = d 7
146, 12_'_5_2___&%‘ Rl:.‘!p'. EH; — l/? .
b

& 3 ‘4 -

5.9 -3 dy 4y

147, 2° ¢’ =a’. Resp. ——= V;
d
148, yt—2ry+-b2=10. Resp. Iy=*q£—: .
d| ay — 1%
149, 2% 4 y?—3ary=0. Resp. -d%='!j—_'-n; .
* d sén (z+¥)
13, y=-cos{r-+y). Resp. %=—-m 4
dy |+ seniey) i

151, cos (zy)==z. Resp. = —eenro

Achar :r—” para as fungdes dadas sob a forma paraméirica:

d b
152, r—acost, y=>bsent. ’"""T:;E“ ——ugt

d )
153. r—a(t—sent); y=a (l—cost). Resp. -,_.,y—=cts! 7

.z
dy b
154, r=acos?t; y:bsﬂlar,lﬂm EZ-TIEL

.. ST dart
159, r= T V= T

L e
. Resp. il cuse i
il
156, u—2Logctgs, v=tgs-eigs Mostrar que ':F=“ 2s.
Achar as tangentes dos dngulos da inclinagdo das tangenies ds curvas:

1 3
157, r=cost, y=>5c0¢ D0 pmu:=—-T, Hm-l'; . Fazer o desenho
1
Resp. Ve . :
' {58, #—2cost, y=G5ENt oo ponio r=1, p-_---lg;. Fazer o desenho

1
Resp. — Vi .

Calcular _411“:
dr i
@ _2p - L A
142, y*=4pz. Resp. -t 143, x?4-yi=a?, Resp o i
dy btz
144, b2x? 3 o2y?=qlbt, Resp. ST
dy 2a
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139, r—a(t—senf), y=a{l—cosi) para .:_-%.Fm o desenho. Resp |.

160. r—acos?t, y=asend{ para l=%. Fazer o desenho. Resp — L.

1@y, Um corpo langado no vicuo sob um #ngulo a com o horizonte descreve
"sob o efeito da gravidade uma irajectdrin  (pardbola) cujas equagdes

paraméiricas sfio: & =(rp c08 ait, y=(vy sem o) t— %" (g = %8 m/s%). Para
a = 60", v, =50m/s, determinar a direcgio do movimenlo nos instantes:
1) t = 2s;2) ¢t = Ts. Fazer o desenho.
Rép. 1) tg g, = 0,048, g, = 43°30°
2 g = — 1042, gy =+ 134°T
Calcular o diferencials das fungbes seguintes:
162, y= (a2 —z%3. Resp. dy= — 10z (a2 —z2)4 dz,
163 4=/ I 7. Rep dj=—te _,

y e
164, V=7 SR Rt =t O
. . _zLogz _ logzds
160, y= = +Log (1—z), Resp. lﬂr—w .

Caleular os acrdseimos ¢ o diferenciaiy das fungdes:

166. y — 2,2 — 7 para 2 = 1, Az = 0,(4. Rép. Ay = 0,0302, dy = 0,08,

i67. Seja y =23+ 2x. Caleular ay e dy para x=-—1, Ax=0002
Resp. Ay = 0098808, dy = 0,1. 5 -

168, Seja y = senr. Calcular dy para ¥=-=, Mnﬁ Resp. d}r=%= 0,00873.

169, Conhecendo sen 60° = l:i = [B66025; cos 60" = 5 calcular o valor
aproximado de sen 60° 3’ e sen 60° 18. Comparar os resultados obtidos
com os dados das tdbuas. Resp. sen 600 3° = (,86646]; sem 60° 18" =
= 0,868643,

170. Achar o walor aproximado de 1g 45° 307. Resp. 1,00262.

171. Conhecendo log,, 200= 2,30103, calcular o valor sproximado de | 200,2.
Resp. 2,30146. i

Derivadas de diferentes ordens.
172, y = 32 — 2:* 4 5z — 1. Caleular y". Resp. 18z — 4.

Hra— 42 T8
173, y=—y =3 Caleular y". hﬁp,ﬁ: '
174, y=x* Calcular ¥'®. Resp. 1

- (& ;
175, _',f=J:—1.'I . Caleular y". Resp. 'ﬂ:i”‘ﬁ_“_:;l"fl -
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176, y=

i

178,
1749.

180,
181,
182,

181,

184,

186,
187,

189,
1040,

e,
192,

193.
194.
195.

196.

197.

198.

. y=Log (1+z2). Calcular y'™. Resp. (—1)"

a?
Vol —=i . i —
o4 —grf Caleular . Resp T 1,—’.51_.,—-.'.

y=2 V= Calcular y'¥. Resp. —E—_{—fj-

¢, Caleular p™. Resp. 0.

{{z) = Log (z+1). Calcular /'Y (z). Resp. —

y—1gz, Caleular »™. Resp. 6secd z—4dsec? z,

i —=DLog sens. Calcular y*. Resp. 2ctg x cosec? z,

{{z}— Vaec 2z. Caleular 7 (z). Resp [~ (x) —3 [ (2)]*— [ ().
3 A1

— x - IV . +
y=y— - Caleular {7 (z). Resp. —“___ﬂ,,

= art® I-h!. 4 )
fi -
FES T

e {QE -+ d"] apc lg '— cﬂl:].ll.lf ﬂ = W a

X x
a.a o diy ¥
y=s(e" +e ") Calcular -3;,- Resp. —7 -

i
y=cos azr. Calcular y'™. Resp.a™ cos [u.r— " -2—) .
y—=a*. Calcular yi™. Resp. (Loga)"a®.
-1 (rr— ” I
4=’

f= n!l
p= :' . Calcular ¢'™, Resp. 2 (— mn—f

y=—+¢¥z. Calcular '™, Resp. e* (r<4-m).
—1)!
y=2"1Log r. Calcular y'™, Resp. E——-'—+

I

y=sen? r. Caleular y'™. Resp. —2"71cos (2: —‘.——J-;- 'I)

y=xsenx. Caleular p™, Resp. zsen [.t'-l—-;-n —nms(
Se j—e¢" sen r, demonsrar gque y° —2y -+ 2p=0.

1
yt=4az. Calcular —- ‘ﬁ" - Resp. f;T
ik

paAtayp—attt, Caleslar 5% ot T Resp. —

-

“utyd "

]
42—t Calcular """ Resp. — I

yE—2zy =10, Calcular —=- #! . Resp. 0,

p=1g (p-+p). Calcular & . Resp.

_2(5+Bp24 39
d * po

L

Atz

~

DERIVADA B DIFERENCTAL 146

204.

204,

8

da s

207,

210.

211,

212,

213.

tz’ ¢
ﬂv' e [
 ay T
T CESTU

sec @pecos p=1=_, Caleutar —£

e*-L r=e" 4y, Calcular

diy

3
Y3429 —fazy=0. Caleular 5. Resp. — gakey

{P‘ —azxy? "

s=an(t—sent), y=a(l—cost). Calcular 9% Resp.

dxt e R (é]
diy !
r=gcos 2, y=>heend s Mostrar que 34 =),
a3 Jeost
r-—=acost, y=asen!. Calcular EE-+M —isenbdp
dan+
Mostrar que d - {sh.r‘ll_-ah:' JART {!h:}—ch:.

Equagbes da tangente ¢ da mormal. Comprimentos da sub-fangemie o
b-normal.

Formar a equag¢io da tangente ¢ da normal A curva y=x"—Ix* —x 4+ §

no ponto M (3, 2} Resp. A tangente Br—y—22=0; a pormal x +
4+ 8y—19=0,

., Achar a equagfio da tangente e da normal, o comprimento da sub-tangente

& da sub-normal no circulo x* + y* =r? no ponto M (x,, ¥,). Resp. A tan-

genle zxy <+ yiy =r'; a normal ry—pr=0; ST_]__
N—|—=zy|,

. Mostrar gque o wértice da pardbola y? =4px corta a sub-langente no

centro ¢ que o comprimento da sub-normal & constante e igual a 2p.
desenho.

Achar a equaglo da tangente mo ponto M (x,, ¥,): a) & elipw
: | 2 3 T
%r+{7=1- Resp. -fI—‘+J-”ﬂ 1;b) & hipérbole %—%:L Resp.
= wn _,

2l . ety

Ba?
m:mﬂonmuahmﬂimr=mn

ponto em que x=2a Resp. A tangente x + 2y =4a; a normal y=
= 2x — 3a.

Mostrar que & norma] & curva 3y = 6x — 5x%, dirigida so ponto M (1, '.%.")‘
paisa pela origem das coordenadas

Mmuquelunmim( )+[-§-] =2 dirigida ao ponto
Mia, b) & T+'E=2'
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Achar a equagio da tangente & pardbola y* =20x que forma um Angulo
ap4, de 45 com o eixo Or. Resp. y=x+ 5 [no ponto {5, 10V

Achar as equacBes das tangenies ao circulo x* + y* =52 que sio paralelas
9{5. b recta 2x + 3y =6. Resp. 2x+ 3y =26=0.

Achar us equagbes das tangentes & hipérbole 42 — 9y? =36, que sfo
216, perpendiculares 4 recta 2y + 5= 10, Resp. Nio hé

Mostrar que as porgbes da tangente 4 hipérbole xy =m mmppendi.&u
217. entre os eixos de coordenadas 1m por centro o ponto de tangéncia.
:d 2 2
gy Mostrar que as porghes da tangente & astroide r:a+ﬂ3=ﬂa compreendidas
218, spire os ecixos de coordenadas tm um comprimento constante.

aqy, Sob que Angulo se cortam as curvas y =a® e y =5§*? Resp. lga=
_ Loga—Logh
~ 14 Loge-Legh’

Achar o comprimento da sub-tangente, da sub-normal, da tangenic ¢ da
23, pormal & cicloide x=a (f—seD @), y—a (1—cosb) no ponte para o qual

h%mﬂ S':I"= G;EN=II; T=GVE; N=a W

291, Calcular S7, Sy, T ¢ N para 1 hipudgnl'dﬂ! r=dapenstl, y=4abendy,
Resp. Sr=|4asenTrgost|; S"=|-&u?;5‘]; TF=fqseni ;. N=

=|4asen? i tgt|.

i

Problemas diversos

Caleular ay derivadas das fungdes:

*en r 1 x & R 1
. F__FEME’:_?LDEW(T_?J' V=esiz
i 1
223, =arc sel —, Resp. p'= — ;
¥ = ¥ Va=
” cOs T
224, y—arc sen (sen ), Resp. ¢ =W.

. - 2 ad—b L
225, W _..V;—-—__H-arc tg { yllm tg '2'] {ﬂ >0, b=10).

ol i

a- boosx "
, z

228, y=|=xz|. Resp. ¥ =—-—I:r.

Resp. ' =

(8

m.hy=&muu"|,/i—:“. Resp. |.r'=‘=—|—:-l~ :

Vi
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228, Resulta das fdrmulss ur%.’l]’“ e s=4nrt para o volume e a superficie

da esfera que f:;, Explicitar a significagio geométrica deste resultado.

Achar uma relagio andloga entre a superficie do circulo e o comprimento
da circunferéncia.

220, No trifingulo ABC o lado a exprime-se¢ em fungio dos outros dois lados b,

¢ e do Angolo A que eles formam pela férmula a= B2+ c2—2becos A,
Quando os lados b e ¢ sio constantes, o lado a é tunglo do Angulo A.
Mostrar que fj‘"i‘:hnr em que Ay designn a altura do triingulo correspon-
dente & base @ Explicar o resultado com o auxllio de consideragbes
geomélricas.

230, Utilizando a noglo de diferencial, explicar a proveniéncia das fdrmulas
aproximadas I.r"nl—|-b:==+-£ 4 ]-'urll-rﬁﬂzu-‘i-?;bi- ,em que |b| & um
nimero pequeno em relagio a a

231. O periodo de oscilagio do péndulo € igual a T== V15 Que influbncia
sobre o erro de cdlculo do perfodo T exercerd um erro de 1 % fora da
medida: 1) do comprimento do péndulo [; 2) da aceleraclo da gravi-
dade g7 Resp. 1) = 1/2%; 2) = 4/2 %.

232, A mnﬁim-mﬁedmumﬂhumdmmmntmnm
da tangente T conservar um valor constante. Demonstrar isto u !
1) a equagio da traciriz sob a forma

o Y= .

R =t {ﬂ}mi

at Vai—p

2) as equaghes paramélricas da curva
z=a(Logtgt/24cosi), y=a sent.

233. Demonstrar que a fungio y = C1# *4Car™3= yerifica a equagio V" +3'+
+2y=0 (Cye Cy designam aqui comstantes)

034, Demonstrar a igualdade ¥"=2:¢ "= —2y,se y=¢"5e0X, s=c"cos z.

235. Mostrar que a funglio ¥y = sen (marcsenx) werifica n equaglo (1 —z%) x
¥ y"—azy’ 4+ mlWy=0.

Xe= Vn‘—y-‘l- —-i—-;- Log

¥

T ity dy 2
236. Demonstrar que s (a2 br) e ™ =z, entfio ﬂzf: zE_y) ;



Capitulo TV

TEOREMAS RELATIVOS AS FUNQOES DERIVAVEIS

§ 1. Teorema relativo As raizes da derivada
(teorema de Rolle)

Teorema de Rolle—Se a funcdo f(x) € continuag no segmento
[a, b). derivdvel em qualquer ponto interior do segmento € se anula
nus extremidades deste segmento [f(a) = f(b) = 0], entao, e.ti.m_pda
menos um ponto intermedidrio x =¢, a <¢ < b, em que a derivada
f (x) se anula, isto é, T'(c) = 0{*).

Demonstragio — A fungiio f(x) sendo continua sobre o segmento
[a, b, atinge pelo menos uma vez nesle segmento, o seu limile supe-
rior M e o seu limite inferior m.

Se M =m, a fungio f(x) & constante, isto € que para todos
os valores de x a funcio tem um valor constante f(x) = m. Mas
entio, em qualguer ponto do segmento, teremos fix)=0 e o teorema
fica demonstrado.

Suponhamos que M z=m. Neste caso pelo menos um destes
nameros é diferente de zero

Suponhamos, para fixar ideias, que M >0 e que a funcio atinge
o seu limite superior M no ponlo x =g, isto é, que flc)=M.
Notlamos, neste caso, que ¢ & distinto de a e de b, porque em virtude
da hipotese f(a) =0 ={f(b), sendo f(c) © limite superior da funcio
f (x), j{c+u}-f(c}-§ﬂ tanto para AX posilivo como para Ax
negativo.

Dai resulta que:

f{5+ﬁ_1{c}£ﬂ para Axr =0, (17
HetBI=1@5 o pan Ar<0 (1"
£

{*J O ndmero ¢ chama-se ralz da fungio glz), se ol =0
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~ Dado que as condigbes do teorema implicam a existéncia da
derivada no ponto x =¢, lemos passando ao limite para Ax— (O

lim fet a;-—ﬂg =f(e)<0 para Az>0,

Ax—={
tim e 28 —1) _ 5050 pam Az
Ax—+0 Az

Mas as desigualdades f(c) <0 e f(c) >0 s6 sio compativeis
no caso em que f'(¢)=0. Por conseguinte, provamos a existéncia
dum ];T;nto e interior ao segmento [a, b] tal que nestc ponto f (x)
se anula.

O teorema de Rolle admite uma interpretagio geométrica sim-
ples: se uma curva continua tendo uma tangente em cada ponto corta

¥
y=rixl
fla) l N
=fb) .
g G g B
Fig. 94 Fig. 42

o eixo Ox nos pontos de abcissas @ e b, existe sobre esta curva pelo
menos um ponto de abcissa ¢, a<c < b, tal que = tangente neste
ponto ¢ paralela ao eixo Ox.

Nota— 1. O teorema permanece vilido para uma funcio deri-
viivel que ndo se anula nas extremidades do segmento [a, b], mas
toma nestes pontos valores iguais f(a) = f(b) (fig. 91). Neste caso a
demonstragio ¢é idéntica & anterior.

Nota—2. Se f(x) é uma funcio tal que a sua derivada niio
existe em certos pontos do intervalo aberto (a, b), entio o teorema
pode cessar de ser verdadeiro (isto & que neste caso pode nio existir
neste intervalo [a, 4] um ponto intermedifrio ¢ em que a derivada
f(x) se anula).

Por exemplo, a fungiio .

y=f@=1—Vz
{[i:g. 92) é continua sobre o segmento [— 1, 1] ¢ anula-se nas extre-
midade do segmento; todavia, a derivada

2
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nio se anula no interior deste segmento. Isto provém do facto de
no interior deste segmento existir um ponto x =0 em que a derivada
nio existe (ela torna-se infinita),

O gréfico representado na figura 93 dd igualmente um exemplo
?: !;;u;in cuja derivada ndo se anula em nenhum ponto do segmento
0, 2).

As hipéteses de validade do teorema de
Rolle ja sdo satisfeitas por esta fungdo, pois
no ponto x =1 a derivada nfio existe.

§ 2. Teorema dos crescimentos finitos
(teorema de Lagrange)

Teorema de Lagrange — Se a fungdo f (x)
é continua sobre o segmento [a, b), derivdvel
em qualquer ponto interior deste segmento, existe, entao, pelo menos
um ponio ¢, a<c<bh, tal que

Fig. 93

f(by — f(a) = (¢} (b — a). )
Demonstragio — Designemos por Q o atimero LA =L@ 50 ¢,
rmm bh—a
_f)—fa)
e =T * 1 -

Consideremos a fungio auxiliar F (x)
definida pela igualdade:

F(z)=f(z) —f(a) —(z—a) Q. (3)

Esclarecamos a naturcza geomé-
trica da fungdo F(x). Para isso, forme-
mos, primeiro, a equagdo da corda AB
(fig. 94) tendo em vista que o seu coefi-

ciente angular ¢ igual a aﬂ’;_:_ii‘l= 0 Fig. 94

¢ que esta corda passa pelo ponto [a: f(a)]:
y—fla)=Q(z—a),
y=[(a)+ Q(x—a).
Mas F (x) = f (x) — [f (@) + Q (x — a)]. Por conseguinte, para cada

valor de x, F(x) & igual & diferenca das ordenadas da curva y = f (x)
¥y =f(a) + Q(x — a) para os pontos da mesma abcissa x.

donde,
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Vé-se facilmente que F(x) é continua sobre o segmento [a, b].
derivavel em (a, b) e anula-s¢ nas extremidades deste intervalo, isto €&,
F(a) =0 e F(b)=0. Por conseguinte, as condi¢des de validade do
teorema de Rolle sio satisfeitas para esta fungio. Em virtude deste
leorema, existe um ponto X = ¢ no interior deste segmento tal que

Miki Fe)=0.
Filni=/f —i1k
Fiaan. r)=f(x) — @
Fey=f () —Q=0,
donde
Q=1 (e).
Substituindo este valor de O na igualdade (2) temos:
LO-TO _ @, ()

donde se deduz imediatamente a formula (1), Assim, o teorema fica
demonstrado

Para compreender a significagio geométrica do teorema de Lagrange
reportemo-nos & figura 94. Segundo esta figura, vé-se que a grandeza
‘%{f_} é a tangente do éngulo e« que forma a corda que passa
pelos pontos A e B de abcissas a ¢ b do grifico e eixo positivo dos x.

Por outro lado, f(c) € igual & tangente do fngulo que forma
a tangente & curva no ponto de abcissa ¢ e o eixo positivo dos x.
Assim, a igualdade (1) (ou a igualdade equivalente (1)) pode ser inter-
pretada geométricamente da manecira seguinte: se¢ a curva admite uma
tangente em qualquer ponto do arco AB, existe. entdo, um ponto C
entre A e B tal que a rangente neste ponto é paralela @ corda AB.

Por outro lado, visto que c verifica a condigio g < ¢ < b, entio,
c—a<b—a ou

[ ﬂ-#ﬂ {b = E-L
em que @ é um nimero positivo compreendido entre 0 ¢ 1, isto é,

0<=f<1.
Mas entio,
c=a-40(b—a)
¢ pode-se pdr a formula (1) sob a forma:

fy) —flay=(b—a)f[a+08(b—a), 0<B<1 1"
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§ 3. Teorema de Cauchy
(relagdes dos crescimentos de duas funcoes)

Teorema de Cauchy — Sejam {(x) e ¢ (x) duas fungdes continuas
sobre o segmento [a. b). derivdveis em [a, b] e seja g(x) tal que
¢ (x) ndo se anule em nenhum ponto de [a, bl existe, entdo, um
ponto X = ¢ no interior de [a, bl, a<c< b, tal que

fiby—7ia) . f'{{?} (1)
g —gla @)

Demonstragdo — Definamos @ pela igualdade:

@ (b) — @ (a)

Notemos que ¢(b) — g(a) =0, visto que no caso contririo
¢ (B) serd igual a ¢(a), o qbe implicard, em virtude do teorema de
Rolle, que ¢ (x) = 0 num ponto interior do segmento, o que contradiz
as condigbes do teorema. g

Formemos a funglo auxiliar:

F(x)=[(z) — f(a) — Q9 () — 9 (a)]

£ evidente que F(a)=0 e F(b) =0 (isto resulta da definigio
da fungiio F(x) e do namero Q). Notemos que para a fungio F (x)
as hipoteses de validade do teorema de Rolle sio satisfeitas. Podemos,
entdo, concluir que existe um namero ¢ entre 4 ¢ b [ac:_r:-r:b} tal
que F'(c)=0. Mas F’ (x) = f (x) — Q¢' (x), por conseguinte,

F(e) =/ () — Qw'{e)=0,

donde
f'(e)
Q=L
@ (e)
, Substituindo este valor de Q na igualdade (2), temos a igual-
dade (1).

Nota — O teorema de Cauchy niio pode ser demonstrado, como
se poderia julgar, aplicando o teorema de Lagrange ao numerador e
ao denominador da fungio

f(b) —[la)
P (b) — g (a)
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Com efeito, procedendo-se desta maneira, obteremos (deposs) de
termos simplificado a fracgio por b — a) a férmula

o) —fl@) _ fle)
pb)—wla)  @'(e)

em que a<<¢,<b, a=<"c;<<"b. Mas em geral, ¢,5=¢;, esle
resultado ndo permite obter o teorema de Cauchy.

§ 4. Limite do quociente de dois infinitamente pequenos
0
(verdadeiro valor das indeterminagcdes da forma .a.j

Sejam f (x) e ¢ (x) duas fungGes definidas sobre o segmento [a, b]
satisfazendo as condigles do teorema de Cauchy ¢ anulando-se no
ponto x = a deste segmento, isto €, fla) =0 e ¢ (a) = 0.

O quociente ;7{% nio ¢ definido no ponto x = a, mas em qual-
quer ponto xs£a, é uma quantidade bem determinada. Eis porque nos
podemos propor a encontrar o limite deste quociente quando x—a.
O clilculo de limites semelhantes chama-se acdlculo do verdadeiro
valor das indeterminaghes da forma % », diz-se também: «levantar a
. I 0
indeterminagio da forma o >

Fizemos j& referéncia’ a um problema deste género, por ocasifio

do estudo do limite lim *2= e do célculo das derivadas de certas
fungbes elementares. A expressio se:_;_n: ndo tem significado para x =0,
por outras palavras, a funcio F (x) = %xﬂn £ definida neste ponto,

mxpum x—0 existe ¢ &

mas vimos que o limite da expressio =

igual a 1.

Teorema (Regra de L'Hospital) — Sejam f(x) e ¢(x) duar fun-
goes que satisfazem ds condigbes do teorema de Cauchy sobre um certo
segmento [a, b] e anulando-se no ponto x = a, isto é, f(a) = ¢(a) = 0.
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Se, além disso, o limite do gquociente (=) existe guando X -»a,
f(x) s

existe e

b JEL i LEL
—=a lp{;!::i z-ra {p ':I:I

enigo, lim
XA=ail

Demonstracio — Escolhamos um ponto x==a arbitrério sobre o
segmento [a, b). Aplicando a formula de Cauchy, temos:
f@)—f@ _ F® i
@) —qla) @(E)

em que ¢ é um ponto compreendido entre a ¢ x. Mas por hipotese
f(a) = ¢ (@) = 0, por conseguinte,

f@ _ .f:{E’.i . @)
plr) (%)
Se x—a, ¢ tende igualmente para a4, visto que § c?tﬁ{al]:aumpteen-
A x) _ ; ;
dido entre x ¢ a. Além disso, mmm —A.. I;i-“iqﬂm_'{ﬁl existe ¢

¢ igual a A. Por conseguinte, & evidente que

im 1@ i IO i LO i LB _
e §@)  ce @D e q @) e 9@

e em definitivo:

tim JE _ pim LEL
X+ qﬁ[.‘lf:l x-+a {2}

Nota— 1. O teorema é igualmente vélido no caso em que f(x)
¢ ¢ (x) ndo sdo definidos no ponlo x = a, mas

limf(x) =0, limg(x)=0.

Este caso reduz-se sem dificuldade ao anterior, se se definir as
fungdes f(x) e ¢(x) no ponto x =a de maneira gue elas sejam com-
tinuas neste ponto. Para isso, basta fazer

flay=1limf(x)=0; @a=Ilimg(z)=0,
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visto gue, evidentemente, o limite d : 1=z
e do quociente ER quanda x-s g,

nao depende do valor de f(x) e de »(x) no ponto x = g,

Nota—2. Se f'(a)=¢'(a) =0 e se as derivadas
a n 3 fx j
satisfazem as condigbes requeridas para a validade do tcgrm}l: ;o:gﬁ

mos aplicar de novo a regra de L'Hospital no quocimtui;i{‘;—\’}; dedu-

zimos aqui, por conseguinte, a formula lim -‘f—,iﬂ = lim I @ ete
x+a @ (T) x+a ()’ )

Nota—3. Se ¢'(a) =0, mas f(x)5£0, o teorema pode ser
aplicado ao quociente invcrsuw . Que tende paia zero por x s a

(z)
Por conseguinte, o quociente ﬁﬂ tende para o infinito,

x
Exemplo — 1. tF{ )
lim .IL'I;E;: 0 tlﬂl&.::}':]. ocoshr :_5_
x=a) x i  [32) T4l a 3
Exemplo — 1.
1
lim Log‘{i-i-:]:“m 1+x 1 1.
i) LI sl 1
Exemplo — 1.
lim E‘—e"x—lr__“m i —lits e me‘—be--‘__i_
Taf] F—SCRZ a 1—coax -0 0T x40 cCosT 1 =%

Tivemos de aplicar aqui trés vezes seguidas a regra de L'Hospi
visto que o quociente das derivadas primeiras, segundas e t:ﬁ:-i[;

conduziu & indeterminagio %- para x = 0,

Nota—4. A regra de L’Hospital pode i i i
O pital p igualmente ser aplicada

lim f(r)=0 e limg(x)=0.

T oo

NI.--

Com efeito, fagamos x = — . vimos que z—>0 quando x— o

€, por conseguinte,

sl dmll)-




166 CALOULD DIFERENCIAL E INTEGRAL

o

. e if{7)
Aplicando a regra de L Hospital ao quociente "
z

0
i) O

f
G O
o
= lim -——-—f (:) lim—’ﬁf-}—

m(q=mﬂw
q] R
1

como se queria demonstrar.

, Obtemos:

Exemplo — 4,
& k |
sen — kcos — [ —
lim P | - ﬂ]=lim kum£=k.
T l E—sm ___1____ b Jenl I
z 2

§ 5. Limite do quociente de dois infinitamente grandes
o
(verdadeiro valor das indeterminagges da forma ;J

Consideremos agora o problema do limite do quociente de duas
fungdes { (x) ¢ ¢ (x) tendendo para o infinito quando x —»a (ou quando

X @)

Teorema — Sejam f(x) e ¢(x) duas fungdes confinuas e d’c_rfvd-
veis em qualquer ponto X ¥=a na vizinhanca do ponto a; a derivada
y' (x) ndo se anula em nenhum ponto desta vizinhanga e, além disso,

lim f (z) = oo, lim @ (z)} = oo,
Se o limire A
) pn L8 4 (1)
x=eq {.’I‘}
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existe, entao o limire lim -f-%ﬂ; existe igualmente e
X—+a

lim 1@ i L@ _

- 2)
xea @(2)  =+a @'(2) (

Demonstragao — Escolhamos dois pontos arbitririos « ¢ x na
vizinhanga do ponto a de modo que a<x<a (ou a>x>a). Em
virtude do teorema de Cauchy, temos:

fla)—1(@) _ I
P —¢@ @@’
em que a < ¢ < x. Transformemos o membro esquerdo da igualdade (3):
y 1@
[(z) —[(2) __ f(=) f(z)
@ —e@ @ ,_ o@
P (x)

()

(4)

Deduzimos das relagbes (3) e (4):
AL
fle) _ fz) f (@)
o) e, _ o@
P ()

Donde tiramos:
9@
fx) _ fle) 9 ()
9@ @@ ,_ f@

flz)

Resulta da condigiio (1) que, para & > 0 arbitririamente pequeno,
se pode escolher « suficientemente vizinho de a para que a desigualdade

f'e)
P ()

(3)

—Al-f:u
anu

O L O ()
¢ (c)



158 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGHAL

seja satisfeita para todos o x =c em que a<c<da. Consideremos
em seguida a fracgio

9@
i (x)

y 1@
i)

Fixemos « de maneira que a desigualdade (6) seja satisfeita, ¢
fagamos tender x para a. Visto que f(x) > ¢ pl(x)—> o para
x —»a, entdo

¥ ¢ (2)
P (L)

lim ——— = 1,
i ,_1a)
f(x)

e, por conseguinte, para todo ¢ >0 préviamente escolhido, teremos
para todos os x suficientemente vizinhos de a

| ol
f—_ 9@ |ce
r ()
f ()
nu
$'e- (at)
q (x)
_ JHe)
fiz)
Multiplicando os membros correspondentes das desigualdades (6)
e (7), temos:

1 —e<< <1+e. (7}

§_ 2

(A —e)t —e) <L — ¥ 4 4o +o),
¢ 4 Ha)
flx)

¢ em virtude da igualdade (5)
(4 —e)(l —s}{ﬂ{{;l + &i (1 4 &)
P ()
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Sendo & arbitririamente pequenc quando x ¢ suficientemente
vizinho de a, deduzimos destas altimas desigualdades que

fx)

lim——= .

wra @ (2)
ou em virtude de (1)

im 8 g L@

xea (T)  xea @(2)

- H 4 75

Nota— 1. Se nas condigdes (1) se faz A = w0, isto &, se

litu iﬂ—: o0

xg @ (2)
a igualdade (2) fica vilida igualmente neste caso. Com efeito, resulta
da relaciio anterior:

lim M =0,
x+a [ (x)

Entdo, segundo o teorema que acabamos de demonstrar,
N B e O g
s=a f(z)  x=a f(2)
donde
lim‘r—f{}—=
a—=a ()
Nota— 2. O teorema pode ser facilmente estendido ao caso ,
que x— oo, Se 0s limiles lim f(x) = «. limp(z) = o e hm,{ﬁ_:'

. oo Ty 1:|:I'l {J‘]
exisle, enldo,

i e o i ———f',‘"ﬂ ; (8)
T

Demonstra-se esta proposi¢io efectuando a mudanga de varid--
, 1 - . {
veis x =—, como oo caso da indeterminagio da forma o (ver § 4,
nota, 4).
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T %)’
Exemplo—=1. | & _jim ) in =
Tisen T Febmm (=) L=

( i i de
Nota — 3, Chamamos uma vez mais a alencao para o facto
que as formulas (2) e (B) apenas sip vilidas se o limite dﬂl_sggl:nﬁg
istir (fini infinito). Pode acontecer que o limi

membro existir (finito ou infinito) Pc o
primeiro membro exista, enquanto que 0 limite i:!o segundo membro
piio existe. Eis um exemplo. Seja calcular o limite:

. x-l-senx

lim ——-

L= .

Este limite existe e é igual a 1. Com efeito,

Y T+ senx ::Iim(i—?—ﬂ'r):i-

g—era I o r
Mas o quociente das derivadas

(z+ senz)’ ___.1+m!1=1 -+ COST

(x) 1
ndo tende para nenhum limite quando X — o, porque oscila entre 0 ¢ 2.
Exemplo — 1. azdfb .. Zar a4
Jﬂ exl—d _J];-Lm 7
Exempla — 13 i
: cost ¢ | eos® 3
1111]1Il t_L:T__' ln:|.111 o 1|r|;3 o
] s coad Bz &
{ 2.3 cos 3z sen 3.:_[ c08 3z lim u_na.r
- 111;.3. Zooszsenx a I s sn r
i 3 T ]
i 333z (1) _g (=1 (=05
=hm =z m . MW
Eea—
S
Exemplo — 4. lim _:..I lim _‘.1':_51,_1_
E—eoD X=aam
Geralmente, para todo o inteiro n >0
P |u.1:""‘1= =lim"["—l}"'l==u,
b w= e F = T F
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Os outros casos de indeterminagio que se nota simbbdlicamente:
a) 0-00; by 0°; ¢) oo; d) 1%; g oo — oo

reduzem-se aos casos anteriores que acabamos de estudar. Explicitemos
estas notagdes simbdlicas.

a) Dado que lei_*mf(-r]=ﬂ; lim ¢ (x) = oo, pede-se para calcular
limite
lim £ (2) - (2)].
E uma indeterminacio da forma 0° oo,
Escrevamos esta expressiio sob a forma:

Hm[f ()9 (2)] = 1im’—{:}—

7 (z)

ou

lim[f (2)+ ¢ (2)] = :im#*

fi)
quando x—>a temos uma indeterminagio da forma 0 uu%:- .
Exemplo — 5.
|
o, =t Lng:E < E3 X ﬂ::
e AT T T
In i+l
b) Dado que
limf(z) =10, limg(r)=0,
=k =g
pede-se para calcular o limite
lim [ (&)™,
E=+n
ou, por outras palavras, para levantar a indeterminacio da forma 0°.
Facamos
y=[f )"

Tomemos o logaritmo dos dois membros desta expressdo:
Logy=q(z) [Logf(a)]

L
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Quando x —a temos (a direita) uma indeterminagio da forma
0° . Conhecendo lin: Log y, determina-se facilmente lim y. Com

efeito, em virtude da continuidade da funcio logaritmica, :h__l;l: Log y=
=Lng’l!iﬂ ¥ & st Lnglﬂ y = b, entdo, &€ evidente que lriﬂy=c‘.
Se em particular b= + «« ou — oo, lETEMOS respectivamente lim y =
=+ o ou 0.
E.rempﬂ;:-—ﬁ, Seja  calcular l,i.E'..x:' Fazendo ¥ = 1%, enconiramos
Log lim y = lim Log ¥ =lim Log {z*) = lim (x Log ) ;
1

T Logz z _ _ <3y
lim (Logs)=Nm =g —=lg—"7-= Mot
T Pl
por conseguinte, Loglimy =0, donde limy =¢"= 1, isto & limz*=1.
=t

Acha-se duma maneira andloga os limites nos outros casos de indeter-
minagio.

§ 6. Formula de Taylor

Suponhamos que as derivadas da fungio y = f(x) existem até
4 ordem (n + 1) inclusivamente numa dada vizinhanga do ponfo x = a.
Procuramos um polinémio y = Py (x) de grau ndo superior a n, cujo
valor no ponto x =a & igual ao valor da fungiio f(x) neste ponto,
e cujos valores no ponto x = a das derivadas sucessivas até & ordem
n inclusa sio respectivamente iguais aos valores neste ponto das deri-
vadas correspondentes da fungio f(x)

Pola)=/(a), Pnla)=1"(a), Py(a)=f"{a), -.-
oy P (@)= 1" (a). (1)

Pode-se, naturalmente, esperar que este polindmio seja num certo
sentido «proximos da fungio f(x).

Procuremo-lo sob a forma dum polinémio segundo as poténcias
inteiras de (x —a) e cujos coeficientes sio indeterminados

Py {I}=Ea+€1{I_ﬂ}+E'I{‘r"ﬂ'}z+'f.:|.'[r_”'}3+ tor
PP +C“ {I_ﬂ}"1 [2}

Determinemos os coeficientes C;, Ci ..., Ca de maneira que
seja satisfeita a relagio (1).
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Calculemos, de seguida, as derivadas de Pa(x):

Po()=C 4 2C,(x —a) + 3Cs(x —a)* 4 ... )
coifnCy (z—a)

Py (2) =2C, 4 3-2C, (x —a) +. ... 1

e F R =1 (r—a) Y, (3)

T M T - NG

Fy

‘ Substituindo x por a nas igualdades (2 3 i
igualdade (1)] Pal(a) por f(a), P'wila) poi‘ }f'eijag.)efnfﬂ?m::ma o

fla)=C,
fla=C,
Flay=2-1.C,

fay=nin—1)({n—2)...21.C,,
donde encontramos:
Co=1la), C,=F(a), ﬂ;=1-1—21"{a}.

I 1 4
C=123’ {E}'""C"=1.2-..+-n'ﬂm{“}'

Substituindo os valores dos coeficientes C, C
mula (2), encontramos o polinémio que se qu::rin:h oo Co na for-

Po@ =10+ 522 @+ Ly @+

(x—a),... (z—a)" 4
+E=2 {a;+,..+ﬁf’{a1. )

Designemos por Ry (x) a dif tre .
nimiin ssstin. comttids Pa ) Eﬁ:m;;;}:m a fungio f(x) e o poli

R (z)=1f(z) — P, (2),
donde

Ho)=P,(2) + R, ()
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ou mais explicitamente
f(z)=1(a) +

fo+E L@+

r—da
1!

_,_}_'f‘_:!_"'—':f“{a}-p R, (2). (6)
n

. Ra (x) 0 resto. Para todos os valores de x tais que ©
resto gjj:m p:qs:u?n. 0 Ef;lllnﬁmia Py (x) da m:;a aproximagio bastante boa
da fungio f(x). _ )

> ﬁ?sim, a formula (6) permite .Sl.lbﬂ:l-
tuir a fungio y=/f(x) pelo polm?mm
. y = Pu(x) com um grau de precisio igual
$=Rl% 20 resto Ra(x). i

O problema que se pOe agora ¢ o
de avaliar o resto Ra(x) para diversos
valores de x.

Escrevamos o resto sob a forma

|l

: . gt
] il I i Rn {2:] #{I_n.i}.._-

Fig. 95

em que Q(x) € uma fungiio a determinar. Ponhamos a férmula (6)
sob a forma:

=, O

ftx1=r{a1+"j“f'taa+‘f-§1i}f”(a3+---

E—a)" gy 4 E=0" 5 0 (h)
B = mrma L. o T o

Para x ¢ a fixos, a funcio O (x) tem um valor bem determinado;

o Cur:ilgerﬁm?.em seguida, uma fungio auxiliar de ! (r estd

compreendido entre a ¢ X):

—t (2 — 1 o
Fts}=nx1—f{s}—’1 r{t:r——“’—m—uf ) —...

(I iy, ‘}I'l‘l'l
{n+1)!

em que O € definido pela relagio (67); supbe-s¢ que a ¢ x sdo nimeros
bem determinados.

_ et gy Q.
e n!
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Calculemos a derivada F'(1):

Flo=—1O+r0—=701r0+ —E—‘iz'-‘—"—f"(rk -

N ) PP =0
TRl T e e )+

n{z—0"" (£ —10" tnsn (n4-1)z—1"
o= ™ (1) — = Y+ R Q
ou depois de se ter simplificado;

Fty=—LE=0 goragy, = o (8)
nl n!

Assim, a derivada da fungio F(r) existe para todos os pontos ¢
vizinhos do ponto de abeissa a,

Notemos, igualmente, que [em virtude da formula (67]
F(ni=10, Fa)=0.

Logo, as condigies de validade do teorema de Rolle sio satis-
feitas para a fungio F (1) e, por conseguinte, existe um valor r=¢§,
compreendido entre @ e x, para o qual F'(§) = 0. Dai deduzimos, em
virtude da relagio (B):

T e
S T '3 @O0,

donde
Q=7""w.
Substituindo esta expressio na férmula (7), temos:
R fz-}=m_—ar‘ﬂfl+ﬂ{§]
g (n <+ 1)! ;

E a fdrmula de Lagrange para o resto. Visto que { estd com-
preendido entre x ¢ a, podemos pd-lo sob a forma (*)

E=a+0(z—a),

onde © é um nimero compreendido entre 0 e I, isto & 0<O<1;
a férmula que di o resto fica:

| {I = a}n+1 n+1l -
L "4 [a +8(z — a)].

(*) Ver o fim do § 2 do presente capitula,
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A formula
—ﬂ-‘ v
r{z}=nar+"—‘i'—“f'(a1+%~’—r b

(2 —a)" 4n} (2 —a)"™ tasn) e — (9
e @+ " [a+6(x —a)] )

chama-se fdrmula de Taylor da fungio f(x).
Se na formula de Taylor se faz a = 0, encontra-se:

f@=1O)+ T/ O+ 5O +...

: 3,1_1 o xn+1 n+ﬂﬂ 10
---+n!f‘ {m+{—-n+mf (), (10)

onde @ estd compreendido entre 0 e 1. Este caso particular da formula
de Taylor é conhecido sob o nome de f{drmula de Maclaurin,

§ 7. Desenvolvimento das funcdes e*, senx, cosx
pela formula de Taylor

1. Desenvolvimento da fungdo f(x) = e*.

Calculando as derivadas sucessivas de f(x), temos:
f(x)=¢", fl0)y=1,
) =e", f0y=1,
fm=e, [(O)=1
Substituindo as expressGes encontradas na formula (10) § 6, temos:
I’ -;li3 m .Tﬂ-H' B

L)
ﬂ+§i+-r*+_+'

x4 E ;
E_H"i-l_ & el

0<B<1.

Se | x| < 1, entdo, fazendo mn =8, tem-se para o resto a estima-
tiva seguinte: ‘

Ry< g 3.
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A formula obtida fazendo x = 1 permite calcular o valor apro-
ximado do ndmero e:

1 1 1
=14+14—F—-4 ... 4+ —.
=il T Ty Tty
Se se cfectua os célculos conservando 5 algarismos depois da
virgula, tem-se;
e=2,71828.

Os quatro primeiros algarismos depois da virgula sio exactos

visto que o erro ndo excede o namero g7 ™ 0.00001.

Notemos que qualguer que seja x, o resto

n+1
Ry %0 quando n —= oo,
(n - 1)1

Com efeito, visto que @ < 1, aquantidade ¢%* & limitada, para x
fixo (ela € menor que er se x >0 e menor que 1, se x < 0).
Demonstremos que para qualquer x fixo

n+l

. —0 quando n — oo,
(n+ 1!
Com efeito,
. ke ‘_ zzz oz 2
e+ 11 23 7w arll

Se x é um numero fixo, existe entdo um inteiro positivo N 1al que

|z| << N.

Fagamos %—i = g. enliio, tendo em conta que 0 < ¢ < 1, podemos

escrever para n =N+ 1, N+ 2, N+3, .., etc:

n+l

| PS5 v VY. - N S =
= 117283 " angd]

M . ) Joe B L 1A = ad
1112013 N—1||N nlln41
oox X z A e

-r.-_';_":—-——-—-___.— s, o . ] == ——

W La A e
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porque

I

N

"
—q: <Qiere} ——'-::q.
o L'H-ii ety

N1 1
Mas—f,:,r—— ¢ uma constante e, por conseguinte, ndo depende
de m; por outro lado, gn—N+2 tende para zero para n—» co. Logo.

ndi

i — =1, 1
ki ®

+1
Por conseguinte, Ra (x) = &%= l'.::' 0 tende igualmente para zero

para n-» oo,
Resulta do precedente que qualquer que seja x, podemos cal-

cular e= com a precisio desejada com a condigio de tomar um nimero
suficientemetle grande de termos.

2. Desenvolvimento da fungdo [(x) = sen(x):

flz)= f(0)=0,
f’fx}=cusx=m(:+;). f0)=A1,
F@=—smz=sa(z+23).  rO=0
.f“'fz}=—max=sen(r+si;-). £ (0= —1.
f! fz:=smz=m(x+4;). Y0y =0,
f“’tz}=m[z+n§ ; 7 (0)=senn 3

TEOREMAS RELATIVOS AS FUNCAES DERIVAVEIS 169

Substituindo as expressdes encontradas na férmula (10) § 6. dai

deduzimos o desenvolvimento da fungiio f(x) = senx, segundo a for-
mula de Taylor:

Nr==zx ',::-1—%:—
z" T "
--+n—lmn— {n-f-ﬂl [E-H’ +i}—]
Como sen[E-{-—l:n—l-l < 1, lim R, (x) =0 para todos os
valores de x o

iga

Fig. o6
Apliquemos a férmula assim achada ao cdlculo do valor apro-

ximado de sen 20°. Fagamos n =3, isto & consideremos apenas os
dois primeiros termos do desenvolvimento:

» L5 n 1.f=Y

Avaliemos o erro cometido que é igual ao resto:

|Ha|'=

nY 1 - T -
(_g_) Em[ﬁ-{-_n %(g—) E=ﬂ,ﬂﬂﬂﬁ{ﬂ,ﬂm.

O erro cometido & pois inferior a 0,001, isto & que sen 20° = 0,343
a menos de 0,001
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Os grificos da fungio f(x) =senx e das trés primeiras apro-
ximagdes estio dados na figura 96:

Si(r)==xz; Sy(z}=z— j Syl =z —=—+ —.

3. Desenvolvimento da funcdo f(x) = cosx.

Calculando as derivadas sucessivas da funglo f(x) =cosx no
ponto x = 0 e substituindo-as na formula de Maclaurin, encontramos

o desenvolvimento:

ooy B (1)
cosr=1 2!—4—4 ...+n! Cos ﬂ2 -+
;EHTI 1
ey L =1
+{n+l:-lmﬂ[5+{n+ 12]
1Bl <<|=|.

Neste caso igm]mmtngimRan} =0 para todos os valores de x.

) Exercicios

Verificar o teorema de Rolle para as fungles:

y=g'—3xr+2 sobre o segmento [I, 2]

y = x* + 5z — 6x sobre o segmento [0, 1l

y={x—1) {x —2) (x —3) sobre o segmento i, 3k

y = sen? r sobre o segmento [0, ).

A fungio Jifl=4x*+x*—dx—1 tem por rafzes 1 & — 1. Achar

a raiz da derivada f (1), de que & assunlo no teorema de Rolle.

6. Verificar que entre as raizes da funglo y—} i —5r -6 se encontra uma
rafz da sua derivada.

7. Verificar o leorema de Rolle para a fungiio y = cos®x sobre o segmemo

[-5:+5]

4. ‘A fungio y=1— 3 = anula-se nas extremidades do segmento [—1, 1)
Verificar que a derivada desta funglo nio s anula em nenhum podto
do intervalo {— 1, 1). Explicar porque nfo se pode aplicar aqui o
teorema de Rolle,

4, Compdr a férmula de Lagrange para a funcio ¥ =senx sobre o seg-
mento [x,, %] Resp. semx, —senx, = (x, = x,) cos ¢, <o,

I, Verificar a férmula de Lagrange para a fungSo y =2xr—x* sobre o
segmento [0, 1]

W o e =

i1, quuupantanunpnlelmr:xﬂipnnkhimrﬁm

os pontos M, (0, 0) e M, (a, a®)? Resp. No ponto da abeissa rw——;g-{T.
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12,

25,

2T

J1.

33.

3.

36,

0.

Em que ponlo a tingente & curva ¥ = Log r é paralela & corda subtendo os
pontos M, (1, 0) ¢ M, (e, 1)7 Resp. No ponto da abeissa ¢ =e¢ — L ?
Utilizar a férmula de Laprange para demonstrar as desigualdades:

=14z A4 LogU+a) <z (22>0). 15, bP—a™ < pbn-1(b—a) para

~a. 16, aretpzr < 1.

Escrever a férmula de Cauchy para as fungdes fix) = x%, ¢ (x) = x* sobre
o segmento [1, 2] e achar ¢ Resp. :EE;:—i.
Calcular os limiles seguintes:

_! 1 n‘.‘"—f_z

I .
:!:Ll.li. Iﬂ_-—'{ - m- o 19, ii_'ﬂa- . Rlip. 2
—_— l_
lim —85=%  Resp. 2. 8. Tim =t e

3 T—8ED I pay COBT—1

Ty e Resp. O limite nio cxiste (/2
ey Vi—'-—cusx' 5. imite ndo cRiste | pata T —* 40,
—V2 pann z — —0).
Log sen r 1 ax —h* P
lim ——— . —_ 24. h
R W24t - Mg i Resptos g -
#5
. f—arcsenr 1 L A T—wna
ij_l.:g. e 1 Resp. — F 26, .'1-1-.32 P B Resp. cosa.
. Vilsenpy—1 . ¢XSEnT—r
Hm 3, ! i e =
Bt e e e B
. dz—1 3 .. Logz
ilr._r; T Resp. 3 - a0, ,;-I_Tn %{:m que n>>0), Resp, 0.
1
_ Lng(l+?) I_ﬂg(:-:i)
()
u.];irm -'%,.Rup. 0 para ¢ >0 oo para a < 0.
e . Logsen3r
:ilEL, et Resp. 1. 3. il—lo:-:l.:l W . Resp, 1.
;. Logtg iz . Loglz—1)—=
Lt*ﬂillj Ty Resp. 1. . ﬂ e Resp. (1.
3
- 2 ’ 2 | L
lim (1—2) tg = . R F n [__, i
.,Li{ F g Rk 39 E: zi—1 .t—l]'R“p' 2!
1 £
b [~ R
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il.

4a.

47.

49

5.

54,

55,

a6,

. lim zetg 2. Resp. ks

.t [ rag] ey

i
at
a—ll 2 s .tti—ﬂ K : R'HIL =y
._’..
lim = Rup.wi'— :

s

lim (sec p—tg ). Resp. 0.

1—
46. lim ¥ o, 1.
Iff Resp.

lim (-:-)‘". Resp. 1.

=il

8. lim (1+%)‘. Resp. ¢7.

1
lim {ctg z}m". Resp. i .
z-2i} =

50, lom (eoaz) T . Resp 4.
x

X

z
.11_.!
m (20 ) how gl ot (wT) et

q-_ﬂ.i x—+1

Decompor o polindmio x* — 5x% + 5x7 4 x + 2 segundo as potlncias de

x—2 Resp. —7{x—2)—(z—2743(zx— 28 + (z — 2"

Decompor segundo as poténcias de x + 1 o polindmio =% 4 208 — 22 +

trt i Resp 2+ 1P+ 2+ 1P =3 @+ 1)+ (=+ 10

Escrever a [drmula de Taylor para a fungio y = V¥ para a= 1 n=13,
.r—'[ 1 z—{)2 1 .r—lI 3 z—1)4

oo Vimia gl f S o L et

T
15 —3
X5 (140 (z—1)] 2 o<cect.
Escrever a férmula de Maclaurin para a funclo y= V1 +x para n=2
Rﬂp.]fi+:=1+%:—-;—z'+ .2 v 0B

&
16 (1 -+ 0z)2

Utilizar os resultados do exemplo anterior para avaliar o erro aproximado
da igualdade
|

Ifl+.t===t+-;-.t-—~-§-q:l pars z=0,2,
Rasp. Inferioe .2—*@..
Elucidsr a proveniéncia das igualdades aproximadas pars baixos wvalores
igualdades:

de x ¢ avaliar o erro das

5B,

a0,

x4
Log cos = Ra;'-—-?—-—

3 2rb

i
:;xa:—;-a-i—ﬁ i, m:un:su:-ki-
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61,

3 T f X
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: S i 5
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2

lim L{lg'iﬂ—k:}—un’z
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i
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i [estae(1+2)] nem

lim (——“._‘.f) gm_._

2
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Capitulo V
ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

§ 1. Posicio do problema.

O estudo das relagbes quantitativas entre os diversos fendmenos
da natureza, leva-nos a procurar ¢ a estudar o vinculo funcional exis-
tente entre as varidveis que caracterizam um dado fenomeno. Se esie
vinculo funcional puder ser expresso sob uma forma analitica, isto &,
com o auxilio de uma ou de vérias férmulas, é-nos, entdo, possivel
iniciar o estudo desta dependéncia funcional pelos métodos da andlise
matemdtica. Por exemplo, apos o estudo da trajectéria dum projéctil
langudo no vdcuo, encontramos a fdrmula

1 sen 2
E

que exprime a relagio funcional existente entre o alcance R, o fngulo
de tiro a e a velocidade inicial v, (g é a accleracio da gravidade).

Gragas a esta formula, é-nos possivel determinar para que valores
de « o alcance R serd maximo ou minimo, em que condigdes o aumento
de o implicari o do alcance, etc.

Citemos um outro exemplo. O estudo das vibragdes dum corpo
repousando sobre molas (combdio, automével) fornece-nos uma formula
exprimindo a dependéncia funcional entre o afastamento y deste corpo
da posigio de equilibrio e o tempo f:

R o=

y=¢ (4 cos wt + B sen ).

As grandezas k, A, B, », que entram nesta formula, tém um
valor bem determinado para um dado sistema vibratdrio (elas dependem
da elasticidade das molas, do peso do corpo, etc., mas ndo variam
com o tempo f) e por conseguinte, podem ser consideradas como
constantes.

A formula obtida permite concluir para que valores de t o
afastamento y aumenta com f, como varia o valor do afastamento
miximo com o tempo, a que valores de ¢ correspondem estes afasta-
mentos méaximos, para que valores de ¢ s¢ oblém as velocidades
méximas de deslocamento do corpo, €ic.
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~Todas as questdes deste género se reduzem a um mesmo problema,
mais geral, que se designa «0 estudo da variagio das fungbess.

E, evidentemente, dificil responder a todas estas questdes
calculando o valor numérico das fungbes em certos pontos (como ©
fizemos no Capitulo II). O objecto do presente capitulo & dar os
principios gerais do estudo da variagio das fungdes.

§ 2. Crescimento e decrescimento das funcdes

Defmimos, no § 6 do Capitulo I, as fungbes crescentes e decres-
centes, Utilizaremos agora a nogio de derivada para o estudo do
crescimento e do decrescimento das fungbes.

Teorema— 1, Se a funpgo f(x) derivivel sobre o segmento
[a, bl é crescente sobre este segmento, entdo, a sua derivada ndo €
negativa sobre este segmento, isto é, £ (x) = 0.

. 2. Se a fungio f(x) é continua sobre o segmento [a, b, derivdvel
no intervalo (a, b) e, mais, se £'(x) >0 para a <x < b, entdo, f(x)
é uma funcio crescente sobre o segmento [a, bl

Demonstragio — Demonstremos em seguida a primeira parte do
teorema. Seja f(x) uma funcdo crescente sobre o segmento [a, bB).
Atribuamos & varidvel independente x um crescimento Ax ¢ conside-
remos o guociente

Ar) —
[z + ,5,-} H.r]_ (1)
P
Sendo f(x) uma fungio crescente, lem-se:
fixr+ Ax) =[x} para Ax =0
[z + Ay <<f(x) para Az <10,
Nos dois casos
[z 4 Ax) —f{a) 0 @

Az
e, por conscguinte,

lim [EHAD—1@
A -+ Az

isto & f(x) =0, o que se queria demonstrar. [Se nés tivessemos
f'{x) < 0; o quociente (1) seria negativo para os valores suficiente-
mente D[;;tmnm de Ax, o que contradiria a relagio (2).]

onstremos agora a segunda parte do teorema. >0
para todos os x pertencentes ao intervalo (a, b). s i
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Consideremos os dois valores arbitrfirios X, € % (X < %) da
varidvel independente tomados sobre o segmento [a, &)

Em virtude do teorema de Lagrange sobre os crescimentos finitos, |

lemos:
flr) —flm)=f (D23 —x) *H<E<Za

Por hipotese f(£) > 0, por conseguinte, f(xs) — f(x) >0, 0 que
exprime bem gque f(x) € uma fungho crescente.

y‘lh A Ll

bl

/4 s - L UM,

70 - B W Ta LR
a) b)
Fig. 97

i

Pode-se enunciar um teorema anélogo para as fungdes decres-
mnmﬂ.}dﬁ;‘;ﬁﬁ{m fungdo decrescente sobre [a, bl. entdo, Fixy<0
sobre este segmento. Se P (x) <0 no intervalo (a, b). enrdo, f(x) &

decrescente sobre o segmento [a, bl.

g [Bem entendido, supomos aqui,

igualmente que a fungio f(x) &
continua em qualquer ponto do
segmento [a, B] e derivivel em
qualquer ponto do intervalo (a, 5).]

Nota— O teorema que acaba-
mos de demonstrar interprela-se
geometricamente Como se Seguel ¢
a fungio f(x) € crescente scbre o
segmento [a, b], a tangente & curva
y=f(x) forma, em cada ponto

Fig, 98 deste intervalo, um dngulo agudo ¢
’ oni 0 eixo Uj {em i:e::i:: pfmtu;;

e ser paralela a este eixo). tangente deste ngulo ndo
;lzis,p:dmﬁva: f(x)=1gy =0 (fig. 97, @). Se a fungdo f(x) € decres-
cente sobre o scgmento [@, b), o &ngulo formado pela langente e O
eixo Ox & obtuso (ou excepcionalmente, em certos pontos, a langente
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¢ paralela ao eixo Ox). A tangente deste dngulo ndo €, pois, positiva
(fig. 97, b].‘ A segunda parte do tcorema interpreta-se da mesma
maneira. Assim, este teorema permite concluir se a fungio € crescente
ou decrescente, conscante o sinal da derivada.

Exemplo — Determinar o domfnio de crescimento e de decrescimento da

funglio
b=a*
Resolugdo — A derivada desta funcio £
o= 4t

para x >0, tem-se " > 0 ¢ por consequéncia a funclo € crescente;
para x <0, tem-se | <0 e a funglo € decrescente (fig. 98).

§ 3. Maximo e minimo das fungdes

Definicao de mdximo— Diz-se que a fungio f(x) admite um
mdxime no ponto x, se o valor da fungio f(x) é neste ponto
maior que em qualquer outro ponto dum certo intervalo comtendo
o ponto x,, Por outras palavras, a fungiio f(x) admite um midximo
no ponto x = x,. se f{x, + Ax) < {(x,) para todos os Ax (positivos
ou negativos) suficientemente pequenos

4 A em valor absoluto(*).
Por exemplo, a fungiio ¥ = f(x),
f cujo grifico estd representado na fi-
gura 99, admite um méximo para x = x,.

Defini¢do de minimo — Diz-se que
a fun¢io f(x) admite um minimo para
X=X, &

T x, 1; I 5§ oA fzy+ Az) = (x),
Fig. 90 para todos os Ax (positivos ou negativos)
g suficientemente pegquenos em valor abso-
luto (fig. 99). Por exemplo, a funcio y = x*, que consideramos no
fim do precedente parfgrafo (ver fig. 98), admite um minimo para
x=0, visto que y=0 para x=0, ¢ y>0 para todos os outros
valores de x.
Chamamos a alengio para os seguinles pontos relativos a defi-
nigio do mfiximo e do minimo.

1. Uma fungio definida sobre um segmento 56 pode atingir o
seu miximo ou o seu minimo num ponto interior deste segmento.

=)

{*) Enuncis-s= por vezes como esta definigio: a fungio f({x) admite
um miximo no ponto rx,, se eXiste uma vizichanga (s, B) do ponta x,
{w<Cx, < ) tal que para todos os pontos desta vizinhanga diferentes de x,
a desigualdade f(x) < f{x,) seja satisfeita.
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2. Nio se deve confundir o méximo ¢ o minimo duma funcio
respectivamente com o Seu maior valor ¢ o seu menor valor (os
limites superiores e inferiores) sobre o segmento considerado: o valor
da fungio no ponto méximo apenas é o seu maior valor em relacio
aos seus valores nos pontos x, suficientemente vizinhos do ponto
méximo. Do mesmo modo, num ponto minimo, ela apenas € o
menor valor da fun¢doc em relagio aos seus valores nos pontos
suficientemente vizinhos do ponto minimo, Eis porque, se emprega
por vezes as expressbes méximo relativo
ou minimo relativo, em vez de méximo
¢ minimo,

Assim, a figura 10N, representa uma
fungio definida sobre o segmento [a, b,
que tem

um méXIMmo para X =X; & X = Xy
um minimo para x =1, € X = X,;

mas o minimo da fungio para x=1x, £ Fig. 100
maior que o mdximo desta funcio para
x = x,. Por outro lado, o valor da fungio para x =h é maior que
o valor desta fungio nos pontos de méximo.
Chama-se m#éximos ¢ minimos duma fungio aos extremos ou
aos valores extremais desta foncio,
Os valores extremais duma fungio e as suas disposigbes sobre
o segmento [a, b], caracterizam, em certa medida, a variagio da
fungio em relagio a variagio da varidvel independente.
Indicaremos, de seguida, um método para achar os valores
extremais.

Teorema — 1. (Condigio necesséria para a existéncia dum ex-
tremo). Se a fungdo derivdvel y = f(x) tem um mdximo ou um minimo
no ponfo X = X,, entdo, a sua derivada anula-se nesse ponto, isto é,
f' {xl]’ = D.

Demonstracao — Suponhamos, para fixar ideias, que a fungio
y={(x) tem um miximo no ponto x =x, Entdo, teremos para
0s Ax(Ax=:0) suficientemente pequenos em valor absoluto

flz + Ax) <] (),
isto &,
flzy+ Az) — f{z,) <O
Mas, entfo, o sinal do quociente
{2+ Ax) — [(x)
Ax
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é determinado pelo sinal de Ax:
fr 4 Ax) —f(x) 5,

e 0 para Ar<"10,
f{ﬂ’]+ix:'"frrl}{ﬂ para ﬁ.:r"_‘,:-ll.
X

Resulta da definigio de derivada que
F ) — lim [ A9) —1(z)

Ax D Az

Se a derivada de f(x) existe no ponto x=x,. o limite do
do membro direito ndo depende da maneira como Ax tende para
zero (permanecendo positivo ou negativo),

Mas se Ax-s 0 permanecendo negativo, entio,

F ) =0,
Se Ax— 0 permanecendo positivo, entiio,

flz) <0,

Como f'(x,) € um nimero bem definido, nio dependendo da
maneira como Ax fende para zero, as duas desigualdades anteriores
ndo sio compativeis, a ndo ser no chso em que

flz)=0.

Demonstrar-se-ia, duma maneira andloga, o teorema para o caso
do minimo.

O teorema assim demonstrado, traduz a propriedade geométrica
seguinte: se a fungio f(x) tem uma derivada no ponto maximo ou
no ponto minimo, a tangente & curva y = f(x) nestes pontos, &
paralela ao eixo Ox. Com efeito, resulta da relagio f(x) =1gp =0,
em que ¢ € o &ngulo formado pela tangente e o eixo Ox, que ¢ =0
(fig. 99),

Resulta imediatamente do teorema 1: se a derivada da funpio
f(x) existe para rodos os valores considerados da varidvel indepen-
dente, entdo. a fungdo ndo pode ter um extremo (mdximo ou minimo)
a ndo ser para os valores de x que amia a derivada, O reciproco
nio & verdadeiro: wm ponto onde a derivada se anula ndo é neces-
sdriamente um mdximo ou um minimo da funcio,

Por exemplo, a derivada da fungio representada na figura 99
anula-se no ponto x = x; (a tangente ¢ paralela ao cixo Ox), mas
neste ponto ndo hd nem méximo nem minimo. L
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Do mesmo modo, a derivada da fungio y = »® (fig. 101) anula-se
no ponto x = (0
(¥ )= = (38 )sme=10,
mas, neste ponto, a fungio ndo tem nem méximo nem minimo.
Com efeito, por mais vizinho que seja o ponto x do ponto O, temos:
=<0 pan 2x<0

e =0 paw x>=0.

Estudamos o caso duma fungio f(x) dcﬁvﬁvc{em qunlql.!ur
ponto do seu dominio de definigio. O que se poderd dizer a respeito

i1

by

0]
Fig. 101 Fig. 102

dos pontos onde a derivada nio existe? Mostraremos, em exemplos,
gue nestes pontos a fungio pode ter um méximo ou um minimo,
mas pode igualmente ndo ter méximo nem minkno.

Exemplo— 1. A fungio y=|x| nlo tem derivada mo ponto x=0
{neste ponto a curva nlio tem tangenie definida) mas ela tem um I'l'l-'l'.l.l.ﬂ'k? nesse
ponto (fig. 102); y =0 para x=10 e em qualquer outro ponto x diferente
de zero y >0

Fig. 103 " Fig. 104
Exemplo—2. A funcio y=(1— .r-‘q} nfio tem derivada no pmta
21 1 x=

[=1R+1

visto que ¥ =— (1 — ;3}5:"5 s¢ torma infinita gquando x tende para zero;
todavia ela admite um mdximo neste ponto: fi0) =1, f(x)<{1 quando x
d diferente de 0 (fig. 103).
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Exemplo—3. A funglo y — }'r nlio tem derivada no ponto x =0
{y'—+ec para x—>0) MNeste ponto a fungllo nio tem miximo nem minimo:
O =0, flx) <0 para x<0, f(r)>0 para x>0 (fig. 104}

Assim, uma fungiio ndo pode ter extremo a ndo ser em dois
casos: nos pontos em que a derivada existe e se anula, e nos pontos
onde a derivada niio existe,

Notemos que se num ponto a derivada nio existe (mas existe
numa certa vizinhanga desse ponto), ela tem uma descontinuidade
nesse  ponto.

Os valores da varidvel independente, para os quais a derivada
se anula ou tem uma descontinuidade, chamam-se ponros criticos ou
valores criticos,

Resulta do que precede que todo o ponto critico nio é neces-
sariamente um extremo, Mas se a fungio tem um méximo ou um
minimo num certo ponto, este Gltimo € necessariamente um ponto
critico. Eis porque se procede da seguinte maneira para determinar
0s extremos, Acha-se primeiro todos os pontos criticos, depois estuda-se
cada ponto critico separadamente, a fim de determinar s¢ # um
méximo, um minimo da fungio ou se nem é um nem outro.

O estudo da fungio nos pontos criticos é baseado nos teoremas
seguintes.

Teorema — 2. (Condigdes suficientes para a existéncia dum ex-
tremo). Seja f(x) wma fungdo continua num intervalo contendo o
ponto critico X, e derivdvel em qualquer ponto desse intervalo (salvo,
talvez, no ponto x,). Se a derivada muda de sinal de mais para
menos quando se passa pelo ponto eritico da esquerda para a direita,
a fungdo tem um mdximo para X =X,. Se a derivada muda de sinal
de menos para mais quando se passa pelo ponto x, da esquerda para
a direita, a funcdo tem um minimo nesse ponto.

Assim,

a {_f’{.t}:::-t} para <1,
f@<0 para z>g,
a funcio admite um mdxime no ponto x;;

s

se ) {f{*}{ﬂ para r<"ur,
f(#)=0 pama z>uz,

a fungio admite um minimo no ponto x,. Além disso, é i
as condigdes a) ou b) sejam satisfeitas para todos os valores
suficientemente proximos. de x;, istp €, para fodos os pontos
vizinhanga suficientemente pequena do ponto critico x,.

§ ] ¥
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Demonstragiio — Suponhamos, primeiramente, que a derivada muda
de sinal passando de mais para menos, isto & que para todos os X
suficientemente vizinhos do pento x,, temos:

f{r) =0 pamm z<z,
Jlr)<<0 para z>ur,
Aplicando o teorema de Lagrange a4 diferenca f(x) — f(x).
obtém-se:
fla) = f(x) = (B) (x — =),
em que ¢ é um ponto compreendido entre x e x;.
1. Seja x < x; enido,
E<z, FE>0, FB(E—z)<0
¢, por conseguinte,
flz) — flz) <0

o

flx) << f(xy). (1)
2. Seja x> x: entdo,

E=a, F(B<0, fE(x—a)<<0
e, por comseguinte,
flz) —fln) <0

ou
fla) < f(z). (2)

As relagbes (1) e (2) mostram yue para todos os valores de x,
suficientemente vizinhos de x,, o valor da fungio é menor que o valor
da fungio no ponto x,. Isto significa justamente que a fungdo f(x)
admite um miximo no ponto Xx,.

Demonstra-se, duma maneira andloga, a segunda parte deste
feorema.

A figura 105 ilustra claramente a significagio geométrica do
teorema 2.

Suponhamos que f’(x) =0 para x =X, e que para todos os
outros valores de x suficientemente vizinhos de x;, as desigualdades

fl@)=0 pama z<z:

fz)<<0 pama x>z
sio satisfeitas.

Se para x < x, a tangente & curva forma com o eixo Ox um
fingulo agudo, entdo, a fungio é crescente; e se para x> x, a lan-
gente 4 curva forma com o eixo Ox um f&ngulo obtuso, a fungdo
¢ decrescente; no ponto x = x; a fungio que era crescente torna-se
decrescente, por outras palavras, ela admile um méximo.

ESTUDO DA VARIACAD DaAS FUNCOES 183

Suponhamos agora gque f'(x)) =0 para x = x; e que para todos
os outros valores de x suficientemente vizinhos de x,, as desigualdades
flry<<0 para x<<ux,,
fixy=0 para x>z,

sap satisfeitas,

Se para x < x, a tangente a curva forma com o eixo Ox um
fngulo obtuso, entdo, a fungio & decrescente; e se para x> X, 4
tangente 4 curva forma com o eixo Ox um dngulo agudo, entiio, a
funcio & crescente. No ponto x = x;

a funcio decrescente lorna-se cres- y
cente, isto &, tem um minimo.

Suponhamos que no ponlo x=x,
' {x:) = 0 e que para todos os valores
de x,, as desigualdades

f{2)>0 para z<um,
f(x)=0 para z>12; I, 2 T

sfio satisfeitas
Entdo, a fungio € crescente para
X < Xy assim como para x > x.. Por
conseguinte, ela oo tem méximo nem minimo no ponto x = X, E jus-

tamente o que tem lugar para a fungio y=x' no ponto x=0.
Com efeito, a derivada desta fungio ¢ igual a » = 3%, logo

Fig. 105

{y'.}:mﬂ= Ut {y')J-CJ}Gl {H]:}B-ﬂ}ﬂ

Isto significa que a fungiio nio tem nem méximo pem minimo
no ponto x =0 (ver fig. 101).

§ 4. Caminho a seguir para o estudo do miximo e do minimo
duma funciio derivivel com o auxilio da derivada primeira

Referindo-nos ao pardgrafo anterior, podemos enunciar a seguinte
regra respeitante ao estudo do méximo e do minimo duma funcio
derivével

y=r(2).
1, Calculase a derivada primeira f (x) da funcio.
2. Procuram-se os valores criticos da varidvel independente x;
para isso:
a) Procuram-se as raizes reais da equagio obtida, igualando a
zero a derivada primeira f(x) =0;
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b) Procuram-se os valores de x para os quais a derivada §' (x)

tem descontinuidades.

3. Estuda-se o sinal da derivada 4 esquerda ¢ & diwiu! do
ponte  critico. Como o sinal da derivada nido muda no inter-
valo compreendido entre dois pontos criticos consecutivos, _hu!u.
estudar, por exemplo, o sinal da derivada & esquerda e A direita do
ponto critico x: (fig. 105), determinar o sinal da derivada no ponto
e e ff(x<e<t LSB<Xx, em que x, e x; sio 05 pontos
criticos vizinhos de x).

4, Calcula-se o valor da fungio f(x) para cada valor critico

da varidvel independente, : o :
Obtemos assim o esquema seguinte exprimindo os diferentes casos

que se podem apresentar.

derivada f{z) na vizinhanca
s dﬂdl} ponto  eritico =

Naturess do ponto erftice

:-f:1| X=Xy I-r.:-::
fix)=0 ou descontinuidade | — | Méximo
— | Fix,)=0 ou descontinuidade - | Minimo

+ | fix)=0 ‘ou descontinuidade | - [(Mem mdximo nem minimo (a
? fongBo € crescente)

~ | fix}=0 ou descontinuidade | — |Nem mdximo nem minimo (a
funglio € decrescente)

Exemplo— 1. Achar os miximos e os minimos da funglio
g L

Resolugfo — 1. Calculemos a derivada primeira desta fungiio:
ﬂ" = g e A + 3.

2, Achemos as ralzes reais da derivada:

2 —dr+3=0

Por conseguinte,
Iy = 11 Iz = 3.

A derivada ¢ sempre continua; niio hd, pois, outro ponto critico.
1, Estudemos of valores criticos e represeniemos os resultados na

i E‘;ﬁhgmm o primeiro ponto critico =1 Como ¥=(x—1)(x—13)
s para z - I, temos §' = (—)-(—) =0
para x> 1, wmos ' = (4-)-{—) < 0.
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Logo na vizinhanga do ponto x; = | (quando se passa da esquerda para
8 direita) & derivada muda de sinal; ela passa de mais pars menos

A fungio admite, enidp, um mdximo para x=1. N vilor da fungio
nesle ponto £

T
':H'}:=1=? .
Estudemos o segundo ponto erftica n=3
para £ "4, temos y' = (). (—) = 0;
Pama & >3, temos p' = (4).(+) =0,

Isto significa que pa viznhanga do poato x =13, a derivada muda de
sinal; ela passa de menos pars mais. A fungio tem, pois, um minimo para
£=3 0 valor da funclio neste ponto é:

u":lz=a = 1. _!.I' 3

Os resultados do nosso estudon permitem-
"nos construir o grifico da fungho (fig. 106). T

x? '
Exemplo—2. Achar os miximos e os | Y=3—2x7edxe!
minimos da fungio

y={r—1) } 5,
Resolugdio — 1, Caleulemos a derivada: T
TS =
y=3FL “:;—” _ 5z }_2 _
dyr Hi,,' z Y3

1. Achemos os valores criticos da varidvel 4!

independente: a) achemos os pontos onde a deri- + ——
vada 3¢ anula

Gr—31 2
3y = [
&) determinemos os pontos de descontinuidade

da derivada (neste presemle caso & funglo
torna-se infinita). O ponto

(]

B =

=, =

Fig. 106

I =0

estd evidentemente no nimero destes dltimos. (Notemas que & fungio & definida
¢ continua no ponto x, = 0).
Nio hd outros pontos crilicos.

3. Determinemos a patureza dos pontos criticos encontrados. Estudemos
o ponto .t,n-:-. Notemos que
W o a<lO @) s3>0
E = b e
1 B
a
podemos, entiio, concluir que a fungio admite um minimo no ponto .:--a—.
Onludlfmlumpnﬁmmluimdiguall

o_=(3-01/Z—3V/E.
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Estudemos o segundo ponto critico x=0. Resulia de
{F};{ﬂ}nr tyr}g;;u ":: 0
que a fungo tem um miximo no ponto x=0. Além disso, (y)zao =0

O grifico da funglio considerads estd
representado na figura 107.

)
i5r § 5. Estudo do méximo e
gefr-i) V= do minimo das funcies com
auxilio da derivada segunda
) % Seja ¥ = f(x) uma funcio cuja
\_L/ »  derivada se anula no ponto X = Xy,

disso, que a derivada segunda f”(x)
existe e € continua numa vizinhanca
do ponto x,. Podemos, entdo, enun-
ciar o teorema seguinie.

Teorema — Seja £ (x,) = 0: en-

tao, a fungdo tem um mdximo no

Fig. 107 ponto X =1x, se £(x;) <0 e um
minimo se F'(x,) > 0.

Demonstracio — Demonstremos, primeiramente, a primeira parte
do teorema. Sejam

flz)=0 e ["(z)<<0.

Sendo " (x), por hipotese, continua numa cerfa vizinhanga do
ponto x = x;, existe, evidentemente, um segmento  suficientemente
pequeno que contém o ponlo x, em todo o ponto, no qual a derivada

x) é negativa. _
sugundﬁa:";"}ﬂ éﬁdgacrivadn da derivada primeira f”(x) = (f (x))" eis
porque resulta da condigio (f (x))' <0 que a funcio f'(x) & decres-
cente sobre o segmento que contém x = x; (§ 2, Cap. 5). Mas " (x) =0,
por conseguinte, sobre esle segmento lemos f(x)>0 para x <X, ©
f(x) <0 para x > x,, isto & que a derivada f’(x) muda o seu sinal
de mais para menos quando se passa pelo ponto x = x.. Isto significa
precisamente que a funglio f(x) tem um méximo no ponlo X.. A pri-
meira parte do feorema estd assim demonstrada.

Demonstra-se, duma maneira andloga, a segunda parte do teo-
rema: se {”(x,) >0, ento, f(x) >0 em todos os pontos dum certo

to contendo © to x,. logo sobre este segmento f”(x) =
. {f'{xﬁ'}ﬂ. e, por c;:p?iwguinlt;. {(x) & crescente. Como f'(x) =0,

isso significa que passando pelo ponto x,, a derivada f'(x) muda

isto &, f (x,) = 0. Suponhamos, além
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o seu sinal de menos para mais, por outras palavras, a fungio f(x)
tem um minimo no poato x = x,.

Se no ponto critico f”(x,) =0, a fungiio pode, ou admitir neste
ponto um mdximo ou um minimo, ou ndo ter extremo neste ponto.
Em casos semelhantes, o estudo da fun¢io deverd ser feito segundo
o primeiro método (ver § 4, Cap. 5).

O estudo dos extremos com o auxilio da derivada segunda pode
ser esquematizado no quadro seguinte.

AR EN] i (=) “‘t“mi;d' ponto

i — Miximo o

L [ + Minimo 1

0 0 Nio determinada

Exemplo— 1. Determinar os mdximos e os minimos da funglo
y = 2sen z -+ cos 2z.

Resolugdo — Sendo a fungfo periddica (o perfodo € ifual a 2+w), basta
estudar o comportamento da funglo sobre o segmento [0, 2w].

1. Caleulemos a derivada:

B —2cosr—2senlr=2{cosr—2lsenroosz)=2cos r(1—2sen ).

2. Achemos os wvalores criticos das wvaridvel independente:
Zeosx(1—2sen 1)=0,

I|=l' :2r-n—‘ 4:3:.-5—“‘ 1'_‘.:—3—'“—
6" 2’ B’ -]
3. Caleculemos a derivada segunda:
P=—2wnzr—4cosls.
4) Determinemos a natureza de cada ponto erftico:
“"'}:.._’E= —2-%—4- %—. —3<0.

: L]
Por conseguinte, temos um médximo no ponlo X, ==

e S
LT e S
Por outro lado,
" g=—24444=2>0

PR
2




188 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Por conseguints, a fungio tem um minimo no ponlo x, =—-:
(7)) “=2~]-—.'|=1.

T
ik
No ponto x, = ——Ilemos:

. B . S
W) _sa=—2g—hg=—3<0.

in
Por comseguinte, a fungio tem um miximo Do pomto Xy=——:
i 1 3
H"}I ﬁ,n'—_z'—z"‘l"f_—'—i-.
%
Finalmente
() gp=—2(—1)—4(—-1)=02>0,

——

dn
Por conseguinte, a fungio tem um minimo no ponto x, =
)  gq=2(—1)—1=—3.

T

2 )
O grifico da fungio considerada estd representado na figora 108.

y=Zsenr rrosix

Fig. 108

Mostremos, com exemplos, que se f'(x)=0 e f"(x) =0, a
fungio pode ter mo ponto x; ou um méximo ou um minimo, ou

nio ter qualquer extremo.
Exemplo—2. Determinar os miximos ¢ os minimos da fungio:
p=1—=z
Resolug@o — 1. Achemos os ponlos criticos:
p'=—4" —-4l=0 =0
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2. Determinemos o sinal da derivada sepunda no ponto x=0:
!J'J = —_— 1-2-"':"1 W )e=n = a,

Por conseguinte, nio podemos, neste caso, determimar a natuzera do ponto
critico considerado com o auxilio do simal da derivada segunda.

3. Estudemos a natureza do ponto critico empregando o primeiro método
(ver § 4, Cap. V)

(3 le<0 =0, (Wx=o=<0.

A fungio tem, pois, um miximo no ponto x=0. O valor da funglo
neste ponio é:
(¥la=o = 1.

O grilico da fungio considerada estd representado na figura 109,

i
prxf
7 g
Fig. 108 Fig. 110 Fig. 111

Exemplo — 3. Determinar os miximos e os minimos da fungio:

g o=z
Resolugio — Procedendo de acordo com o segundo métoda, encontramos:
Wy =68z ¢ — 62 =0, =0, 2)p* = Wz% (§")e—0 =D

O segunde méiodo nlo permite, pois, julgar da patureza dos pontos
criticos. O emprego do primeiro mélodo imple-se:

Wlhso <0, ¥)azo=n
Por conseguinte, a fungio tem um minimo no ponto x =0 (fig. 110}
Exemplo — 4. Achar os miximos e os minimos da fungio:

¥y ==z — 1%
Resolugio — Segundo  método:
=3z —18 dz—1PF=0,z=1;
PR B — 1), (i = O
assim, o emprego do primeiro méiodo impde-se, visto que o segundo méiodo

&4 ineficaz:
(et >0 (@ )eng >0

Por conseguinte, a fuogio nio lem nem miximo nem minimo no ponio
x=1 (fig. 111)
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§ 6. Malor e menor valor duma funcio sobre um segmento

Seja y = f(x) uma fungio continua sobre um segmento [a, 5]
Ela atinge, entdo, sobre cste segmento o seu maior valor e o seu
menor valor (ver § 10, Cap. II). Suponhamos que esta funcdo tem
um nimero finito de pontos criticos sobre este segmento, Se o maior
valor € atingido no interior do segmento [a, b), ele idéntificar-se-4,

y=x*-tr+d

l'— 15

Fig. 112

evidentemente, com um dos méximos da fungiio
{se houver virics mdximos), mais precisamente,
com o maior destes mdximos. Mas pode igual-
mente suceder que o maior valor seja atingido
numa das extremidades do segmento considerado.

Assim, sobre o segmento [a, 5] a fungio
f(x) atinge o seu maior valor, quer numa das
extremidades do segmento considerado, quer num
dos pontos criticos interiores que & precisamente
um maximo.

Este raciocinio aplica-se igualmente ao
menor valor duma fungio definida num dado
intervalo; ele ¢ atingido quer numa das extre-
midades do segmento, quer num dos pontos
criticos interiores que é 1m minimo,

Resulta do precedente a seguinte regra: para
calcular o maior valor duma fungio continua
sobre o segmento [a, b] procede-se do seguinte
modo:

1) procura-se todos os mdximos da funcio
sobre o segmento considerado;

2) determina-se o valor da fungio nas
extremidades do segmento calculando-se f (a)
e f(b)

3) escolhe-se o maior destes valores: ele
serd justamente o maior valor da funcio sobre
o segmentu considerado.

Proceder-se-4 duma mancira semelhante para determinar o menor
valor duma fungio sobre um dado segmento.

Exemplo — Determinar o maior & o menor valor da fungiio y = 3 — 3x + 3

sobre o segmento |:-—'d

.

Resolugdo — 1. Achemos os méximes e os minimos da fungfo sobre

3
0 segmento [—3; ?:’;

y'mﬁﬂ—3.313—3=['1 =4, 3p=— 1,

¥" = 0w (e = G =
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Por conseguinte, a funglo tem um minimo no pomto *=1;
“I'].‘E-rl =

Fh=a=—06<<D

Por outro lado,

Por conseguinte, a funglio tem um méximo no ponto x= — I:
Yrem -y = O
2. Calculemos o valor da fungfc nas extremidades do intervalo:

N
W _a=F1+ @em_y=—15.

==

O maior valor da fungio considerada sobre o segmento [—3: %] &

{5"}:=-} = 3,
o seu menor valor é:
{ﬁ'}:-—-—.‘r = — 13.

O grifico da funglo considerada, estd representado na figura 112

§ 7. Aplicacio da teoria do mAximo e do minimo
das funcdes na resolugio de problemas

A teoria do midximo ¢ do minimo das fungles permite resolver
numerosos problemas de geometria, de mecdnica, etc. Consideremos
alguns problemas desta natureza.

Fig. 113

Problema — 1. O alcance da trajectdria R = OA (fig. 113) dum
projéctil langado (no vécuo) com uma wvelocidade inicial v, sob um
fingulo ¢ com o horizonte é dado pela férmula

vy sen 2
£

(sendo g a aceleragio da gravidade). Para uma dada velocidade inicial
Vo, determinar para que valor do Angulo ¢ o alcance da trajectéria
serfi mAximo.

H==
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Resolucgo — A grandeza R é uma funcio do dngulo 4.
Estudemos os maximos desta fungio sobre o segmento 0 < p{% :

ﬂ_ﬁuﬂnus 2¢  2pcos Eqn_ﬂ
dy g g

o valor critico é w=';}?

por outro lado,
dep g dq® [y g

A fungio R apresenta, por conseguinte, um méximo para O
valor ¢ =-%

Uy
g

{R}¢=i =

Os valores da fungdo R nas extremidades do segmento [ITI'; %]

sdo:
(Rlgme=0,  (R),_2=0.

O miximo achado & o maior valor de R

Problema — 2. Quais devem ser as dimensdes dum cilindro de
volume v para que a sua superficic total § scja minima,

Resolugio — Designando por r o raio da base do cilindro e
por h a altura, temos:

S = 2nr* 4 2nrh.
Sendo dado o volume, h exprime-se em fungio de r pela formula
== !TT'&.
donde
=
art

Substituindo este valor de & na expressio de S, temos:

e
S=-2:Ir"-]—?..nrm
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T
S=2 (I'l:?'a + ;) -

v € agui um ndmero dado. Por conscguinte, exprimimos § em funcdo
duma s& varifivel independente r.
Achemos o menor valor desta fungio no intervalo 0 <r < oot

E-_—E(E:{r— i),
dr r

] 3 "
Eﬂr—L=ﬂ1 = i

2n

ﬁ) e r}(r Eu)
(d.": rerj g 1y o + ‘F re=r, :}n-

Por conseguinte, a fungiio S tem um minimo no ponto r = r,
Notemos que limS = w ¢ limS§ = o, isto ¢ que a superficie total

=i}

1

s¢ toma infinita para r—0 ou r— =. Concluimos, pois, que a
fungiio S atinge o sew menor valor no ponto r=r,.

Mas, se r= ﬁ,mti .
2n =
. 3
h—_-—-k-=2. I.-‘ -D—ZE.I"
ar’ 2n

Dai resulta que a 4rea total dum cilindro, para um dado volume,
serd minimo se a altura do cilindro for igual ao diimetro da base.

§ 8. Estudo dos méximos e dos minimos duma funcio
com o auxilio da férmula de Taylor

Indicamos, no § 5 do Capitulo V, que se no ponto x =a, ' (@) =0
¢ (a) = 0, a fungio pode ter ou um méximo, ou um minimo neste
ponto, mas pode igualmente nio ter extremo. Em casos semelhantes
recomendamos determinar os extremos estudando o comportamacnto
da derivada primeira 2 esquerda ¢ A direita do ponto critico x = a.

Vamos mostrar agora como esta questio pode ser resolvida com
o auxilio da férmula de Taylor (§ 6, Cap. IV). -
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Suponhamos que, nio sdmente {”(x), mas também as derivadas
sucessivas da fungio f(x), até 2 ordem n, inclusivé, se anulam no

o x=a
v fla)=f"(a)=...=f"(a) =0, (1)
mas que j{h-l-'l_} {ﬂ} %{}

Suponhamos, além disso, que as derivadas da fungio f(x) de
ordem n + 1, inclusivé, sio continuas na vizinhanga do ponmto x = a.
Tendo em conta (1), a férmula de Taylor para a fungio f(x)
tomardi a forma:

fx)=1(a) +

{I L {I}n +1

(n 1)

em que £ é um nimero compreendido entre a e x.

Como {"+1 (x) & continua na vizinhanga do ponto a e que
fn+1) (g) == 0, existe um nidmero positivo /, bastante pequeno, tal que
para todo x satisfazendo a desigualdade |x — a| < h se tem {0 (x) 3£
= 0, Mais, se {®1 (g) > 0, teremos f ™*1 (x) >0 em qualquer ponto
do intervalo (@ —h, a+ k) se {1 (@) <0 teremos fin+D (x) <O
em qualguer ponto deste intervalo,

Ponhamos a férmula (2) sob a forma

: (T —a)"™ v s 5
f{z)—fla) (n+ 1)! / () (27

.F(rl+1}{a}1 {2]

e consideremos diferentes casos.

Primeiro caso —n & Impar.

a) Seja {+1 (g) < 0. Entdio, existe um intervalo (a — h, a + h)
em que a derivada (n - 1) & negativa em cada ponto. Se x & um
ponto deste intervalo, £ estd igualmente compreendido entre a—h
e a+ h e, por conseguinte, f"*1 (£) <0, Sendo m+ 1 um n]imem
par, (x —a)"1 >0 para x=a ¢ deste modo o membro direito da
formula (29 € negativo, _

Por conseguinte, para x - a temos em qualquer ponto do intervalo

R flz) —f(a)<0;

o que significa que a fungdo lem um méximo no ponto x = a.
B} Seja fin*D (g) > 0. Neste caso, para h suficientemente pequeno
temos {1 (£) > 0 em todo o ponto x do intervalo (a—h, a th}.
Por conseguinte, o membro direito da férmula (27) & positivo,
isto & que em todo o ponto do intervalo considerado teremos:

fx) —f(a) =0,
o que significa que a funglio tem um minimo no ponto x =a.
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Segundo caso—n & par.

Entio n+ 1 & impar ¢ a quantidade (x — g)**! tem diferentes
sinais, comsoante seja x < a ou X >a

Se h € suficientemente pequeno em valor absoluto, a derivada
(n+ 1) conserva em todo o ponto do intervalo (@a—h, a+ k) o
mesmo sinal que no ponto a. Resulta dai que f(x) — f(a) tém dife-
rentes sinais conforme seja x <a ou x>a Isto significa precisa-
mente que a funcio ndo tem extremo no ponlo x =a.

Notemos que se para n par f+D(g) > 0, entdo, f(x) < f(a)
para x<a e f(x) > f(a) para x > a.

Se para n par fi"*1 (a) < 0, entlio, f(x) > f(a) para x<a e
flx) < f(a) para x > a.

Pode-se enunciar os resultados obtidos da maneira seguinte,

Se se tem para x = a;

lay=f"(@)=...=f"(a) =0

e s¢ a primeira derivada f**!(a) que nfio se anula no ponto a é de
ordem par, entio,

f(x) tem um mdxime no ponto a se f™+1) (a) < 0;
f(x) tem um minimo no ponto a se [+ (a@) >0,

Se a primeira derivada que ndo se anula no ponto a é de ordem
fmpar, a fungiioc nfo tem extremo neste ponto. Além disso,

f{x) & crescente se f"*1) (g) > O;
f(x) é decrescente se {(n+1) (@) < 0,

Exemplo — Achar os mdximos e 03 minimos da funglio:
flz) = 2% — 4% + 622 — e 4+ 1,
Resolugdo — Procuremaos os valores criticos da funglo:
Pl e 48 — 1222 4 12 — 4 =4 (& — 32 + 3= — 1),
Encontramos a equagio:
jir* =32+ 3z —=1)=10
em que o Umico ponto critico &: 1
Ty
(poiz esta equagio apenas ftem uma Onica rafz reall
Determinemos a natureza do ponto critico x= 1:
Filg) =122 — 24z + 12 =0 para 7 = 1.
' (z) =282 —24 =10 para = = {,
fV () =24= 0 qualquer quo seja x.
Por conmseguinte, a [un¢io f(x) tem um minimo no ponio x=1.
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§ 9. Convexidade ¢ concavidade das curvas. Pontos de inflexio

Consideremos no plano uma curva y = f(x) cujo grifico é o
duma fungio univoca e dﬂ‘f‘fi‘!ﬂ;

Definicio — 1. Diz-se que a curva tem a sua convexidade vol-
tada no semtidos dos y positivos no intervalo (a, b) se todos os pontos
da curva se encontram por baixo da tangente em qualquer um dos
pontos desta curva nesse intervalo.

Diz-se que a corva tem a sua convexidade voltada para os y
negativos no intervalo (b, ¢), se todos os pontos desta curva se encom-

tram por cima da tangente em qual-
¥ quer um dos pontos desta curva nesse
intervalo.

Diz-se que uma curva, cuja
convexidade estd voltada para os y
positivos, é uma curva comvexa; de
igual modo diz-se que uma curva,
»_ cuja comvexidade estd voltada para
os y negativos, € uma curva cdnecava.

Dé-se na figura 114 uma curva

Fig. 114 que & convexa no intervalo (a, b) e
concava no intervalo (b, c).

A orientagio da convexidade &€ uma caracteristica importante
da forma da curva. Neste parigrafo determinaremos os critérios que
permitem definir a orientacio da convexidade da curva representativa
da fungio y = f(x) em diversos intervalos. 3

Demostremos © seguinle teorema.

Teorema — 1, Se a derivada segunda da fungdo f(x) é negativa
em gqualquer ponto do intervalo (a, b), isto é, se " (x) <0, a curva
y = f(x) rem, entido, a sua convexidade voltada para os y positivos
fa curva ¢ convexa) neste intervalo.

i
=
e
(- 2.
Lot
H

Demonstragiao — Escolhamos um ponto arbitririo x = x, no inter-
valo (a, &) (fig. 114) e tracemos a tangente & curva no ponto da
abcissa x = x,, O teorema ficard demonstrado se provarmos que todos
os pontos da curva neste intervalo estio dispostos por baixo da tan-
gente, ou, por outras palavras, se a ordenada dum ponto arbitririo
da curva y = f(x) é menor que a ordenada y da tangente para um
mesmo valor de x.

A equagio da curva é

y=1(a). (1)
A equagio da tangente & curva no ponto x =X, €
§— f(z0) =1 (o) (x — 7)
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il

¥ = f(x) + f (x) (x — o). (2)

Resulta das equagbes (1) e (2) que a diferenga das ordenadas
da curva e da tangente correspondente a um mesmo valor de x é

igual a .
¥y —y=1(2) — f(za) — [ (%) (x — o).

Apliguemos o teorema de Lagrange & diferenga f(x) — f (x,):
y—y="1(e)(x — ) — F (20)-( — )
(em que ¢ estd compreendido entre x, e x); entdo,
v—y=I[f () — f(x](z — xo).

Apliquemos de novo o teorema de Lagrange & expressio entre
paréntesis; entio,

y—y=1"(c) (¢ — zo) (x — z0) (3)

(em que ¢, estd compreendido entre x, & ¢).
Consideremos, primeiramente, o caso x > x,. Neslte caso x, <
< ¢ < x; dado que

z— 2 >0, c— Iy >0

e que, por hipbtese, e) <0
£ §

resulta da igualdade (3) que y—3 < 0.

Consideremos agora o caso X << X, Neste caso x <c <6 < X
e x—x, <0, c—x, <0; mas, como por hipbtese, f(c,) <0, resulta
da igualdade (3) que

y—y<0.

Assim demonstramos que cada ponto da curva se encontra por
baixo da tangente & curva mesle ponlo quaisquer que sejam os valores
de x e de x, no intervalo (a, b). Isto significa justamente que a curva
&€ convexa. O teorema estd demonstrado,

Demonstra-s¢ duma maneira andloga o teorema seguinte,

Teorema — 1'. Se o derivada segunda da funcio f(x) é positiva
em cada ponto do intervalo (b, c), isto é, se £”(x) > 0, a curva y = f(x)
tem, entao, a sua convexidade voltada para os y negativos messe inter-
tervalo (a curva é cincava).

Nota—Os teoremas 1 ¢ 1’ podem ser interpretados geométri-
camente da maneira seguinte, Consideremos uma curva y = f(x) cuj
convexidade estd voltada para os y positivos no intervalo (a, b) (fig. 115).
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A derivada f'(x) € igual & tangente do fngulo « formado pela tangente
4 curva no ponto de abcissa x e o eixo Ox; por outras palavras,
f'(x) = tga. Eis ue f"(x} = [tgal'y. Se f(x) <0 para todo o 2
do intervalo (a, b), entio, tga decresce para x crescente. Geométri-

¥ Ly

' ‘
i F A

Fig. 115 Fig. 116

camente & evidente que se tga decresce para x créscente, a curva
correspondente € convexa, O teorema 1 dd a demonstragio analitica
desta propriedade geométrica.

O teorema 1’ é susceptivel duma interpretagio geométrica and-
loga (fig. 116).

a4 o 1 \i

I
I f
jl-.z'.'l" /
e}

Fig. 117 Fig. 118 Fig. 119

Exemplo— 1. Determinar os intervalos de convexidade ¢ de concavidade
da curva
yp=2-—-"
Resolugdo — A derivada segunda
=20
para lodos os valores de x. Por conseguinte, a convexidade da curva € sempre
orientada para cima (a curva & sempre convexa) (fig. 117).
Exemplo — 1. Seja y = %,
Como Phies o5 =0
para todos os valores de x, a curva & cBocava, isto €, a sua coovexidade estd
orientada para baixo (fig- 113).
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Exemplo—3, Seja a curva definida pela equagio
T

Como
pho= i,

¥ <0 para x<0D e y">0 para x>0, Por conseguinte, a curva lem a
E;u ;:%:;vemdud: orientada para cima para x <0 e para baixo para x>0
ig k

Definiggo — 2. Chama-se ponto de inflexdo ao to que scpara
a parg:s convexa duma curva continua da sua panepggncaﬂm
pontos O, A e B das figuras 119, 120 e 121 sio tos de
inflexdo. i
E evidente que num ponto de inflexio a tangente atravessa a
curva, visto que dum lado deste ponto a curva estd disposta por
baixo da tangente e do outro lado por cima.

0 & I
Fig. 120 Fig. 121

Estabelecamos agora as condigdes suficientes
da curva seja um ponto de inflexiio, RERAR I R

Teormm_—l Seja y = f(x) a equacdo da curva. Se ' (a) =0
ou se £ (a) ndo existe e a derivada segunda £ (x) muda de sinal pas-
sando pelo valor x =a, o pomto da curva da abeissa x =2 é um
portto de inflexdo.

= Demonstragdo — 1. Seja " (x) < 0 para x < a e f'(x) >0 para
X a.

Entdo, a convexidade da curva estd voltada para os ¥y positivos
para x<a'e para os y negalivos para x> a. Por conseguinte, o
ponto A da curva da abcissa x = a é um ponto de inflexio (fig. 120)

2. Se f'(x) >0 para x<b e f"(x) <0 para x> b, a curva
tem a sua convexidade voltada para os y negativos para x < b e para
0s y positivos para x > b, Por conseguinte, o ponto B da curva de
abcissa x = b é um ponto de inflexdo (ver (fig. 121),

Exemplo — 4. Acha de inflexS lerminar i
convexidade : de mcimLE': pd-;ngm " AN [t oot

Y¥=¢"*" (curva de Gauss).
Resolugdo — 1. Calculemos as derivadas primeira ¢ segunda:

W=—20a"%, P~ (ae gy
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2. A derivada segunda existe sempre. Achemos os valores de x para
i oo i 26— (20— §) =0,
1 1

-‘if—? M rs = ﬁ a
3. Estudemos os valores abtidos:

ry== =

1 "
para f‘i‘?? tem-se ¥ =0
para z}_'-i?r lem-5e yu‘::n:
s derivada segunda muda de sinal pa vizinhanga do pente x,. Por conseguinte,
. 1
o ponto da curva de abcissa 1, =— —— ¢ um ponto de inflexfo. As

Vi 1
coordenadas deste ponto sfo: (— "p:f . I'-T).
i
e R P |
para < Ve tem-se " <

para :}*_L—:,_E-_ tem-se " = 0.

Por conseguinie, para x, = 2 curva tem igualmente um ponto de

|
Ve :
inflexfio, As coordenadas destz ponto sfo: (.?12:_ ,_Ell

Por outro lado, a existéncia deste segundo ponto de inflexfo, resulta
imedistamente da simetria da curva em relagio ao eixo Oy

4. Resulta do que se acaba de dizer que
a curva € chncava para —m{;{__i..

%3

& curva ¢ convexa para —%{:{_f.__;?_

a curve £ cbncava para - 1}2_ <zt

§. Resulta da expressio da derivada I;rium'n
y'=-~2:e-x!
para x <0 se tem ¥ > 8, logo a tuqcin € crescente;
para x>0 se tem ¥ < 0, logo a fungle ¢ decrescente;
para x =0 se tem ¥ =0
A funcio tem um mdximo nestc ponto, a saber ¥y = 1.
¢ ficil gragas aos resultados obtidos, tracar o gréfico
fun¢io (fig 122).
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Resolugdo — 1. Calculemos a derivada segunda:
"= 1255
2. Determinemos as taizes da equagio y* =
1227 =0, ==,

3. Estudemos o valor obtido x=10

para x <0, lem'se ¥y* >0, a curva ¢ cOncava;

para x>0, iem-se y" > 0, a curva ¢ convexa,
Por conseguinte, a curva nfo fem ponto de inflexSo (Gg. 123).

Fig. 122

Exemplo — 6. Achar os pontos de inflexfo da curva
|

y=(z—1)7,
Retolugio — 1. Calculemos as derivadas primeirs ¢ segunda:
2 &
1 5

V=3 (z—1) 9 ; y":——g-—{z—j]_'_
2. A derivada segunda nio s anula em nenhum ponto, mas ¢la nfo

existe para x=1 ("= * =)

Ly |
I ( R
- 4 ,M
Fig. 123 Fig. 124

3. Estudemos o valor x=1

para x < |, tem-se y* 2> 0, a curva & cdncava;
pata x> 1, tem-s¢ ¥" <0, a curva ¢ convexa,

A curva tem, pois, um ponto de inflexfo para x = 1. E o ponto (1; 0L

Exemplo— 5. Achar os pontos de inflexfo da curva

y=at

Notemos que ¥ = % para x= |, isto é que a langents & curva neste
ponto ¢ paralela ao eixe Oy (g 124).
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§ 10. Assimptotas

Acontece frequentemente ter-s¢ que estudar a forma da curva
y=f(x) e, por conseguinte, o comportamento da fungdo quando
as coordenadas dum ponto varidvel da curva tendam para o infinito
(em valor absoluto). No decurso dum fal estudo, um caso particular
nos retém sobretudo a atencio. E aquele em que a curva considerada
se aproxima indefinidamente duma dada recta, quando um ponto varid-
vel tomado sobre esta curva tende para o infinito (*).

Fig. 125 Fig. 126

Definicdo— A recta A chama-se assimptola duma curva, se a
distincia 8 dum ponto varidvel M da curva a esta recta tende para
zero, quando o ponto M tende para o infinito (fig. 125 e 126).

Na sequéncia, distinguiremos as assimptolas paralelas (isto &,
paralelas ao eixo das ordenadas) e obliguas (isto €, ndo paralelas ao
eixo das ordenadas).

1. Assimptotas paralelas ao eixo Oy.
Resulta da definigio de assimptota que se lim f {;:]= )

Tesd

ou lim f(x) = o, ou lim f(x) = =, entio, a recta x =a € uma

b=} il

assimptota da curva y = f(x). Inversamente, se a recta x =a € uma
assimptota a esta curva, entdo, uma das igualdades anteriores € satisfeita.

Por conseguinte, para delerminar as assimptotas paralelas ao
eixo Oy, é necessirio achar os valores x =a para os quais a fungdo
y = f(x) tende para o infinito quando x—a. Se um tal valor de
X existe, a recta x =a seri uma assimptota da curva paralela ao
eixo Oy.

{*) Dizse que o ponto varidvel M tomado sobre a curva tende para
o infinito, s a distincia deste ponto da origem das coordenmadas aumenta
indefinidamente.
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2
Exemplo— 1. A curva r-:,itam uma assimptota paralela ao eixo
Oy, € a recta x =35, visto que y— o para x—5 (fig. 127).

Fig. 127

Exemplo—2. A curva y =tgx tem uma infinidade de assimp "
AR oy i g aonb Al o Yol para

n an Bn
"r:i_z'u 1"='-1‘:T1. .1'—:1:'?,...
Isto resulta de tg—» & gquando r lende parn um dos wvalores
a An T
? —-__J', -—-::—....au
T An aa i
e il T -——-2—....{[1[;. 128).
i
|
y-torx
EE i 3 ]
z 7 Y I 3 7
| 7t 1' i n In —a
Fig. 128

Exemplo— 1, :u recta x=10 ﬁlum.u assimplota paralela ao eixo Oy

para a curva ¥y =¢ " wvislo quu'iimT]T-m (fig. 129).
oow-b
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Il. As assimptotas obliguas.

Suponhamos que a curva y = f(x). tem uma assimptota obliqua

y=kr+b, (1)
Determinemos os numeros k e & (fig. 130). Seja M(x. ¥) um

cuja equagdo &

ponto da curva e Ni(x, ¥) um ponto da assimpota.
L)

f

) -

7 ——

Fig. 120 Fig. 130

O comprimento do segmento MP & igual & distincia do ponto M
4 assimptota. Por hipbtese
lim MP=1. (2)

Designemos por ¢ o &ngulo formado pela assimptota e o eixo Ox.
Resulta do trifngulo NMP que

N = —J'ifi
cos ¢
sendo ¢ um &ngulo constante (ditu'r.ntu de %) . resulta da igualdade
anterior que
lim J"!'-Jar=ﬁ. {2.-}
L

¢ inversamente, da igualdade (2) resulta a igualdade (2). Mas
NM = |QM—QN |=|y—y| =|f(z)— (ke +b) .
e a igualdade (20 se transforma em
lim (f(2) — ks — 5] = 0. @)
Assim, se a recta (1) é uma assimptota, a igualdade (3) & wveri-

ficada, e reciprocamente, se as constantes k e b verificam a igual-
dade (3), a recta y = kx + b é uma assimptota.
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Determinemos agora k ¢ b. Pondo x em factor na igualdade (3),

lemos:
x

x-efoo ¥

Como x-» + 0o, devemos ter

x

b i T

Mas como b é constante, lim%zrﬂ. Por conseguinte,

lim [_L[.r_} - E] =0,
T

E e
LY

ke="lim L& 4

K--foe

Conhecendo £, achamos b da igualdade (3):
b= rli:lw [f (x) — kz]. (5)

Assim, se a recta y=kx +b é uma assimptota, acha-se os
coeficientes kX ¢ b com a sjuda das formulas (4) e (5). Inversamente,
s¢ os limites (4) e (5) existem, a igualdade (3) é verificada e a recta
y=kx+ b é uma assimptota. Se um dos dois limites (4) e (5) ndo
existe, a curva ndo tem assimptota.

Notemos que estudamos esta questio referindo-nos & figura 130
para x —+ + co, mas todos os nossos raciocinios sio igualmente vélidos
para o caso em que x> — co.

Exemplo — 4. Achar as assimptotas da curva
| 2r
P
Resolugdo — 1. Procuremos as assimptotas paralelas ao eixo Oy:
M:—:———Uiy---l-m;
mdﬂr—++0,y—n—m.
A recta x=0 ¢ por conseguinte, uma assimptota paralela ao eino Oy,
2. Procuremos as assimpiotas obliquas:

k= lim ¥ — iy T2t [1 e
=i T T dom i X420 * L E :
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k=1,
isto &
. r+2r—1
b= lim |g—=]—= lim ‘;I——J]:'
X oh X—% 3 00
b P (— i
= i [2E2ERY um [2-1 ]2
A 490 x d=e 100 .
assim,

b= 2.

Por conseguinte, a recla
y==z112
tola obligua da curva considerada. :
- umh:-nuﬂ:rtud:r a ;a:i;lu da curva em relagio i“[:u u::s[mptnt!;.“ consi
deremos a diferenga das ordenadas da curva ¢ da assimpt corTe
a um mesmo valor de x: ey T "

I i

¥ Para x>0 esta diferenga & nega-
T tiva, e para x < 0 positiva, por conscguime,

m:}ﬁl-cunl_utidlrpoﬂlpﬂfhﬂ“
e para x <0 por cima da sua assimploia
(fig. 131).

b— lim [e=snzz—2]=
Xm0
= lim e *semz=0.
Fig 131 E—efeo0
Por conscguinte, a recla

y=—=x

tota obligua para x—* 4 .
& uma assimp :

A curva considerada nfio tem assimptota para x =% — .

ot e
lim ¥ nSo existe, visto que -"'—=-£~ senx + 1 (o primeiro termo cresce

x
Keseagy &

m:*—ngwwﬂﬂ.ﬂmﬁmm
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§ 11. Esquema geral do estudo das funches
e da construcio dos graficos

O estudo das fungBes resume-se geralmente em determinar;

1) O dominio natural de definicio da funglo;

2) Os pontos de descontinuidade da fungio;

3) Os intervalos de crescimento e decrescimento da fungio;

4) Os pontos de médximo e de minimo, bem como os valores
méximos ¢ minimos da fungio;

5) Os dominios de convexidade ¢ de concavidade do gréfico,
os pontos de inflexdo;

6) As assimptotas do grifico da fungdo.

Este estudo permite tragar o grifico da fungio (por vezes é
preferivel eshogar os elementos do gréfico destes eclementos paralela-
mente ao desenvolvimento do estudo),

Nota—1. S5e a fungio considerada y =f(x) é par, isto é, lal
que o valor da fungio nio mude quando a varidvel independente
muda de sinal, por outras palavras, se

f{_' I} =I{I},

basta estudar a funcio e construir o seu grifico Unicamente para os
valores positivos da varidvel independente pertencente ao dominio de
definicio. No que respeita & parte do griafico correspondente aos valores
negativos da varidvel independente, basta notar que o grifico duma
fungio par ¢ simétrico em relagio ao eixo das ordenadas.

Exemplo— 1. - A fungiio y = x* & par, visto que (— x)* = (2%} (ver fig. 5k

Exemplo—2. A fungio y =cosx & par, visto que cos (—x)=cosx
(ver fig. 16).

Nota—2. Se a fungiio y = f(x) & impar, isto & que ela muda
o seu sinal quando a variivel independente muda de sinal, por outras
palavras, se

H—2)=—J(2),

basta estudar Unicamente os valores positivos da varifvel independente.

O grifico duma fun¢io impar & simétrico em relagio i origem das
coordenadas.

Exemplo—3, A fungo y=x & impar, vistlo que (—xP0 = —x?

‘hlr fig. 7).

Exemplo —4. A fungio y =senx é impar, visto que sen(— x) = — sen x

Aver fig. 15).

Nota—3. E, por vezes, preferivel inverter a ordem das operagdes
¢lectuar quando se inicia o estudo duma fungio concreta, porque
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certas propriedades da fungio permitem, por vezes, deduzir outras.
Por exemplo, se estabelecemos j& que a fungio considerada € continua
e derivivel, ¢ que determinamos 0s pontos do méximo e do minimo,

r isso mesmo delerminamos os intervalos de crescimento e de decres-

cimento da fungio.

Exemplo — 5. Estudar a funglo
e
V=14
e construir o seu grifico.
i i intervalo
Resolugdo — 1. O dominio de definicgio da fungio d o
— m < 1< %, Notemos imediatamente que y <0 pama 1< 0 & que ¥y>0

WA fungio & i
L-A sempre continua,
1. Procuremos os miximos ¢ os minimos desta fumcio. Partindo da

igualdade i

=grap
encontramos os pontos criticos:

Iy = — 1. = L
Estudemos a natureza dos pontos criticos:

f":np‘ﬂ T —1,
Y > 0P s> — 1.

Afnuﬂntem.puis,umnmimnnmwx--l:

Vmin= 1 rmq=—05
Por outro lado,
' >0para =1,
y O patd r— |,
Por conseguinte, a fungfo admite um mdximo no ponto x=1:
Vmax=({z~=1 =0,5,
4, Delerminemos os intervalos de crescimento e de decrescimento da
fungio:
y<0 paora —w@<x<—1, a funglio & decrescente;
y >0 para —1<x< 1, a funglo € crescenle;
y <0 para 1 <x<%, a funglo € decrescenle.

§ Determinemos os intervalos de convexidade, de concavidade e os

pontos de inflexfo da curva,

Resulta da igualdade 2r (22— 3)

e
que
Iiﬂ—v‘é, Izﬂﬂ. 33=V§|
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Estudemos ¥ em funglo de x:
para —co< s — /3 temese p" o, a curva € convexa;
para —VY3<z <0 tem-se ¥° >0, a corva é cbacava;

para 0 < z< /3 tem-s2 §" <0, a curva é convexa;
para V3<z<m tem-se p* >0, a curva ¢ chncava.
Por conseguinte, o ponto de coordenadas r= — /3, y—= ——1::3 é um

ponte de inflexio. Veé-se igualmente que os pontos (0, 0) e (Vﬁ J;r—a)
sio também pontos de inflexdo.
6. Determinemos as assimptotas da curva:
para x — - oo, y -+ 0; para -+ — oo, -+ (L

Par conseguinte, a recta y =0 € a dnica assimptota obligua. A curva
nio lem assimplotas paralelus ao eixo Oy, porque para nenhum valer finito
de x o walor correspondente da fungio tende para o infinito.

O prdfico da curva esiudada estd representado na figura 132

¥ X

it ¥* 751
o R LT | |
na 9 : < -
g 1 VT I
-5
Fig. 132

Exemplo —- 6. Estudar a fungfio
y:i'_&u“—x’
e construir o seu grafico.
Resolugiio — 1. A fungiio & definida para todas os valores de x

2, A fungio & sempre continua.
3, Procuremos os mdximos ¢ os minimos desta fungio:

g dar—3rd J fa—3dz
3 (Zart—air 3y z@a—nr
A derivada existe sempre, menos nos pontos
=0 ¢ r3=2ua,
Estudemos os valores limites da derivada quando x—*—0 ¢ x—> +0
fg—3z 4y —dx

m _.'_n—z-—-m lim ——
=0 3y [2a—z) x zatd 3y (Za—x)2x

b

=t

pata x< 0 tem-se ¥ < 0; para x>0 temse y >0
Por conseguinte, a fungio tem um minimo no ponto x =0, O wvalor da

fungio neste ponto & igual a zero. e

14
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Estudemnos agora o comportamento da fungiio na vizinhanga do segundo
ponto  critico :,-I.?a. Quando x—2a a derivada tende também pars o
infinito. Todavia, neste caso, a derivada ¢ negativa para todos os valores
de x suficientemente vizinhos de 2a (bem fumi p;;; os valores duu:m:nl;fx

esquerd 4 direita do ponto 2a). A fungho tem, pois, ex
: e e * ponto. Na vizinhanga do ponto x, = 2a,
o bem como, neste ponto, a fungio £
decrescente; a tlangente & curva nesie
4 ponto € paralela ap eixo Oy.
. - F i
\\'-@ y-¥Tart-z’ A derivada anula-se para :-vaf.
\f"‘ ' Estudemos este ponio critico. Resulta
N da expressio da derivada primeira que

para r < 4—;-* tem-se y' >0,

\ m:}%‘; temese ' < 0,

R Por conseguinte, & fungfio admite

\\ um miximo no ponio z-—%:

i

s St
Fig. 133 Yox="3 2% i

4, Utilizando o5 tesultados do esitude efectuado deduzimos os inter
valos de crescimento ¢ de decrescimente da funglo:
[ a funglio & decrescenle para — =0 =~ r <" ()}

a fungio € crescente para-0) = ;.q'%":

&
a funcio & decrescente para Eﬂ o - -

§. Determinemos os intervalos de convexidade e de concavidade da
curva, bem como os pontos de inflexfo: a derivada segunda
Ba
_-Hza.l.-. {2-’1 _:}hga

»

H:

néo se anula em nenhum ponto; contudo, ela tem dois pontos de descon-
tinvidade: slo os pontos x, =0 e x,=1la -
a amum“ o sinal da dm‘u;h‘ segunda na vizinhanga de cada um
destes pontos: s

para x < 0, tem-se ¥" <0, a convexidade da curva estd, pois, orientada

cima;
i para x >0, tem-se ¥ <0, a convexidade da curva estd ainda orientada
para cima. )

O ponto de abcissa x=0 nlo & pois, um ponla de inflexfo.

Para x < 2o, tem-se 3 < 0, a convexidade da curva estd, pois, orientada
i :]I:'I;,. x> 2a, temese ¥° > 0, a convexidade da curva & orientada para
baixo.

O ponto (2a, 0) € pois, um ponto de inflexio.
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6, Determinemos as assimptotas da curva:

§ p—— 3
L S Al — 3 ’ 2
T AP |1 et B =,
r—s 4 @ I X-+4oa I ] o+

b= lim [y 2Zar®—ritz]=
X+ 4o

e R e e i i =:“3‘i.

xezoo ) (Bari—g9)8—zx ) Zar?—zd 4 1t

A recta

W= _;_l_._..

3

¢, pols, uma assimpiota obligua da curva y = Ve — B, 0 grifico da
curva estudada estd representado na figura 133,

§ 12. Estudo das curvas dadas sob a forma paraméfrica
Sejam

y=y(t)

as equaghes paraméiricas duma -curva.
Neste case o estudo ¢ o tragado desta curva fazem-se da mesma
maneira que para uma curva dada pela equagao

Calculemos as derivadas y=1{)

o (2)

—_— ] ! :

T (t)

4, :

Pl

; - {3

Caleulemos a derivada 4y (1)

dr ¢ (f)

para os pontos da curva na vizinhanga dos quais q grifico desta dltima
tem por equa¢io y = f(x), em que f(x) é uma certa fun¢io.
Determinemos os valores do parimetro 1 =1, f2, ..., {; para 0§
quais uma pelo menos das derivadas ¢ e ¢'(f) se anula ou tem um
ponto de descontinuidade. (Tais valores de 1 serio chamados valores
griticos.) Em virtude da formula (3), define-se em cada intervalo (., f.).

(s, £s), ..., (tx _4, 1.) e, por conseguinte, em cada intervalo (x;,, x).
xs, Xa) ... (Tn _g, xa) (em que x, = (1)), o sinal de g—f & por isso

4=
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mesmo se determinam os intervalos de crescimento ou de decrescimento.
Isto permite determinar a natureza dos pontos correspondentes aos

valores 1,, fs .... ¢, do parimetro. Calculemos agora:
Py_wOT0 -0 OV @)
dz* [¢" (@F

Esta férmula permite-nos definir a orientagio da convexidade
em cada ponto da curva.

Para determinar as assimptotas, procuram-se os valores de r tais
que nas suas vizinhangas quer x, quer y tenda para o infinito, e 08
valores de t tais que nas suas vizinhangas x ¢ y tendam simultinea-
mente para o infinito. O estudo da curva se processa da maneira habitual.

Mostremos, com exemplos, certas particularidades do estudo das
curvas dadas sob a forma paramétrica.

Exemplo — 1. Estudar a curva dada pelas equagBes
x = acos i, }
y = a=ndf (1"

Resolupdo — As grundezas x e y Ao definidas para todos oz valores
de 1. Mas, tendo em conta a periodicidade das fungbes cos®f e sen®/ (o seu
periodo ¢ igual a 2=), basta considerar a variagio do parimetro ¢ ecotre
0 ¢ 2w; & voria, entio, sobre o segmento [—a, ali o dominio de definicio
da fungiio ¥ € o segmento [—a. al A curva considerada nlio lem, pois,
assimptotas. Achamos em seguida:

.:’%.-T — 3z costtsent,
e (2%
o __ 1
m_a..-;unrme:. 5
Estas derivadas anulam-se pata (=10, _;_..:..,| L T'l‘ 277, Determinemos:
-]
dy _ Basenticost .., (3)

dr —dacostisent
Utilizando as formulas (29, (3, formemos o quadro seguinte:

Binal | Cardcter da
Dominio de Dominio de variacio{Dominio ds varisgiol de (varisgio dae

variacho da ¢  [correspondents de Torruma-ut- da vl % ﬁ’m'n??’?:
<<y a2 >0 0<y<a — | decresce
F<1<a 0>z2> -0 aZy >0 + cresce
::{t{%"’- —a< ) >y > ~a - decresce
%1{:{2.1 D xr<a —a< =0 - cresce

e — - o ————
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Este gquadro mostra-nos que a relagio (17 define duas fungbes continuas
da forma y = f(x) tais que para Dt = se tem ¥y 20 (ver as duas pri-
meiras linhas do quadro) e para = <1< 2w tem-se y <0 (ver as duas dltimas
linhas do gquadro). Resulita da fdrmula (37

lim %zm

¥

Y

f—-T

e

dy

lim —=on.

1-;-3-2 . i ‘r .
1
A angenle & curva nestes ponlos € paralels

a0 eixo Ov. Além disso
ﬂ =0 dy dy
& fjd - @ f=w " @ :-2n=& Fig. 134

A tangente b curva nestes pontos &, pois, paralela ao eixo Ox. Achemos,
em seguida: » ;
¥

@t~ Bacosti-sint
donde concluimos:

parall < § < 1 fem-se %:’0* a curva & cbncava,

d?
paran < t <2nlem-se TI%{D. a curva & convexa.

Os resultados obtidos permitem-nos consiruir a curva considerada (fig- 134).
Esta curva chama-se asterdide.

Exemplo—2. Construir a curva dada pelas equagbes ([dlio de Descartes).
dat Jar?
=iyl Yips ()

Resoluglio — Fstas duas fungbes sfio definidas para todos os valores f
excepto f= — |,

3
e . 3at
lim z= lim ———=
foei—t  Ie—1-0 1400 i

. Jart
lim = i = — H
e A A ET He
lim z=—m lim yp=-4oco:
fesitid " teeto y=+4oo
Por outro lado, nolemos que
para =0 se tem =0, y=0,
quande | —+4co tem-se -0, ¢—0,
quands | —+—0cO tem-se -0, y—0D
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Meste ponto a langente & curva € paralela ao eixo Oy,

('ﬁ%} t= 33 i

el : _f
[y:u ;f’i

Neste ponto a langene & curva ¢ paralela ao eixo Ox Procuremos as

assimplotas;

art (1419
Jat (1-- %)

e =f=0

llru |: 1‘”:
1+

k= lim X — |
Hews

_1.
dut
1 -{- lﬂ]
Sud

= 7l Sat (i4-1)7
—I_.]_ulu_“[ 1414 ]_ini_iill_nl—l'i'l’ =i

Por conseguinte, a recta y= —x—ga ¢ uma assimplota de um dos

b= lim {(y—#k
h_l_m{y )=

ramos da c¢urva quando x —% 4 oo,

Do mesmo modo, achamos:

k= L. Lome i, o

b= lim (§—kz)e=—

Fe—ie
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dr
Calculemos T %f— :
i
e _ﬁ“_[‘f"_) Ay Bat@—f) a0
(et de (1)
Dal deduzrimos os valores criticos seguintes para
; 1 -
fy=—1, =, 3= ;I(ng :i'_fz'
Achamos em seguida:
4y
A =) i
dr  dr .;.(1 5)
- 25—t
di 2
Servindo-nos das férmulas (1%), (2%), (3"), formemeos o quadro u:uintr
Imn-t
Dominle de Mominle de variacho lo de varls
\-uu;inn do rn-rrupm-.dnntu de rrespondente de __‘_._ lfi_nﬁw“ .
—oo < —1 0< <+ oo 0 >y >—oo = decresce
e L | — o 2 (¥ -y >4 = decresce
{]{J‘{:SL_E I1q’_::{r:-=;_-i H{u{u%"-i £ cresce
¥
L QT [ai i e>adE|aVE<r<adE| - | deorc
rr -—
Ye<t<too| ayZ>2>0 ayize>u L1 cresce
Resulta da fdrmula (3°):
dy dy g
(Ti':']._.% i T):_ =0
(3=0) (=0

Por conseguinte, a curva passa duas vezes pela origem das ceordena
{a origem das coordenadas é um ponto duplo da curva, nma vizinhanga
origem a curva tem doit ramos), o primeiro ramo lem uma langente para
ao eixo O e o scgundo uma fangente paralela ao eixo Oy, Por outro

(%) ,
(

=3,

VE

anf".i}

y—adri

[} x
Assim, a recla ¥y = — 1 — g ¢ uma assimptota \
de um dos ramos da curva gquando x—*— oo,
Segundo o estudo que acaba de ser [feito,
podemos tragar a curva (fig. 135)
Certas questBes relativas ao estudo das cur-
vas serfo tratadas no Capitulo VI, § 19, «Pontos -
singuleres duma curvas. Fig. 135
Exercicios
Achar os extremos das fungdes:
i, y=—33—2:+4 3, Resp. ¥min= & para z—1.
] 7
2, —IT-'E-I‘L:'E'I'TLEHF- Umaxy ==y Ppara =1, tmip=1 para r=3.
3. p—x1—022 LA5r 3. Resp, Ymar—10 pata =1, Yp= —22 pam r=3,
K, = —2h 257 Resp. Frnpx=1 para z==:1, yyn—0 pam r=0,
(T i —Br? 4.2, Rﬁpﬁ Vmax = =3 pPEn r= o, I_.|I|||,"|T_—Ii para a=42
0.y 3.1'5-12-11'3-;-.;.1*}[!:. Resp. mix. para r——4 el r—=4d, min. pafa r=
-3 et z=4%.
7. 1] 2_{1_ l]:i- mp\- I."mu_-[—'z para r=1.




26 CALCOCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
i

B, y=3—2{z41)", Resp, Nio hid exiremos,

B oy=— H—IH.Rup. min. para r= V2, mix, para z=—V2&

3 2432
0. o {Iiﬂ . Resp. mdx. para ;=% :

Log 2

i1, p=2e%1 ¢ = Resp. min. para =
12, g= e Resp. ymn=1¢ para r=e,

13.

14,

15,
16.
i7.

18,

10

2l.

.
=5

4.
Zh.
26.
7.
28,
5

Logr
- n
= 08 T — SENE (—-;-a_q__.r{;%] . Resp, anl—_"vz PRIA, W=

y—senlr—ux (-_TT égxq-g—] .Resp. miix. parnz:-%‘-. min. para =
n

=t

¥=&4 gz, Resp. Sem extremos.

=3 |

& 4
y___'::‘ sen &. Resp. min. para r=2kn— i Im‘.'l. parn =2 ﬁ--l"z .

y—=zi— 22442 Resp. mix para r=0; min. para z=—1 ¢ pama z=1.

i
y=(z—2)3 (2x+1). Resp ymn =—8,24 para z=F.
5.-:;?_:7 . Resp. min. para z=1{; midx. para zr=—1{,
4 a w
y== % {u—x)2, Resp. ymn=% pams 2=~ Vmig="0 pare =0 e pam
£ —dl.
i s s min .tm—-—-—a—mﬂi

B vt Resp. midx., para r= Py G para FES Ak

joot— 1=z Resp. yyax="m4 para 2=3/4; ymin=—1 para z=—1.

2

T 2 1 i
o Vla—a— (ro= 1), Resp. umu-_—a-]/-; para .'t—? g
I

=13 Resp, min, paraz=—1; mdx. para x-—1,
|

g—&Logz, Resp, min para *=lle

ye=xLog? r. Resp. mdx. para z=;_; min. para z=—1,

v -Logr—are tgx. Resp. A Tungho cresce

y -sendr—3sen z. Resp. min, para #=nmn/2 ; mdx. para =31/
y Lr--arelgr. Resp. Sem exlremos
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30, y=sen rcos? r. Resp, min. para f=—v: dols midx: para a:=i.r|:.ccuV_—§-

5
e para zmn.rcc.m(--]/-%) .

31. p==arc sen (sen z). Resp. mix. para :E&;‘M; min, mzzm z
Achar o maior ¢ menor valor das fungdes nos segmentos indicados:

B y=—3s44 62| (—2< r 2. Resp. O maior valor é y=3 para
t=-4+1, o menor valor € g=—25 para z=—+ 2,

33. y=—f,-:;—-zri-!—3:+1{—h;:£5}. Resp. O maior valor € y= %

pama =3, o menor valor & p:-—%—' para ¥= —1.
4. y=:—::{ﬂ{xd;{].ﬂmp. O maior valor & H=% para r=4§, o menor
valor € y=—1 para z=0.

3o, y:’unh—:(-%r; T -'T;—] Resp. O maior walor & .-_r% parp
‘;I o menor valor & y=—a§- para :=%.

i, Descja-sz [azer uma caita sem coberturs de volume mdximo cortando e

dobrando dum modo !p.mprildn, quadrados iguais numa folha de chapa

do lado a. Qual deve ser o comprimento do lado destes quadrados? Relp.—;.

= -

37. Mostrar que entre todos os rectingulos inseritos num dado circule, o

quadrado tem uma superficie mdxima. Mostrar também gue o perfmetro
¢ miximo para o quadrado.

d8. Mostrar que entre todos os tridngulos isdsceles inscritos num dado circulo,
o triingulo equildtero tem um pzrimeiro mdximo,

3. Achar, entre os tringulos rectdngulos cuja hipotenusa & igual a h, o que
lem uma superficie mdxima. Resp. O comprimento de cada lado & igual
h

40. Achar, entre os cilindros rectos inscritos numa esfera de raio R, o que
tem um volume miximo. Resp. A alwra deste cilindro € igual a i

fil. Determinar ‘éntre os cilindros rectos inscritos numa dada esfera de raio R
0 que tem drea lateral midxima. Resp. A altura deste cilindro € igual
a R '[e"f_

42. Achar entre os cones recios circunscritos a uma esfera do raio R, a

sliura do que tem volume minimo. Resp. A altura € igual a 4R. (O volume
€, entfo, igual ao dobro do da esfera.)

43. O interior de um reservatério sem cobertura cujo fundo tem a forms de
um gquadrado deve ser recoberio de chumbo. A capacidade do reservatdrio
¢ 321 Quais devem ser as dimensBes deste reservatdrio, para que a
quantidade de chumbo utilizado sefa minimo? Resp. Altura 02m; lado
da base 0,4m, (isto € o lado da base deve ser o dobro da altura)
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&45. Um trolha deve fazer uma goteira de capacidade mixima cujo fundo
¢ lados laterais tenham [0cm de largura; mais, os lados lalerais devem
szr igualmente inclinados reloco ao fundo. Qual serd, no cimo,
a largura da pgoteira? Resp. 20cm.

45, Demonstrar que a fabricagio de uma tenda cdnica, de capacidade dada,

exige uma despesa de tecido minimo, quando a altura da tenda é /2
vezes major que o raio da base,

&6, Tem-se de fabricar um cilindro, sem cobertura, cujas paredes e fundo
tenham uma dada espessura. Quais devem ser as dimenssbes deste :iﬂndgn,
para uma dada capacidade, se se desejar gque a guantidade de material
empregada scja minima? Resp. Se R designa o raio interior da base e v

5
5 bl
o volume interior do cilindro, entdo, R#]/F'

47. Tem-se de fabricar uma caldeira soldando &s extremidades dum cilindro
doas semi-esferas. As parcdes da caldeira tem uma espessura constante.
Para um dado volume v da caldeira, como proceder para que a super-
ficie exterior seja minima? Rtlfp. A caldeira deve ter a forma duma

: ; VT
esfera de raio inlerior R=l‘/-‘i_1'

48, Construir um trapézio isdsceles de perimetro minimo para uma dada
supe ficte §; o dngulo da base & igual a a. Resp. O comprimento dos
; 8
lados laterais ¢ igual a ]/m ;
49, Inscrever numa esfera de raio R um prisma tridngular regular de volume
méximo. Resp. a sltura do prisma € igual a 3_‘"_
J

50. Circunscrever um cone de volume minimo a uma semi-esfera de raio R.
A basc deste cone coincide com o plano diametral de base da semi-
-esfern. Caleular a altura deste cone, Resp. A alura do conc € R1/3

51. Circunscrever um cone recto de volume mimmo a um cilindro de raio r

gupondo gque as suas bases estio num mesmo plano € gque 05 ceniros

destas dltimas coincidem, Resp. O raio da base do cone € igual a ; s

52. Cortar um sector num circulo de cartio de raio R de modo que enro-
lando-o s= obtenha um funil de capacidade méxima. Resp. O dngulo ao

centro deste sector € igual a 27]/%.

53. Entre todos os cilindros circulares inscritos num cubo de aresta a
cujo eixo coincide com a diagonal do cubo e cujos circulos de bases
sio tangentes 4s faces do cubo, determinar o que lem volume miximo.

Resposta. A altura do cilindro & igual lﬂ’TH'; o rtaie da base €

igual '{:‘_ﬁ‘

54. Seja no plano um sistema oftogonal de coordenadas ¢ um ponto (x,, ;ﬂ

tomado no primeiro quadrante, Tragar uma recta passando por
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ponio de maneira que forme com as direcgBes positivas dos eixos coor
denados um irifingulo de superficie minima. Resp. A equacio da recta &

ol 1y

P .i_l'_ — 1
Lry 2y
93, Seja dado um ponto sobre o eixo da pardbola ¥ = 2pr e situado A

distincia o do wvértice desta paribola. Encontrar a abeissa do ponio da
curva mais proxima deste ponto. Resp. x=a—p.

96. Estima-se que a resisténcia duma trave paralelipipédica & proporcional 3
sua largura e ao cubo da sua altura; enconirar a largura da (rave mals
resistente que se pode debitar dum tronco de 16em de diimeiro. Resp.
A largura € igual a Bcm.

57. Um barca estd num ancoradouro a 9km do ponto mais proximo da
costa. Um mensageiro deve alcangar o mais ripido a uma localidade
situada a 15km do ponto da extremidade mais proxima do barco. Dade
que um mensageito percorre Skm por hora, a pé, e 4km por hora em
canoa, em que ponto dn extremidade deve acostar pars chegar o mais
rdpido possivel a esta localidade? Resp. a 3km da localidade.

58. Um ponto material deslocase no plano i velocidade v, em redor da
linha recta MN ¢ & welocidade v, sobre esta linha. Que caminho deve
percorrer para satisfazer. no lempo mais curlo, o trajeclo AB, se B for
um ponto da linha MN? A distincia do ponto A & Jinha MN 4 igual
a h a distAncia enire o ponto B e a projecgio a do ponto A sobre a
a linha MN € igual a a. Resp. S¢e ACH for o caminho percorrido, entfio,

al all | -] "y
A0y T AT Py T WS Ry S

59. Eleva-se um peso w com a ajuda duma alavanca. O fardo encontra-se &
disthncia a cms do ponio de apoio; cada parte da alavanca de lcm de
comprimento pesa v gramas, Qual deve ser o comprimento da alavanca
para que & forgm necessiria para elevar o peso seja minimo? Resp.

! Daw
I=V T cim.

60. As medidas sucessivas duma grandeza x desconhecida deu os resultados

seguintes: r;, r., ..., z., Mostrar que a soma dos quadrados dos desvios
r — o+ [:—r:]‘q- coo o {r — 2,)* serd minimo se sg- escolher
e

F o

n

61. A fim de reduzir ao mdximo a fricgBo dum fluide contra as paredes
dum canal, concebe-se este dltimo de maneira gue a superficie de contacto
seja minima. Mostrar que a forma ideal dum canal paralelipipédico aberto,

cuja drea da secgdo transversal € dada, € obtida quando a largura do
canal € dupla da altura

Determinar os pontos de inflexfio e os intervalos de convexidade e de
concavidade das curvas

62, y = r* Resp. Para x < 0 & curva € convexa ¢ para x> 0 chncava; x=0
€ um ponto de inflexio,

63, y =1 — % Resp. A curva ¢ sempre convexa.

B4, y = & — 327 — 9z — Y. Resp. Ponto de inflexio para r=1.

I
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85. y = (x — b". Resp. Ponio de inflexfio para x= b
66, y = x4 Resp. A curva € sempre chncava.
| : 1
== . Resp. Ponto de inflexfio para & =4 — ,
61, w P oy | P P iw
68, y=tgx. Resp. Ponto de inflexfio pard x = nm.
69, y=zxe~=, Resp. Ponio de inflexio para x= 2
70. y..—_a—%f'_.z—b. Resp. Ponlo de inflexlio para x= b
71, y=a—+ (zr—5)2. Resp. A curva nio tem ponto de inflexio.
Ercornirar ax assimprotas das segninres  curvas
T2 y=—i—.M~ L B = e
r—1
1 .
=  Resp. r= —3; p=0,
3.y T+ gsp. y=0
E‘ - —
74. F==+ET—_FJ'*.' Resp. £=b;: y—=e.
75, y—el®—1, Resp. 2=0; y=0.
76. y—Logz, Resp. =0, 77, p9=0621 2%, Resp, y==1 2.
3
78, yi—al—s% Resp. p+x=0. T8 u’=3:_:. Resp, x—2a.
80. yt (r—2a)=z—a? Resp. s=2a, y== (z+a)
Estudar o compartamente ¢ cousirwir o grdfico das funpdes:
i
52 i o
Bi. y::l—?.rd-!lu . W= m s 23, = T,
fir d 4= - E
B“- H_Fﬁ - Ba. = P 86' v 1"
_x+2 e i 80. yisd—az.
i3 2 SR
9“. y_'-a—__—'z’ = 91- F=¥ J‘—i-z. 92- lll- l-'—*'-( =1
z—1 —xl
e e S 85, y=x%"7".
Bﬂ.y_l.f':_H. O, p—xa=%, ]
06, y=-:-—Ll‘.lg (=+1). 97. y=Log (s34 1). U8, y—=—sendx.
99, y==x-%enzx. 100. y—==xsen r. 1M, y=e"* senz.
L r=Ii3,
__ Logx
102, y—Log senz, 103. y= et 104. { ¥="EL
r=1i%, z=a [t—senl), { r=—ael cost,
105. { =1 105 { y=a (l—cosi). W y=ae'sent,
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108.

110,

111.
113,

114,

117.
120

123.

-

126.

129.
132,
135,
138,

140,

143,

143,

Exercicios suplementares

Encontrar as assimptotas dos curves:
oz
=11z
g=z—1, 109, y—=zLe® Reip. p=—n=.

2y (r-1)2=ux" Resp. 1= —1{ y:—;-:—-‘l.

Resp, r——1;

pl=a%—r2, Resp. Sem assimpiotas.
y=e"%sen 2r+z. Resp. y=2.

1 i 1
y:r[ﬂg (e—',—?] . ﬂt!p.zr—?; y=_¢+_‘__

112, y=¢e¥genz. Resp p=L.

21 {1
p=re Resps z=0; p=az. 116, =i V={"@" Resp, y=
1 1
sl G a2

Estudar o comporigmienio e constriir o grdfico dus fungSes:
y=|z|. 118. p=Log|=z | 110 ple=gd—r

p= (2 4)3 (2—2). 121, p=z-+]z] 122, pm}Ti—1,
st #
y=22V=+1. 124 y=T—Lng:. 125, y-TLng:.

1 F Logz
y=Z—j- 127, HWTF- 128, p'w-:‘—|—-—ri— »

i
ye=rlLlogz, 130. p=eF—z. 131. y=|sen3z|.

y='Ef 13. y==zarcigs. 1. y=z—Zamctgz,
p=e¥mendz. 136, y=|senz |-z, 137. y==sen (%),

y—rcosdr+seniz. 138, p=ﬁzli-l- "
= x_.,!: R i j.r:n!ll.(z_'_z[x] ]—;_:L!Il (—n <& a)

y=cm[:_‘,;:|] z-'rzl.r|( ;‘é#-{,l) 4

y=g Be+l2D)Hh Wb y=g Bla—t)Hla—1lI+1 (O <=<2,
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Capitulo VT

CURVATURA DUMA CURVA

§ 1. Comprimento do arco e sua derivada

Suponhamos que o arco da curva M.M (fig. 136), é o gréfico
da fungdo y=f(x) definida no intervalo (a, b). Definamos o com-
primento do arco da curva. Tomemos sobre a curva AB os pontos
Mo My, My, o.My, M. . .» M, o1, M. Juntando estes ponios p:clm

segmentos de recta obtemos uma linha
M []ﬂligﬂmll M“MLM-l aak -'.l'fj _p“' s M'."I- _1JH
- inscrita no arco MM, Designemos por Pn
o comprimento desta linha poligonal.

Chama-se comprimento do arco AB
(¢ designa-se por s) o limite para o qual
- tende o comprimento desta linha poligonal,
quando o comprimento do maior dos
. ) segmentos M, 4 M; que constituem esla

b 409 linha tende para zero, se este limile existir
e nio depender da escolha dos vértices da linha poligonal MMM, ...
.!“f; ..|J'rff bow o .".fn _I;'If. H

Notemos que esta definigio do comprimento dum arco de curva
qualquer, ¢ andloga a do comprimento da circunferéncia.

Mostraremos, no Capitulo XII, que se a fungio f(x) e a sua
derivada ' (x) sio continuas sobre o segmento [a. b], o arco da curva
y = f(x) compreendido entre os pontos [a, f (@] e [b f(B)]. tem um
comprimento bem determinado que se pode calcular com o auxilio
de férmulas apropriadas. Demonstrar-se-d, no mesmo capitulo, que
sob as condicbes acima citadas o quociente do comprimento do arco
¢ do comprimento da corda correspondente tende para a unidade,
quando o comprimento da corda tende para zero, isto &

—

| immmpnmento;” oM L

My -+ comprimento M, M
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Pole-se facilmente demonstrar este teorema pela circunferéncia (*).
ﬂ:‘; ;:tantu. para o caso geral, admiti-lo-emos por agora sem demons-

Consideremos o seguinte problema.

Seja ¥y = f(x), a equacho duma curva do plano Oxy.

Seja Mo(x. ¥), um ponto dado tomado sobre esta curva e
M (x, y), um ponto varidvel desta curva. Designemos por 5 o compri-
mento do arco MM (fig. 138),

'It/\Ij
&t

_.,-o-""': .EI e
50 i i
T =y
P |.'I
x.\_\_.\sa.'d
Fig. 147 Fig, 138

Quando a abcissa x do ponto M varia, o comprimento s do

arco varia igualmente; €, por conseguinte, uma fungio de x. Calculemos
a derivada de s em relacip a x,

Demos a x um crescimento Ax. O arco s sofre, entdo, um cres-
i i — n -—
cimento As = comprimento MM, Seja MM, a corda que subtende
este arco. Para determinar o limite lim i“i. procedemos da maneira

Az O
seguinte: obtemos do trifingulo MM,Q:
MM} = (Az)* + (Ay).
Multipliqguemos ¢ dividamos o primeiro membro por As':

(——L—“) <Ast = (Ax)* + 1Ay)

5

Dividamos os dois membros da igualdade por ax*:

() ) =Gl

—— - — p—— 1= e "

As Ar Ar

{*) Consideremos o arco AR correspondente ao dnpulo ao centro 2o

(fig. 137). O comprimento deste arco & igual a 2Ra (R designa o raio do circulo);
o comprimento da corda correspondente € IR sena. Eis porgue

lim SOMPprimento AB . 4o
u—! comprimento A8 =0 2/isenz
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Achemos o limite dos membros, esquerdo ¢ direito, quando Ax — 0.

Como Um%=ie Hmﬁ_d_y. lemos:

M0 Ax-sil Az dr

(£)-1+(2)

ou -
ds ]/ (dy)‘ ;
L _ Y1+ (2 )
dx - dr
Obtemos a seguinte expressio pelo diferencial do arct:
dy)’
= 1 =) dz (2
ds ]/ o (.-i.r
ou (*)

ds=Vdz* + dy'. 2)
Obtivemos a expressio do diferencial do comprimento do arco
para uma curva cuja equacio é y =f(x). Contudo, a formula (2%)
& igualmente valida, no caso em que a curva & expressa por equagdes
paramétricas.
Se as expressdes paramétricas da curva sio:

x= (1), y="(t),
entio, 1
dr =’ (1) dt, dy =1 (¢) dt,

¢ a expressio (27, escreve-se sob a forma

ds= Vg (O] + [ (O] dt.

§ 2. Curvatura

Um dos elementos que caracterizam a forma duma curva € o
seu grau de flexdo, de encurvamento. Seja dada uma curva que nio
tem pontos duplos e que tem uma tangente determinada em cada ponto.

Tracemos as tangentes @ curva em dois pontos quaisquer A
e B e designemos por e« o Angulo formado por eslas tangentes ou,

{*} Verdadeiramente falamdo, a férmula (2°) apenas esid certa se dx > 0.
Se dx< 0, entio, ds= — Vdri4-dy?. Eis a razio porque & mais justo se
escrever para o caso geral: |EJI=VE:‘1_-+~_@!,
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mais exactamente, o dngulo de rotagio da tangente quando se passa
do ponto A ao ponto B (fiz. 139), Chama-se a este ingulo, dngulo
de contingéncia do arco AB, De dois arcos do mesmo comprimento,
o mais encurvado € aguele cujo dngulo de contingéncia € maior
(fig. 139 e 140).

For outro lado, nao se pode, evidentemente, caracterizar o grau
de encurvamento dos arcos de curva de comprimentos diferentes

Fig. 139 Fig. 140 Fig. 141

baseando-se tnicamente no #Angulo de contingéncia, Por conseguinte,
a caracteristica completa da curvatura duma curva qualguer serd o
quociente do fngulo de contingéncia pelo comprimento do arco cor-
respondente.

Definicao — 1. Chama-se curvatura média K, do arco .*?H ao
quociente do dngulo de contingéneia correspondente « e do comprimento
do arco que ele subtende:

J]rm p— é .

AB

A curvatura média dos diferentes arcos duma curva pode variar
——

com o arco escolhido: assim, a curvatura média das arcos A8 e A8,
da curva representada sobre a figura 141 nio é igual, ainda que
estes arcos sejam de igual comprimento. Mais, o grau de encurva-
mento desta curva varia gradualmente. Eis porque, a fim de caracterizar
o grau de encurvamento duma curva dada na vizinhanca imediata
dum dado ponto A, introduzimos a nogiio de curvatura num ponto.

Definicao — 2. Chama-se curvarura da curva no ponto A ¢

nota-se K 4 ao limite para o qual tende a curvatura média do arco AB
16




226 CALOULD DIFERENCIAL E INTEGRAL

quando o comprimento deste arco tende para zero (isto &, quando B
se aproxima (*) indefinidamente do ponto Al

. . r 3
K,=—lim 5= lim —.
B—+aA AB—H.']AB
Exemplo — Dado um circulo de raio 1) determinar a curvatura média

do area AB corrcspondente ao fingulo ao centro a (fig. 1423 2} determinar
a curvaturn mo ponto A,

Resolugio—'1. E evidente gque o &ngulo de contingéneia do arco AB
¢ igual a2 o € que o comprimento deste arco ¢ jgual a ar. Por conscguinte,

@
Km=1r
o
" 1
Kp=—.
2. A curvatura no ponto A € igual a
RN S |
K=lim—=—.
1) f

Assim, a corvatura média dum arco do ;in:ulo
de raio r nio depende da posicio e do comprimento

1
desse arco; ela € igual para todos os arcos & —. Do

Fig. 142

mesmo modo, a curvatura do circulo pum ponto dado nio depende da poticdo

deste ponto e é também igual a "%'1‘

Nota — Notemos que para uma curva qualguer a curvatura pode
geralmente variar quando se passa dum ponto para oulro. E o que
veremos em seguida.

§ 3. Calculo da curvatura

Vamos estabelecer uma férmula que nos permitird calcular a
curvatura em cada pento M (x. y) duma curva. Suporemos que num
sistema de coordenadas cartesianas a curva € dada por uma equagao

da forma
y="Ff(z) (1)

¢ que a fungio f(x) tem uma derivada segunda continua. )

: Tracemos as tangentes & curva nos pontos M e M, de abcissas x
e x+ Ax e designemos por ¢ e p + 4¢ Os fingulos formados por
estas tangentes com o eixo Ox positivo (fig. 143).

(*) Supomos que o valor do limite € independente da escolha do ponto
varidvel B (3 esquerda ou & direita do ponto A).
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—

Designemos por 5 o comptimento do arco MM contado a partir
dum ponto dado M, (chama-se-lhe, por vezes, a abcissa curvilinea do

— _— —
ponto M); entdo, as = M M, — M M, e |as| = MM,.
Vé-se, imediatamente, da figura 143, que o fngulo de contingéncia

—

correspondente ao arco MM, € igual ac valor absoluto (*) da diferenca
dos Angulos ¢ & ¢ + Ap, isto é que cle é igual & |apl

Em virtude da definigio da curva-

tura média, temos para o arco MM: yi

e AL TG
| As| As

Para calcular a curvatura no ponto
M, é preciso achar o limite desta expres-

—
sio quando o comprimentio do arco MM,
tende para zero:

Ag

As

K= lim
Aa—=0

i Fig. 143

Como ¢ ¢ 5 dependem de x (sio funges de x), podemos con-
siderar ¢ como uma fungio de 5 e supor que esta funcio é expressa
por equagdes paramétricas com o auxilio do parimetro x. Entio,

li ﬂ==t difl
ass=0 As ds
e, por conseguinte,
_| ¢
o ds |’ @
Para calcular f;_: utilizemos a formula de derivagio das fungdes
paramétricas:
dp
dy _ dr
s ds
dr

(*) B evidente que para a curva representada na figura 143 [Ap | =hAp
visto que Ag >0 PV
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Para exprimir ;ﬂ com a ajuda da fungio y = f(x), notemos
5

que (g¢ = j—f e, por conseguinte,

d|
i = are tgfr.
Derivemos esta igualdade em relacio a x; temos:
&y
dp _ da’
= ()
1 -
=+ dx

No que respeita & derivada d% , achimos j& no § 1, Capitulo VI

qua

Eis porque,
dy
dr*
dy. ﬂ)ﬁ dy
dp dx 1+__d.r Sy dx®
ds  ds dy

’ﬂ

Por conseguinte, em qua.'lqucr ponto da curva onde a derivada
segunda j_y existe e & continua, pode-se calcular a curvatura com
o auxilio da formula (3). Notemos que, no decurso do célculo da
curvatura, afecta-se de sinal mais a raiz do denominador, visto que a
curvatura ¢, por definigio, uma quantidade ndo negativa.

K=
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Exemplo — 1 Detérminar a curvatuvra da pardbola 2 = 2px:

a) num ponto arbiicdrio M (x, v}
b) no ponto M, (D, 0%

£l no ponto M. (%. p] .
Resolugdo — Achemos as  derivadas, primeira ¢ segunda, da fungio
v="V12pz:
Y, iRy B A
r Vs = oy
Substituindo estas expressfzs na fdrmuola (3), temos;

K b
“ (Zpztphye |
1
b) II]:.:EI, —-P— H
=
c)

{
Kyl® = tol
v-rn’ 2V

Exemplo— 1. Detlerminar a curvatura da recta y =ax <+ & num ponlo
erbitrdrio M (x. ¥

Resolugdo.
g=a, p"—I

Em wirtude da férmula (3) temos:
K =-0,

A recta €, pais, suma curva de curvatura nulas. Este resultado pode
ser facilmente reencontrado partinde da préprin definigio de curvatura.

§ 4. Chlculo da curvatura das curvas sob forma paramétrica
el r=q(t), y=1p)

as cquagdes paramétricas duma curva,
Entdo, (ver § 24, Capitulo III):

dy _ W(t) y_ Yo —9e"

- ¢’ do (g
Substituindo estas expressdes na formula (3) do pardgrafo anterior,
[ e — v {
(o + ¥ @
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Exemplo — Determinar a curvatura da cicldide
r=oqt—sent), y=a(l—cosi
num ponto arbitrrio (x ¥

Resolucdo,
dr = d2r dy ,rﬂy
=" (1 —rus ), JE=asenl,—-=a sent, —-=a 608 i

Subsiituindo cstas expressdes na formula (3), temos:

la{l—cosijarost—asent-o senl | =
| a2 (1 —cos )2 L atsend P2
fensi—1 | 1 o i

T (l—cost) 2 fa(l—eost)t 4, lm%\

K=

®

§ 5. Calculo da curvatura das curvas em coordenadas polares
Suponhamos que a curva é dada pela equagdo

p=118). (1)

Escrevamos as formulas de passagem das coordenadas polares
is coordenadas cartesianas:

r=prosh, } (2)

y=psenll.

Substituindo nestas formulas p pela sua expressio em fungio
de O, isto & por f(8), temos:

r= f(0)-cosb, } (3)
y=f(0)- senfl.

Pode-se considerar estas equagbes como sendo as equagles para-
métricas da curva (1) com @ por parimetro.

Enlao,

, dy 4
:}; — L:%; cosfl — psead, d—%= d_':imﬂ + Pﬂﬂﬂﬂn
-J-'—Izﬂ)-fﬂﬁ{} — ZEE senfl — pcosh,
de*  db’ b
H
L A .‘ﬂ"_mﬂ - 2-d—p~msﬂ — psead.
de*  do* dtl

CURVATURA DUMA CURVA 231

Substituinda as expressdes acima na formula (1) do pardgrafo
anterior, dai deduzimos uma formula que permite calculur a curvatura
duma curva em coordenadas polares;

x —let+20" —pp"|
T

Exemplp — Determinar a curvatura da espiral de Arquimedes p=ab
f¢ >0 num ponte atbindrio (Lig 144},

(4)

8
£
V‘N
g
7 -
Fig. 144
Resolugdo. dp de
B < o
ag %t g U

Por conseguinte, e |a%B242a7 § f2t2

-ialﬂl.{.gi}:a’i_:{ﬂl_i_ 1yh”
Noiemos que para grandes wvalores de 8 sio wverificadas as igualdades
aproximadas seguintes: B‘q-i’.k‘ 6141 N
e, Sy
eis porgue, substituinde na férmula precedente 82 42 por 82 e 0241 por
8¢, deduzimos uma formula aproximada (pars grandes valares de ay;
o
i {ﬂ.a_;‘-“!'_al} :
Assim, a espira]l de Arquimedes tem para grandes valores de 6 a
mesma curvatura gque um circulo de raio oB.

§ 6. Raio e circulo de curvatura. Centro de curvatura.
Evoluta e evolvente

Definicaoc — Chama-se raiv de curvarura duma curva num ponto
dado M 4 grandeza R igual ao inverso da curvatura K desta curva
neste ponto: {

= o
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o
219,
[+ (2)]
pt NEL) (2)
(o
|2z

Tracemos no ponto M da curva. a normal (fig. 145), orientada
no sentido da concavidade desta curva, e apoiemos nesta normal
o sepmento MC igual ao raip de curvalura R desta curva no ponto M.
O ponte C chama-se centro de curvatura desta curva no ponto M,

L}
M J: e, g}
R
R
Mz,
claf) | g
P .
0 “ r
Fig. 145 Fig. 146

e o circulo de raio R e de centro no ponto C (passando pelo ponto M)
circulo de curvarura desta curva no ponto M,

Resulla da definigio de circulo de curvatura que num dado
ponto, a curvatura da curva € igual & do circulo de curvatura,

Estabelecamos as formulas que definem as coordenadas do
circulo de curvatura,

Seja

y=1(z) ()

a equagdo da curva,
Fixemos sobre a curva um ponte M (x, ¥) e determinemos as

coordenadas « e 8 do centro de curvatura correspondente a este ponto
(fig. 146). Para isso, formemos a equagio da normal & curva no
ponto M:

p TV (4)
i

(X e Y designam as coordenadas correntes dum ponto da normal).
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0 ponto C (a, B) estando sobre a normal, as suas coordenadas
devem verificar a equacio (4):

p—y=—"(a_a.
Vv (& — ) (5)

; A distdncia do ponto C (a, B) no ponto M (x, y), & igual ao
raio de curvatura R:

(@ —2)*+ (B —y'=R" (6)
Resolvendo as equagbes (5) e (6), determinamos a« e B:

(@ —2)* + ;’,—,Em — =R,

i ]
(@ —2'=— _ g,
14§
a=r+4 ——_R, p=yF ———=R.
Vi4y® Vi+4y°
Mas como R=&|_‘#,mtin.
h . "
amsx LULVD Pyt
g7 7

Para saber que sinal devemos tomar nestas dltimas formulas,
teremos de considerar dois casos: V' >0 e ¥ < 0. Se >0 a
curva € concava nesle ponlo e, por conseguinte, 8>y (fig. 146),
logo deveremos tomar os sinais de baixo. Como neste caso | %] =¥,
as formulas das coordenadas do centro de curvatura exprimir-se-io
pelas formulas;

P 5 o
. (7)
- 1
ﬁ=y+1??-

. P-'.:u:l&sq demonstrar duma mancira andloga, que as férmulas (7)

sio vilidas igualmente no caso em que y” < (.
Se a curva & dada pelas equagoes paramétricas nalbd
r==p i), y==vp{8), o bie fold

v
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pode-se ficilmente, determinar as coordenadas do centro de curva- Exemplo —2. Achar a equaglio da ecvoluta da pardbola
tura, a partic das formulas (7), substituindo nestas dltimas ) e »” T Y
pelas suas expressoes correspondentes em funcio do pardmetro: Resolupdo — Servindo-nos dos resultados do exemplo (1), podemos escrever
. W R e em qualquer ponto arbitrdrio (r, ¥) da pardbola:
| b =i W e ot i
I zf " 5{:— ;-;
Entéo, fom =L
v (*+ 57 i rametro ye
=T — —————, Eliminando o pa x entre estas duas relagbes, enconiramos:
R gy 7 ﬂ’—i {e— p)?
£ (2 4 ) (™) 27p
p=yf———F°L, E a cquagio duma pardbola semi-cdbica (fig 148)
ry — Tl
Exemplo — 1. Determinar as coordenadas do ceniro de curvatira da
pardbola
¥ = 2px

a) num ponto arbitrdrio M (x, ¥N
&) no ponte M, (0, O}

¢} no ponto M (l;-—.p) 4

]
Resolucdo — Substituindo os valores correspondentes de -;f-:_ e -%;{- nas
Fdrmulas (7), temos, (fig. 147}
(22)"s
at a=3ix+p f=— —
Ve .
B) para x=0, temse: a=p, B=0; Fig, 147 Fig. 148
g =
¢} para x =%_ tem-se: @ =5 . B=—p Exemplo — 3. Determinar a equagio da evoluta da elipse definida pelas
equaghes paramétricas
Se no ponto M, (x, ¥) a curvatura da curva nio & igual a zero, r=acost, y= bseni
corresponde a este ponto um centro de curvatura bem determinado Resolugio — Calculemos as derlvadas de x ¢ ¥ em relagio a n
C, (a, B). O conjunto de todos os centros de curvatura duma curva &= —gsnt, = brosts
constitui uma nova curva chamada evolura da curva considerada. R 5 e
= —aroosl, "= —hasent.

Assim, chama-se evoluta de uma curva ao lugar geométrico dos
centros de curvatura desta curva. A curva em questio é entdo, cha-
mada evolvente. = cnsi—

Se a curva é dada pela eguagio y = f(x), pode-se, entdo, con-
siderar as equagdes (7) como sendo as equagdes paramétricas da =a rusr—amsrgnt:_ﬂmﬁu;zt,,_ﬂ) CoRv L,
evoluta, com x por parimetro, Eliminando o parimetro x destas Assim, " y
equagdes (se isso for possivel), deduz-se a expressio da dependéncia a_(ﬂ_ B L
directa entre as coordenadas correntes o ¢ f da evoluta. Se a curva "1 a ]“"3 s
¢é dada pelas equacbes paramétricas x = ¢ (0, ¥ = ¢ (1), as equagdes (7') Determinamos, duma maneira andloga:
seriio, entio, as equagdes paramétricas da evoluta (visto que as quan- _fis 4 y
tidades x, y, ¥, ¥, x”, y" sio fungdes de 1). p—( “T] ol

Substituindo a expressfio destas derivadas na fdrmula (7), temos:
booos ¢ (a? sen® £ -1 A2 cos? |)
ab sen® {-| ob cost .
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Eliminando o parameiro 1, deduzimos a equagio da evolula da elipse
sob n forma @V (BYMs_ fal—b\ta
(ﬁ] "(n] ‘( ab ) :

a e @ slo agui as coordemadas cofrentes da evoluta (fig. 149).

Ay

Fig. 148
Exemplo = 4. Achar as equagbes paraméiricas da cvoluta da cicldide

r= a(t—sent),
y= ail —cosi),

Resolugdo. -
 =a(l —ecozi), y = aseni;
"= amnf, ¥y = acnsl
s A &
considerags
— t‘ﬁf
£u T
@,
R W
t s
[——ma— 4
Fig. 150

Substituindo as expressbes achadas na férmula (77), temos:
) a = a{t 4 sen i}, f=—all —cosi.
Procedendo 8 uma mudanga de varidveis, fazendo
a=§—ns, P=n—2¢ t=T1—0;
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as equaghes da evoluta escrevem-se, entfio, sob a forma
E=a(r—sent), n=a(l —ecosT)

Em relaglo 4s coordenadas § e vy estas equagdes definem igualmente
uma cicldide gerada por uma crcunferéncia de raio a,

Assim, a cvoluia dp cicléide € 4 proprin cicldide mas que sofreu uma
Ea.n.ih;mal;lu — =z no senlido do eimo Ox ¢ — la no sentido do eixo Oy
ig. 130).

§ 7. Propriedades da evoluta

Teorema— 1. A normal a wna dada curva é a tangente da
sua evolura,

Demonstragio — O coeficiente angular da tangente & evoluta
definida pelas equagdes paramétricas (7') do precedente parfigrafo é

dp
a _ dr
dex da
ir
Atendendo a que [em virtude dessas mesmas equagdes (7]
de 3yt yy -y -y
i il == ez o
d v "
dp 3y Ly — Yy
e L i "
dr ' (2)
deduzimos a relagio
T
dex y

Mas v é o coeficiente angular da tangente & curva no ponto
correspondente. Por conseguinte, resulta desta dltima relagio que a
tangente a curva & perpendicular 4 tangente 4 evoluta desta curva no
ponto correspondente; por outras palavras, a normal &4 curva é a
tangente 4 evoluta desta curva,

Teorema—2. Se o raio de curvatura varia duma maneira
mondtona fisto é. permanecendo crescente ou decrescente), numa cerla
parte M\M. da curva, o crescimento do comprimento do arco da
evoluta nessa parte da curva é igual (em valor absoluto) ao cresci-
mento correspondente do raio de curvatura desta curva.
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Demonstragac — Em virtude da formula (2) do § 1 Capitulo VI,
temos: ds* = da® + @’.

em que ds é o diferencial do comprimento do arco da evoluta; resulta

inte,
por consegui (%T 3 (%.)l " (g)' ‘

Substituindo nesta Gltima relagio as expressdes (1) e (2), temos

ds i_ : (Ey-yua . H-n L ya]yh;)l i (3}
(E) — “ + u z) ?:rl
2
Calculemos agora (g) . Como
8 i i
R0V o, e % '

¥
1 desta igualdade;
Derivemos, em relagio a x, os dois membros
nchamox,n depois de termos efectuado as transformaghes adequadas
o 4R 24yt v — vy
e ("
Dividamos os dois membros desta igualdade por IR=

2(1A4-y)s

temos:

dR " H_ + y,z,:l._,n': {Eypyr.-! _ y.n_ y";.y.-.-] .
= M

Elevando ao quadrado, temos:

n o i W b AL B
PN
dx ¥ _

Das equagdes (3) e (4), obtemos:
aR )l B ( ds )’
(_E.r:_ ~ \dr

dR s

i dr

donde
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Por hipotese %g niao muda o seu sinal (R €, ou crescente, ou

decrescente), por conscguinie, Ii conserva igualmenle o seu sinal.
Tomemos para fixar ideias 4R Ea i g% == 0 (o que corresponde &
dR s

fig. 151). Por conseguinte, —— = — =2 |
dr dr
Sejam x, ¢ x, as abeissas dos ponlos M, e M.. Apliquemos o
teorema de Cuauchy #4s fungdes s(x)
&=
sla) —aln)  Ndxta=:

e R (x) sobre o scgmento [x, x):
Rir) — R(z) (ﬂ) 3
=}

dx

em que & € um numere compreendido
enlre x; ¢ X (6 < § < x)
Fagamos, (fig. 151).

s(rg)=s5, $(1) =23,

Riz)=R, R{z)= R,

Enﬁu_. u
Ry — R,

By — & = — (Hy — M)\
Mas isto significa que

=—1 o

I$2—8)=| R — R,|. Fig. 151

Demonstrar-se-ia duma mancira idéntica, esta igualdade para o
caso em que o raio de curvatura fosse crescente,

Demonstrimos 05 leoremas | ¢ 2 no caso em gue a curva
¢ definida por uma equagio explicita y = f(x).

Estes teoremas sio igualmente vilidos no caso em que a curva
¢ definida por equagdes paramétricas. A demonstragio € idéntica.

Nota— Indiguemos um processo mecinico elementar gue per-
mile construir a curva (evolvente) a partir da sua evolula,

Demos a uma régua flexivel a forma da evoluta C,Cy (fig. 152).
Suponhamos que uma das extremidades dum fio inextensivel & fixado
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a a forma da régua, Se desenrolarmos o fio
m::du(-:; :sli::ﬂu. a outra extremicdade descreverd a curva MM,
que é a evolvente, E. de resto, esia pmpriadad? quem deu a curva
o nome de evolvente. Pode-se demonstrar, apoiando-se nas proprie-
dades da evoluta, estabelecidas mais acima, que a curva assim tragada

i a evulvente. ;

X pmﬁ:?ngzs}nigualmenm que a cada evoluta dada, corresponde uma
infinidade de evolventes (fig, 152).

Ly

Fig. 152 Fig. 153

Exemplo — Seja um circulo de raio a (fig. 153). Escolhamos entre as

svolventas deste circulo a que passa pela ponto M, fa, 0)
Encontra-se fhcilmente a equagdio da evolvente do girculo, notando que

CM = My = at:
OP =z = a (cos ¢+ ¢sent),
PM =y = a(sot—icosi)

Nalzmps que, na majoria dos casos, 05 corles verticais dos dentes duma
engrenagem tém a forma da evolvente do elreulo.

§ 8. Calculo aproximade das raizes reais duma equacio

Os métodos de estudo da variagio das fungbes permitem 0
calculo dos valores aproximados das raizes da cquagao

flz)=10,
Se & uma eguagio algébrica (*) do primeiro, segundo, terceiro
ou quarto grau, existem, entdo, formulas que dio as raizes desta

{(*) Dizse que fixi=0 é uma equaglo algébrica se fix) & um paoli-
ndmic (ver § 6, Cap. VIIL
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equagio em fungiio dos seus coeficientes depois de um nimero finito
de operagtes de adigio, subtracgdo, multiplicagio, divisio e de extrac-
¢a0 de raiz. Tais formulas ndo existem no caso geral, se o grau
dessas equagdes for superior a quatro. Se os coeficientes de uma
equagio qualquer, algébrica ou ndo (transcendente), nfio forem letras,
mas ndmeros, é, entio, possivel calcular o wvalor aproximado das
raizes desta equacio com o grau de precisio desejado. Notemos, igual-
mente, que o emprego dos métodos priticos do célculo de valores
aproximados das raizes duma equagic dada, impde-se frequentemente,

Ly i
L
y=frz)
fixy)
T E ‘ r T PR

M\ |l

I (]

A
Fig. 154 Fig. 155

mesmo no caso em gue o valor exacto das raizes da equagiio algébrica
possa ser expresso por radicais. Exporemos, a seguir, certos métodos
de cdlculo do wvalor aproximado das raizes duma equagdo.

1. Métdodo das cordas(*). Seja
fx)=0 (1

uma equagio, em que f(x) ¢ uma fungio continua sobre o segmento
[a, B], cuja derivada de ordem dois existe, De acordo com o estudo
da fungio f(x), suponhamos que no intervalo (a, b) existe um
segmento [x,, x.], no interior do qual a funcdo & monotona (cres-
cente ou decrescente) ¢ que toma valores de sinais contririos
nas extremidades desse segmento. Tomemos, para fixar ideias,
fix)<0 e f(x) >0 (fig. 154). A fungio y = f(x) sendo continua

(*) Este método chama-se igualmente método de Legrange ou método
dus partes proporcionais. e

1
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sobre o segmento [x,, x.], o seu grifico deve necessiriamente cortar
o eixo Ox num ponto do intervalo (x;, X2).

Tracemos a corda AB juntando os pontos da curva de abcissas

% € x. A abcissa a, do ponto de interseccio desta corda com o

eixo Ox, serh o valor aproximado da raiz (fig. 155). Para determinar

este valor aproximado, formemos a equagdo da recta AB que passa

pelos pontos dados A [x,. fi(x:)] ¢ B [z

f(xs)]:
y _-’d’—.ﬂ:ﬂ =x—_'5-,

112 Hag) —flm) Z—x

i1
10 Como y=0 para x = @, lemos:

19

18 _-f{"rlj ="l_xl

-7 fle) —fE) ny—x

Tf donde

14 (s — %) F )

] 4y =Ty — ———— D 9
: ST RS ®
’ A fim de obter uma melhor aproxi-
! macio do valor da raiz, determinemos f @),

' Se f(a,) < 0, repetimos o processo que aca,
bamos de indicar, aplicando a férmula (2)

‘no segmento [a,, x:]. Se f(a) > 0, aplicamos
esta formula no segmento [x,. a].

Aplicando este processo vdrias vezes,
encontramos uma aproximagio sempre me-
lhor a., as etc. da raiz procurada.

Exemplo— 1. Determinar os valores aproxi-
.mados das rafzes da equagio

flz) =2 —Be+ 2 =0

Resolupdo — Determinamos, em primeiro lugar, os intervalos de mmamm
da fungio. O cilculo da derivada J (x) = 32? — 6 mostra que esla dltima &
positiva para x{-‘],/_, , negativa para —'V‘E_{:-c: + V2, ¢ de mowo
positiva para x> VZ (fig 156 A fungio tem, pois, trés intervalos de
monotonia; no interior de cada um deles encontra-se& uma raiz S

A fim de simplificar os cdlculos ulteriores, estreitamos os intervalos de
monotonia (tendo em atengio que em cada intervalo se encontra a ralz cor-

respondente).
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Para isso, tendo escolhido ao acaso certos walores de x ¢ (endo-os
substituido na expressio de f{x), delimitam-se os intervalos de monolonia menores
nas extremidades dos guais a funglio toma os valores de sinais contrdrios:

=0, F(0) =12, }
= 1, fil)=—4,
Tg=—05 .H—3]=—?.}
.1-'"—'—'2. f{—2]=tll.

Ty = I, 2y = — 2,
= 3 f{d)y= 11,

As raizes enconiram-se, pois, no interior dos intervalos
05 1) (—3; —3), (2} 3).

Calculemos o valor aproximado da rafz compreendida no intervalo (0; 1).
Em virtude da fdrmula (2), temos:
(1—0)2 2

g e

J104) =043 —R.04 4 2=—0,338, f(0}=2,

por conseguinte, & rafz estd compreendida entre © e 04. Apliquemos de novo
a férmula (2) no intervalo (0; 04); encontranfos o valor aproximado seguinte:
OA—0)2 _ 0.8 !
03— 1,336 Urth ote.

Proceder-se-d do mesmo modo para achar os valores aproximados das
rafzes compreendidas nos outros intervalos

I‘l1='|J

Mas

ﬂn:—“—

2. Méiodo das tangenies (métotlo de Newton). Suponhamos, de
novo, que fix) <0, f(x) >0 e que, além disso, a derivada primeira
conserva o seu sinal sobre o segmento [x,, x.). Entdo, o intervalo (x,,
x:), contém apenas uma unica raiz da equagio f(x) = 0, Suponhamos,
além disso, que a derivada segunda conserva, igualmente, o seu sinal
sobre o segmento [x,, x:]: podemos chegar ai, reduzindo o compri-
mento do intervalo, gque contém a raiz.

Do facto da derivada segunda ndo mudar o seu sinal sobre o
segmento [r,, x.], deduz-se que a curva é ou convexa, ou concava
sobre este segmento.

Tracemos a tangente & curva no ponto B (fig. 157). A abcissa a,
do ponto de encontro desta tangente com o eixo Ox, seri o valor
aproximado da raiz procurada. Formemos a equagio da tangente no
ponto B para achar esta abcissa:

¥ —flag =1 () (z — 7).

Notando que y =0 para x = a, temos:

Je @
f iz

=i —
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ragand uvida a tangente @ curva no ponto B, dedu-
zﬁrim.T uma ommnjqapmximm;ﬂg a, da raiz. Repetindo-se esle
processo um nimero de vezes suficientemente grande, pode-se calcular
o valor aproximalo da raiz com o grau de precisao dFsc}ndo.
Chamemos a alengio para o seguinte ponto. Se livesemos tra-
cado a tangenle & curva nio no ponto B mas no ponto A4, o ponto
de encontro desta tangente com o eixo Ox, poder-se-ia ter encontrado
i lo. (xy, X2
o d's-?é-lsgmirrvni:dia’ls[a&enle. das figuras 157 e 158, que se deve tragar
a tangente a curva na extremidade do arco onde os sinais da fungio
e da sua derivada segunda coincidem. Por hipotese, a derivada segunda

#1 B

¥

L

= |

Fig. 157 Fig. 158

. A i % s
serva o seu sinal e, por conseguinte, 0§ Sinais da fungio ¢
fe?ivndn segunda coincidirlo, necessiriamente, numa dnssextmﬂadas.
Esta regra € igualmenie vélida para o caso ffix)<0. d:d se traca a
tangente no ponto da curva cuja abc}ssa. £ a extremi a+ esquerda

do intervalo, € preciso substituir na formula (3) x, por X

fim) (3)
Gy=Ty— .
f=)
i g R : de
S= no interior do intervalo (x,, x;) se encontra um pmtu
inflexio C. o método das tangentes pode dar um valor aproximado
da raiz situada fora do intervalo (x, x:) {fig. 159).
Exemplo — 2. Apliquemos a formula (1) no cdleolo da rafz da equagio
flz)=2"— B 4-2=10,
situpda no intervalo (0; 1) Temos:

fLO)=2 1 (0) = (32 — 6) ks = — 6,
eis porque encontramos em virtude da férmula (3):
“1'=U——_“='E=-l,a.—=0.333.

3. Método combinado (fig. 160). Aplicando simultineamente ao
segmento [x,, x.] o método das cordas e 0 método das tangentes,
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obtém-se dois pontos a; e &, dispostos de um e de outro lado da
raiz @ procurada, (visto que, f(a) e f(d), tém sinais diferentes).
Aplica-se em seguida ao segmento [ay., &] o mélodo das cordas e o
método das tangentes, Encontramos dois nimeros a, € & que estdo
ainda mais proximos do valor da raiz

L'

.‘i,r
L
ﬂ .
‘*\&Na =
g

Aplica-se, sucessivamente, este mélodo alé que a diferenca dos
valores aproximados assim obtidos, seja inferior & margem de precisdo
desejada.

Notemos que aplicando o método combinado aproximamo-nos do
valor procurade da raiz dos dois lados ao mesmo tempo (isto é,
que determinamos simultineamente os valores aproximados por excesso
e por defeito da maiz).

Assim, wverifica-se para o exemplo considerado que

f{0,333) > 0, F(0,342) < O\

Por conseguinte, o valor da raiz estd compreendido entre os walores
aproximados calculados:

0,333 = r < 0.342.
Exercicios

Determinar a curvarurg dos curvas nos pontos indicados:
1. bir2 L a2yl o242 pos pontos (0, b) e (a, ). Resp. :.;-.nu ponto (0, b3
4 10 ponto (a, 0).

2. zy=12 no ponto (3 ; 4). Resp. 132% .
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13 fixy Determinar as coordengdas do centro da cwrvatura (e B) ¢ a equagdo
3. y=2% 00 ponto (ry, yi). ReSP. EI—HﬂHl'_’ y da evoluta de cada ama das curvas Segwinies
i E4d 2 2L b2y 2 8 by 3
4. 18y2=—=A4z4—r® no pomio (I, i]l‘,l.Rup.E i 23, -H—E—% = 1. Resp. mw%; ﬁ=_.m_#_‘
; _; i . : z 1 A 21
5, =t L yP=u" mo ponto arbitririo. Rﬁp.'d{a;y}t-'ﬂ . 2% 2P —a), Resp. a=z430900: P=y+32%y0%,
Determinar o raio de curvatura das cutvas nos pontos indicados; construir o5 L¥i iy e, a=wﬂ- - aly — Oyt
cada curva e o circulo de curvatura correspondente: ¥ # P Bl b=—35—-
i Bl IE’ =3 4 . = 3
6. y*=z% no poito (4; 8). Resp. A= y . 26. {y=t=—E, Resp. ==—-3-:'-". ﬁ—ﬂﬂ—i.
7. #8=4ay no ponto (1 0), Resp. R—2a. — - :=£-Lnint3~i---kmsl. M i ke EE _;! (
gy = atyy ) . . == (e & tractriz
8. b2zt ¥yt 22 mo ponto (21, ¥y). Resp. R=——'—p— o y=hsent. . ’
a. y:]'_,ug_t no pqnm{i;mlm.ﬂ—_:ﬂw_ 25 {I=G{MEI+F!¢III], Res =0 cost;
% 4 lu e 1) _ y=a (sen t—i cost), P- fp=unsen .
s = bl e + u — 4.
J=4%N X no pon (2 0 Resp 24 =g Gos9 [, R a=—acos? 1| Jacost sen*t ;
i S } para ¢-=t;, Resp. Al —3a senty costy, y—asenit. "7 P=a sen’?-3acost ¢ sent.
y=asent . ; ) 30. Caleular as rafzes da equaclo 1% —dx + 2 =0, aproximadamente a 0,001
Determinar o raio de curvatira das Seguinfes curvas: Resp, ry = 1,675, 2, = 0,638, z, = —2,214.
| 2 F — 31 para t— i, Resp, R=6. 31. Calcular ¢ valor gproximado da rafz da equaglo flx) =" =x=—01=0,
| Tp=th—13 N I .
| p=a3 compreendida mo intervalo (1; 1,11 Resp, 1,045
13, A drconferfncia o= asen D Resp. H= . 32, Calcular as raizes da eguaglo x* 4 24* —6x +2 =0, aproximadamente
2 , a 0,01, Resp. 0,38 — =z, = 0,39; 1,24 < z; = 1,25,
' 14, A espiral de Arquimedes p—af. Resp H:Ip;j";l:‘, 33, Determinar o valor aproximado das raizes da equagio B —5=0
| . - Resp. 2y 4,74, :z_,=:,n_‘—iz’ﬁ.
15. A cardioide p—a (1—cos0). Resp. R~ ?Vzﬂp' 44. Achar o valor aproximaddé da rafz da equagio x — tgx = 0, compreendido
6. A lemniscata p2-—a? cos 20. Resp. R:_-%. entre 0 e E%‘ Resp. 4,4935,
A 0 35. Achar a ralz aproximads da equaglo senx=1— x, aproximadamente
17. A pardbola p—a sec? 5 . Resp. R=2a sec? 5 . a 0,001, Indicaglo. Por a equagiio sob a forma f(x) = 0. Resp, 05110<
g 3 i < x <0511
18, p=n sen® 5 Resp. H:Tnm' T
Determinar o3 pontos das curvas onde o ralo de curvaiura é menar: Problemas diversos
VE 1 36. Mostrar que em cada ponto da lemniscata p? = g®cosle a curvatura é
18, y=logz. Resp. [-—2—, —=Log 2) g proporcional ao raio vector nesse ponto.
. i V3 37. Determinar o maior valor do raio de curvatura da curva p=asend¥.
20. gy —e%, lu_lp.(___ Log 2 _._) - 3
2 2 Resp. R = 3a/d.
e 7 il a4 a 98. Achar as coordenadas go centro de curvaturs da curva y = x Log x no ponto
[ 2. V=+ V' Va. Resp (? ¥ ,i] " em que ¥ = 0. Resp. (e, 0).
=3 LB 40, Demonstrar que para os pontos da espiral de Arquimedes p=ap O valor
2. y—a Log (1_'5?] Resp. No ponto (0, mn_'.! ) da diferenga entre o raio veclor € o raio de curvatura, tende para Zero

quando ¢ — 0.




248 CALCULO DIFERERCIAL E TNTEGRAL

40. Achar a patibala y =as® + bx+e tendo com a sinosdide y =scox
uma ftangenie comum & B MEsMA curvaiura no ponte (w2, 1). Fazer

2
um desenho, Resp. F=F$+%+1_ES_'
A fungho y = fix} € assim determinada:
flx) = x* sobre o intervale — @ < x g 1,
jlzi=ax* + be+ ¢ sobre o intervalo 1 < x < + o0,

&1, Quais devem ser os valores de a. b, ¢ para gque & curva ¥ =f(x) tenha
sempre uma curvaturn continua? Fazer um desenho. Resp. @ = 3, b=—13
e=1

42, Mosirar gue o raio de curvalura duma cicldide € em cada ponto © dobro
do comprimenta da mormal nesse ponto.

§3. Escrever 3 equagio do crculo de cufvatura da pardbola y=3x* no
2
ponto (1, 1). Resp. {:-1-4}:.;.(,_%.] =$~

44. Escrever a equagio do circulo de curvatura da curva y = 1gx no poalo
1 n—40,2 gy2 125
e " Resp. —_— —_——— =
(1) Rew (=75 J+lr—%) =%
45, Achar o comprimznio da evoluta da elipse, cujos semi-cixos sEo iguals
a g e b Resp 4(ad — bV)ab

46. Achar o valor aproximado das rafzes da equagio xe¥ =2, aproximadamente
a 001, Resp. A ecquagio lem uma rafz real inica x=0,84.

47. Achar o valor aproximado das rafres di equacio x Logx =04, Aproxi-
madamente a 000l A equagio tem uma rafz real tdnica x = 1,64

48, Achar o valor aproximado das rafzes da equagio xTarcigr = 1, aproxi-
madamente a 0,01 Resp. A cquaglo lem uma raiz Teal unica x = 1,096,

Capitalo VII

NOMEROS COMPLEXOS, POLINOMIOS

§ 1. Nimeros complexos. Defini¢oes

Chama-se nimero complexo a toda a cxpressio da forma
a -+ bi, 1)

em que a © b sio nimeros reais e | a unidade imagindri
it nidade imagindria definida

I=V—_t on inm_i: (2)

a_chama-s: parte real ¢ bi a parte imagindria do nimero complexo.
Diz-se que dois nameros complexos a + b e a — bi sio conjugados
s¢ cles apenas diferem pelo sinal da sua parte imagindria, )
Se a=0, o nimero 0+ b = b diz-se imagindrio puro; se
b =0, encontra-se um ndmero real: a4+ 0i =a.
Adopta-se duas convengbes fundamentais:

1) dois nimeros complexos a, + by e a. + bid, sio iguais so
iy = dy, by=by;
2) um niGmero complexo é igual a zero:

ﬂ—I—bf:tﬂ
se, ¢ somente se, a=0, b=0.

‘ 1. Representacio geométrica dos nimeros complexos — Todo o
nimero complexo @ + bi pode ser representado sobre o plano Oxy
por um ponto A (a, b) de coordenadas a e b (fig. 161), e, reciproca-
mente, tn:du o ponto M(a, b) do plano Oxy pode ser comsiderado
como a imagem geométrica do mimero complexo a + bi(*).

Mas se a todo o ponto A (a, b) corresponde um nimero com-
plexo a + bi, entio, em particular, a todo o pomnto do eixo Ox cor-
respmgc um niamero real (b = 0). Todo o ponto do eixo Oy representa
um namero imagindrio puro, visto que nesle caso a=10.

(*) a + bi, & entdo, chamado o afixo do ponto M (a. bl
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Eis porque, a respeito de uma tal representacio dos qﬁmm
complexos sobre o plano, se chama ao eixo Oy exo imagindrio e a0
eixo Ox eixo real.

Juntando o ponto Af{a, b) & origem das coordenadas, obtém-se
o vector OA. _ )

Por razbes de comodidade, compara-se muitas Vezes O numero
complexo a + hi ao vector (A correspondente.

2. Forma trigonométrica dos mimeros complexos — Designemos
por ¢ ¢ r (r = 0) as coordenadas polares do ponto ..4 (a, B, t{!mmdu
a origem das coordenadas para polo e o sentido positivo do eixo Ox

para eixo polar. Entdo, (fig. 161) tem-sc as

g relagdes seguintes:
i Aot
a=rcosg, b=rsenp
/F 4 |“ ¢, por conseguinte, todo o nimero complexo
ﬂf’”’ ————_  pode ser posto sob a forma
a+ bi=r(cosq 4+ i senq). (3
Fig. 161 A expressio que figura no membro

direito desta relagio € a forma tngm:]mﬁtml
do nimero complexo a + bi. As quantidades r e y exprimem-s¢ &m
fungio de a e b pelas formulas

i b
F=Va 41, €F=J"ﬂ“-‘-tEE‘-

i bi.
r diz-se mddulo e ¢ argumento do numero complexo a +

O argumento do nimero complexo, o ingulo ¢, & posilivo 5:1 é
contado a partir do eixo dos x posiivos no s.enndn inverso dos
ponteiros dum relogio e negativo no caso l:.‘ﬂﬂ'l.l‘ﬂl‘lﬂ. E evidente, que
o argumento ¢ ndo é definido duma rma,nmnr?q univoca, mas proximo
de 27k, em que k ¢ um nimero inteiro QUAlQUET.

TDesigna-se. por vezes, o modulo r dum numero complexo a + bi
pelo simbolo |a + bil:

r=|a+ bl
Notemos que todo o mimero real A pode ser igualmente posto
sob a forma (3), a saber:
A=|A|(cos0+isen D) quando 4 =0,
A=|A [(cosx 4 isenm) quando A < 0.
O médulo do nimero complexo 0 & igual a zero: | 0] = 0. Pode-se

tomar para argumento do nimero zero um angulo p qualquer. Com
efeito, qualquer que scja o, ter-se-d

()= 0-(cos @ -+ i sen §).
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§ 2. Principais operacoes sobre os nameros complexos

1. Adicae dos mimeros complexos — A soma de dois nimeros
complexos a, + b ¢ a; + bd € o nimero complexo definido pela
igualdade

(2, + byi) 4 (@ + byi) = (@) + ag) + (B, + by) i. (1)

Vé-se, da formula (1), que a adigio dos nimeros complexos
representados sob a forma de vectores, satisfaz as regras da adicio
dos vectores.

2. Subtracgdo dos niimeros complexos
_ A diferenca de dois nameros complexos
a-+ b e a, + b & 0 nimero complexo que,
somado a a, + by, dd a, + bd.

Vé-se, facilmente, que (* -

(83 + byi) — (ay + byi) = (yeiby)-[ay+iby)
= (ag — ay) + (by — by) L. (2) Fig. 102

Notemos que o mddulo da diferenga de dois nameros complexos,
V(ay — ag)* + (by — ba)* € igual & distincia entre 'os dois pontos cor-
respondentes do plano complexo (fig. 162).

3. Multiplicagiio dos nimeras eomplexos — O produto dos nime-
ros complexos @, + b,i e a. + ba é o nimero complexo que se
obtém multiplicando estes nimeros como binémios, segundo as regras
do cdlculo algébrico ¢ tendo em atencio as relagbes:

Pe=—1; P=(-1)i=—i; it'=(—=ii{l)=—1=1;
i'=1.1, ete.,
e, em geral, para todo o inteiro &

£ﬂ=.l; ilﬁ+1=‘. £u+-‘|___11: f'"ll'{’3=_;_

Em virtude desta regra, temos:
(@y + i) (ag + byl) = @10y + byagl + byl + bybgi®
ou

(ay + byi) (2 + bef) = (ayas — byby) + (Byag + ayby) i, ()
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Se os nimeros complsxos sio dados sob a forma trigonométrica,
ter-se-d:
ry (€08 Gy + @ SN ;) Fy (COS @y + i SN ) =

= ryryfcos g eos gy + 1§ Sen (, COS g + i COS Py sen Gy +

+ i sén @, sen ] = ryry[(cos @y cOS @y — SEN Py sen §q) +

- [ (sen g, coSs §g - COS @y Sen ¢a)] = rlrl[““{q:‘l_+ @) +

+ i sen (y + 9a))-
Assim, ry (€08 ¢y 4 i sen @y) ry (cos g, + @ sen i) =
= ryrafcos (¢ 4 ) + L sen (31 + @) (3

isto & o produto de dois nimeros complexos é wum mintero complexo
cujo médulo é igual ao produto aos mddulos dos factores e o argu-
mento @ soma dos argumentos das factores,

Nota— 1. Em virtude da formula (3), os nimeros complexos
conjugados a + bi e a — bi, verificam a relagdo

(@ + bi) (a — bi) =a" + I,

isto & que o produto de dois nimeros complexos conjugados & um
niimero real, igual & soma dos guadrados dos seus modulos.

4, Divisao de nimeros complexos— A divisio de dois numeros
complexos € a operagio inversa do seu produto; se

Mz:%—yi
g + byl

(em que}""a;+ bi +0), entdo, x ¢ y devem ser lais, que se tenha
ay + byt = (ay + bi) (x + ¥i)

Luite

a, + byi = (ayx — by} + (a2y + by2) 1.
Por conseguinte,
&= a7 — b, b= bx 4 agy,
donde encontramos:

gtttk bl ab—ab
a+ 418
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¢ temos finalmente:

G byl &8s+ by | by — by, (4)
aGt+bt G+ a3 + b
Na pritica, procede-se da seguinte maneira para efectuar a
divisio de dois nimeros complexos; para dividir a, + b, por a; + b,
multiplica-se o dividendo e o divisor pelo nimero complexo conjugado
do divisor (isto &, por a. — bii). O divisor torna-se, entio, um nimero
real; dividindo por este nimero real a parte real e a parte imagindria
do dividendo, obtém-se o quociente:
@+ bi (4 + byi) (e — bl)
ay + byl (g byl) (ay — byi)
_ Amay + byby) + (@b —asby) i
a3 + b3
_ 08yt by | by —ayby
@+ b a3 + b3
No caso dos nimeros complexos, expressos sob a forma trigo-
nométrica, tem-se:

ry(cosq, + isen @) 7y
== —=-| 008 — -4 ¢ sen -
70 S W S r,[ (1 — ) (P2 — )l
Para verificar esta igualdade, basta multiplicar o divisor pelo
quociente: ?

ry(cos @y - i sen qy) :%[cnsw] — g+ sen (g — qo)]=
|

—r.%[cuaw.wl — @) + § sen (G + Gy — @) =
1

=1, (cos g, 41 sen @,).

Assim, o mddulo do quociente de dois nimeros complexos, é
igual ao quociente dos médulos do dividendo e do divisor; o argu-
mento do quociente é igual a diferenga dos argumentos respectivos
do dividendo e do divisor.

Nota—2. As regras que regem as operagdes efectuadas com
os nimeros complexos mostram que a soma, a diferenca, o produto
e o quociente dos nimero$ complexos sio também nimeros complexos.
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Se se aplica aos numeros reais, considerados como um caso
particular dos nimeros complexos, as regras que regem as operagoes
efectuadas com os numeros complexos, vé-se que elas concordam com
as regras usuais de aritmética.

Nota — 3. Voltando as definigdes da soma, da diferenca, do
produto e do guociente dos numeros complexos, verifica-se facilmente,
que se se os substiluir pelos seus conjugados respectivos, os resultados
das operacoes indicadas devem também ser substituidos pelos seus
conjugados. Em particular, resulta o teorema seguinte,

Teorema — Se no polindmio de coeficientes reais
Ag" + 4,3 ...+ 4,

se substitui por x 0 niimero a + bi, depois o nimero conjugado a — bi,
o5 resultados obtidos, serdo, respectivamente, conjugados.

3. Elevacio dum nimero complexo s uma poténcia e
§ extraccio da raiz dum nimero complexo

|. Elevagdo a uma poténcia— Resulta da formula (39 do paré-
grafo precedente, que se n € um inteiro positivo, entdo,
[r{cos @+ i sen)]” = " (cosng + isén ng). (1)
Esta formula é chamada férmula de Moivre. Eln_mnstra: que
guando se eleva um nimero complexo a uma param-_a inreira e
positiva, o médulo deste nimero é elevado a esta poténeia e o argu-
mento é multiplicado pelo expoente desta poténcia.

Prestemos atengiao a uma aplicagio da formula de Moivre.
Fazendo nesta formula r =1, temos:

(cos @ -+ § sen )" = cosng 4 [ senng.

Desenvolvendo o primeiro membro, segundo a férmula do bind-
mio de Newton. e identificando as partes reais e os cu:ﬁF:nntts de i,
pode-se exprimir senng ¢ cosny em fungio das poténcias de seny
¢ cosg¢. Por exemplo, para n =3, temos:

cua"q:|+iﬂcus'tp-.ﬂ:nq:uﬁﬁcusw«sm’q}—isen’q:=
= cos 3¢ + i sen 3.
Resulta da igualdade destes numeros complexos, gue
cos 3¢ =cos’ ¢ — 3 cos g sen’ @,
senlg= —sen’g - deos’p g
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2. Extracgae da raiz — Chama-se raiz n dum nimero complexo,
ao nimero complexo que, elevado & poténcia n, dd o nimero que
figura debaixo da raiz, isio é,

V7 (cos @ + i sén ) = p (cosp - [ senip),

p" (cosng + i sen np) = r (cos ¢ + i sea q).

Visto que. para dois nimeros complexos iguais, os seus modulos
sio iguais e a diferenga dos seus argumentos ¢ um mualtiple de 2=,
podemos escrever:

pt=r, nmp=op-+ 2kn.
Donde encontramos:

o= V5 gt

em que k € um inteiro arbitrdrio, ¢ V7 a ralz aritmética (isto &,
um numero real positivo) do nimero positivo r. Por conseguinte,

- u 2ken 2kn
Vrr{msq: +iseng) = ﬁ(uuam——t += i Smtp—-—-t ) (2)
Dando a & os valores 0, 1. 2, ..., n — | encontramos n valores
diferentes da raiz. Cada valor da raiz obtida, dando a & um wvalor
maior que n — 1, ndo se distingue de qualquer dos valores precedentes,

a nio ser por um maltiplo de 2r e, por conseguinte, estes dois valores
da raiz identificam-se.

A raiz indice n dum nimero complexo tem, pois, n valores
diferentes,

A raiz indice n do nimero real A, diferente de zero, tem igual-
mente n valores diferentes, visto que os nimeros reais sio um caso

particular dos numeros complexos e podem ser expressos, igualmente,
sob a forma trigonométrica:

s¢e 4 =0, entdo, A=[A|(coz0+ isen();
se A=<C[, entdo, 4 =|4|(cosna - isenmn),
Exemplo — 1. Seja calcular as raizes cidbicas’ da unidade.

Resolupio — Escrevamos & unidade sob a forma trigonométrica:
l=cos0 + isen
Oblemos a [érmula (2):

ﬁ=]." cos 0= i sen D=coz u_i_;kn +i Hn'U+T2h'l .
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Pars k=0, 1, 2, temos os trés valores da raiz:

2 2n bt 4n
#t-——'ﬂﬂlﬂﬁ-llﬂnﬂ =13 Iz——-m-vér-['-l-rfﬂﬂT: :==MET+EMT_

Ora,

: 2n 3 An 1. dn V3
msi:--—_—.%; WHTzlgzi Co8—5-=—1} kb i,
lemos, por comssguinte:
3
P o ;,=_..%+|VT; :,——?—1-1';—@.

Os pontos A, B, C da figura 163, slo as imagens geométricas das raizes

obtidas.
3. Resolucao das equagoes binémias — Chama-se equagio bind-
mia, a toda a equagiio da forma

i I"=A.
g
Procuremos as raizes desta equagio.
Se A é um numero real positivo, entdo,
120° '\,
[0 o .I=|'fr'~!. (cns%-[-lmﬁ)
mn n
c (k=0 1,2, ..., =1}
Fig. 163 A expressio, entre paréntesis, d todos

os valores da raiz indice n da unidade.
Se A & um numero real negativo, entdo,

n

A expressio entre paréntesis di todos os valores da raiz indice

nde —1, :
Se A é um nimero complexo, acha-se os valores de x a partir

da formula(2).
Exemplo—2. Resolver a equagio
=1.

Resolugdo.
2kn

r=} cosZkn|i sen Zkn=-cos $+1 sen ——
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Para k=0, 1, 2, 3, temos:

ry—=eos0+isen0=—1.

= cuu%'-i,-nm ?-;:1-,
:,=cm-ii+i|:n%1._.,_u1_
-fi‘—‘fﬂﬂ!i;}—l-fm.ﬁ%-:_;‘

§ 4. Funcio exponencial de expoente complexo
e suas propriedades

Seja 2 = x +iy. Se x e y sdo varifiveis reais, z é uma varidvel
complexa. A cada valor da varidvel z, corresponde um ponto bem
determinado (fig. 161) no plano Oxy (plano da varidvel complexa).

Definicao — Diz-se que w é uma fungdo da varidvel complexa z,
se a cada valor da varidvel z, tomada num certo dominio do plano
da varidvel complexa, corresponde um valor bem definido da varidvel
complexa w; esta fungdo da varidvel complexa € anotada por: w = {(z)
ou w=w(z).

Consideraremos aqui uma Onica fungdo de varifvel complexa, a
fungio exponencial

w=e¢e
i1
w=e""

Os valores complexos da fungiio w definem-se como se segue(*):

T P B {cosy 4 [ seny), (1)
N tr(z) = ¢" (cos ¥y - 7 sen y). (2)
EmpraL.
1+ &y
1] 2+ 1-;-%:-[. i .—r(cns%—fﬂﬂ%)—#(l;—ﬁ4'f1;—@)-

n
et —1
2} :ﬁﬂ-i-%:, MR =fﬂ(:m-:—+r!¢n-';l)=i,

1 o2=1=i, el*i—¢l {cos i sen 1)=0,54 +-0,83,

4) 2=z, nimero real, ¢*T''=¢=(cos 0L isén0)-ze¥ & a fungho exponencial
ordindria,

(*) O bom fundsmento duma tal definigio da fungio exponencial da
varidvel complexa, aparecerd no seguimento, ver § 21, Cap. XIII e § 1B
Cap. XVI, v IL

L
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Propriedades da fungdo exponencial — 1. Se 7z, ¢ z, sdo dois
nimeros complexps, entio,

ﬂz1+::=ﬂzt-ﬂ’h. {3} |

Demonstragac — Seja,
=2+ i, Zy=72y+ i}

entio, R TR e )

e

E{:f, Fagdily e

= e™e** [cos (i, + ya) + 1 sen (4 + W) 4)
Por outra via, em virtude do teorema relativo ao prndutu dt?
dois numeros complexvs, expressos sob a forma trigonométrica, temos:
atptl — EF|+H.I'|PF‘1+W: pea gl fﬂﬂﬂyl _I_‘r sen F]) w
< €% (cos yy 1 i sen yg) = e¥1e™ [cos (yy + Ya) + 1 sen (1 + o)l (5)
Os termos da direita nas igualdades (4) ¢ (5) sdo iguais e, por
conseguinte, os termos da esquerda sdo-no também:
5 Demonstra-se, duma maneira andloga, a formula
o o (6)
.
3, Se m é um numero inteiro, tem-se:
()" =™ (7)

Para mi >0 esta formula demonsira-se facilmente a partir da
formula (3); se m < 0 esta formula € deduzida das formulas (3) e (6).
4. Demonsiremos a identidade

E,!""l:l'lﬂ —_ EI. {S}
Com efeito, obtém-se das férmulas (3) e {1
A gttt ¥ (0o 2 + @ sen 2m) = €%,
Resulta da identidade (8) que a fungio exponecial & ¢ uma
fungao periddica de periodo 2=i.
5. Consideremos, agora, & gquantidade complexa
w=u(z) 4 iv(z),
em que u(x) e v(x), sdo fungbes reais da variavel real x. E 0 que s
chama wma fungao complexa du varidvel real x.
a) Suponhamos que os limites

lim u (x) = u (x), lim ¢z} = v (zg)

deexy i
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existem. Entdo, chama-se w(x) + iv(xy) = ws, 0 limite da varidvel
complexa w.

b) Se as derivadas o’ (x) ¢ V' (x) existem, chama-se & expressdo
we==u"(x) -+ iv'(x) (9)

a derivada da fungdo complexa da varifivel real em relagio a esta
varidvel real.

Consideremos em seguida a fungio exponencial

= pR¥HiBx__ E{“+ .’rnx_

em que « ¢ 8 s3o numeros reajs constantes ¢ x uma varifvel real.
E uma fungio complexa de varidvel real que se pode, em virtude da
formula (1), por sob a forma;

w = ¢ [cos fx + i sen fix]
au
w=e*"cospx + ie”" sen pr.

Calculemos a derivada w's, Em virtude da formula (9), temos:

= (" coafz) + i(e* senfr) =
— e"(a cosPr — P sen fx) + ("7 (m senPr L foosfa) =
=t [ (cos P - i sen f2)] + if [¢*F (cos Pr + i sen flx)] =
— (et + if) [¢* (cos Px 4 i sen Bx)] = @ + if) o= 'B

Logo, se w = ¢io7 1812, enldo, w' = (a 4 if}) e'9+iB% ou

Gt TR iy (10)

Assim, s¢ K é um ndmero complexo (em particular um ndmero
real} e x um namero real, entdo,

(@) = ke, 9

Obtemos a formula vsual de derivacdo da fungio exponéncial, Por
outra via,

{Ehr}n A [{eﬁx} rl": L ﬂk:r it ktek:.

¢, para n qualquer

(B e,

Estas formulas ser-nus-iio Gteis no seguimento.
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§ 5. FﬁrmuhdeEu]ar.anaxponmial
dum nimero complexo
Se se poe na formula (1) do pardgrafo anterior x =0, tem-se:
el —cos y-+—iseny. (1)

£ a férmula de Euler que exprime o elo de ligagio entre a fungdo
exponencial de expoente imagindrio ¢ as fungdes trigonométricas.
Syubstituindo na formula (1) y por — y, fem-s&

g W—=cosy—iseny.

Deduz-se das. igualdades (1) e (2) a expressio de seny e de cosy:

(2)

L g ¥
cOa = P —
2 ¢ g @
siny=
v 2

Utiliza-se, em particular, estas ultimas formulas para exprimir as
poténcias de cosg € s¢0 g, bem como os seus produtos em funcdo
dos senos e de cossenos dos arcos maltiplos.

el L =i

Exemplos— 1. cos®y= (T)2=% {ei2w 42 4 emity) =

=%—|{tm2a+f:ﬂn2y-}+2+{cﬁ52y-—l sen 2y)] =

=-J’i~{1cos2y+2}=}2-{i+:m2y}.

gy ~i@, 2 ip__ .—i® 42
2. cuﬁ'ltpﬂiuhp—.[—r—%—] (:_F__) =
(129 _ o~ 2%y {

1
i L Tue iy
' Forma exponencial dos numeros complexos — Representemos 0
ntimero complexo z sob a forma trigonométrica:
z = r(cos g - i sen @},
em yue r & o modulo e ¢ © argumento deste namero complexo. Em
virtude da formula de Euler
{:UE{F—JrhiEﬂlq:u:Em.
Por conseguinte, todo o namero complexo pode ser posto sob
a forma, dita exponencial:
g=re'¥.
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Exemplos—Pbr os mimeros 1, , — 2, —i, sob a forma exponencial.
Resoluglio — 1= cos Qe+ { sen 2k — 200

ra] 3

it n
f=—to8 41 aen - — ¢

— 22 (cos A — [ sen q) =21,

",
ki — Ty
—J'Iln-z—::"r =

— i ens

(e

§ 6. Decomposicio dum polinémio em factores
Chama-se polindmic ou funcdo racional inteira de x a fungdo
fr)=dAg" + A, 2" ... A,

em que n é um namero inteiro; como se sabe, o nimero n é chamado
grau de polindmio. Os coeficientes A,, A,, ... 4, sfo aqui nimeros
reais ou complexos. A varidvel independente x pode, igualmente, tomar
ou valores reais ou valores complexos.

Chama-se raiz dum polindmio ao valor da varifivel x, para o

qual o polindmio se anula.

Teorema — 1. (Teorema de Bézout). @ resto da divisio do poli-
ndmio f(x) pelo mondmio x —a é igual a f(a).

Demonstragao — O quociente da divisio de f(x) por x—a &
um polinémio f, (x) de grau inferior duma unidade ao do polinémio
f(x); o resto & um nimero constante R, Podemos, entdo, escrever

fliry=(z—a)fy(2) + K. (1)

Esta igualdade é verdadeira para todos os valores de x diferentes
de a (a divisio por x —a ndo tem sentido para x = a).

Se agora x tende para a, o limite do primeiro membro da
igualdade (1) serd igual a f(a) e o limite do segundo membro serd
igual a R. As fungdes f(x) e (x —a) fi(x) + R sendo iguais para
todos os valores de x=%a, os seus limites quando x — a sio também
iguais, isto &, f(a) = R.

Corolirio — Se a é wma ralz do polindmio, isto é, se f(a) =0,
f(x) é divisivel exactamente por x —a, e pode ser, por conseguinte,
posto sob a forma de produto

fl@)=(z — a) f,(2),
em que f,(x) & um polinémio.
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i i = gd — - anule-32 para
Exemplo— 1. O polindmio f(x) = x* _q:’+1|: 6 :
r= |, islnrﬁ,:!,r‘l[l}=ﬂ. logo, o polindmio é divisivel exactamente por xr— It

23t A1z — b= (z—1) (22 =5+ 0).

[ 0 i ita x.
Consideremos agora as equagbes a uma incogni

Chama-se raiz duma equagdo a todo o numero [re_a.l ou complexo)
que, substituido em x na equagio, a transforma em identidade.
9= sio as raizes

. | :
Exemplo — 2L Os nimeros gy=—— I3= PR

P e

da equagio COs X = Se0 X

E [ Bes da forma

Chama-se equacao algébrica de grau n s equag :
P(x) =0 em que P (x) ¢ um polinémio de grau n. Resulta da -::leﬂmqgu
que as raizes da equagio algébrica Pix) =0 se identificam &as do

polinémio P (x).

Poe-se, naturalmente, a questio de saber se toda a equagdo tem.

izes. A resposta € negaliva, se s¢ considera as equagoes nao
]I.:narlicziss. pmqug existe equacdes desle género que nao lEm_n:m raizes
reais nem raizes complexas: por exemplo, a equagio e* = 0.
Todavia, se se considera as equagdes algébricas, dﬂeﬁs:_re?.pom!tr
pela afirmativa a esla questdo. Neste caso, a resposta conshitui o que
se chama o teorema fundamental da algebra,

Teorema — 2. (Teorema fundamen:al da dlgebra). Toda a fungdo
racional inteira f(x) tem, pelo menos, umd m{z real ou m:l'ul"l'r,p'h‘.'.l'.l:lE
Demonstra-se este teorema na algebra superior. Admitimo-lo agu

demonstragio.
- Servindo-nos do teorema fundamental da 4lgebra, demonstra-se

facilmente a proposi¢io scguinte.

Teorema — 3. Todo o polindmio de grau n dzct:um?r_?e-m em :
factores lineares da forma X — a € um factor igual ao coeficiente de x®.

Demunstragao — Seja f (x) um polinémio de grau n

flr)=Aegz" + A" "+...+4n

; - fo.
«1 Com efelto, s um nimsto £ =g+ bi fosse a raiz desta equag
l:r-sevii s ldentidade eatBl =0 {em "virtude da férmula d: Euler), e2
{cos b + sen b) =0, Mas piio se pode anular, qu:lqpr.r gue seja o expoente
real 4 do mesmo modo, ¢os b + isenh ndo & mulo tmig qb“ ; madulo d:t:
nimero € igual a V costh 4+ sen?b =1, qualquer que scja b). Por conseguinie,
o produto €% [cosh 4+ isen By =0, isto & eoTblz=0, o que significa que &
equagio ¢ = 0 ndo tem raizes.
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Em virtude do teorema fundamental da dlgebra, este polindmio
tem, pelo menos, uma raiz; designemo-la por a,. Entdo, em virtude do
coroliric do leorema de Bézout, podemus escrever:

f(z)=(z — a)-fi(2),

em que f,(x) & um polinémio de grau (n — 1); f.(x) tem igualmente
uma raiz. Designamo-la por a., Entdo,

hiz) =(x — ay)-f3(2),
em que f:(x) & um polindmio de grau (n — 2). Do mesmo modo,
fa(z) = (z — ay)- f3 ().
Procedendo, assim, o nomero de vezes necessdrio, chega-se a
relagio
fn—l.{'l‘}:{l: —ay) fas

em que fy & um polinémio de grau zéro, isto € uma constante. Esta
constante ¢ igual, evidentemente, ao coeficiente de x%, isto &, fu = Au
Podemos, entiio, escrever em virtude das igualdades obtidas

Jf{‘r]'=-‘1-n|:r'_'ﬂ1:' (2 — ':I] oo (= ay). (2)

Resulta da decomposiciio (2) que os ndmeros a,, a@.. .., gy S0
as raizes do polindmio f (x), visto que o segunde membro, e por conse-
guinte, o primeiro membro, é igual a zero desde que se substitui
X=0. XT=gs X=a5 ... X=20n.

Exemplo—3. O polindmio J(x) = x* — 64 4+ 1lx — 6, anula-se para
z-_L 1:::2,, =3

Por conszguinte,
A — Gz - ez —O=(z—1) (z—12} |2—3),

Nenhum outro valor x = u, diferente de @, a;, ..., aa pode ser
uma raiz do polindmio f(x), visto que nenhum factor do segundo
membro da igualdade (2) se anula para x = a. Podemos, entio, enunciar
a proposigdo seguinte.

Todo o polindmio de graw n ndo pode ter mais de n raizes
diferenres, Este resultado conduz-nos a enunciar o leorema seguinte,

Teorema — 4. Se o5 valores de dois polindmios ¢ (%) e g (X),
de prau n, coincidem para n + | valorex diferentes 8., a;, ... 8n da
varidvel independenie x, enido, estes dois polindmios sdo idénticos.

Demonstrugdo — Designemos por f (x) a diferenga destes polindmios

f(x) = ¢ (2) — ga(2).
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& por hipotese, um polinomio de grau ndo superior a n que
a&:ju mpgln m:??l pontos d,, ..., as, Podemos, entao, po-lo sob a forma
flz)=As(z—a (x—y) ... (T —ad)

Mas, sempre segundo a hipotese, f(x) anula-se igualmente no
ponto a,. Entdo, f(a) =0, se bem que, nenhum dos factores lineares
se anule. Deste modo, A, =0, e resulta da_:gunldade {2) que o
polinémio f (x) é idénticamente nulo. Por conseguinie, ¢ (x) — p(x)=0
ou ¢y (x) =g (x)

Teorema — 5. Se o polindmio
P (z) = Aex" M0l S Apyx+ An
é idénticamente nulo, todos os seus coeficientes sdo, entdo, fguais @ Zero.
Demonstragao — Decomponhamos este polindmio em factores. Em
virtude da formula (2):
Pla)=Agz" + 42" 4. 4+ A+ A=
=Ag(z —ay) ... (T —an) (1"}
Se esie polinomio & idénticamente nulo, deve sé-lo igualmente
para um valor de x diferente de @, .... as. Neste caso, os factores

x—a, .. X—ay Nio se anulam e, por conseguinte, As= 0.
i}emunstm-sc. do mesmo modo, que, A, =0, 4, =0, etc.

Teorema — 6. Os coeficientes respectivos de dois polindmios
idénticamente iguais, s@o Iguais. L.

Isto resulta do facto de a diferenca destes polindmios ser um
polinémio idénticamente nulo. Por conseguinte, em virtude do teorema
anlerior, todos os seus coeficientes sfo nulos,

Exemplo — 4. Se o polindmio ax® + by® + cx + d ¢ idénticamente igual
ao polinémip 2* — 5x, entio, a=0, b=1, c=—35 d=0

§ 7. Raizes multiplas do polinomio
Se certos factores lineares da decomposigio dum polindémio de
S fl,‘.r}=A.,{;r-—a1}[x—a,}...{.t—a,} i
sdo iguais, pode-se, entdo, agrupd-los e decompdr esle polindmio em
factores da maneira seguinte
onde 1(0)=Aolz —a)" @—a)" ..z —an)'™, (1"

e
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Neste caso. diz-se que o, & uma raiz maltipla de ordem £, e &,
chama-se multiplicidade da raiz. Dir-se-d, do mesmo modo, que a. &
uma raiz multipla de ordem &, ete,

Exemplo — O polindmio fix) = & — 517 + Ba — 4, decompbe-se em fac-
fores da mansira sepuinge:

fla)=(zr—2)fz—2) (z—=1).
Esty decomposiyio pede-ss pdr sob a forma:
flz) = (z — 22 (z — 1).

g, =2 & uma raiz dupla ¢ o =1, uma rafz simples

5S¢ v polindmio tem uma raiz maltipla a de ordem &, considera-
Ju-emos como tendo & raizes jguais.

Resulta, entio, do teorema relativo 4 decomposigio dum poli-
ndmio em factores lineares. o teorema seguinte.

Todo o polindmin de graw n rem, exactamente, n raizes (reais ou
complexas).

Mota — Tudo o gue tem swo dito a respeito das raizes do
polindmico & el
fay=Ag" + 42" " 4. ..+ 4,
& jgualmente verdadeiro para as raizes da equagio algébrica
A" + A" '+ .+ A4,=0.
Demonstiemos. agora, o Teorema  segunle

Teorema — 5S¢ a, & wma raiz miltipla de ordem k, > | para o
pilindmia £1x), €, entdo, wma raiz de ordem ky — 1 para a derivada
" (x) deste polindmii.

Dememsirugad —- Sendo e, uma raiz multipla de ordem &, em que
ky > 1. resulta Ja formula (1) que:

flz) = (x — a,)" g (),

ent q:ue glxy =(x —a)¥ .. (x— uy)™ ndo se anula no ponto
x =, isto & gl 0. Derivando, temos;

Fa) =l (x —a)" g (2) 4 (z — a)" ¢'(z) =
Ponhamos: = (¥ — a)" g (2) + (2 — ap) ¢ (2)]).

Entiio, Y (2) =l (2) + (2 — ay) 9" (2).

F{a)=(z —a)" T (a),
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em que _
Play) = ko (ay) + (ay — a,) ¢ lay) = feyp (ay) =0,
isto & que, x =a, ¢ uma raiz de ordem k, — 1 do polinémio f' (x).
Vé.se imediatamente, segundo a demonstragdo, que se k, =1, a, ndo
& uma raiz para a derivada [ (x).

Resulta deste teorema que o, € uma raiz de ordem k, — 2 para
a derivada §”(x), uma raiz Je ordem Kk, — 3 para a derivada " (x).
.. ele, por fim, uma raiz de ordem 1 (uma raiz simples) para a
derivada f{k,")(x); @, ndo é uma raiz para a derivada fk, (x), por outras
palavras,

fa) =0, fla)y=0, a)=0, ..., M " (a)=0.
mas
¥ @) =10

§ 8. Decomposicio em factores dum polinomio
no caso das raizes complexas

As raizes .. @, ... dy, da formula (1) do § 7. Cap. VII, podem
ser ou reais, ou complexas, Em casos semelhantes, pode-se enunciar ©
teorema seguinle.

Teorema — Se¢ a + bi é wma raiz complexa do polindmio f(x)
de coeficientes reais, este polindmio tem igualmente por raiz, o nimero
conjugado a — bi.

Demonstracdo -— Se substituirmos na varidvel x do polinomio f (x)
o numero @ + hi. encontramos, depois de termos efectuado as operagoes
correspondentes e agrupado separadamente os coeficientes de §, e 08
que ndo contém i, que

fla 4 bty = M + Ni,

em que M e N sdo expressdes gue ndo contém i
Sendo a + bi uma raiz do polindmio, temos

fla+ bi)y= M4 Ni=0,
donde
M=0, N=0
Substituamos na varidvel x do polinémio o nimero a — bi. En-
contramos, entio, depois de termos efectuado as operagbes correspon-

dentes (em virtude da nota 3 feita no fim do § 2 do presente capitulo),
o nimero conjugado de M + Ni, por outras palavras,

fla— bi)=M —Ni.
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Mas como M =0 e N =0, verificamos que fla— b)) =10, o
que exprime bem que a — bi € uma raiz do polinémio.

Por conseguinte, as raizes complexas entram na decomposicio
do polindmio.

=4z —a) (xr—ay). .. (z —a;)

por pares conjugados.

Multiplicando entre si os factores correspondentes ao par de
raizes complexas conjugadas, obtemos um trinémio do segundo grau
de coeficientes reais:

[z — (a+ bi)}[z — (& — bi)]=[(x — a) — bi][(z —a} + bi]=
—(r—a)l+bt=2'—2ar+ a4+ P=z"4+prtq

em que p=—2a ¢ ¢ =« + b* sio nimeros reais.

Se o namero o + A & uma raiz maltipla de ordem k, o numero
conjugado a — bi & também uma raiz midtipla de ordem k, de modo
que nu decomposigio dum polindmio em factores entram tantos factores
lineares x — fa + PiY como factores lineares x — (a — hi),

Por conseguinte. rodo o polindmio de coeficienteys ' realy pode ser
decompaosto em factores de coeficientes reais do primeiro e do semando
grau de multiplicidade correspondente, isto &,

fla) = Ag(x —a)* fx —ay"

onde (0 —a ) o g @ pa )

by + ko + b3 =R

§ 9. Interpolacio. Formula de interpolacio de Lagrange

Suponhamos gue ao estudar um certo fenomeno, se tinha demuns-
trado a existéncia de uma dependéncia funcional entre grandezas x
e y exprimindo o aspecto quantitativo deste fenomeno: a funcao
vy = ¢ (x} ndo é conhecida, mas estabeleceu-se, a0 proceder a uma série
de experiéncias que a fungio ¥ = ¢lx) toma, respectivamente, 0s
valores Vo, ¥ ¥eo ... ¥n quando se da a varidvel independente 05
valotes X, X, Xe, ..., Xn pertencentes ao scgmento [a, 5]

O problema yue se pde é de achur uma fungio o mais simples
possivel (um polinomio, por exemplo), que seja @ eApressdv exacla
ou aproximada da fungiio desconhecida y = ¢ (x) sobre o segmento [, b)
Duma maneira mais generalizada, o problema pode ser poste comu
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se segue: o valor da fungac y = ¢(x) é dado em n+ 1 pontos dife-
renles X, X1, ... An do segmento [a, &)

Vo= (za), W=0E): - Yn="1(%a);

pede-se para achar um polindmio P (x) de grau < n que exprima,
duma maneira aproximada, a fungio ¢ (x). .

£ muito natural escolher o polindmio de manerra que tome
nos pontos Xu, Xi, ..., Xm 05 valores ¥y, ¥i, ¥i, oo ¥a da fungio ¢ (x)
g) (fig. 164). Neste caso, o problema
‘ que pusemos e que se chama «pro-
blemua de interpolagio da fungios
pode ser formulado da maneira se-
~Pz]  guinte: encontrar para uma fungio

dada ¢(x) um polmoémio P(x) de

gau = n gue tome nos pontos X,
~ X ... Xn 05 valores

yo=®(x) WKh=%H) -
Fig. 164 .
Para este fim, escolhamos um polinomio de grau n da forma
Plr)=Colz — ) (x—xp) .. . (T —2,) +
4+ C(x—x)(x —x3) .- . (. — 2p) +
+Cfr—r)lx— )z —xzg). .. (T —T5) + . .-

Tl ox; & I, b

i Cplr— ) —3y) . . (2 — ) i1)

e determinemos os coeficientes C,, C,, ..., Cu de mancira que sejam
verificadas as condigoes

Pl:-'lfo}-_—b’m P{Iﬂ:h- vy P{In}=yn- {2]

Fagamos na farmula (1), x = x; cntio, em virtude das igual-
dades (2), temos:

Yo=Co (o — 1) (Tg — T5) . . . (¥ — Tn)
donde
= yﬂ
(xp — o) (g — Z) . . . (Tg — Z)

Co

Fagamos em seguida x = r,; lemos:
h=0C 5 —z) 1y — 1) .. (1 — Tn)s
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donde
iy

£, = .
YT g T — =)

Procedendo desta maneira, oblemos sucessivamente

O ] :
- {It_rﬂ}‘lxl_‘rl}{‘rl_'xﬂ}‘“['r'l:'_"zﬂ:'

Hn
Ty — o) (T — w) (e — 2 s, — T

n

Substituindo os valores assim encontrados dos coeficientes na
formula (1), temos:

{r—x.)[z—x!},.,(z—z,,]
P(z)= ]
v {zu—zdiru--rd---t;ru—z..]y_'-

(x =z (x — % . (B —2p)
(&) — Zg) (1) — T} 1« « (37 — Tn)
tr—;r;,}{.z—.z,_}...{z—:: 1)

T e — 2 (@ —2y) o (2 — Zg)

Bt

Yn- (3)

Esta formula & chamada fdrmula de interpolacio de Lagrange.

Indiquemos, sem dar a demonstracdo, que se ¢(x) tem uma
derivada de ordem (1 + 1) sobre o segmento [a, 4], o erro cometido
substituindo a funcio «(x) pelo polindmio P(x), isto & a quantidade
R(x) = g(x} — P(x) verifica a desigualdade

|R@) | <|(z—x) (x—x)...(x— )| X

¢ ¥ l¢‘n+ﬂ fﬂ.‘-’] |.

1
(n41)!

Notg — Resulty do teorema 4, § 6, Capitulo VII, que o poli-
nomio obtido P(x) é o udnico pulindmio que satisfaz as condighes
do problema posto.

Exemplo — s resultndor duma experiéncia forneczram-nos os valores da
fungo ¥y=eglxl ¥, =3, ¥y, ==—235 v, =4, correspondentes aos valores 1,
2, — 4, du varidvel independente .«

Exprimir a funglo ¥ = g (x), duma maneira aproximada, por um pali
ndmie do segundo graw, 1 Lyl
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Resulugdo -~ Em  virtude da formula {3), temos (para n = 1)

— Wy (rid),  (x—D{z+4 . 4___1‘_'.'11.[7_"_21—.*
P a2

39 1243 .iil

P [I}__ —'Eﬁﬂ-'ﬁ:'— 30
Notemos gue existe igualmente outras formulas de interpolagio.
Uma. enire elas, a formula de Newton, € considerada no Anexo IL

§ 10. Melhor aproximacio duma funcio pelos polindmios.
Teoria de Tchébychey

O problema considerado no pardgrafn pracedcmF cundruzmusf
muito naturalmente, a por a nos proprics a guestio seguinle: seja uma
funcdo continua ¢(x) definida sobre o segmento [a. b]. Pode-se apro-
ximar esta funcio com o auxilio dum polindmio P (x) com um grau
de precisao arbitrariamente dado antecipadamente? Por outras palavras,
pode-se cbter um pelindmiv Pix) tal gue a diferenga, em valor
absoluto, entre ¢(x) e P (x) seja inferior em cada ponto do scgmento
[a. b] a um nimero arbitririo dado © > 07 o

O teorema seguinte, que enunciamos sem dar a demonstragio,
responde afirmativamente (*) a esta questao.

Teorema de Weierstrass — 8¢ a fungio ¢(x) ¢ contlnua :mbma
segmento [a. b], entdo, paru fodv €0 existe um polinomio P (x)
tal que em cada ponto deste segmenlo d desigualdade

|@(z) — Plz)| <e
2 eira.
) mrig célebre matemitico soviético S. Bernstein indicou um método
racional para construir polindmics sensivelmente iguais & fungio com-
tinua dada sobre o segmento considerado.
Suponhamos gue a fungdo ¢ (x) seja continua sobre o segmento
[0, 1]. Formemos a expressio

<3 -
B, (2)= Z ¢ (%)f T L

m=l

{*) Notemos gue o polindmio de interpola¢io de Lagrange [ver (3, § 9%
niio permite responder & questio posia. Mos ponlos Xy Xj; o Xy 08 V
deste polindmio sio efectivamente iguais aos valores correspondentes da l’u.n:ig,
mas em gqualquer outro ponto do segmento [a, b]. estes valores podem diferir
nothvelmente.

NOMEROSE COMPLEXOH POLINOMIOS N

Nesta expressio Cp sdo os coeficientes do bindmio de Newton
ey %"—)ﬂ valor da fungio dada no ponto x = % A expressio Ba(x)

¢ um polinomio de grau n; chama-se polindmio de Bernstein,

Para todo o nimero arbitrariamente pequeno € >0, pode-se
sempre cbter um polindmio de Bernstein de grau tal, que seja veri-
ficada a desigualdade

| B (2) — @ (2)| e

em todos os pontos do segmer.o [0, 1]

MNolemos que a escolha do segmento [0, |] ndo restringe a
generalidade. porque se pode sempre reduzir um segmento qualquer
[¢. b] ao segmentv [0, 1] com o auxilio da modificacio da varidvel
x=u+ tih —a). Esta trunsformacio conserva o gruu do polinémio,

E aop célebre matemitico russp P, Tchébychev (1821 — 1854),
um dos representantes mais eminenies do pensamento matemdtico, que
pertence o mérilo de ter elaborado a 1eorin da melhor aproximacio
das fungdes com o auxilio de polindmios, Pertencem-lhe, neste dominio
das matemdlicas, resultados fundamentais gue abriram o caminho wos
trabalhos ulleriores dos seus numerosos continuadores.

O ponto de partida desta teoria Je Tchébychev foi a suy memoria
sobre a teoria dos mecanismos articulados. E justamente o estudo destes
mecanismos que o conduziu a procurar no meio de todos os polindmios
dum dado grau n, cujo cocficiente de ot & igual a um, aguele que
difere a menus de zerv, sobre o segmento dado. Este grande
malemalico conseguin tesolver este problema, e os polindmios obtidos
foram chamados, por consequéncia, potindmivs de Tehébycheyv. Esles
polinomios 1ém numerosas propriedades notdveis ¢ conslituem na hora
actual um poderoso meiv de investigagdo nos numerosos problemas
matemdlicos ¢ técnicos,

Exercicios
1. Caleular {34-5{) (4—i). esp. 1THAT70
2, Caleular (G-=118) (7= 34}, Resp. 948561,
=i 7 19
4. Calculsr 2—f 7. 43,
RN s L
4. Caleular (4—7Ti)0 Resp, — 5244 Ti,
i
5. Calewlar /7. Resp. _-_ﬁ% ’
6. Caloutar V=3 — 1 Resp. == (2 — 3i).
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Por sob a forma trigonemeinca as eApressbest

B A Resp. Vﬂ(m.su:--usen:}).

by 1—u Resp. V'z‘(ng——:—isan%“].
= 413, e —V3

Achar T 4 - Resp. g A BT

0, Exprimir as expressdes seguintes, em fungio das poléncias de senx & cosx:

seh Tr, coslr sendx cosdr, senlr c08 S

Exprimir em fungllo dos senos ¢ cosenos dos arcos midltiplos, as expresshes:

costx, Costr, co05'x, COstx COSEED sen® x, sendr, sentr, senfa

1. Dividir f () = = — &2 + Br —1 por £+ 4 Resp f(2)= (z+ 4%

¥ (2 — Bz —I—m-i'l]'i — {Bl,isto ¢, guocienie; @ — Bz - 40 resto; fi— 4=

f(—4) = —161. =

Dividir f () = =* 1+ {243 -+ S4xt + 1082 + a1 por =+ 3 Resp. | (=)

— iz 3) (2 + 92 4 2024 27)

Dividir 7{@ =% —1 por = —1. Resp flo)==— 1=

A+ 2+z+ 1

Decomper em  factores os polindimios  Seguinies:

4. flap =2 — 1. Resp. flg)= =1+ n@EE+
a

15, f(z) =22 —x— 2. Resp flr)=(z—2)(z+ 1)

16. [z} =& + L. Resp. _f{z]={:+ﬂ[;r'—r+‘!].

17. Os resultados das experiéncias deram oS valores seguintes da fungio y de x:

10

12

*

13 i

®

yy =4 pama n=10
ye= 06 para 23 = 4.
ya= 10para £ =2.
Exprimir este fungdo duma mansira aproximada, com o auxilio dum
polindmio do segundo  grai. Resp. x* +r+ 4
{8, Achar um polindmio do quarte gray, dque tlome, respectivamente, 05

yalores 2, 1, — 1, 5 U para o valores de 1, 2, 3, 4, § de x
7, 19 4 151 , 228
Resp. _"E:.+'E—I —'T-'I' +3 r—235.

{9, Achar o polinomio de grau o mais paqueno possivel, que teme, respectiva-
mente, os valores 3, 7, 9, 19 para x =1, 4, 5, 10, Resp. 2x— L.

20. Achar os polindmios d¢ Bernstein do primeiro, segundo, terceirg ¢ quario
grau, para a fungio y = sen&x sobre o segmento [0, 11. Resp. 8, (x}= 0;

By (2)=2z (1—2); Bs{:1=3—1;£=ﬂ—ﬂ= By(e)=2x{1—z) X

wl@ VI—3a—(2 Vi—3) =+ VIl

Capltulo VI
FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

§ 1. Definicio das funcdes de viarias varitiveis

Ao estudarmos as fungdes de uma s& varidvel, nolamos gue a
anilise de numerosos fendmenos necessita do emprego das fungOes
de duas ou mais varidveis independentes. Citemos alguns exemplos.

Exemplo—1. A drea de um rectingulo de lados é dada
formula bem conhecida ) WA peln
8§ = zy.

A cada par de valores de x e y cofre e um valor bem determinado
da superficie §. § ¢, pols, uma fungio de ﬁ:ﬂurﬂmlh

Exemplo—2. O volume V. dum paralelepipedo rectiingulo, cujo compri-
mento das arestas & respactivamente x, ¥, z. € dado pela [drmula
¥V = zyz.
Aqui ¥ € umas fungio de trés varidveis ¥, ¥ =

; Exemplo —3, O alcance R da trajectéria dum projéctil langado & velo-
cidgde inicial V¥, sob um Bngulo 5 com o horizonte, ¢ dado pela fdrmula

!-
B= Vr. 'IB’U-EE
E
{se se desprezar a resisténcia do ar). g designa aqui, a pceleragdo da gravidade.

A cada par de valores ¥, ¢ ¢ corfesponde um valor bem determinado
de R, por oulras palavras, R é uma fungio de duas varidveis ¥, e ¢

Exemplo — 4.
284y 420+ 8

1422

u & agui, uma fungo de quatro varidveis » v, 5 L

Definiciio — 1. Se a cada par (x, y) de valores de duas varidveis
x e y. independentes, tomados num certo dominio de definigio D,
corresponde um valor bem determinado da varidvel z, diz-se que z é
uma fungdo de duas varidveis independenies x e y definida no dominio D,

Designa-se uma fungio de duas varidveis pela notagio

z=f(z, ) on z=F(z, ¥y} etc ¢ ikt
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Uma fungio de duas varidveis pode ser expressa, quer com O
auxilio de quadros, quer analiticamente, com o auxilio duma formula
como o fizemos nos quatro exemplos acima citados. A formula permite
estabelecer o quadro dos valores que toma a fun¢io para cada par
de valores Jas varigveis independentes. Por exemplo, pode-se formar
o quadro de dupla entrada seguinle, no caso do primeiro exemplo:

S=uxy
N 0 1 1.3 ® ¥
{ 0 1 1,5 2 3
2 0 2 3 4 4
q 0 a 4,3 fi 9
. 0 4 ] 8 12
]

Neste quadro, acha-se o valor da fungio § pela intersecgio da
linha e da coluna correspondente aos valores escolhidos de x e de v,

Se a dependéncia funcional z = f(x, ), foi estabelecida apds
medidas eféctuadas sobre a varidve! = no decurso do estudo experi-
mental dum fenomeno qualguer, obtém-se, entdo, um yuadro de dupla
entrada definindo z em fungio das duas varidveis x ¢ y. Neste caso,
a fungio ¢ duda Onicamente por um quadro.

A fungio de duas varidveis, do mesmo modo que a fungdo duma
s¢ varidvel, pode nio ser definida para todos os valores arbitririos
dag varidveis independentes x e ¥.

Definicao — 2. Chama-se dominio de definigdo ou dominio de
existéncia da fungio
s=f(x, ¥

ao conjunto dos pares (x. ») dos valores de x ¢ de y para 08 quais
esta funcde é definida.

O dominio de existéncia duma fun¢do de duas varidveis pode
ser geométricamente interpretado como se segue: se s¢ representa cada
par de valores x e y por um ponto M (x, y) do plano Oxy, o dominio
de definigio da fungio serd representado por um conjunto de pontos
deste plano, Chamaremos a este conjunto de pontos. dominio de
definicio da fungdo. Em particular, este doeminio pode ocupar o©
plano Oxy completamente. No seguimento, os dominios de definigio,
que tivermos de considerar, serdo constituidos por partes do plano
delimitadus por certas curvas. A curva que delimita o dominio de
definigio chama-se fronteira deste dominio, Os pontos do dominio que
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nao pertencem a fronteira sio chamados pontos interiores do dominio,
Todo o dominio constitido de pontos interiores chama-se dominio
aberto, Um dominio completado pela sva fronteira diz-se dominio
fechado. © dominio diz-se limitado se existe uma constanle C tal
que a disténcia M de qualquer pontc deste dominio & origem das
coordenadas O & inferior a C, por outras palavras, |OM | < C.

Exemplo — 5. Determinar o dominio natural de definigic dao funglo
= 1r — y.

i A ::Pfﬂ!;u analitica 2x — y & definida puara todos os valores arbitrdrios
LK ¥. Por conssguinte, o dominio natural de defini
coincidza com o plano Oxy :'nt,n".im. i e s

Exempla — . e T,

Para que : seja real é necesséric que o radial seja um ndme

negative ou, por outras palavras, que x ¢ ¥ verifiguem as desigual ldldnm =
|l —2— >0 ou 27+ §* < 1.

O conjunto dos pontos M (x, i
coordenadas  wverificam  esta d::igulidlzil, l:-l]l:
parte do plano delimitado pelo ciréulo de raio |
¢ de centro, na origem das ¢oordenadas (mais

cxactamente, o interior deste circulo e sua cir-
cunferdéncia),

Exemplo —7, £= Log(z -+ i)

Sendo os logaritmos apenas definidos
ppariims para
os  ndmeros  positivos, deve-se ter, necesshria-
mente, a desigualdade

r+y>=0ompy = —nzx.

Fig. 185

O dominio natural de definiglo desta fu i
. : . nglie €, por n
semij-plang  colocado _par cima da recta ¥ = — .tﬂio.i pnﬁtm cdua I'trl-:‘:;:lll'.l:I"l:lﬂ
pertencem ao dominio) (fig. 165). -

E; e 3 o 1
. :t:nlpilﬂ: 3. A superficie § dum trifingulo, é uma fungio da base x
sl zy
Sa—}__-

]

O dominio de definigio desta funglo é, evide i
. i niemente, o dominio x = 0
¥ >0 td claro que a base e a allura nfo podem sz : :
por m;::nem: estritamente posiivos), ¢ e S
otemos que o dominip de definiglo da funcdo  consid
; _ 1 e siderad
identifica com o dominio natural de definicio Ja expressdo analitica qu: a?:ﬁn:

o dominio natural de definigio da expressio %‘r ocupando, cvideniemente, o
plane Oxy completamente,
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Pode-se estender, facilmente, a definigio de fungio de duas varid-
veis reais independentes ao caso de trés ¢ mais varidveis independentes,

Definigao — 3. Se a todo o sistema ordenado de valores das
varidveis x, ¥, X, ... 4, f, corresponde um valor bem determinado
da varidvel w, diz-se que w é uma funcdo dus varidveis independentes
X W e T DDtASE: W Fix. ¥y, 2, oo ity ) ou w= flx, ¥ o
SRR Y - 1

Define-se o dominio de definigio duma fungio Je trés, guatro
ou dum numero gualquer de varidveis do mesmo modo gue no caso
de uma funciio de duas variveis.

Assim. o dominio de definigio duma fungio de trés varidveis
¢ um conjunto de sistemas ordenados dos valores (x, ¥, ). Notemos
imediatamente gue todo o sistema ordenado de trés numeros define
um ponto M (x. ¥, 2) do espago Oxyz. Resulta que o dominio de

definigio duma fungo de trés varidveis € um cerlo conjunto de pontos’

do espago.

Pode-se definir, do mesmo modo, o dominio de definigio duma
fungio de quatro varidveis independentes u = fix, v, z, 1), como um
certo conjunto de sistemas ordenados dos quatro valores (x, y. 2. 1)
Todavia, nio & possivel nesle caso, bem como nos casos dum maior
nimero de varidvels independentes, dar uma interpretacio geométrica
simples ao dominio Jde defini¢do.

A fungio considerada no cxemplo 2. € uma fungio de trés
varidveis indepedentes definida para todos os valores de x, y, Z,

A funciio considerada no exemplo 4, é uma fungio de quatro
varidveis independentes.

Exemplo =9,

w=T1—zi—pi—38—ud,

w & aqui, uma funglo de quatro varidveis independentes x, ¥, & u; ela & definida
para os valorés das varidveis independentes que verificam a desigualdade

| — == — 220
§ 2. Representacio geoméirica duma funcio de duas varidveis

iR z=f(z, ¥) (1)

uma fungio definida num dominio G do plano Oxy (este dominio
pode ocupar, cm particular, o plano completamente) e scja Oxyz um
sistema de coordenadas cartesianas no espago (fig. 166). Em cada
ponto: (x, ¥) do dominio G elevemos uma perpendicular ao plano Oxy
sobre o gual tragamos um segmento igual ao valor de f(x, y)
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Obtemos, entio, um ponto P do espago, cujas coordenadas sio
x i os=fla )

O lugar geométrico de todos os pontos P, cujas coordenadas
vc!'lfiﬁlm a equagdo (1), chama-se o grifico da fun¢io de duas varid-
veis. Sabe-se, do curso de geometria analitica, que a equagdo (1)
define uma superficie no espago. O grifico duma fungio de duas

Fig. 167

varifveis € pois, uma superficie cuja projeccio no plano Oxy é o
dominio de definigio desta fungio, Cada perpendicular ao plano Oxy
corta a superficie z = f(x, ¥) no miximo dum s6 ponty.

Exemplo — Sabe-se, do curso de geometria analitica, que o fico d
fungiio z = 3 + y? ¢ um paraboldide de revolugio (fig. 167) - !

Nota — Niio & possivel representar, geomélricamenle, no espago,
o grafico duma fungio de trés ou dum nimerc mais clevado de
varidveis independentes.

§ 3. Crescimento parcial e crescimento total da funcio

Consideremos a curva PS definida pela intersecciio da superficie

sz{:'r y]

¢com o plano y = const, paralela ap plano Ox:z (fig. 168).

Sendo y constante em todo o ponto deste plano, = variard ao longo
da curva PS sdomente em funcio de x. Demos & varidvel independente x
um erescimento .ﬁ:; o creschmento correspondente de z &, entdo, chamado
crescimento parcial de = em relugdo a x, € notado por 4:z (0 segmento
55 da figura 168) ¢ definido pela relagio: = :

Az ={f(x+ Az, y) —F(z, ¥ (1
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Do mesmo modo, se x é constante e se dd a y um crescimento Ay,
o crescimento correspondente de 7 chama-se, entdo, crescimenio parcial
de ¢ em relagio a v € anola-se Ay (o segmento TT' da figura 168):

Ayz=flx, y+ DY) —F (= ¥)- (2)
A funciio recebe, entdo, o crescimento A2 «ao longo da curvas,
definida pela intersecglo da superficie = = f (x, ¥) ¢ do plano x = const,,

paralelo ao plano Oyz. ) ]
Se apora se der, simultineamente, um crescimento ax a varidvel

independente x ¢ um crescimento Ay & varidvel independente y, ©

4

Fig. 168

crescimento correspondente Az de z que dai rcsulllr_& chama-se cres-
cimento total da fungio z; o crescimento total é definido pela formula:

Az=[(z+ Az, y+ Ay) —f(z, V). (3)

O crescimento Az estd representado pelo segmento Q0 da

figura 168, ,
Notemos que, em geral, o crescimento total ndo € igual & soma

dos crescimentos parciais:

Azt Ags -+ Az,
Exemplo —z = x¥,
Azz—=(z + Az) y—zy=ypAz,
A==y + Ay)—ay="rAy,
Az=(z -+ Ar) (y+ Ay)—zp=ypAx + Ay + AzAy.
Pare r=1, y=2, Ar=0.2, Ap=0.3, lem-se Az =104,
ﬂ,‘,:=0,3, Az=0,70.
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Define-se, duma maneira andloga, o crescimento total e os cres-
cimentos parciais das fungbes dum numero qualquer de varidveis.
Ter-se-i, por exemplo, para uma fungio de trés vandveis indepen-
dentes u = f(x, y )

Agi=f(x+ Az, y, 1) —flz, ¥, t}
Apu=f(z, y+ Ay, ) —1(=z, ¥ t),
Ap=[(z, y, t+4 Af)—[(z, y, t),
Au=f(z+ Az, y+ Ay, t+ At) —F(z, ¥ 1)

§ 4. Continuidade das funcdes de varias varidveis

Introduzamos, primeiramente, a no¢do importanie de vizinhanga
dum ponto dado. Chama-se vizinrhanga do ponto M.(x., y.) de raio r, a0
conjunto de todos os pontos (x, ¥) que satis-
facam a desigualdade VTx—x,FF (v —yor <
< r, isto & o0 conjunlo de todos os pontos
situados no interior do circulo de raip r e
de centro no ponto M, (%, w).

Por consequéncia, quando dissermos que
a funcio f(x, y) tem uma certa propriedade
«na vizinhanga do ponto M, (x,. w)», isso
significard que existe um circulo de centro
no ponto M, (x, ¥) em todos os pontos
do qual a propriedade dada da funglio é Fig, 169
verificada,

Antes de passarmos ao estudo da continuidade das fungdes de vérias
varidveis, detenhamo-nos na nogio do limite das fungdes de varias
varidveis (*). Seja dada

z=f(z, y)

uma fungiio definida num certo dominic G do plano Oxy.
Consideremos um certo ponto M, (x. ¥) situado no interior
ou schre a fronteira do dominio G (fig. 169).

Definicao — 1. Diz-se que o ndmero A é o limite da fungio
f(x. ¥) quando o ponto M (x, ») tende para o ponto M. (x, )
se para todo &> 0 existe um ndmero r >0 tal que para todos os
pontos M (x, ¥) que verificam a desigualdade MM, < r, a desigualdade
[f(z p)—A|<<e

¢ satisfeita.
(*)] De facto, apenas estudaremos as fungBes de  duas  varifivels,
porque o estudo das fungBes de trés ou dum nimero mais ;I::Idﬂ de varidvels
dificulda complementares

nllo traz ocnhum elemenio novo, mas pProvoca
de ordem técnica.
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Se o himero A & o limite da fungdo f(x, y), quando M(x, y) =
- M, ixs, ¥o) nola-se
lim f(z, y)=A4.
piae
Definicio — 2. Seja M (xo. yo) um ponto pertencendo ao dominio
de definicio da fungdo f(x »). Diz-se que a fungio z=f(x, ¥) €
continua no ponte M, (Xs, ¥) se a igualdade
lim f(z, ¥) =1 (%o ¥o) (1)
X-+In
¥
¢ verificada, quando o ponto M (x, ), tende arbitrariamente, (perma-
necendo no interior do dominio de definigio) para o ponto M (X0 Yol
Fagamos, X = Xs + &%, ¥ = yu + 4). A igualdade (1) pode, entdo,
CsCrever-se.

lim f (zo + Az, Yo+ AY) = f (x5, Uo) (1%
i
oau .
lim |f (22 + Az, 4o+ B0) — (%00 yo)]= 0. (1)
st

Fagamos, ap =V (Az)*+ (Ay)* (ver fig. 168). Quando Ax—0 e
Ay— 0, ap—0 e, inversamente. se ap—=0, entio, Ax >0 e Ay —> 0.
A expressio enire paréntesis na igualdade (17), nio é mais do
que o crescimento lotal Az da fungio z
Por conseguinte, a igualdade (1”) pode ser posta sob a forma
lim Az=0. (1"
Ap==0

Uma fungio continua em cada ponto dum certo dominio diz-se,
continua nesse dominio,

Se a condigio (1) nio é preenchida num certo ponto N (xo. Yo)
este ponto chama-se ponto de descomtinuidade da fungio z = f(x, ¥).
Citemos alguns exemplos em que a condigdo (17 ndo tem lugar:

1) z={(x, y) & definida em cada ponto duma certa vizinhanga
do ponto N (x,, ¥}, mas nio & definida nesse ponto:

2) A fungio z = f(x, ¥) é definida em cada ponto duma vizi-
nhanca do ponto N (x, yJ) mas o limite lim{(x, ¥) ndo existe;

E-+Eh
']
1) A fungio & definida em cada pontn"E: vizinhanga de N (%, Yob
o limite lim f(x, ») existe, mas
X
wo lim f (z, ¥) %=/ (70, Wa)-
g
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Exemplo— 1. A funglo
3=+

¢ continua para todos os valores de x e ¥, isto ¢, em cada ponto do plano Oxy.
Com efeito, quaisquer que sejam os ndmeros x, ¥, Ax ¢ AY, lem-s&:

As = [fz 4+ Asit + (v + Ayl — (28 4 %) = 208z + 2p8p + Ax? + At

Por conseguinle,
lith Az=0.

Azl
Ayl
Citemos, agora, um exemplo de funglio descontinua.
Exempla — 1. A funglo

== |
e ]
¢ semprc definida, ckeepto no ponte =0, y=0 (fig- 170, 171}
4
L

Fig. 170

Consideremos os valores que toma 2 nos pontos siluados sobre a recia
y=Fkx (k= const). E evidente que pata todos oz pontos desta  recls

k2
=S 1R

por outras palavras, sobre cada rects que passa pela origem, a [ungio 2,
tem um valor consianic, mas que depende do coeficiente angular & desta recta.

E esta a rario porgue o valor hmite da fungdo 2 depende do caminho
percomido pelo ponto (x ¥) quando ele tende para a origem das coordenadas,
Esta funclo lem, por conseguinie, uma descontinuidade nesseé ponlo.

Esta descontinuidade & tal, que nio se pode fazé-ln dessparecer dando
4 fungiio z um valor apropriando pa origeni. Por outro lado, vé-se, ficilmente,
que em gqualquer ponto diferente da origem a fungiio € continua.

—const,

§ 5. Derivadas parciais duma funcio de vérias varidveis

Definigio — Chama-se derivada parcial em relagdo a x da fungio
- =f(x. y) ao limite do gquociente de crescimento parcial Agz em
relagiv a x e do crescimento Ax da varidvel x, guando Ax tende
para zero.
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Designa-s¢ a derivada parcial em relagio a x da fungio z = f(x, ¥)
por uma das notagbes seguintes

e e By
Zxy fx(t I!"J* 5.1'1 ﬂ_ri
Logo, por definigao,
P Bty LR AL NP Y
gr  sx=0 Ar  ax-p Az

Define-se, do mesmo modo, a derivada parcial da  fungdo
== fx, ¥ em relaggo a y como o limite do quociente do cresci-
mento parcial Ay: em relagho a y e do crescimenlo Ay guando ay
tende para zero. Designa-se u derivada parcial em relagio a y por
uma das notagdes seguintes

' ; gz af
Iy f!.r{'zr y}n "é;. ﬂy i
Assim,
By Aoz g SOy AN —F (@ 9
dy ap~0 Ay cv=o Ay

Notando que A.z € calculado deixando y sem alleragio e Ays
Jeixando x sem alteragio, pode-se, entio, definir a derivada parcial
da maneira seguinte: chama-se derivada parcial da fungio z = f(x, ¥
em relagio a x, 4 derivada em relagio a x calculada supondo v
conslante. )

Do mesma modo, chama-se derivada parcial da fungio z = f (x, ¥\
em relug@o a y, 4 derivada em relagio a y calculada supondo x
constante. _

Resulta desta definigio, que as regras de cleulo das derivadas
parciais sio as mesmas que as empregadas para caleular a Jerivada
das funches de uma varidvel, € preciso, somenle, ter-se cm alenyio
em relagio a que varidvel se efectua a derivagio.

Exemplo— 1. Achar as derivadas parciais

S z=x%sen .
3 © B da fungio
Resolupdo,
. =Xz stn E—:"-m&
T Vs = ¥
Exemplo — 2. £=2a¥,
Meste caso, as
T -1, —=1V Loga.
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Define-se, duma maneira andloga, as derivadas parciais duma
fungio dum ndmero yualguer de variiveis. Por exemplo, se tomamos
uma fungio & de quatro varidveis x, 3. =,

=y o A

?E= lim '“'r_’_ Az, ¥, 2, G — [z g, = fjf

X a¥-n Ar

LY [ e oV s (0 )

v B
diy  ap—=o Ay
Exemplo— 3, u=gst4-y2 | zizd,
du R au i i
"ﬁ';=2-t+=33* "E,,F=21H E&h!:*: -E‘,-'!~=:¢-:a

§ 6. Interpretacio gpométrica das derivadas parcials
duma funcio de duas variiveis
Sei
" 2=/ (z, y)

a equagdo da superficic representada na figura 172,

Tracemos o plano x = const. A intersecgio deste plano ¢ da
superficie, define uma curva PT. Consideremos para um valor dado
de x um ponto M(x, ¥} do plano OxyAo ponto M corresponde
um ponto P(x, ¥ o) sobre a superficie - = f(x, 3). Deixando x sem
alteracio, demos a y um crescimento Ay = MN =PIV, A fungdo z
recebe, entdo, um crescimento Ay =TT’ [ao ponto Nix, v+ ay)
corresponde um ponto 7 (x, y + Ay, z +84%)) da superficie z = f (x, »)].

O quncieme—f € igual & tangente do dngulo formado pela
secante PT com o él{xu dos y positivos:

ﬁ ]
i o te TPT",
Ay
Por conseguinte, o limite
ap—=o Ay diy -
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é igual & tangente do fingulo 8 formado pela tangente PB (no sentidu
geométrico) & curva PT no ponto P com o cixo dos ¥ positivos:

oz

> tef
O valor da derivada parcial -
¢, pois, igual & tangente do angulo
formado pela tangente (no sentido
peométrico) & curva definida pela
interseccio da superficie z = f(x, ¥)
e do plano x = const., por um lado,
¢ a linha de interseccio dos planos
x0y ¢ x =consl, por outro.

Do mesmo modo, o valor da

derivada parcial d5g igual & tangente

Fig: 172

[}
do dngulo o formado pela tangente &
curva, definida pela intersecgiio da superficic = = f(x, ¥) e do plano
v = ccnst. e a hnha dos planos x0y e y= const.

§ 7. Crescimento total e diferencial total

Por definigio, o crescimenio total da fungio z = f(x, ¥) €
* jgual a (ver § 3, Cap. VHI)

Suponhamos que as derivadas parciais da fungio f(x, ¥} no
ponto considerado exisem ¢ sdo continuas.

Exprimamos Az com o auxilio das derivadas parciais. Para isso
juntemos ¢ diminuamos f(x. ¥ + ay) no segundo membro da igual-

d I
MR As—[f (x + Az, y+ By) — [z, v+ M)+
+[f (@, y-+ Ay — 1z 0] (2)

A expressio
f{‘rr y + 'ﬁ-y} "'_.IF‘:I'r HL

que figura no segundo paréntesis, pode ser considerada como a dife-

renca de dois valores, duma fungio duma so varidvel y (sendo x

constante), Apliquemos o teorema de Lagrange a csla diferenga; temos:

df {z, 1 ‘ ()
ay

em que y esth comprendido entre y ¢ v+ 4y

flx, y+ Ay) — flx, y)=Ay
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Do mesmo modo, pode-se considerar a expressio que figura
no primeiro paréntesis da igualdade (2) como a diferenca de dois
valores duma fungiio duma s6 varidvel independente x (sendo a segunda
varidvel constante e igual a y + Ay). Apliquemos a esta diferenga o
teorema de Lagrange: temos:

af (z, y + Ay)

flz+ Az, y+ Ay) — flz, y+ Ay)= Az =

(4)

em que x estd compreendido entre x e X + Ax,
Substituindo as expressdés (3) e (4) na igualdade (2), tem-se:

Ao ar A @ Y80 |y A Y)

iz ay &
As derivadas parciais sendo continuas por hipotese, tem-se
i O E v+ 8Y) _ e D)
Ax—+0 ar dx ;
Ap=+0 . & [ﬂ:.
lim of (x, y) _ 9f(x ¥)
Ax==i ay ay
Ay=+0

(estando x e ¥, respectivamente, compreendidos entre x ¢ x + Ax, y ¢
y + Ay, tendem, respectivamente, para x e y para ax—=0 e Ay —0).
Pode-se, entdo, por a igualdade (6) sobre a forma

of@ y+ 8y _ oty .

ax iz
= 6
af(z, ) _ #f(z, v) :
ay — ay =+ Yo

em que y; ¢ y; tendem para zero quando Ax e Ay tendem para zero

(isto & quando Ap = Ap = |/ Ax* + Ayt — 0).
Em virtude da igualdade (6), a relagio (5) torna-se

pe= @D pp g TED pypy Azt mby. 6
ax dy

A expressio y, Ax + y: Ay € um infinitamente pequeno de ordem
superior em relagio a Ap =} Az* + Ay’. Com efeito, o quociente
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E‘E_..{l, quando 3p -0, visto que 3, € um infinitamente pegueno

¢ que i’—i ¢ limitado (li‘_g

yue 'F_;éy.. — L

<= 1). Verifica-se, do mesmo modo,

A soma dos dois primeiros termos é uma expressio linear em
Ax e Ay, Ela represenia, yuando f; (z, y) == O e fy (7. ) # 0,a parte
principal Ue crescimento e difere de az por um infinitamente pequeno

de ordem superior em relagio a Ap =Vﬁ;‘ + Ayt

Definican — Diz-se que a fungdo z = f(x, y) € diferencidvel no
ponto (¥, 3) se o crescimento lotal (az) nesse ponto puder ser posto
sob a forma duma soma composta de dois termos: sendo o primeiro
umi expressio. linear em Ax e Ay ¢ o segundo um infinitamente
pequeno de ordem superior em relagio a Ap, A parte linear do cresci-
mento &, entdo, chamada diferencial totul ¢ anotada dz ou df.

Resulta da igualdade (5') que se as derivadas parciais da fungao
{{x, y) sio continuas num ponto dado, esta fungdo € diferencidvel
nesse ponto: o diferencial total €, entdo.

di={:{x, ¥) Az + [, (z, 1) Ap.
Pode-se por a igualdade (5°) sob a forma
Az =dz + 7,02 + 1.AY

¢ escrever a igualdade aproximada seguinte:

Az = dz,

sendo o erro cometido, um infinitamente pequeno de ordem superior
em relagdo a Ap.

Chamam-se¢ diferenciais das varidveis independentes x e y e
designa-se, respectivamente, por dx ¢ dy aos crescimentos Ax e Ay das
varidveis x e ¥. :

Pode-se, entdo, escrever o diferencial total da seguinte maneira

df af
dx +ﬂy K

Por conseguinte, se a fungdo z = f(x, y) tem derivadas parciais
continuas, ela & diferencidvel no ponto (x, ¥) e o seu diferencial 1{:_:@]
¢ igual & soma dos produtos das derivadas parciais pelos diferenciais
das varifiveis independentes correspondentes.
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Exemplo—1. Caleular o diferencial total ¢ o crescimento total da funglio
z=xy ne ponto (2; 3), s¢ Ac=001 e Ay =02

Resolugdo.

Az=(x4-Az) (y+ A —=zy =y Az Ay + Ar Ay,

__ iz

é
dz ;_;;dzd--&% dy—=yde+xdy=y Artz Ay

Por conseguinte,
Az = 30,1 + 20,24+ 0,1.0,2 = 0,72

ds = 3.0,1 4 2.0,2 = 0,7,

A figura 173 ilustra este excmplo,

As definigdes e os raciocinios precedentes podem ser generalizados
an caso duma fungio dum numero qualquer de varidveis independentes..

Seja w={f(x, y, 2, u, ..., 1), uma fun-
¢do dum nimero qualquer de varidveis, em que
todas as derivadas parciais sio continuas no
ponta (X% Zu.oes 1L

A expressio

S o

o A i

_ , ¥
dirme Wi 3y g i o0
u dr F diy i oz An + ot

constitui, entdio, a parte principal do cres- A
cimento total da funcio: denomina-se dife- Fig. 173
rencial total. Demonstra-se, facilmente, da e

mesma maneira, que o caso de uma funcio de duas varidveis, que
a diferenga Aw — dw ¢é um infinitamente pequeno de ordem superior

em relagio a V{Az)* + (Ay)"+ ... + (A

Exemplo—32. Achar o diferencial tota] da f P -
trés wvaridveis x, v, 2 a fungio w = ex>+¥lsen?z de

Resoliglo — As  derivadas parciais
u

E:fﬂ-b"dz.tull':.

i

- = A

Hy--!’ 2yl!ﬁ'lz*

= 2sanz c0n 2= cen

#io continuas para todes os valores de x, ¥, = por conssguinte,
o
iz

di i " 5 Thefpd
dis :Tﬁ?d"_{"ﬁdyq" d: =TV (Dreen? s dr | 2y sen® 2 dy L sen 2z di).
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§ & mnpﬁguﬂndﬂmnhlmmpnmmmmmﬂmdm

.Seja == f(x, ¥ uma fungdo diferencidvel no ponto {x. ¥.
Calculemos o crescimento total desta fungdo

Ar= [l + Az, ¥+ Ayy — flx, W),

donde
flz+ Az, y+ Ay)=/(z, ¥)+ Az (1)
Tinhamos a férmula aproximada:
Az = dz, (2)
onde P Py .

| Substituindo na formula (1) Az pela expressio explicita de dz.
' encontra-se a f6rmula aproximada:
i ay

sendo o erro cometido, um infinitamente pequeno de ordem superior

em relagio a Ax & A4).
Mostremos como utilizar as férmulas (2) ¢ (4) para os célculos

aproximados.

| Problema — Caleular o volume da matéria utilizads para a fabricacio
dum cilindro cuias dimznsbes slo (fig. 174k

R — taio interior do cilindro,

(x+ Az, w4 Ay) = flz 0 +

H —alura do cilindro interior,
= k — espessura das paredes ¢ do fundo.
Resolugiio — Daremos duas solugBes deste problema:
! uma exactn e oulra aproximada.

a) Solucdo evacta— O volume procurado v £
jgual A difercnga dos volumes dos cilindros exterior o
interior, sendo o raio do cilindro exterior R+ 4k e a
altura H -+ &, tem-se:

o= 7 (B -+ kP (H A+ &0 —sBH

¢ = n (2RHk + R*% - Hit + 2RE 4+ ). (3}

b) Solugdo aproxiniada — Designemos por f o vo-

Fig. 174 jume do cilindro interior, emfo, f=wRH.,f € uma

fungio de duas varidvels R e H. Sec s junta ka R

e a H. a fungio f recebe um crescimento correspondente Af, este crescimento.
serd, precisamente, o volume procurado, islo é v=A{f

| T ————

o

3
N . . SO
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Em vwirtude da relacio (1), temos a igunldads aproximada
vadf
T
if af
Fﬂsﬁ ﬁR+W .}.H.
Mas como

L/ . AH =
—Eg—uﬂﬂﬂi ﬁ_nﬁi, &H—ﬁﬂ-—k,
lemos
v 2= n (2RHE 4 R, (6)
Comparando os resultados (5) e (6), vemos que eles diferem pela quan-
tidade = (H&® + 2RE® + &%), composta (nicamente de lermos gque comém K
g0 quadrado ¢ ao cubao,

Apliquemos estas fdrmulas para dados concretos. Seja R = dem, H = 20 em,
k= 0,1 cm.

Aplicando (5), temos o valor exacto do volume procurado:
o= m (2+4-20:0,1 + 420,01 + 20-0,1% < 2.4.0,4% + 0,1%) = 17,881x.
Aplicando (6), temos o wvalor aproximado
v (2ede 200, 1 4 40001) = 17,00,

O erro cometido, aplicando a férmula aproximada (6), € inferior a 0,3,
0.3n

ol 4ja, iﬂﬂ-m%. isto & menos de 2% da quantidade medida,

§ 9. Emprego do diferencial para avaliar o erro cometido
durante os cilculos numéricos

Seja u=7J{t, # £ vsu b}

uma funcio das varidveis x, ¥, z, ..., f. Suponhamos que a avaliagio
dos valores numéricos das quantidades x, ¥, 2, ..., t, & feita com um
certo erro (respectivamente, a ax, Ay, Az, ..., Ar aproximadamente),
O valor de w serd igualmente determinado com um certo erro

Au=flz+ Az, y+ Ay, 2+ Az, oo, AL —
_I{Ii By & auny ‘}-

devido ao erro de avaliagio das varidveis independentes, Propomo-nos
avalia © erro Au, se se supbe conhecidos os erros Ax, Ay, ..., AL

upondo os valores absolutos dos Ax, Ay, ... At, suficientemente
peque os, pode-se substituir o crescimento total da fungio pelo dife-
rencial total; obtém-se, entio, a igualdade aproximada

Y gy L ﬁy+.--+—:%m.

Ay — e o
dz ay

1]
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As derivadas parciais e os erros relalivos as varidveis indepen-
dentes sip ou positivas ou negativas. Substituamo-las pelos seus valores
absolutos: encontra-se, entio, a desigualdade

i)
ﬂ‘1ﬁr|+\—"|ay|+...+
A iy

ifl At
| Au < o | At|.

(1)

Se se designar por | A*z |, | A*w |, . . ., | A%t os erros absolutos
mdximos das varidveis correspondentes (os limites dos valores absolutos
dos erros), pode-se, cvidentemente, admitir que:

) l'I:" L a_f L ﬂf —
iﬁu|=|~f—‘1ﬁzi+‘—‘|a y|+.‘.+|—- |A%].
ik dy dt
Exemplos.
1)Seja u= -+ y-+ 5, entlo, (2)
| A% | = &% |+ | A%+ | A% ]
2)8eja u = & — y, entdo,
| A%y | = | A%= |+ | A% |.
3) Seja u = =y, entio,
JA% | = |z | | A% |+ |u| |A®% |
§) Scja u:.%,entln.
1 |pliAa==|41=]] A%y
=1 A .
= [1ave 1+ >
5, Mede-se a hipotenusa ¢ ¢ o lado b dum trifngulo rectingulo ABC
com os erros absolutos mdximos |A*c|=02,!A% =01, Acha-se, respecti-
vamente, c =75 ¢ a= 32 Determinar o &ngulo A pela formula sen 4 =%
¢ o erro mdximo absoluto f37| cometido ao caleular este Angulo.

| A% = |A*y|=

z
e

Resolugdo — Sen A = % s A =arcsen , por conssguinte,

Encontramos, segundo a [drmula (2):
— i 3z

A |=—— 0+ ———+0,2=0,00275 rd =9"38",
I | V(702 — 322 H-?E Viis)2—(3z)2 -
Logo,

32, qeage
= el 1 1 1 g8
A=arcsén st 9
6. Determinou-se o lado b=12156m ¢ o &ngulo 4 =25°21"40" dum
tridngulo rectingulo ABC. Os crros absolutos midximos, cometidos no decurio da
avaliago destas grandezas, sio, respectivamente, |a*b | =005m ¢ |A*A | = 12"
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Determinar o érro miximo absolute comeudo, calculando o lade a pela
formula a=b-12.4.

Resolugdio — Achamos, em wirtude da fdrmula (21
b
A%t |=|tg A || A*h ._l_.L ¥
| A%t |=[tg ]| A%+ =5 | Ar1L,

Substituindo os valores cotrespondentes (¢ exprimindo A4  em radianos),
[emos:
| A%a | — g 25°21 40" . 0,05+ 121,56 12

= 337 L) OD8T = KNI
et DEETAD” B RS — e O OOST = I

Chama-se erro relative da grandeza x ao quociente do erro ax
pelo valor aproximado x desta grandeza. Designa-se por ax,

Ax
dr=—.
3
Chama-se erro relative mdximo da erandeza x e anota-se | §%x|
4o quociente do erro mdximo absoluto e do valor absoluto de x,
6% |k Nt (4

||

Fara avaliar o erro relativo mdximo da fumcde o, dividamos

todus ©s membros da igualdade (2) par o | R |
L L/ 4
_‘l..f T - 7 i -
| *|=i|."|.1|'-i- ﬂ".I..\'y|+.._—i||}.1|. (4)
] | f
mas
L a4 L. 4
o o iy o at i
—~ =—Log|fl: —--=—Log|{|; ...: —=—DLog|f|
{ g P gl r e 2|71

Eis purque se pude por a igualdade (3) sob a forma:
« |4 \ . !& i r .
|6 hf—\g;:[-ﬂslﬂ [A x|+ I(';.I;_LUI:!IJI]! ATT] B e
+|2-Lo Ifl‘li*-'II (5)
5 g 5
ou sob uma forma compacta:

|8%u|=| A" Log|/|l. (6)
1fi=
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Resulta da formula (3), bem como da formula (5), que o erro
relativo méximo duma fungio é igual ao erro absoluto maximo do
logaritmo desta fungio. ,

Deluzimos da formula (6) as regras que se devem aplicar
durante os calculos aproximados.

l. Seja u=xy

Utilizando os resultados do exemplo 3, tem-se

o lul|A% | 1zlIayl_|A%z]  |ATY)
8% == 4 =8z o ul
|zy | | zy | Ed Iy
=|8%z|+i8yl,
isto & o erro relativo méximo do produto é igual a soma dos erros
relativos méximos de cada um dos factores.

2. Seju u= —:—: utilizando os resultados do exemplo 4, temos:
18%|=]8"| + 87yl
Nota — Resulta do exemplo 2, que se u = x — y, enldo,

(ot AT+ 1 A%
|z — |

e os valores de x e y esiav proximos, pode aconlecer que [ 5% |
seja muito grande em relagio @ grandeza procurada x — y. E preciso
ter em conla esta circunstincia durante os célculos.

Exemplo—7. O periodo Jas oscilagbes dum péndulo € jgual a
#f
T=2n l.-' ? -
em que | designa o comprimento do péndulo e ¢ & aceleragio da gravidade.

Que erro comelemos nds, a0 determinar T por esta formula, tomando
= =114 faproximadamente a 0005, I=1m (aproximadamente a 0,01),

g = 9.8 mfs*)
Resolugdo — O erro relative mdxima, € igusl, em virtude da formula (6), a
[&*T | = |A* Log T |.
Mas

i i
Log T=Log 2+ Log &+ Log I—--i-Log g

Calculemos | A* Log T, Tendo em atenglo de que 7 = 3,14, a*w = 0,005,

f=1m a%'=0llm, g=98m/, A*g=002m/s, lemos
A*x  A®l  A®¢ 0,005  0.01 Q.02 —=0.0076
A LogT="——+7gr+—3; =335 T 2 T2.08 o0
) erro méxima relative €, pois, igual a
§*T = 0,0076 = 0,76 % .
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§ 10. Derivada duma fungio composta. Derivada total
Suponhamos que na equagdo
z=F(u, (1
no¢ v osio fungdes das varidveis independentes x ¢
u=e(r, y); v=wyr ¥ (=)

Nesle vaso. - ¢ uma funglio composta das varidvels x e y,
Pode-se, evidentemente, exprimir z directamente em fungio de

X & N
z==Flolz, y), ¥z ¥] (3)

Exemplo— 1. Seja
="t ut i u=x4pt; v=eFtVL |

el B (2 P S P (B ) T

Suponhamos que todas as derivadas parciais da funcio F(u, v).
iz

glx, ¥, ¢la, ») sBo continuas e proponhamo-nos calcular 5 ¢
Iz o oy " &

;_ a partir day equacdes (1) ¢ (2) sem utilizar a igualdade (3),

]

Demos a varidvel ¥ om crescimento Ax, conservando y constante.
Entio, w e v recebem, respectivaments, em virtude da equagio (2),
um crescimento A.u e A

Mas. entiio. se as varidveis o ¢ v recebem, respectivamente, o
crescimento Ay ¢ Ay, 8 fungiio = = Fu, v) receberd, por sua vez,
um crescimento Az, definido pels formola (57, § 7. Cap. VIIL

A= ‘;u—“' A+ %‘:% et + 1B + Pedet

Dividamos todos os membros desta jgualdade por ax:

Az aF Anx &F A At Ar
Ar du Ax dr Az Th Arx R Ar

Se ax—0, entio, Au— 0 e A — 0 (em virtude da conti-
nuidade das fungdes w e v). Mas, entdo, y, ¢ y. lendem igualmente
para zero. Passando ao limite, para Ax-— 0, tem-se:

A it o de
1 ——=—2 lim = 1 -

e N ki La=n AT ol a0 A et

lim gy =10; Hm p,=10

e | Lx—+0
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e, por conseguinte,
0z aF du &_F ﬂ! (4)

dr  du dr dv dx |

S tivessemos dado um crescimento Ay & varidvel y e conser-
vado x constante, teriamos tido, raciocinando da mesma maneira:
o2 _ OF iu  GF dv @)
dy . dudy v dy
Exemplo — L
s—Log(ut+u); w=e™T;  r=atiy
o L, B
fu  wilfe' o uwitp'
Ou _ aqgr, U, oxpgp. B R T
Tl ! -ﬁr—-ere Eag -a—x--=2.:. W_L
Utilizando us [ormulss (4) e (4°), enconlra-se:
oy #‘+1_2;_ 2 (ue* ¥ 4 1)
dr ul-fp wigp uldw i
gz 2u +41 | S | R
W—uﬂ—[—uhﬁ +;r-1—_t.l-_ul—|—u s o Tk
As formulas (4) e (4 podem ser naturalmente generalizadas ao

caso dum maior mémero de varidveis. ;
Por exemplo, se w = F (z, u, v, 3) € uma fungio de quatro varid-

veis z, 1, v, s e se cada uma destas varidveis depende, por sua vez,
de x e y as formulas (4) e (470 transformam-se em:

i du dz dw fu dw v . dw O

o ma o O G
i dw oz die o 1::3‘_:1:63 EE_B_S..
By 6z oy | awaoy dvaoy Os Gy
Se a funciu z = F(x, v, u, V) é tal que as varidveis y, u, v
dependem, por sua vez, da dnica varidvel x:
py=7F(r); w=wglz); v=v)

ela ¢, em suma, fungio duma s varidvel x; pode-se, entdo, propor

(5

calcular a derivada j—i.

Esta derivada pode ser calculada segundo a primeira: das fr-
mulas (5):
ds _pndn, gy 0stu 0ndv,

dx dr &z -d'?ﬂ.r: it r_i';r—r du x|
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mas como ¥, u, v nio dependem senfio de uma s& varidvel x, as
derivadas parciais corresponientes sdo, de facto, derivadas ordindrias;

’ d
além disso, &;; = 1; por conseguinte,

d_ e osdy Gadu 0 d

dz oz ' oy dz @ dudr @ dvd: (6)

E a formula da derivada rotal % ( por oposicio & derivada

ial E‘E
parcial —|.
Exemplo— 3.
e=24+ V. y=senz,
. ! N YRR iﬁr___
'E';—le a‘i'_zﬁ M dx =C08 &

Segundo a fdrmula (6),

dzr @z 83 dy 1 1
—_— =0 ¢O8 F:= 2T Cls T
F i R T Rl 7 L

§ 11. Derivacio das funcbes implicitas

Vamos abordar este problema pelo estudo duma fungdo implicita
duma st varidvel (*). Seja ¥ a fungio de x definida pela equagio

Flz, g)=0

Demonstremos o teorema seguinte.

Teorema — Seja ¥ uma fungdo continua de x, definida pela equacdo
implicita

F {Z‘, F} — l].

em que Fix, v), Fo(x, ¥). Fylx, ¥) sdo fungdes continuas num
certo dominio D contendo o ponto (%, ¥), cujas coordenadas verificam
a equagdo (1); além disso, suponhamos que nesse ponto F'y (x, y) = 0.
A derivada da fungdo v de x, é, entdo, igual a

ﬁ=_ﬂmw_
Fy(z, u)

{*y No § 1l do Cap. [, rcsolvemos o problema da derivaglo das

fungbes implicitas, Contudo, apznas tinhamos considerado certos . exem | ™
nfio tinhamos obtido a fdrmula geral, nem determinado as L

existéncia desta derivada.
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Demonstracas — Suponhamos que & um certo valor de x cor-
responde um certo valor da fungdo implicita y. Logo,

Fiz, yy=\.

Atribuamos & varidvel independente x um crescimento Ax, A fun-
¢do y recebe, enlio, um crescimento Ay, por outras palavras, ao valor
x + Ax da varidvel independente corresponde o valor y + ay da fungdo.
Em virtude da equagic Flx, ¥) =0, temos

Fiz+ Ax, y+ Ay)=10.
Por conseguinte,
) Flx+4 Az, y+ Ay)—Fiz, =0
O primeiro membro desta igualdade represenia o crescimento

total da fungio de duas varidveis. Em virtude da formula (57, 8 7.
pode-se pd-lo sob a forma:

F(xr+ Az, y+ Ay) — F(x, y}=u]—fﬁr+%ﬁy+hﬁr+hﬁy.
f efl

em que vy € v. tendem para zero quando Ax e Ay tendem para zero.
Sendo 0 primeiro membro desta tltima igualdade igual a zero, pode-se
ESCTCVYED

JF ar

E-ﬁr+,—ﬁy+vlﬂr+?aﬁy=ﬂ-

di iy

i ; A
Dividamos esta igualdade por ax e calculemos EE:

oF 4
Ay_ o= "
A aF i
4 E—l“k‘z

Fagamos tender Ax para zero. Temos, entdo, no limite, visto

: aF
que y: € ys: tendem igualmente para zero e que By < {);

2 (1)

Assim. demonstramos a existéncia da derivada ', duma fungio
implicita e obtivemos uma formula adequada para o cdlculo desta
derivada.
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Exemplo— 1. A equagio
2B pt—1=0

define, implicllamente, ¥ em funglo de x. Neste caso
aF aF

Fiz, py=a84p2 1, ‘Er_ 2 W — 2
Por conseguinte, em virtude da [drmula (1),
dy ar x
= W 4

. Notemos que esta equagdo defire duas fungBes implicitas diferentes
{visto que, a cada walor de x tomado no intervalo (— 1, 1), correspondem
dois valores de ¥), mas que o valor encontrade da derivada y', ¢ wilida
para ambas,

Exemplo—1. Seja a equagio

ol — ¥ L =L
Agui F iz, p)=el —e"} ry;

aF _aF
E_—"I'[""" ?ﬂ-—ry-l-h
Por conseguinte, obiém-se em virtude da fdrmula (1)
dy =ty =y
dz iz ez

Consideremos, agora, uma equagio da forma
F(x, y, 2)=0. (2y

Se a cada par de valores x e y, tomados num certo dominio,
correspondem um ou vdrios valores de z gue satisfacam & equagdo (2),
esta equagdo define, implicitamente, uma ou vérias fungdes univocas
zde x ey ¢

Por exemplo,  equagio

L;2_|_y!_|_=E_RE=ﬂ

define, implicitamente, duas fungBes continuas z de x e y que se
pode exprimir explicitamente resolvendo a equagdo em relagio a z
obtemos, entdo,

=Vt —2*—yt e z=—VR —F -y

Calculemus as derivadas parciais g_.; e o da fungdo implicita

ay
z de x e y definida pela equagdo (2).
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I :
Para calcular "JE supomos y constante, Eis porque podemos
utilizar a formula (1), considerando z como uma fungdo da varidvel

independente x. Logo,
E‘_
_
_!E‘
gz

=

Obter-se-ia, do mesmo modo,
oF
__
T
iz

aF
supondo 9% # U,

Definem-se e calculam-se, da mesma maneira, as fungdes uupli-
citas dum numero qualquer de varidveis c suas derivadas parciais.

Exemplo — 3. iyt st R,
gz f-r_ x| E_ )
BETE T W

Ter-se-ia obtido o mesmo resultado derivando a funcio explicita como

s¢ & tivesse resolvido em relagio a z

Exemplo — 4. e+ sy +24+5=0.
Al Flz, y 8)=e~+2y+2+5
oF . ARy S '
——=2ay; —ﬂr"“‘ e
o 2ay Bz A
Pr el oy e
§ 12. Derivadas parciais de diferentes ordens
Sﬂjl :=Jf{'r'r y}

uma fungio de duas varidveis independentes.

i o g
As derivadas parciais . felz, y)e F:} = fy (2, y) desta fun-

dx

o sio, em regra, fungdes de x e de y. Eis porque podemos qu.!::ulnr
ﬂ suas derivadas parciais, Por conseguinte, as derivadas parciais de
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segunda ordem duma fungio de duas varifveis sio em nimero de

. = €3 o "
guatro, visto que cada fungio et iy pode ser derivada em

relacio a x e em relagio a .
Designam-se, pelas notagdes seguintes, as derivadas parciais de

segunda ordem:

% = fue (z, y); deriva-se, sucessivamente, a fungio { duas vezes
em relagio a x;

a:?y = fiy (£, ¥)i deriva-se, em primeiro lugar, f em relagio a x,
depois o resultado em relagio a

&3231 = fyx (x, ¥): deriva-se, em primeiro lugar, f em relagio a y.

depois o resultado em relagio a x;

13_:'5 = fu (£, ¥); deriva-se, sucessivamente, a fungiio f duas vezes
em relagio a y.

Pode-se em seguida derivar, de novo, as derivadas parciais de
scgunda ordem em rclagio a x ou a y Obtém-se, entdio, as derivadas

parciais de terceira ordem, gue sdo em ndmiero de oito:

., &z, &8 . &
a ' axtay’ oraydz' dxdy
"z T P

dydr®’  dydray’ ﬂy“ﬁ.;:' ay’

Duma maneira geral, chama-se derivada parcial da ordem n &
derivada primeira da derivada de ordem (n — 1),

Pt}

"z 3 -
Por exemplo, PP ¢ uma derivada de ordem n; derivamos,

neste caso, primeiramente p vezes z em relagdo a x e em seguida n — p
vezes em relacio a v
Definem-se, da mesma maneira, as derivadas parciais de ordem
superior para fungoes dum nimero qualquer de varidveis,
Exemplo — 1. Calcular as derivadas parcinis de segunda ordem da funglio
Flz Wy=1%y 448
Resolugio — Obtemos, sucessivamente:

A ST
o S i

i ot d(2ey) ., . 0% a4y, @Y

= drdy oy s dyoz oz =2x; T =8y,
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3. Calcul a3z FisH B
Exemplo — cular ——— i e gy st

Pt ey

Resolugdo — Oblemos, sucessivamente:
Bire® 4 By,

= iz -
A . SN Y- I =l Dy BN
vt el e e e L PR
Mg DRI itz T ST =

TR L Gl e

&
Exemplo — 3. Calcular m-;—ﬁ: ® u=

Resolugdo.

du ey, B gy iy . e byl

.E__&f:-l W, =i 2 T e ayzastud 555 0 95 dyze
Uma questio se poe. O resultado da derivagio duma !.un-;iu

de varias varidveis depende da ordem pela qual se efeciuem as derivadas

sucessivas em relagdo as diferentes varidveis independentes; por outras

- dyeT Lt

e L

palavras, as derivadas

e, O
i Ay iy i
o
5 e 5
o'f (x, y. 1) iﬂ'r_*’_”.. ete.
dx dy it dit dr dy

serio idénticas? .
A resposta a esta pergunia é-nos dada pelo teorema scguinte.
Tearema — Se a funcdo z=1(x, y) e as suas derivadas parciais

Voo O, oy e Vg sdo definidas e continuas no ponto M (X, y) e

na vizinhanca deste ponto  entdo, neste ponlo,

i i " e
! — _f {.f_-.y = Jfgr:'}-
drdy Ay dx

Demanstragao — Consideremos a  expressao:
=[/(z+ Az, g+ Ay) —f(z+ Az, W] —

— [z, w+ AW —f(z, B
Introduzamos a fungio auxiliar ¢(x), definida pela igualdade
g =/{(x, y+ Ay) —flz B).
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Pode-se, entio, pdr 4 sob a forma:
A=y (r+ Ax)—q (7).

Sendo f'=, por hipotese, definida na vizinhan¢a do ponto (x, ¥)
a fungio ¢ (x) & derivivel sobre o segmento [x, x + ax]; mas, entdo,
aplicando o teorema de Lagrange, tem-se:

A = Aag’(3),

em que = estd compreendido entre ¥ e x + Ax.

Mas N " B

¢ (x) = fulz, ¥+ Ay) — filz, ).

Por outro lado, f’zy ¢ definida na vizinhanga do ponto (x, ¥).
por conseguinte, *; é derivivel sobre o segmento [y, y + ay] e apli-
cando o teorema de Lagrange a esta diferenga (relativamente 4 varid-

vel y), tem-se: ) il
fel@ y+ Ay) — filx, )= Ayl (x, ¥),

em que [ estd compreendido entre y e y + Ay.
Obtemos, entdo, a expressio seguinte para A

A = Bz Ayfzy (=, y).
Mudando a ordem dos termos, ter-se-d
A=[f(x+ Az, y+ Ay) — [z, ¥+ Ap)] —
—[f(x+ Az, y) —flz, ¥)].

Introduzamos a fungio auxiliar
‘¢+{y}=f{x—|—ﬂ:, H}_f'[-'f- y}i

(1)

entiio,
A=y 4+ Ay) — ¢y
Aplicando de novo o teorema de Lagrange, tem-se:
A = Ay-y' (),

em gue ry_-ﬁtﬁ compreendido entre y e y + Ay
V() =1, (2 + Az, 1) — 1 (2, ).
Aplicando uma vez mais o teorema de Lagrange, obtém-se:
fyle+ Az, 1) — £ (z, W)= Aafix (@, B),

em gue T esté compreendido entre x e x + Ax.
Entio, A pode ser posto sob a forma

A = Ay Axfy(z, v).
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Os primeiros membros das igualdade (1) e (2) sio iguais a A,
por conseguinte, os segundos membros sdo iguais entre si; por outras
palavras, o I
Az Ayfey (x, 1) = Ay Axfia(x, ¥),

donde i o3
Jr:u {IT E'j:'fu.z [, y}
Passando u#o limite nesta igualdade, gquando ax—+0 e Ay - 0,
lem-5€:
lim fi, (x, Y= lim [i%(z, B).
fa-en Ax—eD
ay—+D A=
As derivadas [y e [i= sendo continuas no ponto (x, y), tem-se:
lim £, @ )= (= ) et lim £ @ ="Fix( ).
HE—e

AxZ—=0
ap-+l Ap—=0

Temos, finalmente:
foo(®s W) =Tz (z. ¥)
o que querfamos demonstrar. o
Resulta deste teorema que se as derivadas parciais E’-a_y"'-"‘
o"f sio continuas, entiio, lem-se
TR n ”
O o &L,
EI* dyrl—h ayn—.l d.'l."t

Um teorema andlogo & verdadeiro para as fungdes dum nimero
qualquer de varidveis,

fialT B
Exemplo — 4. Calcular 3x oy 0 e ﬂyﬂ;ﬂ:u
u=eTHsen z,
Resolugio.
du - g 2
_ﬁ_y,ﬂl sen s a—zay_-aﬂ'un:-]-:paﬂ senz =gV (| L xy) senz;
a2
Fx%a—:=f“ﬂ+=ﬂtﬂ“: %—:zﬁ“m:; E%=:e‘”cns::
iy
— s A -y ¥ ons == %0 - ¥
5y 9z o &%V gos 2 - zye™V cns e¥V (| 42y} cos 2
Por conseguinig, S o

droyos  oyosox
{os exemplos, 1 ¢ 2, deste pardgrafo).
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§ 13. Superficies de nivel
Seja no espago (x, ¥, 2) um dominio D no qual é dada a fungdo
u=u(x, ¥ 3. (1)

Diz-se, neste caso, que no dominio D estd definido um campo
escalar. Se, por exemplo, u(x, ¥, ) designa a lemperatura no ponto
M (x, v, z) diz-se que estd definido um campo escalar de temperatura;

z

! i v/
24
!
=T T
e e = o
X a
Fig. 175 Fig. 170

se o dominio D est4 cheio de liquido ou de gis e se u(x, y, 2) designar
a pressdo, estd-se em presenga dum campo escalar de pressido, etc.

Consideremos o ponto do duominio D em gque a fungiio u (x, y. 2)
possui um valor conslante o

wlr, y, H=¢. (2)

O conjunto destes pontos conslifui uma certa superficie, Se se
toma um outra valor de c, obtém-se uma oulra superficie. Estas
superficies sio chamadas superficies de nivel.

Exemplo — 1. Seja dado o campo esxcalar
rd : H-E =2
LR B Sl W

As superficies de nivel serfo, aqui,
I u-! =
hcsHiN S L B LS
R S U

1sto & elipsdides de semi-eixos 277, 3 Ve 4V
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Se a fungio u depende de duas varidveis x e ¥
=gl i,
as «superficiess de nivel serio linhas no plano Oxy:
ulr, y)=c, (2)
que se chamam finhas de nivel )
Se conduzirmos os valores de u sobre o eixo Oz
z=u{x, k)

as linhas de nivel no plano Oxy serio as projecgdes das linhas for-
madas pela intersecgio da superficie z=wu(x, 3) com os planos
z=rc (fig. 175). Conhecendo as linhas de nivel pode-se facilmente
estudar a natureza da superficie z =wu(x. »).

Ex¢emplo— 2. Determinar as linhas de nivel da fungio z=1— x? — yi,
As linhas de nivel serfio as linhas de equagdes | — x¥ — y? = ¢ Slo clrculos
(fig. 176) de raio /1 — ¢. Em particular, quande ¢ =0, obtemos o circulo
x4+ yr=1.

§ 14. Derivada segundo uma dada direcgio

Consideremos no dominio P uma fungdo w(x, y, ) e um ponto
M (x, y, z). Tracemos do ponto M o vector 8 cujos cossenos directores
50 cosa, cos B, cosy (fig. 177).
z Consideremos sobre o vector 8
a uma distincia As da sua ori-
gem o ponto M, (x + Ax, ¥y + 4y,
Z + Az). Assim,

As =V As*+ Ayt 4+ A2

Suporemos que a fungdo
wix, v. z) & continua e possui
derivadas continuas em relagio
hs wvaridveis independentes no

Fa: 41 dominio D.

Do mesmo modo que o fizemos no § 7, representemus © cres-

cimento total da fungio da maneira seguinte:

ﬁu:_—r:'_u-ﬁx—i—ﬁay+EEZ+EIM+F=|&E'+E;;:‘:|: til
Fik iy iz
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em que g, £, ¢ & lendem para zero quando As — 0. Dividamos
todos os termos da igualdade (1) por as

An anAx  du Ay |, du Az Ax Ay Az
= e e i e B B8
\s dr As Ay As oz As Th As T8 As e As &
£ evidente que:
Az Ay Az
R, —— = 0050, — =005 Y.
As As P As .
Por conseguinte, a igualdade (2) pole ser posta sob a forma
A e i i
———rpusa 4+ —eosfl + —casy 4
Ax dr iy P 7 L
+ &, co8 & + &, 08P + 5008 . (3)

O limite do guociente .i_‘;f quando as — () chama-se derivada dua
funggo w = u(x. y, 2) no ponto (x, y, z) segundo a direcgiio do vector
S.e ootado por ou ., isto &,

o Au o
Hm — = — |
.':?En Asg i )

Assim, passando ao limite na igualdade (3), obtemos:

g du du au
— = —cosa 4+ —cos — o8y, 3
fis ar ay Pt iz ¥ )
Resulta da fdrmula (5) yue, conhecendo as derivadas parciais,
se pode determinar facilmente a derivada, segundo uma direcgdo qual-
guer §. As derivadas parciais apenas sie um caso particular da
i §

derivada, segundo uma dada direcgio. Por exemplo, se « =0, g = j .
v = i, . obtemos:

i e

i n i s i
—e=—cos04 —eos — + —pps — ="
dr ar dly 2 oz 2 i1

Exemplo — Seja dada a fungio
=zt gt 4 2
Achar a derivada %‘. ne ponto M (1, 1, 1k
P

a) na direcglo do vector 8y=24- j--3k;
5) oa direcelo do vector Sgmedt fp k. Y
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Resolupdlo — a) Acham-sz os cossenos directores do vector 8

e . A cos fl— : a:.ue.v,-,-———3
(= e == —— =— = B
ViFi+s Vi Vii Vi
Por conseguinie,
T du 2 " du 1 +E 3
s 9z V/i4 | W Yuh = VI
As derivadas patciais no ponto M (1, 1, 1), serio
it i 7 B
'E—z ¥ -a'_—zﬂ'f T
iy du i
Rl [ _—] =8 =] =l
(U:]nr 2, [#H)M =)ru

Assim,
du 3 2

2 |
— = = 1 R =,
By ‘|fv.+ 1,/E+ Vi Vs
b1 Calculemos os cossenos directores do vector S.:

i 1
GOS8 B —=—, ol =, COR P=—=—s
K] : 3 !

Por conseguinte,

g, A =Y 1 0 5
Tt —— 4.---—__—2-—:——--—=2 .‘!,
Sy Wiy v v e

Notemos que, 2 /3 > (fig. 17,

Via
§ 15. Gradiente

Em cada ponto do dominio D onde
é dada uma certa fungio u=uwu(x, ¥, 2).
definamos um vector, cujas projecgdes
sobre os eixus das coordenadas sio o8

valores das derivadas parciai '3.'51 EE‘, @ dessa fungdo no ponto
o' dy " Gz -
correspondente;
e du i
ad u=—4t4+ —J+— & (1)
. or ay dz

Este vector chama-se gradiente da funcdo w(x, y, z). Diz-se, entdo,
que no dominic P estd definido o campo vectorial ::Io.r_ gradientes.
Demonstremos o leorema  seguinte, eslab&leceqda a ligagio eatre o
gradiente e a derivada segundo uma dada direcgio.
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Teorema — Seja dado um campo escalar u = u(x, v, z) € neste
campo escalar o campo dos gradientes

i
oz

fi du
grad u=—i 4 — ¢ I
oz ay 23

A derivada g—: segundo a direccdo dum certo vector § € igual

a4 projecgido do vector grad u sobre o vector N,

Fig. 179 Fig. 180

Demaonstracdo — Consideremos o vector unitiirio 8%, correspondente
ao vector §:

§'=dcosa+ jeosf + kcosy.
Calculemos o produto escalar dos vectores grad u e 89:

grad u-ﬁ“:ﬁnusa—l—-@cusﬂ + Etﬂsﬁ. (2)
dx dy dsz

A expressio do segundo membro desta igualdade € a derivada
da fungio u(x, ¥, z), segundo a direcgio §, Por conseguinte, podemos
BSCTEver,

mdu-so=£_
s

Designando por ¢ o dngulo compreendido entre os vectores grad w
e 87 (fig. 179} podemos escrever:

Igradufcusq:-;iii (3)
s
Ll
pi gt — 22 %)
ity

O teorema estd demonstrado.

O teorema que demonstramos estabelece uma ligagio concreta
entre o gradiente da derivada segundo uma dada direccdio. Construamos
no ponto M(x, v, z) o vector grad u (fig. 180). Construamos a esfera
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para a qual grad u ¢ o didmetro. Do ponto M tracemos o vector §.
Designemos o ponto de intersecgiio do vector & com a superficie
da esfera por P. E, entdo, evidente que MP = |grad u|cosg, sé ¢
for o fngulo compreendido entre as direcgdes do gradiente e o seg-
i d
menta MP (cnt&n. y{% ., isto €& MP=F:.
£ evidente que quando se inverle a direccdo do vector 8, a
derivada muda de sinal, logo, o seu valor absoluto pdo é modificado.
Estabelecamos certas propriedades do gradiente,

1) A derivada num dado ponto segundo a direcgao do vector 8
admite wm valor mdximo quando a direcgdo do vector 8 coincide
com a do gradiente; este valor mdximo da derivada é igual a grad u .

Esta proposigio resulla imediatamente da igualdade (3): o valor

maximuj_’ serh para ¢ =0 e neste caso
L

A
— = | grad u|.
" g |

2) A derivada, segundo a direccao do vector 1angente, a supeficie
de nivel & nula.

Esta afirmagio resulta da formula (3).

Com efeito, neste caso,

{p=;, cosgp=~0
e
aa—y—zlgmdu[fusquﬂ_
&
Exemplo — 1. Sejs dada a funglio

U=z
41 Determinar o gradiente no ponto M (1, I, 1). A expressio do gra-
diente destz fungio num ponto arbitririo serd
grad s = 2z + 25 4 2:k.
Por conseguinte,
(grad uhy — 26 + 24 + 2k, | grad u |y = 2V/3.

B} Determinemos a derivada da funglo w no ponto ML 1, 1) na
direcglio do gradiente, Os cossenos directores do gradiente serlo

2 1
mresE—
Vaints Vs

=
Vi

cmﬁ:—‘—. £os y=

Vv

i
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Por c;:-nsq:uinm,
j‘i_,,llzl_i_ul 21/

i i b e~ il
] 3 VH w 3
isto &, au

E'_IE“'“‘L

Nota — Se a fungio w = u (x, y) é uma fungdo de duas varidveis,

o veclor

o i
rad i = — ey
¢ gzt oy

estd situado no plan::n Oxy. Demonstremos que o grad u estd orientado
perpendicularmente a linha de nivel u(x, y} = c, situada no plano Oxy.

i U

grady .

ry i It y
L e M2 4}
7 ) W
T 24 Y gradu
Fig. 181 Fig. 182 Fig. 183
e passando pelo ponto correspondente. Com efeito, o coeficiente angu-
lar k, da tangente & linha de nivel u (x, y) = ¢ serd igual a k, = — .

O coeficiente angular k. do gradiente é igual a k, =2 B evie
U

dente gue kik, = — I, p
Isto demonsira a exactiddo da nossa afirmacio (fig. 181). Esta-

beleceremos uma propriedade anél 4o ‘seadlisite
trés varidveis no § 6 do Cap, ]x?ga gradiente duma funcio de

Exemplo — 2. Determinar o gradiente da funglio u=§+¥ ifig. 182),
no ponto M (2, 4).

Resolugdo — Aqui,
i du 2
- | =2, —=

e .}
ay 37T

Por conseguinte, 8
grad u=2‘+?jr

A equaglio da linha de nivel (fig. 183), que passa pelo ponto dado, serd
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§ 16. Formula de Taylor para uma funcio de duas varifveis
Seja
z=[(z, y)

uma t'unr;iu de duas varidveis, continua, bem como as suas derivadas
parciais de ordem (n + 1) inclusivé, numa certa vizinhanca do ponto
M (a, b). Pode-se, entdo, representar (do mesmo modo gue no caso
duma fungio duma s varidvel mdcpeudente Jer § 6, Cap. IV), esta
funcio de duas varidveis como sendp ‘a Sema dum polinémio de
grau n segundo as”poléncias inteiras de (x —a) & (y— b) e de um
resto. Vamos demonstrar que para n =2 esta formula é da forma

Ha, y=Ac+Di(x—a)+E(y— b+
1
+E[zlfr-a}’*f-EB{I—-HHF—M-I—Efy—&}’]-i-ﬂn (1)
em que os coeficientes 4., D, E, 4, B, C nio dependem de x e y e
0 resto R. tem uma estrutura andloga 3 do resto da férmula de
Taylor para uma fungio duma so varidvel.
Apliquemos a formula de Tayvlor & fungio f(x, ¥ considerada

como fungBo duma s6 varidvel vy, sendo x considerado constante
(limitemo-nos aos termos da ségunda ordem).

flz, =f(z, )42

—F .
{irz_}f;ru( b}'i'{y b} fwu[-r M, (2)

fy (z, b) +

+

em que 5. =h4 8, (y—b), 08, <1,

Desenvolvamos as fungles f (z, ), fy (z, b), fiy (z, b)segundo
s poténcias inteiras de (x —a) pela formula de Taylor, limitando-nos
as derivadas mislas da terceira ordem mclusw!:

flz. y=F(a, b)+""2f.(a, f’H- fn{ » B) +
{.r—-a} o
+8= e e 0, ®

em ue
s =240,(z—a), 0<B,<1:

Ty (=, ﬂ'}=fi (a, &)+

— 24 (a, )+ © ""’

.f;:: (Esr B), (4)
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em que
E|=I+E:{$_'ﬂ:’r U{E-' =l
Jfl-'h‘{‘r b}'_-rj.ul'{a ’b}+ fﬂu.ﬂ{&a b:l,, c f-_llf
om que

B=zx+0,(r—a), 0<8,<1.
Substituindo  as EI,{:H’ESSEI-ES (3). (4), (5) na formula (2),

fx, p=1(a, b+ "%f(a, aH-"‘ --—fh{a b +

_'_{‘T_d'j
1-2.3

Fee By )+ 2 i_ . [.f.} (a, &)+

vx (@, b) + -—EL Sz (Bas f*l'] 2 o

1
+00 [!w T

pyy (£, ).

Restabelecendo a ordem da escrita indicada na férmula (1), temos:
flx, y=jla, b)+ (x —a)fefa, b) + (v — b} (a, b) +
+;—I[|:x—ar*f;;ra, B+ 2(x — a) (y — B) £33 (a, )+

+ w— B (a, B+ %[{r AL (B B+

3z —a) (y — B) fiy (Bas ) 4 3(x —a) (y — b)* fiy (&, )+
+ (v — &) fiy ta, W] (6)

Esta expressio constitui precisamente a férmula de Taylor para
n=2 A expressio

R,=%{|{r— a)' fiie (Bay B+ B(z — @' (y — B) fiy (B B) +

+3(x—a) (v — B fagy (Ba B)+ (v — B fiisy (@, M)
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¢ chamada resto. Fagamos, em seguida, x —a=Aax, ¥ — b= Ay,

sp= V(87 F (A7)
Transformemos Ry

L O Ax* Ay ..
Ryis 5 IE;_W:EI, b) +3—ﬂprm{E-.. b) +

Az Ayt .. Ay ..
43 .'ipa Jf:ry?a (Eas E‘j"‘g;ﬁfuw(dr ) ﬁp’~

Dado que | Ar | << Ap, | Ay | << Ap e que, por hipdtese, as
derivadas de ordem trés sio limitadas, entdo, o coeficiente de Ap*
¢ limitado no dominic considerado; designemo-lo por as,

Pode-se, entdo, escrever

Ry = aAp”,

A formula de Taylor (6), para o caso n =2, pode, enldo, scr
posta sob a forma

fle. m=1f(a, b) 4 Azfila, B) + Ayfy (a, b) +
i .
+ E!-{ﬂix’f;:(ﬂ. b) -+ 2 Ax Apfs (e, B) +

+ AYfiy (a, B)] 4 ag Ap™ (6
Para gualquer n, a formula de Taylor exprime-se sob uma
forma andloga.

§ 17. Maximo e minimo duma funcio de varias variaveis

Definicav — 1. Diz-se gque a fungdo z= fex, vy} admite um
mdximo no ponto M, (x. w). (isto é guando x=ux; € ¥ = Y. se
flao, yo) >=f(z, ¥)
para todus os pontos (x, ¥) suficientemente vizinhos do ponto (xs. ¥,

mas diferentes deste ponto.
Definicao — 2. Diz-se que a fungio z =f(x, y) tem um minimo
no ponto My (X, Yo). 5¢
flza, wo) <[(x, ¥

para todos os pontos (x, y) suficientemente vizinhos do ponto (x. ¥
mas diferente deste ponto.
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ﬁ_m méximo ¢ ao minimo duma fungdo chamam-se extremos dessa
fungio; por outras palavras, diz-se que uma funcio admite um extremo
num dado ponto, se ela tem nesse ponto um mdximo ou um minimao.

Exemplo — 1. A fungllo
t=r— 1P 4y — 22— 1

admite um minimo para x=1, y=2, o & no i
u " ' A ponta (I, 2). C
fil, 2l=—1, e como (x—1F ¢ (¥ — 2 s3a wmpre pusilivc:s p:;:l J:f:f!t?‘
y£12, tem-se .
(x —1Q — 2 =
— e i 1 1>—=1, |
Pz py=F1(1, 2. |

Vé-se, on figura |84, a significagio geomdirica deste resaltado, |

3 z=(1-1)%+ (y-2)*-1

e 5—-&#{;}; FE‘J

i
e

Exemplo — 1. A [ungio

1
s=gr—sen(al4yd)

admite um mdximo na origem das coordenadas (fig. 185),
Com eféito, para x=0, y =10

@O0 = .

Escolhamos no interior do cfreulo 2 j2 =% um ponto (x, ¥), diferente
do ponto (0, 0 entfo, para (< 222l
B g0
e desie modo AR R
(5, p) =g —sen (24 <

isto &, 3
Heowd <1 (0, 0). wir Rl
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Pode-se, igualmente, formular como se segue as definighes do
méximo e do minimo.
Facamosr = xy + Azr; y = yo + Ay ientdo,

Jf{'r? y}_f{zﬂr yﬂ.):
— f(zo+ Az, ya+ Ay) — (70 Jo) = AL

I} Se af < 0 para todos os crescimentos suficientemente peque-
nos das varidveis independentes, a fungio f(x, ») admite um mdximo
no ponto M (x,. ).

2) Se Af >0 para todos os crescimentos suficientemente peque-
nos das varidveis independentes, a fungio f(x, ») admite um minimo
no ponto M (xe, ¥o) :

Estas definigies sio igualmente vilidas para uma fungiio dum
nimero qualquer de varidveis.

Teorema —- 1. (Condigbes necessrias para a existéncia dum
extremo), Se a fungdo z = f(x, y) admite wm extremo para o0s valores
X = X, € V= V,. entdo, cada derivada par-
cial de primeira ordem de 2 unula-se para
esses valores duax varidveis independentes
ol ndo exisie.

Com efeito, fixemos o valor de y.
v = v. A fungio f(x. y.) serd, entio, uma
funcio duma so varidvel x. Esta funcdo
admite, por hipolese, um extremo (méximo
ou minimop) no ponto x = X, por con-

seguinte, ('.ai) anula-se ou ndo existe neste ponto. Demonstra-se,
O ) ey

. az 3 - .
do mesmo modo, que | — se anula ou ndo existe neste ponto.
Y ) x=zy

5 V=1

Este teorema nio d4 uma conlligio suficienle para a existéncia
dum extremo. Contudo, sc estamos certos da existéncia dos extremos,
ele permite determinar os seus valores. No caso contririo, € preciso
fazer um estudo mais detalhado.

az H
Por exemplo, as derivadas > = 4+ 2x'8 %I.i_ = — 2y da fungio g=xF—y!

aniulam-s¢, pars ©= 0y p = 0. Mas esta funcio ndo lem nem mdximo nem minimo
para cstes valores, Com efeito, ela anula-s2 na origem das coordenadas, mas
joma, na vizinhanga imediata deste ponto, tanto valores posilivos como valores
negativos. O walor zero, ndo €, por conseguinte, um extremo (fig. 186).
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d
Os pontos em que Ei- =0 (ou nio existe) e ?—' =0 (ou ndo
existe) chamam-se pontos criticos da fungde z = f{x, y). Resulta do

leorema l_ que uma fungio ndo pode ter extremo a ndo ser num
ponto critico,

Para fazer o estudo duma fungdo nos pontos criticos estabele-
pnqaaus‘as condighes suficientes do extremo dumg fungio de duas
varidveis,

thrmna — 2 Seja fix. v) wma fungao definida num dominio
que contém o ponto M. (%, v.) e cujas derivadas parciais sao continias’
até d terceira _u.rde.rn inclusivé; suponhamos, além disso, que o ponlo
M, (Xs, ¥u) sefa um pomto eritico da fungdo E(x, v), isio é,
Oz b _ g I Ge W) g
ar ' dy )
Enido, para x = X ¥ = ¥u!
1y fix, y) rem um mdximo, se

8 (20, ¥) 0% (2o, V) (ﬂfﬁm_wl )‘ ~0
iz ayl i dy

&f (2o, Yo

e 21T Mol .

art =0
2 f(x. ¥) tem uwm minimo, se

&f (2o, o) ) ?f{fm Yo) ( &*f (29, o) )! 0
ax* ay* da gy

e ﬂ!f Exl}l ___ylﬂl — 0,

3) fix. ¥) ndo tem nem mdximo nem minimo, se

atf {Im _yﬂl} R at.f {Zos yﬂ} 1 ( a‘f {Ilh y{l} ). = ﬂ;

ar ay® dz dy
@f (zg, Wo) 3 (To0 W) &f (o0 ¥0) Y
4) Se 0 Mol [ - W)
bzt ayt ( dr Ay )_ﬂ'

pode ou ndo existic extremo (neste caso, o estudo deve ser mais
detalhado).

Demonsiragao — Escrevamos a formula de Taylor para a fungdo
f{x. ¥), limitando-se as derivadas de segunda ordem [formula (6),
§ 16). Fagamos .

a=1xy, b=y T=1x+ Az, y=y+ Ay
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Temos, entdo: A } —
: ﬂ T yﬂ‘ L] ﬁ
f (x4 Az, Yo + Au) =1 (T, Fﬂ+——$'—'ﬁr+————'ay T

_1_[_&‘;’_{:". Ya) ar=+g_a..ﬂi“ﬂ'“}— Az Ay +
art

3 2 dx dy
* a—zﬂj—;;ﬁ’}-ﬁy‘] +ag (Bp)
em que ap =} Ar* + Ayt, € a tende para Zero, quando Ap— 0.
Por hipOtese
a_f fxl}n yﬂ-j =D| an {‘zﬂl Fn] =1:|

or dy

Por conseguinte.
Af=f(xo + AT, o+ Ay) — f (Lo, Yo) =

1 | &f R T ﬁay‘]+mﬁp}’- (1)
s‘;ﬁ[}};m"l‘zaxay ¥+ a°

Designemos. respectivamente por A, B, C, os valores :Siénlfos no
ponto My (xe. Yo pelas derivadas parciais da segunda © A

(.- (@or (e

da*
to MM, em
ienemos por ¢ o #ngulo formado pelo segmen . )
que ﬂ?e és'% pﬂﬂ[up; coordenadas M (x, + Ax, ¥o + A)), € O €iX0 Ox,

eniao, Ar=Apcosg; Ay= Apsenqg.

Substituindo estas expressdes na formula (1), temos:

A= ?Tmpf [A cos® @ + 2B cos @ sen ¢ + C sen’ @ + 2eq Ap).

Suponhamos que A 0. .
Multipliqu:m;ls e dividamos por A a expressdo entre paréntesis;

temos: 1
Af = .-l—t.’s::-}“‘ %

g lu cosg B s i+ (AC —7) “’"""+2uua911 (3)
A

Consideremos, separadamente, Os quatro Casos possiveis.
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1) Seja AC — B° >0, A < (.. Pemos, entio, no numerador da
fraccio a soma de duas gwantidades n@o negativas, Elas ndo se anulam

: g A
a0 mesmo fempo, visio que a primeira se anula parg lgg = — i °©

a segunda para seng =1
S¢ A <0, a fracgio ¢ igual a um ndmero negativo, ndo nulo,
Designemo-lo por — mi¥; enido,

1
Af = 5 (8p)* [ m® + 2e, Ap],

em que m ndo depende de Ap, cpAp — 0, para Ap — (.
Por conseguinte, para Ap. suficientemente pequeno, ter-se-a:

Af <0

ou

flag + Az, Yo+ Ay) — f (6, o) < 0.

Mas entdo, para todos os pontos (x, + Ax, yo + A)) suficiente-
menie vizinhos do ponto (x, ) terd lugar a desigualdade

flro = Az, yo + Ay) <<f(zo, Yoh

0 gue quer dizer que no pente (x,, y.) a fungdo f(x, ¥) admite um
ndxing.

2) Seja AC — B* = 0, A > 0. Obtém-se, raciocinando da mesma
maneira., gue:

1
Af = 5 (Ap)* [m* + 2, Ap]

ou
flxo+ Az, yo + AY) = (Zo, Wo).

isto & que a fungdo f(x, ¥ admite wn minimo no ponto (X, Y.

3) Seja AC—B* <0, A >0. Neste caso, a fungio nio tem
nem mdxime nem minimo. A fungo cresce, quando se afasta do
ponto (X, ¥a), segundo certas direcgbes, e decresce, segundo outras
direcgbes. Com efeito, se se desloca ao longo do raio ¢ =0, lem-se

Af = 5 (A0 [A + 20 Ap] 05
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a fungiio cresce quanda s¢ desloca ao longo deste raio. Se se desloca

A !
ao longo do raio ¢ = w onde g qq—= — T}-),tcm-sc:. quando 4 >

2
A= (a0 [“——:—"i sent gy + 22t ap] <0;

a0 decresce quando se desloca ao longo dqale raio.
;’!'m:if:?: A-‘.'EILT B f'}i 0. 4 = 0. A fungdo nde admite, neste caso,
ndxinty nem minine, )
o ’rj}uﬁ:u:m detalhado ¢ feito da mesma maneira que no caso 3,
) Seja AC— B <0, A=0 ) .
Ensﬁu, ii—,éu e pode-se escrever i jgualdade (2) sob a forma:

Af= & (A9 lsén @ (2B cos @ + C sen ) + 20 Ap)

Quundo ¢ & suficientemente pequeno, 4 ;xp:}essgﬂé EI;E:G p;rﬁilr‘;t:;:
- r47 c
conserva o scu sinal, visto que ela é. vizinha , y
sen ¢ muda de sinal conforme ¢ € ﬂ;ﬁ(l-:llfr ol mener qu:uf:ifisntmll:
i -se tomar p
de ter escolhido ¢>0 e g< U, e-se - :
pequenp para que 24, mao influa no sinal da expressao mt;:u P:{:il
tesis), Por conscguinte, nesle caso, igualmente Af Lmuda {;'ung:io il
para diferentes ¢, isto &, para diferentes .L;c ¢ .:ﬁ.y.t ogo, a
i i : onto.

apresenta mem maximo nem minimo nesie pe )
i Pode-se, entio, qualquer que scja o sinal de A, enunciar &

osigio seguinte: o :
i 5: AC -E B < 0 no ponto (Xs ¥.). @ ium;af: nio admite :::‘tr:mu
neste ponto, A superficie que representd graficamente esta }mﬁt‘:
pode, entdo, por exemplo, ter na vizinhanga deste  ponto alhurm
de uma sela (ver mais acima, fig, 186). Diz-se, em Casos semelhantes,

Fo tem um minimo nesle ponlo. )

e 34:“?;: AC — B* = ). Neste casn, as formulas (2) e (3) nao
nos dio nenhuma indicagdo sobre o sinal de Af. Por exemplo, se
A == 0, tem-se:

1 N {Acosm-l-ﬁﬁ'm@]'-_i_zmﬂﬁp]:
M=—'E{ﬂ1P} [ 1

para p-——arclg(-%) o sinal de Af € determinado pelo sinal de

2. Deve-se, entdo, empreender um Fsmda especial n{dpmd “t?r:ﬂ.::
tomando da formula de Taylor, um numero mais ‘:levr o de o
ou por um outro processo). Demonstrdmos, assim, inteiramente ©
teorema 2.
Exemplo — 3. Estudar o3 miximos ¢ minimes da fuoglo
=t —y+ P+ -+ 1

FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

ang
Resolugdo — 1. Determinemos 08 ponlos crilicos:
iz gz
Rt e o L T Pl I, I, )
F ¥433 3y =+

Resplvendo o sistema de equagbes
de—y+3=0, |

—z4+y—2=0, |
achamos:

3
o4 wvalores das derivadas parciais de segunda ordem, no

4
: —— "E :' # =
2. Caloulemos

ponte critico (—%—: %] ¢ esjabelecamos a nuturera deste ponto crilico:

alz -
Az =21 B- - —tn et
dz? di dy oyl

AC— T =23 — [ —{)2= 30,

itz

Por conseguinie, no ponio (—%; %J ¢ fungio tem um minimo que
¢ igual a : :

Exemple —4. Estudar o3 miximos ¢ minimos da funglio
£ = g3 L b'u' . :l'-'l'llj.

Resolugio — | Determinemos os pontos criticos, utilizando as condigBes
necessdrias para a existéncia dum extremo:

s PR
F Y =3rt—3dy =10,
s ,, :
B =3yt —Jr=10).

Obtemos os dois pontos criticos:

=1, =1 €& E=0, pFy=
2. Calculemus as derivadas parciais de segunda ordem:
g2z iz

- iz
ey s
3. Estudemos a matureza do primeiro ponto critico:
L iz &‘23) 5
1—|— — B3 — ——3; O=|-— =0
. [fn’ri]r.--! el [-ﬁ'ﬂ' EH)F dy?

-l
ir=1 y::jl: :-I
A B30 210 A0,

Por conseguinte, & fungio admile um minime no ponto (1, 1% o wvalor
da funglo peste ponto &
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4 Estudemos a nalureza do ssgundo ponlo critico M, (0, 0
A=0; B==—23; C=0:
AC —B'= —9 =D

Por conseguinie, © segundo ponlo critico nfo €, nem um  minimo
pem um Maximo  (minimaxk

Exemplo— 5. Determinar {rés nmeros _pmiii\-us, cuja soma ¢ igual a
um ndmero positive @ ¢ cujo produta € miximo.

Resolopio — Designemos, rr_spe:t_ivamenlc, esles irés mumeros por X ¥, €
a—x—y O seu produte ¢ entdo, igual a

u=xz-y {a — & — gl

i ! —_—1 i +y<a W - 0.
hipdtese, x>0, y>0, a—x y>0, isto & E o e
Por cui'::gul:a::. x e ¥ Iu;-n:m vartnres pertencentes ao dominio limitado pelas

pectas s=0, y=0, t+y==a o
Caloulemos a-:: derivadas” parciais da funglo w:

ik
T:"ﬂy |Lﬂ —Zr— F}1

%;—:.t I'I.——zb'—.ﬂ.

« derivadas a zero, obtém-se o sistema de equagbes:
pla—2z—y)=0; £ ja—2y—2)=0.

Resolvendo este sistema, obtém-se os ponlos criticoy:

=0, y =0 M0, 0);

zy=10, yr=14, My (0, a):

Ty=d, va="U, My (e, 0);

lgualando esta

g =f (5. F)-

sitnados sobre a  fronieira cdn dltimo
positiva no interior do ominio e
a funglo u admite um maximo

Os Lrés primeiras pontos estdo
no interior do domfnio. A fungio w ¢
anuls-e= sobre a fronoteita; por conseguinte,

- . ; al
no ponlo [%%) (& u. dnico extremo no Interior do tridngulo). O walor
maximo do produto € pois

LR & S) &
e A L
naturezn dos pontos criticos ({servindo-nos das condigbes

EStugsmot R Calculemos as derivadas parciais de

suficientes da existéncia dum extremo).
segunda ordem da funglio u:

iy . . i N n. ﬁ“:.—"
et A~ e A
Pu_ o, i = g ’ﬁmuﬂ
Mo ponte M](un n}- Lemos A=ﬂz=-u' B-fjxay 5 ¢ ay 0

AC— A= —a2 <0,
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Por conseguinte, no ponto M, nio hi nem miximo nem minimo. Nao
% fi T diu

3
ponte M, (0, @), lemos A = = 2a; B -— 5 =g} C=pmg= 0

AC == —a% < L
Por conscguinte, no ponto M, ndo hd nem midximo nzm minimo. No

ponta M (s, 0), temos A =0, B=—u: C=—1a
AC — B¥ = — bt =T [
Mo ponte M, nfio hi, igualmente. nem miximo nem minima. Temos no
2 [ du
puan(ld_ﬂ) Y P cagtoe e B
o B 3 i 7 i 7 [ T
4ad

as
AC—pB* i Tase: =07 A0

Por conseguinte, a fungio admite um miximo no ponto M,

Nota — A teoria dos méximos e dos minimos das fungdes de
virias varidveis estd na base dum método para obter as formulas
que permilem representar as dependéncias funcionais segundo os dados
experimentais. Esta questio aEstabelecimento duma dependéncia fun-
cional a partir dos dados experimentais pelo método dos minimos
quadrados» estd exposta no Anexo, no fim do I volume.

§ 18. Maximos e minimos das fungbes de varias variaveis
submetidas a certus condicbes (maximos e minimos ligados)

Muitas vezes o problema du determinagdo dos maivres e dos
mencres valores duma funciv resume-se na procura dos méximos
¢ dos minimos duma fungiio de virias varidveis yue ndo sdo indepen-
dentes, mas ligadas entre si por certas condicdes suplementares (por
exemplo, sujeitos a verificar certas equagdes).

Consideremos, por exemplo, o seguinte problema. Pede-se para
fabricar uma caixa paralelipipédica de volume méximo com uma folha
de chapa metilica de superficie 2a

Designemos, respectivamente, o comprimento, a largura e a
altura da caixa por x, ¥, = O problema resume-se. por conseguinte,
na procura do méximo da fungio

v=zxy1,

em que x, ¥, z verificam a condicdo 2xy + lxz + 2yz = 2u.
Estamos, pois, em presenga do problema da procura dos extre-
mios ligados (*): as varidveis x, y, I estao ligadas  pela relagdo

{*i Por oposidlo so estremy usual que se chama também. extremo livre.

ain
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2xy + 2xz 4 2yz = 2a. Vamos considerar neste parigrafo os métodos
de resolugio dos problemas deste género.

Consideremos primeiramente o problema de um extremo ligado
duma fungio de duas varidveis quando elas ndo estdo ligadas entre
si @ ndo ser por uma so condigdo.

Seja calcular os médximos e 0S minimos da fungdo

u="flz, ¥ (1)
em que X e ¥ estdo ligados pela equagdo

A condigio (2) implica que 50 wa das varldveis x ¢ y é inde-
pendente, por exemplo. x. pois y & entio, determinado a partir da
igualdade (2) como funcdo de x. Se se resolve a equagio (2) em
relagio a y, ¢ se s¢ substitui na igualdade (1) a expressio encontrada
para y, u seri fungio duma so varidvel x e o problema serd assim
reduzido ao estudo do méximo e do minimo duma fungio duma 50
varidvel independente x.

Mas pode-se resolver o problema
resolver & equagdo (2) em relagio a x ou a ¥. A derivada de u em
relagio a x deve-se anular para 05 valores de x onde a fungio u
¢ susceptivel de admitir um méximo ou um minimo.

Calculemos :;” a partir de (1), sabendo que ¥ ¢ uma fungdo de x:
.

posto sem que seja necessirio

du_ of | of dy
dzr dxr @ oy dx

Por conseguinte, nos pontos de extremo

ik dy dx

Obtém-se a igualdade (2):
2% , %4 _g (4)
dx dy dx

Esta equacao é salisfeita para tod

equagio (2) (ver § 1L Cap. VIIL).
Multipliquemos todos os lermos da igualdade (

igualdade (3). Obtemaos
o _*fifi) ;.,(E?; E‘Ld_ﬂ)_g
(ﬂm_!_ﬂydr-l- az+ﬂyd.z

os os x e y que verificam a

4) por um coefi-
ciente indeterminado A e juntemo-los aos termos correspondentes da
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o1
(120 ) 4 (L p 0

Esta jgualdade tem lugar para todos os

pontos em que houver
m :mmf“%;i Escolhamos A de maneira que para os vnlurag de x e y
¢ a fungip w apresenta um exitremo, o und Entesi
igualdade (5) se anule(*®) WU, PRI

a
LAY L)
dy

Mas, entio, para estes valores d .
dade (5) que R res de x e de y resulta da igual-

of 4,9 _
dx +4 dr =5
Assim, nos pontos do extremo as (rés equaghes
ik dx
|

L AL JN Y (6)
dy dy

plz, =10

a trés incOgnitas x, y, A sdo verificadas. A resolugio destas aghes
. X ¥ . cao d u

dd-nos as incognitas x, y, & A que apenas desempenharam ufln':l papel
au:uhag ei de que ji nio teremos necessidade

_E claro que as equagdes (6) sGo as condi¢hes necessdrias para
a existéncia dum extremo ligado, isto & em tudﬂﬂ ponto de extremo
as equagdes (6) sio verificadas. O reciproco ndo é verdadeiro porque
3 fungdo pode ndo ter extremo ligado para os valores correspondentes
e x, vy e A lirados das equagbes (6). E-se, pois levado a empreender
um estudo detalhado da natureza do ponto critico. Resolvendo pro-
blf::}mg concretos, ]'Jv:.'Llr:-sn:r por vezes, determinar a natureza do ponto
critico segundo ¢ proprio caracter do problema. Notemos que o%
primeircs membros das equacdes (6) sio as derivadas parciais em
relacdo as varidveis x, y, A da fungdo

Flz, y W=7 ¥)+rp(z, ¥ (7
{*} Para fixar ideias, suporemos que nos criticos
dg 0
7 T
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Assim, para obter os valores de x ¢ ¥ qua‘ﬁfcriﬁcam a condi-
¢io (2) para Pus yuais a fungdo u =fHx ¥ _Bdmﬂedl..llﬂ méximo ou
um minime ligado, é preciso formar a fungio auxiliar (7). lgu?]ar
a zero as suas derivadas parciais em relagio a x. ¥, A e determinar
as incognitas x, v (bem como 0 factor auxiliar A) das trés equagoes (6)
assim obtidas, Este método pode ser facilmente generalizado & deter-
minagio dos extremos ligados duma fungio dum namero qualquer
de varidveis. . ”

Seja determinar os mximos ¢ 0S minimos da fungio u=f(x,
Xa ... Xa) de n varidveis X, Xi, .. Xn sujeitas a verificar as m

equagdes (m < n)

c‘pl ':xll z!I.I ooy In:’ = ﬂn
'"‘! ':'IIi 'r'l'| Py 'f'n] —_ D,. {R]
:Fm {'tlf -qu Y | .r,,',l — U.

Para encontrar os valores de X, Xa ... Xn susceptiveis de df:r
méximos ou minimos ligados desia fungio, deve-se formar a fungiio
auxiliar

Fry, x5 ... Ins Apy oovr dm) =T 1T <o x,) +
4 Ry (T - aa) + ATy - ZTn)teos

JERDIRS =i WY/ E ¢ AP Zy)s

igualar a zero as suas derivadas parciais em relagio a Xu ... ¥

-

df iy P
Bt ST, S« Y TS =0,
dry T ar, T T,
(]f ﬁtpl S a‘rru
—_— e D .o + r’hm e D’.
ey th dry L iy (9)
d‘rﬁl g
L Ly ——=0
dr, e dx, * ad dx,

e determinar m + n equagoes (8) e (9 X, Xay -os Xn € 85 mcé_gmt?s
guxiliares Ay, ...y Am. Tal como para umi fungio de duas vnrmi\re:s,
a questio de saber se aos valores encontrados das varidveis cor-
responde verdadeiramente um miximo ou um minimo da fungio ou
se esta ultima nac admite extremo neste ponto fica sem resposta
no caso geral. Esta questdo sera resolvida com o auxilio de consi-
deragbes particulares decorrentes de cada problema concreto.
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Exempla — 1. Vaoltemos so problema considerado no comego dests pard-
grafo: achar o miximo da fungio

= Y3
$2 a5 wvaridveis 1. v, ¢ estio sujeitas a verificar a relagko
s+t —a=0(z=0y=0 =N {10y

Farmzmos a fungio auxiliar
Fz, yo M = xys + A (zy + 22+ yz — a).
Caloulemes as suas derivadas parciais e igualemo-las o Zero!
g2 = =0,
rz+h{s4 =0, (11}
ry-|h(z+y)—=0.
O problama reduz-se. pois, b resolugho do sstema das quatro <Qua-
ghes (1) e (114 a gquatro incégnitas (x, ¥, 2 & &) Para resolver este sistemu
de eguagbes, multipliquemos u  primeira  equagio de (11) por r a segunda

por 4, 4 lerceira sof @ ¢ juntemos as expressdss assim obtidas. Servindo-nos

g eguagia (10 oblemus = _3%"‘ Substitjuamos este valor de A na

gyuayio (110 temos:

Ik [i—% (v H]]—-ﬂ.

r= [ -—-;{—": (- :}] =1,

Iy [l—-g';-' [+ ‘.';l']'] ~0,

Viso gue & ¥ ¢ g segundo @ nalurezs do problema, slo diferentes
de zero, deduz-se destas equagdes, que

de i Iy n 32
5 (¥-2)—1, Tﬁ-ﬁ:—:—w_l=i- E“-"-:‘U]'—j-
Das duas primeiras equaghes, obtemos 1+ = 5. da segunds e du lercaira,
v = & Mas, entfo, resublin de equagio (16, v =y =z — ‘l/'_;_ 2

Oblivemos, assim. o Gnico sistema de valores das varidvels . ¥, e 2,
pars o5 quais 8 fungio & susceplivel de ter um miximo ou wm  minimo.

Pode-se demonsirar que este ponko ¢, precisamente, um ponto MARITIC,
Iste resulta, igualments, de cesus consideragies peomdiricas (sendo as con-
Jigdes do problema tais, que o volume da caixa nlo possa ser infinitamznle
prande; deve ser, por conscguinle, mdximo parz cerios valores das dimensGes
dos lados).

O volume da caixs ¢, pois, mdximo guando cla tem a forma dum

cubp de areala ]/tg:.

Exvemple— 2. Determinar o valor mdximo da raiz [ndice n do produto
dos ndmeros ., X.. .., Xy, ¢ & soma destes nimeros for iwual a um. ndmero
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duda o Pode-se, pois, pbr o pmhlrﬂu ds maneira seguinte: pede-se  para

determinur o mdximo Ju funglio w = § T « - L. S A3 varidvels x,, ... Tn
forem sujeitas a verilicar a relagdo
rtzask oo beg—a=0 {12)

fry =0, 222> 0y oouy 2q >0)
Formemos o funglo auxiliar
F(2g oios Ty M=) T -0r Fnth (@ —Tgt oo T 2n—10).
Calculemos as derivadas parciais

1 Tady ... &y { =

T L Iy}, TR A P, 10— kT
}-"'I. —“T v——T: h =G I D) o 1
‘-II_"‘:MJ iy
F —li-—l u ou  u=——nh¥ry,
XL~ Iw
El= -1— — Lh=—=0 o . e || e ¥
¥a. moEy

Resulta destus Gltimas igualdades:
=X =.s:. =1,

e em virtude da equaglo (12), obtemos

__a
Tye=Xg=—.. _.p,,__"-_ .

A natureza do problema dita-nos que neste ponlo critice & funglo
FL o ——— i ; i
; Iy ... Ip Apresenla um miximo igual & =

Por conseguinte, todo o sistema de nlimeros positivos X, Xy 10 X GUE
verificam m relagio x, + x4, + X =4 satisfaz a desigualdade

I';' I]_.,..In-.'_:;% [13]

{ﬂndn M & maior valor desta lum;lu] Substituinde na desigualdade (13)
a pela ﬂ.la“ expressio trada da igualdade (12), oblém-se:

y— Tgnes e
¥ Tz ey ‘_1'___;1_!- . (14)

Esta uesigualdade tem lugar para lodos os nameros positivos ¥, Xy, .0 ¥n-
0 priméro mi:;lhrn da desigualdade (14) chama-se médiu geoméirica desses
ntimeras. Assim, a média geométrica dum namero  finito de pilmeros posi-
tivos nio ¢ superior i média aritmélicn desses nimeros
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§ 19. Pontos singulares duma curva

Emprega-se, igualmente, as derivadas parciais para o estudo das
curvas.
Seja
Fz, yy=10

a equagio duma curva,
O valor do coeficiente angular da tangente 4 curva € dado pela

formula
iF
dy oz
dz oF
ay
{ver § 11, Cap. VIII).
Se pelo menos uma das derivadas parciais &;F. - L nio se

dr E
anula no ponto dado M (x, y) tomado sobre a curva, a quantidade gg

ou g_x & entio, bem determinada, A curva F(x, ¥) =0, tem,

¥
pois, neste ponto, uma tangente bem determinada. Diz-se, entdo, em
casos semelhantes, que M (x, y) é um ponto simples da curva,

Se pelo contririo o ponto M. (x,. ») & tal, que:

(2] 5 (2] i
0r Jae=x, ail' F=Ty

V=¥u V=
o coeficiente angular da tangente é indeterminado.

Definicav — Chama-se  ponte singular duma curva F(x, y) =10
ao ponto M, (x., ¥), onde as derivadas 1:|an:ia.§:-;-§—£i e gf se anulam.
Resulta da definicio que os pontos singulares sio definidos pelo sistema
de eguagdes

E evidente, que todas as curvas nio 18m, necessariamente, pontos
singulares, Por exemplo, para a elipse
@ v
— = 1=0
i
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temos, evidentemente,

et g aF 2 dF 2y
Fiz, ==4+=—1; —=—3 ——=—7+
(2.9 u’+ i i a ay i
As derivadas ':._P E(}_F ndo se anulam a nido ser no ponto x =0,
dr

v = 0, que nia pertencem a elipse. Por conseguinte, a elipse ndo tem
pontos singulares.

Sem empreender um estudo detalhado do comportamento duma
curva na vizinhanga dos pontos singulares, limitar-nos-emos 4 con-
siderar alguns exemplos de curvas que (ém pontos singulares.

Exemplo— 1. Eswudar os ponios singulares da ourva

Pr—zz—2=0 (a = 0.
Resolurdo — No caso dade Flx ¥) =y — x{x—a) e, por consequéncia,
aF oF _,
F={.1-—r:::r {a—dz); ﬁ—y-:_iﬂ_
Resolvendo o sistema das trés equagdes:
g w aF eF
Flxypi=0, ﬁ_z_uT W_{.'If
obtemos;

np="a; Pa=10.

O ponta M, {a, 0)é por conscguinte, um ponto singular. _

Esiudemos o comportamento da curva ma vizinhanga do ponto singular
g conslruamos eilda  CUrvi.

Escrevamos esta equagio sob a forma

y==+ (xr—a) '.f;_
Vi-se, desta formula, que a corva, 1) nio é definida a nio ser para
1z 0 2 é simétrica em relugio ao €m0 Ox: 3) corta o eixo Ox nos pon-

tos (0, O} = (&, 0) Este uliimo ponto ¢ um ponto singular.
Considercmos, primeiramente, a parte da curva correspondente aos valores

positivos:
p=(r—a) V=

Calculemos as derivadas de y de primeira e da segunda  ordem em

relagio a X ¥ai o ) ¢ lina

¥ .
?.-I;'; ] I

¥

_m ]

Para x=0, tem-se ¥ = o, Por conseguinie, a curva ¢ tangente ao
eixo Oy na origem das coordenadas. Para x=%. tem-se ¥ =0, ¥ >0
isto é, que a funglo ¥ apresenta um mimimo para .I=%

—EV%

B FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS 328

Sobre o segmentd 0 <25 <8, tem-se v < 0, para x}%. ¥ >0 g

x:m. y—= . Para x=a, ¥ = Va4, sto ¢ o ramo da curva ¥y = + (r.— a)
V & tem por tangenle no ponto singular M, (s, 0) a recta
F= Vd_f;—r.:].

O segundo ramo da curva ¥ = — {a — @) VX sendo simétri imei
trica da primeira

em relagio ao eixo O a curva tem, por conseguinte, uma segund

no ponto singular, definida pela rqu.m}iu £ g s

y=—"Va(z—a),
A curva passa duas vezes pelo ponto singular. Um ponto que apresents

uma tal particularidade chama-se ponro duplo. A h
sentada na figura 187, PO P curva considerada estd repre-

LAY

ytezir-a)?

Fig. 187 Fig. 188

Exemplo— 2. Estudar os pontos singulsres da curva (pardbola semicibica)
==L

Resvlupio — Determina-se a5 coordenadas dos pon i i
do sistema de egquagdes: VINCH RS B

PB=—r"=0y d2=0; 2y=90,
Dal resulta que o ponto M (0. 0) ¢ um ponto singular.
Ponhamos a equagio considerada sob a forma

y=z VI,

~ Para consiruir esta curva procedemos ddu maneira seguinte: esiudamos
pnmmrarn;cmu o ramo da curva correspondente aos valores positivos; o ramo
correspondente ao sinal menos nlo exige um estudo particular, visto que, ele
¢ siméirico do prnimeziro remo em Telagio ao eixo Ox. ’ b4
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A fonglio y apemas & definida para 2320, #la é nio negaliva e CTesce

com &
Culculemos as derivadas primeira e segunda da funglo y = V2.

o B i 2 1
V=5 V¥ sy

Pata x=10, tem-se ¥y =0, y' =0, Por conmscguinte, o TAmo considerado
da curva tem por lingenie na origem das coordenadas a vecla ¥y = 0. O segundo
ramo da curva y = — Y & passa igualmente pela origem das coordenadas e
tem também por langente Nesse ponto a recta y=0. Por conseguinte, O3
dois ramos da curve passam pela origem das coordenadas, ¥ 1Em uma mesma
tangente e estiio dispostas simétricamente dum e doutro lado desta (angente.
Um ponto singular desla espécie chama-se ponto de reversdo de primeira
espécie (fig 188}

Nata — Pode-se - considerar a cufva yi— g =0 como um caso limite
da curva y? —xix —ar =10 {considerado Do exemplo 1), para a=20, islo &,
quando o arco se conirai até ser reduzido a um sd ponto,

Exemplo—3. Estudar a curva
fp—t—o= 10

Resolugdo — Determinam-se 08 ponlos singulares a partir do sistema  de
equagBes

dr [y — 2%) — 5b = 0 2y — =0

Este sistema tem uma solugio uUnica: x=0 y=0 A ongem das
coordenadas €, por conseguinte, um ponlo singular.
Ponhamos s equaglo considerada sob a forma

y=1 + V7.
Dai resulta que x & susceptivel de lomar odos os valores compreendidos

=ntre 0 e + 9.
Calculemos us derivadas primeira ¢ scgunda:

y'-—-E.r:I:%V;E; y'=2;r:17,.53]«’:

Estudemos, separadamente, 0% ramos da curva gue correspondem respec
tivamente @0 sinal mais & 30 sinal menos do radical. Mos dois casos, para
=0, temos ¥y =10, ¥ =0 Por conseguinte, o eixo Ox ¢ uma langenie para
os dois ramos Ja curva.

Consideremos, primeiraments, © TAmMo

=t} Vﬁ

(}uudnxmmdeﬂlw,}'cmmd:Ulﬂ.
O segundo Tamo
y:;!_v;

corla o cino Ox nos pontos (G, 0) e (L, o).
—= 1
A fungio y=x*— V' apresenta um médximo para x-,"E. Para
Ed + 0, ¥ —h— 2,
Os dois tamos da curva passam pela origem das coordenadas; elas
tdm ums langenle comum ¢ estBo  disposias do mesmo lado da tangenie

na origem das coordenadas. Para x=1, y=0, ¥ = =|;
ponto (1, 0) a tangente h curva € paralela mo eixo Oy. Além disso, a

admite um miximo para x = I/_% (fig. 190).
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na vizinhanga do ponte de tangincia. Um tal ponto singular chama-se ponio

de reversdo de se i F
bt o ﬁnl.'.'tﬂl';? espécie, O gréfico da fungio considerada estd repre-

Exemplo—4. Estudar a curva
P-4 =0,

Resolugio — A origem das coordenadas € um i
n olo singular. estuda
e varagio da curva na vizinhanga deste ponla ungflll.r pu:ﬁll[;mh:laqml;

da curva sob a forma
p= 22 T—38,

A curva é simélrica em relagio aos eixos
das coordenad i
na equagio da curva apenas entram poléncias pares das nn::;u:“: ‘pl::

Fig. 188

conseguinie, basta estudar a curva pars os valores positivos Resu
|
desta dltima equagio que x varia de 0 a 1, isto Eﬂ*ﬁx{d‘;.xt’u .

Calculemos a derivada do ramo da curva cuja equagio &

y=+2 Y 1—=:
i z(2—318)
Vi—=

Para = =0, tem-se vy=0, ¥ =0. A curva & pois, tangenle ao eixo Ox
r conseguinfe, no

MNa ongem (oo ponto singular) os dois ramos da curva sfo langentes.

Um ponto singular deste género chama-se ponro de langéncia,

Eﬂmﬂl’—i. Estudar a curva

P==2z—1)=0
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Resoluglio — Os pontos singulares sio determinados a partir do sistema
de equagles: yl—:z{-f—-ﬂ—'ﬂ; _. 35 2e =0, 2y = 0.

tema i = 0) é, por
i dmite a solugio x=10, y=0. O ponio {0,
mmmﬁﬁ; ﬂ:m pu:m singnjpl:; da curva. Ponhamos a equagio da curva sob

forma
2 ==z zr—1.

E evidente que x pode tomar todos os val
bem como o valor zero (mesie caso ¥ = 0).

L.i_ilz—r.] ~ L)

ores compreendidos entre | & =,

K
|
I

1 -}

yi=r¥Hz-n

yll.

yL.rhr’-ﬂ -

Y

|
- 0 Vgrz

Fig. 180 Fig. 191

rudem i is do radical.
ramo da curva correspondente a0 _ulml mais
QuandoEsxm:;:e { a =, y cresce de O a a0, A derivada de ¥ €

jr— 352
2V=—1
Para ©=1, tem-se ¥ = . A fangenle i curva no ponto (1, 0) & pois,

fela mo cixo O
e E‘.l segundo ramo da curva

i imeiro em relagio ao eino Ox
2 ﬂmé:imm::d:nridm do ponto (0, 0 verificam @ eguagio da curva, mas

izl i 191).
c onto da sua vizinhanga pericncem a curva (fig.
ﬁciuwgmg-u a um ponto singular deste género ponto fiolado da curva.

{correspondente ao sinal mMENOS do radical)

Exercicios

Caleular as derivadas parciais das fungles seguinles;

i &z
{. = r2 sen? . Resp, E:?J sen? i ; W==iun12y.

iz
2, :=1V", Resp. -g—;-sy‘lzﬁ_i : ﬂ_y=xyilzy['ﬂgz'
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Boou— e Regp DR arptier, B, arigrier, 0w
or dy T o2
g AR
g = 2
‘ P YA
dz i - I
| R — i N O N . I
D z—=are tg (xy). Resp 5T [T 5 T -
u 2 — iz T
B, 2= = _Resp. —— % i =
EI'I:'-E T P l'i: :2_+y1 k3 -ﬁy ﬂ"""yz ¥
1 g i o :
T z=Log kil Z . Resp. L _ ._‘_-—2:__
7 T i e A T
& X ) { x x : r
VW da t 9. 0u T oy r y.m 15
B.ow=1re" 42" , Resp. "]-'”_.'i'g ,E-—H—ze —H—Ef ,E;_Fr,
154 #
Y. z-=arc sen (z -~ y). Resp. :.—r—!—-—-:_._.
[25 4 {—(z1y)t oy
i itz yt iz —y

10, = —arel fcond M7= S Y . ]
VR sVa—p ' W Ya—g

Caleular s diferenciais fotais das [ungDes seguintes:
Il s—=u2 Ly Lsen y, Resp. ds— (Jx |- ) die - (Qay -+ cos ) dyy.

12, = Log{zy). Resp. d== E;i ! i:— :
13, = =" Regp. d- 2o _uz‘l'..l' dz—pdy).
| Ay Jdr 1
Ve v g @e—y) | ¥, ip. NS ./ S (__ .
X 8 (3x—yl Reip i eos? (dr—p) cost (Gr—p) |

gt Log !i] dy BY Lo i o=,
A r R ol
15. 1 arc s=n o Resp, dir - ()l Vie—22

16, Caleular fL 42, 8) e fL (2.0, se froy) 22 g% Resp. [, (2, 3) =4,
13,12 3) 22, '

17, Caleular df (. u} para r 1,y 05 de - dy ,;i se fle B)=

rs| —

| FTR Rep. .

Detzrmina® para peguenos valores absolutos das varidveis o oy, 7 uma
lorimuly aproximada para 35 expressiies:

. /.T_ 1
oV wrwiEy Mg e—r—

L L ] 1
7 l e Kesp, | Eﬂ-ﬁ—ﬁ'_:’ll'
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a0, Calcular ,’E; € %.T ¢ z—u--td, w=—z% L senl, v = Log (s + ¥)-
¥
['H 1 iz i
l’“’-d 2-.—21;”.. —Bﬂﬂﬂlh:_‘_yr
. 1 ' . £
21. Caleular :; e -_]/1_:*:’, we— —cosz: o= cosz Resp =
,_1__
'qusl;
} a2

22.

1.

24.

25.

3.

g=aresen (Ut} §

it g —_—
Calecular Lz e X sp p— P, u=unxz, v=x3-p% Resp, e

Hr ay

_eweao oon z — Ba3) § G— e (0—2:2y) = — hyeto,

Calcular as derivadas lotais das funghes scguintes: 2
w—senrcosm; b coszrsenc, Resp e =

iz n
=i 2.’-'::-——:;-'{-‘-!- o< 2k —j.:_—i —=—1, 2ken - <zta<L(Eet

dz

L
- l]Jl—,*-i.-

£ dii
if.iy_'_l‘i-: o=d SEME S SCOS I RHP--E=E'"’““¢-
e

dz
:=Log(l—=%; z= Vsenl: -5 ==21g0.

Calcular as derivadas das [ungdes implicitas de x dadas pelas equagbes:

x“ o dy b=
=y 0. Resp. dxr at y°

_.ri y3 bt x

2 B e d.: at g’

d'_; pri-1—p*Logw

y* =¥ Resp. Tz FT—avLogx’
dy u |eos (xy) — £V —2x]
sen Ty} —e*W — 22y =1, R,el.p. =l e —con (=9 3 .
1 i iz
2 gyt st ) s gz O e O
-F ...bT_'_—El—_— | H ﬂll:ullr -E € dﬁl‘ « REsp fizs FLE i l}y
ety
" e e By costow A0
w—vtgme U3 Caleular —- ®  p - Resp  —o- a0 d
sen aw
T

: et . SRS ¥
L ge N %.—",fgrt?ﬂ. mostrar que ¥ - - =T

y a2 ;
3 ¥ e =z funglio
= F(?], mostrar que z u:u,;.;, ,qualquer que seja ®
derivivel F.
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Calcular as derivadas parciais da segunda ordem:

- 72z itz s
B, s—2t—he¥py 5yt Resp. —— = e
oy p Fre) —8y; Gyl -ing —8z; gﬂn_m'
[ g%z x
5. z=r"Logy+sny Logz. Resp b x L L i)
g ¥ Log=x P S lug i = 3 &
, Cosy Mz e
o] E?_._F—Scnyl,ug:
1 tu TR T
osirar que ey —=——— —— oy L Ty
36. M rq u Py . f T i a
- iz fiz L dE
37. Mostrar que sez== y,mtﬁﬂ.:uﬂ1y“dy =1 e
i 2z g2
38, Mostrar que s¢ :=Laog (42 & y%), entiio, m—}-u—#f =,
ity a2z

39. Mostrar que se == (y<+ ax}+p(y—ez), entlo, a? T R 0 quais:
quer que sejam s fungles arbitrdrias g e ¢ derivivels atd 3 segunda ordem.

40, Calcular & derivada da funglio z=3x*—xy 4+ no ponto M(l, 2)
segundo uma direcgio formando um Angulo de 60" com o eixa Ox

Resp. H+ i Vi

41.Calcular a dmﬁ.da da funglo :=5:"—3x—3 — 1 no punlo M2, 1)
segundo a direcio da tecta gque une este ponin ao ponto N (5, 9)
Resp. 9.4.

§2. Caleular & derivada da funglo fixn ¥) segundo as direcgbes: |) da bus-
sectriz do dngulo das coordenadas Oxyv, Rewp. l_ (ﬂ 1 ﬂ) . 2) do eino
' . af | "
08 a4 negalivos. Kesp. s

a. o 4
43,1 (x. y) = 2 + 32 + day + §*. Mustrar que no ponto M (-3- : __} ) a
derivada € lgual a zero segundo gualquer direcgdo (sfungdo estaciondrias).

44, Determinar entre os friingulos que tém um mesmo perimetro 1p aquele
cujs superficie ¢ maior. Resp. (F triingulo equildtera,

435. Determinar emre os parzlelepipedos rectingulos de Jduda drea § aquele

; P
cujo volume é maior. Resp. O cubo de aresta I,f g

&6, Calowlar a distAncia entre Juas recias Jdo cspayo de equagbes
r—1 §_ & & 3§ = E'I
W e i g T
Estudar o mdximo ¢ o minimo das fungBes

7. s=xtfa—z—y) Resp. 2 & mdximo para :_-; V==

1,1 : i
AR, =234yttt —. Resp. z € minimo para r—=y= .
L Fi
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M. o sen o4-sen YR (- y) ({iq;: aai;-i;- i ﬂe;y-a;%) ;Reésp. z ¢ mdximo
para = ll'=1p

b ]

Ml zs=sen xsen yaen izt (0 xain; Qoo yea) Reip. z ¢ mdximo

i
para F=y=-—r.

Obter os pontos singulares das seguintes curvas, estudur a malureza desses
pontos singulares e formar & equagiio das langentes nesses pontos:

51, 2 + " — 3axy — 0. Resp. M, (0, 0) é um ponto multiple; equagdes das
tangentes: x =0, ¥y =0

52, w'y? = o' (a® — ). Resp. A origem ¢ um ponte de tangéncia. Tangente
dupla y* =@
4 I a
od, pto ,,ur pr Resp. M, (0, 0) ¢ um ponto de reversdo de primeira espécie;
y:=0 £ a equagio da rmangenic

4 ¢ = 2 (9 — %) Resp. M (0, O) € um ponto muiltiplo; equagbes das tangen-
tes; y = =T ix

55. r* — Zarfy — axy? — a's® = 1. Resp. M, (0, 0) ¢ um ponio de reversio de
segunda espécie; ¥* =0 € a equagho da tangente dupla

56. yt (a* + 2 = £ (ot — ). Resp. M, (0, 0} & um ponto miltiplo; equagBes
das lapgenles: y =g,
57. bt + aty? = 2% Resp, M, (0, 0) é um ponlo isoledo.

58. Mostrar que a origem das coordenadas é um ponto terminal para a
curva y=xLogr e que nmesie ponto o eixo Oy € tangente A curva

39, Mostrar gue a origem das coordenndas € um ponto miiltiplo da curva

= ’": _As tangenies neste ponto sio: & direita y =0, 4 esquerda

{4
==z

Capitulo IX

APLICACOES DO CALCULO DIFERENCIAL
NA GEOMETRIA DO ESPACO

§ 1. Equacio duma curva no espaco

Consideremos o vector OA = » unindo a origem das coorde-
naf:las a4 um ponto varivel A (x, v, z) (fig. 192). Este vector chama-se
Faiy  vecior.

Exprimamos este vector com o auxilio das suas projecgbes sobre

o5 eix0s coordenados:
r=uri+ yj-+ k. (1)

Suponhamos que as projecgdes do wvector 7 sio fungbes dum
cerlo pardmetro i

x = (t),
y=y(t), (2)
s =31

A formula (1) pode ser, entfio, posta sob
a forma

r=qtyi+-% @ j+rO)k 1)

e
r=1(t). (1) Fig. 182

Quando ¢ varia, as coordenadas x, 3, = variam ¢ o ponto A,
extremidade do raio vector #, descreve no espago uma determinada
curva que se chama odografo do veclor = #{f). As equagdes (1)
e (1" chamam-se eguucder vectorials duma curva no espago ou curva
empenada. As equagies (2) chamam-se eguagdes paramétricas duma
curva empenada, A cada valor de 1, estas juagdes fazem corresponder
valores bem determinados das coordenadas x, ¥, £ dum certo ponto
da curva.

Noia — Pode-se igualmente definir uma curva empenada como
sendo o lugar geométrico dos ponios de interseccio de duas superficies.
A curva pode, pois, ser definida pelas duas equagdes destas superficies:

ml {I. u, zJ=G|
O, (z, ¥, 8=0. (3

2
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Por exemplo, as equagdes
B4yt t=4 =1

sio as equagbes dum circulo no espago. sendo esse circulo definido
como a interseccio duma esfera ¢ dum plano (fig. 193),

Uma curva empenada pode, entdo, ser expressa guer pelas nqu;—
¢bes paramétricas (2), quer pelas duas equagoes das superficies (3).

2= Vi-ZT-yT -

Fig. 183

Passa-se das curvas paramétricas is curvas expressas pela i.nm:
secglio de duas superficies eliminando o par@metro ¢ das equagdes (2):

i [ te, se
obtém-se, entao, duas equagdes ligando x, y e Z. Inversamente,
s= poe x = ¢ (1) (em gue ¢ (/) &€ uma fungio arbitrdria) e s¢ se exprime

yezcmium;iudc:apan&rdaanua;ﬁ-ﬁ
¢"1[‘F{f}u Iy z]_—-_D, mﬁ[qj“}! i z]:ﬂ,

efectua-se a passagem das curvas expressas pela intersecgio de superficies
as curvas definidas paramétricamente.

Exemple — 1. Sejam
g=4t—1, y=3, s=1¢t+2

as equagles paraméiricas duma  recta. Eliminando o pardmetro 7, duddri.ﬂm
as equagdes de dois planos. Por exemplo, subtrainda m:.u_shrm;cnt;u 5 '.‘,’5'.,
m=ira equagio a segunda & 4 t:rcr:lri,l tr_mf': J‘_::_'I-l:l.'l%ﬂ_ ;m_g x—-l-::=
d rimeita a terceira, multiplicada préviamznte por h

:—pﬂ. A recta dada é pois, a curva definida pela interseccio dos dois planos

t—yp—3+3=0 e z—dz+8=10

i il de raio a,
Exemplo — 2. Consideremos um_cilindro recto de revol
cujo crh:J;;:r cpoincid: com o eixo Oz (fig. 194). Enrolemos & ¥ jsddum;ﬂndrig
um trifngulo rectingulo flexivel C.AC, de modo que o wériice o gu
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coincide com o ponto de encontro dn geratriz do cilindre e do eixo Ox, e
que o lado AC, se enrola sobre a secpio deste cilindro situade no plane Gxy.
A hipotenusa determina, entio, sobre o cilindro uma curva chamada Kélice,

Designemos por x, ¥. z as coordenadas dum ponto varidvel M da
hélice e por ¢ o 4ngulo AOP (ver fig. 194). Entio,

x=acosf, §=amnr, $=PM=AP1tgd,

em que B designa o &ngulo agudo do tridnpulo € AC. Notemos que AP = ar,
porgque 4P ¢ o arco de crcunferéncia de rawe g corfespondente ao Angulo
no centra t. Designando tg @ por m, obtém-se as equagdes paramétricas da hélice

T=8C05f, Yy=amnt 1= ami
{fem que r ¢ o par@metro), ou sob a forma wvectorial
r=in coS -} ja sen -k amt,

Elimina-se o parmetro ¢ das equagdes paramétricas da hélice, elevando
as duas primeiras equagdes mo quadrado e, juntando-as, obtém-se 1° + y? =gt

]
~ e
|5
§ Ty
| b
i
1
M M
~t O 7 N e
2 * P 4 \

Fig. 184

E precisamente a equagio do cilindro sobre o qual estd tragada a hélice
Em seguida. dividinds terme 2 termo a segunda eguagdo pela primeira e
substituindo na relagio obtida ¢ pela sua expresso tirada da terceira equagio,
abiém-s¢ a equaglo duma outra superficie sobre & qual estd lragada a hélice:
¥ ]
'8 o
Ela chama-se heliedide com plane director. Pode-se considera-la como
gerada por uma semi-recta paralela ao plano Ory de extremidade, situada
sobre o eixo Of gquando esta semi-recta gira com uma velocidade angular
constante em wolta do eixo @z e que ela se deslogue para cims com uma
velocidade constanie, de modo que a sus extrernidade permancga conslante-
mente sobre o eixo Oz A hélics ¢ definida pela intercepgiio do clindro ¢
da superficie helicoidal. Eis porque, s¢ pode definisla pslas duas eguagbes:

o yi—gl, = — __:
¥ P 174 .
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§ 2. Limite e derivada duma funcio vectorial duma wvariavel
escalar independente. Equacio da tangente a uma curva.
Equacio do plano normal

Vollemos as férmulas (1°) e (1") do precedenle pardgrafo:
r=o@i+v J+r@0k
ou
r=r(i.

Em geral, quando r varia, a grandeza ¢ a direcgio do vector »

it

4 riieAt) }_R
N

Fig. 195 Fig. 106

variam igualmente, Diz-se, entiio, que » é uma fungdo vectorial da
varidvel escalar independente r. Suponhamos gue

lim g (#) = T Lim o (8) =1, lim ¥ () = 3.
11, i

=iy t—=1qg

Diz-se, entdo, que o vector ™o = @of + of + 7.4 ¢é o limite do
vector » = p (1) e escreve-se, (fig. 195):

lim (1) = v,

=iy

Dai resulta as igualdades evidentes:

Lim | (t) — =
-1,

=ungm—ww+4wﬂ—%F+um—mP=”

lim | (&) | =)
=iy
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Passemos agora a noglo de derivada duma funcio vectorial duma
varidve! escalar independente

P =4O i+ (t) T+ )k, (1)

supondo que a origem do vector ¥ (f) coincide com a origem das
cocrdenadas. Subemos gue a equagiio (1) é a equagio vectorial duma
Curva empenada,

Escolhumos um valor de ¢ yue corresponde a um determinado
pontu M da curva e démos 4 + um crescimento Ar: temos, entdo,
uooveolor

Pt A)=q 4 A)E 4 p(t+ AY) j+y(t - At) k,

que determina schre a curva um ponto M, {fig. 169). Calculemos o
i crescimento do vector

Ar=w(t+ Af) — v (1) = |4 (t + A2) — ()] i+
TOP(E 4 A) — (] T+ [ (¢ + Al — (0] &.

Este crescimento ini rcpr.:.r.:nlg_l_l_g_ na figura 196 pelo vector
MM, = Ar (t),em queOM = » (&), OM; = r (t + AL Consideremos
U yuoviente 'q“;'i” do crescimento da fungiio vectorial pelo crescimento

L
escalar independente; &, evidentemente, um vector colinear ao vector
Ar (1) vistu que se obtém multiplicando Aw (1) pelo factor escalar ﬂ_‘if

Podemos por este vector sob a forma:

Ar(t) _ g+ A)—q) ,  wE+A)—%() |
At At + At I

Al

d¢ us derivadas das fungdes @ (1), ¥ (8, % (f) existem para o
valor escolhido de 7, os coeficientes de . J, ktenderdo, respectivamente,
para o (£, ¥ (&), 1" () quando ar — 0.

Por conseguinte, neste caso o limite g-:: existe quando A& - U
" ¢ gual ao vector ¢’ (1) i + ¢’ (DF+ 2 () k:

im 2L o W) G+ () R
Ar+g At
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Chama-se ao vector definido por esta dltima igualdade derfvaﬂa
do vector » () em relagio a varidvel escalar ¢, Designa-se a derivada

pelo simbolo P ouy.

dt
Assim,
E%=f=¢mi+ﬁm1+fmk (2)
ou
TR 2

i o
Vejamos qual é a direccio do wvector -E';—

Quando At — 0, o ponto M, tende para o ponlo M: a direcgdo
da secante MM, coincide nuv limile com a da tangente. Por conse-

quéncia, o veclor derivado %' estd orientado segundo a langente A
curva no poente M. O comprimento do vector % & dado pela

formula (*)

d _ , , _
h5=V”W”*NW+hMR == (3
Os resultados obtidos permilem escrever facilmente a equagdo
da tangente & curva
r=uxi+yj+k
no ponto M (x, y, 2) basta recordar-se que = g (t), ¥ =} (1),

3 -= ¥ (1)
A equagio da recta que passa pelo ponto M (x, y, 2) €

X—% Y—y Z—s

m m r

em yue X, Y. £ sdo as coordenadas do  ponto varidvel da recta
e m, n, p quantidades propurcionais 20§ COSSEROS directores desta recla
{isto &, as projecgies do vector unitério da recta).

(*) Suporemos gque Dos pontos considerados I:'i—:] = 0,
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Por outro lado, estabelecemos que o vector

der dz dy
o O 1P R
dt  dt i dt

estd orientado segundo a tangente. Eis porque as projecgdes desle
vector sap nimeros proporcionais aos cossenos directores da tangente

¢, por conseguinte, aos nameros m, n, p. A equagio da tangente serd.
entdo,

dz
i i
Jr it

.k'—.rzl’_—y Z—z

dx d_y dz
it dt it
Exemplo — 1. Escrever a cquagdo da tlangente &' hélice
r—agroaf, y—asenl, s—amt
para ! gualquer e para :n%.
Resolugdo.
d
‘dT——“ L d—!:—ﬂto.ﬁi T fam
Temos, segundo & fdrmuls (4):
X —ocost Y—aseat Z—ami
—asent = acos{  am
Em particular, enconifamos para rn-}
nﬁ n‘l,r‘? 1
Aoley — B . =z g
a V2 a2 o
2 2

Do mesmo modo que para uma curva plana, chama-se normal
a uma curva empenada num dado ponto, i recta perpendicular &
tangente ¢ que passa pelo ponlo de tangéncia. Existe, evidenlemenic,
uma infinidade de normais em cada ponio duma curva empenada.
Todas estas normais estdo sitvadas no plano perpendicular a tangente
a curva. Chama-se a este plano plano normal.

Deduzimos a equacio do plano normal partindo da sua definigio
no que respeita ao plano perpendicular & tangente (4):

dr - L L .
S X —+ L=+ 5 E—9=0. (5)
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Exemplo— 2. Formar s ¢quagio do plano normal & hélice no ponto
correspondente ao valor = % do par@imetro,

Resalugiio — Utilizando os resultados do exemploe (1) e a férmula (5),
lem-se:

U (x) YE (- e )

5 )

Estabelegamos agora a equagio da langente e do plano n:err.ln!
4 uma curva empenada, no caso duma curva expressa pelas equagbes:

e, g 2)=0, @y(z, v, 2)=0. (6)

Exprimamos as coordenadas x, y, z desta curva em fungdo dum
pardmetro arbitrdtio

r=qll), y=v¢({E) =) (7)

Suporemos que ¢ (), ¥ (8), % (Osdo fungbes derivdveis de r.
Substituindo na equagdo (6) as expressdes de x, y, z em fungao
de ¢ para os ponlos da curva, oblemos duas identidades em f:

m11lp [ﬂl ¥ (£), x”ﬂzer {8a)
Dy [ (£}, (), %(0]=0. (8b)
Derivando as identidades (8a) e (8b) em relagio a ¢, obtemos:
o, dr | o0 dy 0D ds
dz dt dy di gz dt
oDy dz | My dy , 00, dz
= azd=+ayd¢+a=dr

(9)

Resulta destas equagdes que:

dt dy dz gz dy dt 93 iz dr dz (10)

di oD,0D, 00,00, di 00,00, D30,

it de dy dy dz dt dx dy iy dr

Suposemos, agui, que a expressdo
9,00, 00,90y,
or dy Ay oz
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mas pode-se demonstrar que as formulas definitivas (11) e (12) (ver
mais abaixo) sdo igualmente vilidas no caso em que esla expressao
¢ igual a zero, e que pelo menos um dos delerminantes que figuram
nestas formulas é diferente de zero.

Resulta desta ipualdade (10):

Gy 9z 9z dy Oz dr oz 5 Oz dy oy oz
Por conseguinte, podemos, em virlude da férmula (4), por a
equagdo da tungente sob a forma
X—z - Y —y - Z—z
aly oy o, dD, D, 3D, abla‘_DE ﬂ_l}_lal‘ - &%

iy Uz tz dy gz dx dr oz dr dy dy dr

ou, servinde-nos dos determinantes,

X Ae=f £—32 "y
o, 00, | o0, oD, | | oD, oD,
&_yE _-:i_z_‘r.i'.:rq dr dy
o, | 6D, 0D, | | 20, 50,
"oy 9z @ oz ar ay
A equagdo do plano normal € entdo,
| D,y oD, o, 3D, a0, 0,
Gy 05 Gz oz oz ay
(X —a) 4D, 40, +(Y —p) oD, 60, + (2 —2) am,am,‘ﬂ' 12y
% X =

Estus formulas s3o vilidas quando pelo menos um dos deter-
minantes & diferente de zero. Se num ponto da curva os trés deter-
minantes

E"EI&CDI oy, oD, o, kD,

dy dz dz dzx dr dy
0D, KD, | (oD, 3Dy|" | Dy 3D,
iy dz [ dz dzr dr dy
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se anulam simulignamente, o ponto considerado chama-se sonto sin-
gular da curva empenada, A curva pode ndo ter tangente neste ponto,
do mesmo como nos pontos singulares duma curva plana (ver § 19,
Cap. VII}.

s

=

EE LT ETEEE TS
]

g do plano npormal &
Evemiple— 1Y, Achar a3 eguagio da tangente e do | M
curva Jdeflinida  pels  intersecgio  da :Efera 4+ ¥y 4 =47 ¢ do cilindro
¥+ yi=2r no ponte M (r, o ¢ B {lie. 197}
Resolugidn,
iy (r, w, p=af 4yt al i,

Dy (r, Y, &)=zt yt—2ry,

d‘bt 5 l'.i":li 23 _r}l[rl T
Be TN @y - oy~
itlia by a7 s 0
dr ' dy—— = iz *
Os valores das derivadas no ponto M sfo, respectivamente:
_‘"E'_=-g_p, ﬂ.i__—'_g,.-f Iﬂi:ﬂr 'lfz_
iy ' i (s
. I S
I T iz

A equagho da (engents é:
X—r }"--rw Z—r /2 1
o 12 —1
A equagio do plang pormal é:
VEY —r)—{Z—r V2) =i
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§ 3. Regras de derivacio dos vectores (fungdes vectoriais)

Definimos a derivada do vector
) rO)=q@)d4p()j+ gtk (1)
pela relagio ) ‘ , )
"‘fﬂ='Pf5}‘-‘+1F“}.f+1mkr (2)
Resulta imediatamente desta definicio que as principais regras
de derivagio das fungdes sio vilidas igualmente para os vectores.
Estabeleceremos aqui as formulas de derivagio da soma e do produto

escalar de wvectures, e limitar-nos-emos a enunciar as outras formulas
deixando ao leitor o cuidado de as demonstrar,

L A derivadu da soma de vectores é igual & soma das deri-
vadas desses vectores.

Com efeito, sendo dados duis vectores
PO =0 O+ () G+, (D) &, }
()= e (f) i 4 e (£) J + A (1) K,
8 5ua soma € igual a
P8 A vy ()= [y (8) + g, (0] € +-
000 4 (0] 5+ [12 0 + 20 (O] R
Por defini¢io, a derivada do vector varidvel é:
dfry () + v, ()]
dt

A [0 (0 + ¥ (OF J + [ () + 1 (8] &

d[r! (t) +r, ()]
dt
+ [ (0) + o2 (01 =[5 (04 4 w5 (1) J + 15 (6) K] +- [ (8) € -+
Lo (8) J+ 1 () Kl = v 4 v
Por conseguinte,
dfr(t) +-ry(t)] __ dr, L
dt at ' dt’

II. A derivada do produto escalar de dois vectores é duda
pela fdrmula

(3)

=% () 4+ ()]) i+

ou

=[w1(0) + @2 ()] € + [ (8) + Wi (1)) 7 -+

il

dirgy) _ dr dr,
FA LR R e ()
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Com efeito, se os vectores 1 (f) e w3 (!) sdo definidos pelas
formulas (3), o seu produto escalar € igual a

ry (81 () = @0+ i -+ %1}
Eis porque

E‘E‘—“} — g + Qs+ ke -+ Yl + 2k ke =
i
— (g A s + ) (@ e ) =
— (i 4 b1 d 4 1iR) (ef 4 ¥ d + 2F)
- r M d‘l'| & dl'g
4 (pyd + b S+ ) (s + bed + fal) = 7l L ' - i
O teorema esté demonstrado. . ’
Deduzimos da formula (I um coroldrio duma grande impor-
tdncia.

Corolirio — A derivada do vector unitdrio e (isto é, 1al que
| & | = 1) é perpendicular a este vector.

Demonsiragao — Se ¢ € um vecter unitdrio, enldo,

ee—1,
Derivemos, os dois membros desta igvaldade, em relagio a &

e de

) e e — g — 1)

dt

it

Logo. o produto escalar

e

P o— 'I:

dt
e )
isto sipnifica, justamente, que o vector —7 € perpendicular ao vector e.
1Il. Podese tirar um factor constante debaixo do sinal de
derivagdo: . _
00, e SED i), (I11)
di it
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IV. A derivadu do produte vécrorial dos vectores p, e ¢, €
definida pela fdrmuda

For Xy Xn';' (V)

§ 4. Derivadas, primeira ¢ segunda, dom vector em
relacio ao comprimento do arco. Curvatura da curva.
Normal principal

O comprimento do arco(*) duma curva e¢mpienada .lﬁl =% &
definida da mesma mancira que para uma curva plana (fig. 198).
O comprimento do arco s varia yuando o ponto vardvel A (x 3y 2
se desloca ao longo Ja curva: inversamente, guande s varia, as coor

denadas v, v, = du ponto varidvel 4 da
Curvd, variam

Pur copseguinte, podem-se considerar
as coordenadus x, v, 2 do ponta varidvel A4
da curva, como fungoes do compriumento
do arca s

e= gy =4, 2=yl

Nestas equagies paramétricas, v parfi-
metro € o comprimenio do arco .

O wvelor 01 = 0 exprime-se  Jdu
seglinte  muaneirg;

=g - e

(RRI |

Fig. 198
r=r(s), (1)
isto & o vector » & uma fungio do comprimento do arco s
di

Elucidemos a significagio geoméirica da derivada —
tls

Resulta da figura 198 as igualdades:

J¢E1=s, ﬁ:ﬂs, £B=s+ﬁaf
OA—r(s), OB—=wr(s+ Asg),
AB = Ar=1r(s+ As) — r(s),

Ar AR

) As Afé

(*} Ver, definigho do comprimento do arco duma curva plaoa, § 1,
Cap. VI e § 3, Cap. XIL
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dr . biein
Vimos, no § 2, que o vector 5o = ,!.IJTUE é dirigido segundo
a tangente A curva no ponto A no sentido dos s crescentes, Por outro
lado, temus a igualdade lim ﬁ = 1{o limite do quociente do
AB

comprimento da corda e do comprimento do arco subtendido (*). Por
conseguinle, i_’ & um vector unitdrio dirigido segundo a tangente.
&
Designemuo-lo por o
dr
=T, 2
R (2)

Se o vector ¢ € dado pelas suas projecgdes:

1=z + vj 1+ 3k,

entduo,
e dy iz
O = e e —— (3)
il L ds
em  yue

V’(U’-‘r )g+(d” )J_(ﬁ)z
ds ds ) T\ ds

: d'n
Consideremos, em seguida, a derivada segunda e da funcio

Ve
) " . ir ) Maxis =
vectorial #, isto é. a derivada de =) ¢ demos a significacio geo-

LE§

mélrica desta Jerivada segunda.
Resulta da formula (2), que

Py fae) oo
ds*  ds | ds

dy

. AT -
Por cunseuinte, devemos calcula:_;:_nﬂli—s,

Segundo a figura 199, AB = As, AL - o, BK = o + Aa. Tra-
cemos do ponto B o vector BL, = 0. Resulta do tridngulo BKL:

BK =BL,+ I,k

(*! Demonsirimos esta igualdade para as curvas planas no &1, Cap. VL
Ela ¢ igualmenwe verdadeira para as curvas empenadas o (1) = § (8) 40p (8 J+—
+y (1) ks e a8 derivadas das fungBes ¢ (f), {0 ¢ 3 (1) forem continuas <
nfio se anulem simultdnesmente.
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ﬂ+.ﬂ.{!-—*——ﬂ—|—ﬁ.

Por conseguinte, L K = Aw. Visto que o comprimento do vector
& constante,

|o]=|ao+ Adg|;

resulta que o tridngulo BKL, & isdsceles. O @ngulo A¢ no vértice deste
triingulo € o #ngulo de rotagav da tangenle a curva gquando se
passa do ponto 4 ao ponto B, Corresponde,
pois, ao crescimento do comprimento do arco
As. Resulta do trifingulo BKL,:

LK=|Aa|="2|0] “'1%’:2 Hn-if
(pais | & | = 1).
Dividamos ambos os membros da igual-
dade por aAs:
wn A% wn 89
‘_‘:'i'i_ 2 ) 2 [[Ag] 4
As As Ag As

Fig. 199

o ]
=

Passemos ao limite nos dois membros desta igualdade, fazendo
tender As para zero. A esquerda, oblemos:

y Ao d
lim | — |=|—.
ae=0| As ils
Alm disso,
i:‘_n_':F
2
lim | ——— ='i'
fE—0 Ag
2
vistlo que consideramos curvas para as quais o limite lim Ap

Azl
existe e que, por conseguinte, Ap — 0 quando As— 0. Assim, temos,
depois da passagem ao limite,

E- = Jim
ds a5

As @

ﬂupl
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Chama-se curvatura média do arco AB da curva considerada
ap quociente do fngulo de rotagao ¢ da tangente, guando se passa
do ponto A ao ponto B, ao valor absoluto do comprimento aAs do

arco AB:
Ag |

As |

O limite da curvatura média quando as— 0 chama-se curvatura
da curva no ponto A e designa-se pela letra K:

curvatura meédia —

A |

e

N= lim
Sa-

s

comprimento da derivada em relagdo a0 comprimento do arco do
vector unitério (*) da tangente € igual & curvatura da curva neste

= K, 1slo & 0

Mas, entio, resulta da igualdade (4) que

ponto. O vector ¢ sendu um vecior unitério, a derivada % g-lhe
perpendicular (ver § 3, Cap, 1X, Coroldrio),
Assim, o vector f‘f ¢ dingido, segundo a perpendicular ao vector
da wangente, 0 seu mni'ff:rim‘:nm & igual @4 curvatura nesse ponto,
Definigdo — Chama-s¢ normal principal a curvd, num dado ponto,
a uma recta que coincide com o supoerie do vector j_“, Designa-se
por m veclor unitario desta direccio. :

0O comprmenty do vector .‘f_; ¢ igual & curvatura K da curva,

por conseguinte,

dao
— = fn,
ds

A quantidade % chama-se raio de curvatura desta curva no

ponto dado, e designa-se-la por R. isto €&, -1-, — R. Pode-se, entdo,

K
esCrever.
&r _do _n (5)
& & R

{*) Recordemos que a derivada dum veclor ¢ ainda um vector, de
maneira que tem cabimento © considerar-se o comprimento desta derivada.
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Resulta desta formula:
! d*r \*
R \at) v

d"l"‘ d‘.r d‘y d“
= i
ds* ds* +da’J+ ds* k

Por conseguinte,

1 dz \* da'y \* s
- VE @S e
ds ds” ds*

A formula (6") permite calcular a curvatura num ponto qualquer
duma dada_ curva pelas suas equagOes paramétricas, cujo parimetro
é o comprimento do arco s (isto é quando o raio vector do ponto
varidvel desta curva é uma fungio do comprimento do arco).

Consideremos o caso em gque o raio vector r ¢ fungio d
um
par@meiro qualquer r: :

r=rii).

Neste caso, consideraremos 5 como uma fungio do par@metro t.
O ciilculo da curvatura é, entdo, efectuado da seguinte maneira’

L AL
dt  ds dr (7
Como
di "
2 o T
[ %=1
entdo,

A ]
dt dt /) ®)
Derivemos os dois membros desta igualdade e simplifiquemos
por 2; temos
dr &r ds d's

B ————

de de*  dt 4’ (9)

(*) Esta igualdade resulta de que 1:!_:- i e EAPL . e Awg 4
ds As—D | Ds] T

corda que subtende o arco dc comprimento As. Eis porque AT ende para J,
quando Ar—+0. i
23
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Resulta, da formula (7x

dr  dp 1
ds  dt ds
dt
Derivemos em relagio a s os dois membros desta igualdade:
d2s
dr  dr | de dir
AT A 7A@ [y
(@) * (&)
Substituindo a expressio encontrada por Z‘L_: na foérmula (6),
lemos:
s 2
dr 1 dr di*

{
" F(ﬁ]* dt (E)T
it dt J -
[SY () oo ot oy
dt® it dat* de dt d dt

( ds )E
dt
Exprimindo, agora, de e 38

77 75 partir das férmulas (8) e (9)
em fungiio das derivadas de o (1), lemos (*):

-GS
3 ]
1 - di di et d’.t__l (10)
(C
di
(*} Transformamos o denominador da maneirs seguinte:

() ={(&)Y={5)F

1
dr 2
NEv  podemos  escrever (E‘)

a arque (_z::)_ dmm o qﬂ‘l.liladﬂ
d
escalar do  wvector _'j: e [( s

Y& s
T] } designa o cubo do mimero ('E'r_J B

6 :
A expressio { -:T'} nio tem sentido,
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A formula (10) pode ser posta sob a forma (*):

di & d’arr
4 lar " g
-

(Eil.i" 13 “ I:f
(%)}
Estabelecemos, entip,

uma formula que permite o célculo da cur-
vatura em todo o ponto duma curva dada pelas equagbes paramétricas
de parimetro qualguer,

Se, em particular, a curva é plana e estd situada no plano Oxy,
ela tem, para equacoes paramétricas;

Ko

T=0{8), y=1p{), $=0

Substituindo estas eXpressoes
contramos a férmula

pelas equagdes paramétricas, que t

de x, ¥, z na formula (11}, reen-
curvatura duma curva plana, dada
inhamos estabelecido anleriormente

oW — (1) g (1)
([ (OF + [y ()]}

Exemplo — Culeular 2 curvalura da hélice

r=fa cos L joseq ¢ + Kamt,
Rum  ponto gqualguer,

Resolugdo,
dr
s ~—ida sen t - o cos t - feam,
dip
Tﬁn—"‘_‘“ o8 [ — Jasen f,
i ke
dr _ dip . J
W){F—— —a SNt @ e05t am | ={adm “nt_ljn!mcqp5;+ka2.
—aCosti—gsend 0
dr . d2yp iy
— R — = g4 L
dr * i ) ad (m34-1),
dr gt I .
W) — 0% 8eNTE-a® 0os? I afmB g fe 2,

(*) Utilizamos 3 identidade
Gt —(ab)? =g % bz
que se verifica facilmente, pondo-n sob a forma:

a2b®—(ab cos )2 =(ab san qle,
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Por conseguinte,
| gtgmi41) b .
7o e Lmhp  at(1-mEt
donde
H=n1<4 m) - - const.

Conclulmos, entie, que o taio da curvatura da hélice é constante.

ituada
Nota — Pode-se sempre supor gue uma curva plana estd sit
no plano Oxy. (Basta efectuar uma mudanga de eixos de coordenadas.)

d? x
No plano Oxy, z =10, mas entdo, aé:ﬂ, g, por conseguinle, ©

i i clusdo
vector o estd, igualmente, situado no plano Oxy. Uma conc
se impde, entio: a normal principal duma curva plana estd situada
no plano da curva.

§ 5. Plano osculador. Binormal. Torcio duma curva empenada

inicdo — 1. Chama-se plano osculador a uma dada curva no
pmluﬂflmﬁp{:anu definido pela tangente & curva e 4 normal principal
nesse ponto.

k5

Fig. 200 Fig. 204

£ evidente que o plano osculador a uma curva plana coincide
com o plano du.r?a curva. Se a curva nao & plana, os planos nmliar;
dores, correspondentes a dois pontos P e P, da curva, formam d?;
si um fngulo diedro p. Quanto malor for_p. mais a cuw;eﬁn_crg
duma curva plana. Para ser mais preciso, introduzamos a igh

seguinte.

Definigio — 2. Chama-se binormal a normal & curva perpendi-
o osculador. o :
e El:l:ﬁﬁgm sobre a binormal, um vector unitdrio & e u_nt&no-lu
de modo que os vectores &, m, b formem um triedro tnra?tﬂnguln:
da mesma orientagio que 08 vectores unitdrios i, j. k dos eixos das
coordenadas (fig. 200, 201).
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Temus. em virtude da definivdo dos produtos escalar e vectorial:
b=ox<n; bb=1, (1)

Calculemos a derivada %’ Em virtude da férmula (1Y) § 3
5

lemus:
it
ﬂ=mo—ml.?=.di}<”+ﬂ‘{—i, I‘Zj
ifs ds ds ds
Mas el M iver § 4, cis porgue

di R
do

1
— X =—n = =10
ds R ’

¢ o formula (2} pode ser posta sob a forma

ds ids
iy . db
Resulta da definigao do produto vettorial gue o veclor i
perpendicular ao vector da tangente o, Por outro lado, 29 & per-

pendicular a f, visto que & é um vector unilério (ver § 3, Corolario)

db

Concluimos. entio. que o vector o+ ¢ perpendicular @ o ¢ a b,
(]

islu ¢ colinear ao veclor n.

Designemos  por : 0 comprnimenio do vector i_ﬂ1 sl &,
facamos:
df _L.
de| T
entao,
1
ﬂ=—:r‘t, (4)
ds T

Chama-se a -;,_ torcdo da curva dada,

O #ngulo diedro u. formado pelos planos osculadores cor-

respondente a dois pontos da curva, é igual ao Angulo formado pelas
binormais. e
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Podemos, entio, escrever uma formula andloga a formula (4) do

§ 4, Cap. IX:

7 L
= lim j

‘ db
ei=o |As|

ds

Assim, a torgao da curva no ponto A € igual, em valor absoluto,
ao limite do quociente do &ngulo p, formado pelos planos osculadores
no ponto A ¢ no ponto vizinho B. pelo comprimento | ay| do arco AB
quanda as— 0.

$e a curva é plana, v plano osculador ndo varia e, por conseguinte,
4 torgdao ¢ igual a zero.

Resulta da definicio de torgiio que ¢sld yuantidade caracteriza,
s afastamento enire uma curva empenada ¢ uma curva plana.

A guantidade [ chama-se raio de tor¢ae da curva, Determinemos
a formula que dé a torgio. Resulta das formulas (3) e (40

iln
— ==

s

Multiplicando, escalarmente, 05 dois membros  da  igualdade
por #1. [emos
| [ dn ]
—mi =g =]
r ds |

() segundo membro desia igualdade é o que se chama o pro-

; » dn B
dulo misto de 1rds veclores W. o € :El Sube-se que esle produlo nao

varia pela permulagio circular dos factores. Como nn — |, podemos
por 4 olima igualdade sob a forma:
| dre ]
—=g|— xn
5
ou
T Cods )T
d*r =
Mas, comu n - [ — , entao,
d5?
dn i ﬁ'_ dR d'r
= ds’ ds  ds®
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e i =3 2
[,. x ) p@r o {ndr % Lol
els ds* ds" ds ds*
" d!l. dﬂ}_] ,LIH [f'l ﬂ(-‘i.
= H1—x R-
ds* ds” + ds L ds* h st ]'

o produlo vectorial dum vector por si préprio sendo igual a zero,

&r d“r]
e

Assim
[u L.l D fP—]
ds ds*  d 1’
Verificando que a:i_: e voltando & ipualdade (5), tem-se
1 dr [ d*r d“f']
s LR T R
T ds ik @

Se r & cxpresso em fungio dum pardmetro arbildrio o,
pode-se demonstrar (*), da mesma maneira que no pardgrafo pre-

{*) Com efeito,
Wl
dt — ds dr *
derivemos, uma wvez mails, esla igualdade em relaglo a
Er 8 RN B o B (N il
dit de | dr ) di PRI PR T i 'I] A TR 7T
Derivemos de nove ca relagio obtida em relaglo a -
dir d dtr \ ds ( de \2, d2r _ de dis d dr \ ds dix
=z (T ]?[?) o an tar (ac) T -
+_.t dis  dir {d’: }5_3 d2r ds dits  dr d%
ds dfd g \ dr def &t it U ds A
Formemos em . seguids o produto misto:

de  dit

i:(-i'-* o

a\a Er )=
_____d__l:_i [dir ds 24_ dr dis
ds 4t da? (T] Tﬁ]y
d¥r oz 3 a2y de d%s dr dis

x| (@) Ve o +??=T]}'

Desenvolvamos este produto, segundo a regra de multiplicagio dos s
Mnimndﬁlhmdmmmm“hm.mmﬁmiﬁ
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cedente,
- ar [ dr
dr lr}:__i_-_ < tf'i']Z dt | 4 d’
ds | ds®  ds’ {(d_: )*}*"
dt

Subsiituindo ecsta expressio na formula (6) e substit_u'mdu R'
pela sua expressio obtida da formula (11), § 4 obtemos, finalmente:

dr d’rx_r:?i

| dt L 442 di’

T [ dr _ d'r ]‘ ' &
R e vl
dt di*

Esta férmula permite-nos calcular a torgio em qualguer ponto
duma dada curva pelas suas equagdes paramélricas no caso dum

parAmetro  arbitrdrio . ‘ _
Notemos que as formulas que exprimem as derivadas dos vectores

a. b, n sio chamadas formulas de Serret-Frenet:

do  n dbr  n EF..Z_.E_._.E_
ds R ds T ds R T
De entre elas, a iltime pode ser estabelecida como se scgue:
n=bxa
du__d[h.\(u}_ﬁx“ bx£=£xa+bx1=
ds  ds  ds + ds T R
1 1
= Xot+—D0Xn;
/i +R

idénticos (porque o produto misto de (rés veclores, em que dois sfo idénticos,

é igual a zero), obtemos:
Verificando que
(#)=(F)" = (@)"={E=)}
obtemos s igualdade procurada.
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mas
nAc=—==, brxn=—uo,

iy poRque dn b

Exemplo — Calcular a torglo da  hélice
w1 cos | 4 ju sen f - kamt,
Resolufo.

drrdir d¥%
di | diF “TdiE |

—asent agcosiam
—acosf—ag sen i
asent—acost

=g¥m,

de  diy 2 )
i dT] =at{l--m%) (ver exemplo do § 4).
Por conseguinte,
re at (1+m?) a(i4-m?
- am m ]

§ 6. Plano tangente e normal a uma superficie

Seja
Flz, y, 2)=0 (1)

a equagio duma superficie.
Introduzamos as definicdes sgguintes,

Definiciao — 1. Diz-se gue uma recta é tangenfe a uma superficie
num ponto P(x, v, z) se ela é tangente a uma curva qualquer tragada
sobre esta superficie e que passe por aguele ponlo,

Visto que uma infinidade de curvas tragadas sobre a superficie
passa pelo ponte P(x. y, z), haverd igualmente neste ponto uma
infinidade de tangentes a esta superficic.

Definamos o5 pontos simples e os pontos singulares duma super-
ficie F(x, ¥, 2)=0.

Diz-s¢ que o ponto M € um pento singular da superficie se

ds trés derivadas ;_‘F. . gi " Z—F se anulam, simultinecamente, neste ponto
' Jy "’ Bz
ul s¢ uma, pela menos, das derivadas nlo existe nesse ponto.

: . ’ dF dF aF .
r & F — i
() ponto M diz-se ponlo simples se as derivadas 5z 3y’ 03 exislem
sdo continuas nesse pomlo e se uma de entre elas, pelo menos, &

diferente de zero,
Enunciemos ¢ leorema seguinte.
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Teorema — Todas as rectas tangentes d superficie (1) no ponio
simples P pertercem a um mesmo plano.
Demonsiragao — Consideremos  sobre a superficie uma ‘cunrrL
(fig. 202) que passa por um dado ponto P da superficie. Sejam
r=q(t); y="1p(); s=y(t) (2)
as equagdes paramélricas desta curva.
A tangente a esta curva €, por definicio,
uma tangente a superficie. As equagOes desta
tangente sio
X-—x_}"—y=Z—:_
e &
dt dt dt
Fir. 202 Se se substitui as expressdes (2) na
e equagido (1), esla eguagiic torma-seé numa
identidade em relagio a f, VIslO que a curva {2) estd tragada s-ol::ﬂ:-
a superficie (1). Derivando esta identidade em relagio & r, temos(*):

oF dn | OF dy , OF dz2 (3)
gr dt = ay dt  dz dl

Consideremos, em seguida, os vectores N e %*?' _que passam pelo

ponto Pi

N O OF o OF (%)
ar oy iz
arF aF oF
jeccoes —— , ™, =T ector dependem das coorde-
As projecgoes 5% 5y 0z deste v P . .
nadas x, v, z do ponto P, Notemos que estas projecgdes nao se
anulam simultineamente no ponto P, visto que P é um ponto simples.

Eis porque .
_ oF \* (E)’_ (ﬂ) ()
1= ]/(E) * dy ) 0z -

Q) veclor

dr dx dy iz i
o S el N o MY —_— {3}
dt dt + T

¥ : : de
(* Utilizames aqui a tegra de derivagiio das fungBes compostas
trds varifveis. Esta regra ¢ vilida no caso presente, vislo que, as derivadas

parciais *;_F. v .g‘f. > %f sio contnuas por hipdtese.
e "By " dz
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¢ tangente 4 curva que passa pelo ponto P e tragada sobre a superficie.
Podem-se calcular as projecgdes deste vector a partir da equagio (2),
dando ao pardmetro t o valor que corresponde ao ponto P. Calcule-
mos o produto escalar dos vectores N ¢ i—:; ele & igual & soma dos
produtos das projec¢des correspondentes:

ydr _OF dr  oF dy | OF ds

dt  dr dt | ay dt @ Az di

Em virtude da férmula (3), o segundo membro desta expressio
é jgual & zero e, por conseguinte,

WO
di

Deduz-se  desta igualdade que o
vector ¥ & perpendicular ao vu:tnr%'—;
da tangente a curva (2) no ponto F.
A demonstragio que acabamos de dar é
valida para toda a curva (2) que passa
pelo ponto P e tragada sobre a superficie. Fig, 203
Por conseguinte, todas as tangentes a esta
superficie no ponto P sio perpendiculares a um mesmo vector N
pertencem, pais, todas a um mesmo plano perpendicular ao vector N,
O teorema estd demonstrado,

Definicao — 2. O plano formade por todas as tangentes num
ponto P as curvas tragadas sobre uma superficie que passe por este
ponto chama-se plano fangente 4 superficie no ponto P (fig. 203).

Notemos que o plano tangente pode ndo existir se P € um
ponto singular da superficie. Em tais pontos, as reclas tangentes
a superficic podem ndo pertencer a um plano dnico. O vértice dum
cone, por exemplo, ¢ um ponte singular ¢ nesle ponlo as fangentes
a superficie nido pertencem a um plano Onico (elas constituem preci-
samente a superflcie conica).

Formemos a equagdo do plano tangente a superficie (1) num
ponto_simples. Sendo este plano perpendicular ao vector (4), a sua
equagdo ¢ da forma

aF

da

X —a+ Ly _py+Lz_y—o (©)
iy iz

Se -a superficic ¢ dada pela equagio
s=flz, ¥) ou z—flz, Y)=0,
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entio,
aF _ if LD Lo
gr  dx ay ay | a3

e a equagdo do plano langente é
g—i= @4 Ly (6)
dr dy
Nota —Se se fizer na formula (6) X —x=4ax; ¥ —y=ay,
lem-s¢
Z—;=-ﬂfv Ax-k ﬁﬂ‘.;.r:
itr i)

o segundo membro é o diferencial total da fungio z=f(x, ¥). I’Pr
conseguinte, Z — r =dz. Assim, o diferencial total de uma fungio
de duas varidveis no ponto M (x, y), que corresponde aos crm:i:_nmms
ax e Ay das varidveis independentes x e y, é igual ao crescimento
correspondente da cota (z) do plano tangente & superficie que repre-
senta o prifico dessa fungio.

Definicao — 3, Chama-se normal & superficie (1) num ponto
P(x, y, 7) & recta perpendicular ao plano tangente nesse ponto (fig. 203).
Formemos a equagdo da normal. Sendo esta orientada segundo o
vector N, a sua equagio é
X—z Y—y Z-—z
oF  oF  oF
ax dy iz

(7)

Se a equacdo da superficie é z=f(x, ¥) ou

s —flx, y)=0,
a equagdu da normal serd:
X—z Y—y Z—:

o i

dx Ay

Nota — Suponhamos que a superficie F(x, y, z) =0 € a super-
ficie de nivel para uma fungdo de trés varifveis w(x, y, 2). isto &

Flz, y, s)=ulx, y, 5)—C=U.
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E evidente gque o vector N, definido pela formula (4), dirigido
segundo a normal @ superficie de nivel F = u (x, ¥y, 2) —C =10, serd

aul

N=—
dr

i i
{4 — — k,
—l-ayi-i— -
isto &,

N =ygradu,

Por isso mesmo demonstramos que o gradiante da funcao u (x, v, )
é dirigido segundo a normal @ superficie de nivel que passa pelo
porto dado.

 Exemplo — Formar a equacio do plano tangente e a equagio da normal
i esfera * + ¥7 4 =14 no ponto P(1, 2, 3.

Resolugio,
Fle, g s)l=22+4ytdcteff i
a&F __  &F ar
e =y o=y
para r=1, y=2, r=1, temos:
aF . @F ., GF
A U e LR

Por conseguinte, a equagio do plano tangente &
SE—1) A=+ b6E—3)=0
-2y 3r—14=0,
A equaglo da normal e:
—1 y—2 -3

2 4 ~ &

Ll

ou
r—1 p—2 :_3

T Bk
Exercicios

Calcular a derivada dos wvectores:

o ' 1 1
L. r=dctgt+Jarc tgt. Resp. r =_"En7l—:‘+mj'

2, resde~! 4 20K Log t. Resp, »*— —fl"‘+2j—|—=i .

[

" J &k f
cret—d L R Respr =2u+-;}—%:- .

Lﬁchnrummrdaunnnu.lequﬂndlumntc;aa uagdo d
plano nmormal & curva r=#-4-¢%j+ 9% Do ponta (3, 9, qu‘?]. i

B . z—3 — 0 —27
Resp.¥'=i46J 427k ; a tangente & - ='_B'"=z - o plano
pormal: x--6p-L 27:=7T886,
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5. Achar o vector da tangente, a equagio da tangenie e a equagho do
i,
plano  normal & cunrn:r——Inn:-‘-2*+—2-15=nt-|-kun?.Reip.r’—

1 i 4 ol £ v
——,_;-l:en.f-,- Eiﬂﬂ“-rfkﬂ“ﬂ.—i- a equagio da tangente

!
.‘i‘—cm‘*% Y——;- sen ¢ z_sen..i.
S = == : a equagio do plane normal €
— e ! cosid
o8 —

). 1
+Xgent—Y cm:—Z:u&‘—i-.— ~l= 7 BEM E— COB | —3 cOs o (€M ques, i, :
s3o ps coordenadas do ponto da curva por onde passa o plano  normal
; t i yo
( isto & r=cost 5 y-_?senii z—sen ?) :

. Achar 4 equagho da tangemlz & curva T=!—senf, y=1—cost,

¢ ) X—Xy
-— 4580 . g o5 cosenos diréctores desta langanie. Resp. —mm=
2 o I
=]

i

) s 1 ¢
3 :“‘ - B cnsu:un’{T”: cos fl=——5 %0t ; cos -p_mu.T”.
cos - etg—- i
7. Achar a equagio Jdo plano nurmal 3 curva z =% — )% ¥ =r na oOrigem
das coordenadas. Indicagdo. Exprimir a curva com o auxilio das equagBes
paraméiricas. Resp, s +y =10,

i -
8, Achar o, n, f no ponto ! — - parh 4 curva r—1 (cos - sen* )+

2
1 1
2 Jeent {1—uos f)—kcos £ Resp. o _ﬁ (—Ad4- 4 K); "————_VE :

274 9%

Vi

g, Achar a equagio da normal principal e U4 hinormal 4 corva

b=

1 ¢ i " F—2y  W—Wg_
E=gei y=g-i #=—= 10 poula (s, Vg, Jol. Resp. ==
I—1igy ; Bl y'—hlu= Z—2Ip 1
I i =24 i
(). Determinar a equagio do plane osculador & curva ¥* =3 1% =1 no ponto
M(l, 1, 1. Resp. 6x—By—z+3=0

11, Determinar o taio de curvatura da curva dada pelas equagBes xT + y3 +
+#—4=0 x+y—z=0 Resp R=21 -

12. Determinar o rtaio de torgio da curva: p—=dcost{ fseni K 3

el t-e—t)

2 (et —et)

{3, Determinar o Taio de curvatura e o raio de torgio da CUVA pewifi

; +219). Resp. =5 1 (1499, T=co.

Resp. 7=
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14, Demonstrar  que a curva & (gt byt ey} 4+ (agt? 4 bat - ca) j+ agt? +
—ngll—c;]l: € uma curva plana. Resp #™ =0, razlic porque o torglio €
N,

{5. Determinar a curvatura ¢ ‘a torglo da curva z—ef, y—e-t, 2=t V32

Vi Y
—— A lorglo T
(=) (r—y)3
16. Determinar a curvatura e a torglio da curva s =efseni; y=eloosi 2

a==¢!. Resp. A curvatura ¢ igual Igﬂ'- LGl %"'

Resp. A curvatura ¢ igual a

17. Determinar a equaglio do plano tangente & hiperbdlide ﬂ_.lf;__:_.:=
a

nr 2
=| no ponto [Ty, 44, 3¢). Resp. _;i'__' Hf:ll _i:ﬁ_zi.

18, Determinar a equagio da zormal 3 superficie #=—4y%4-2:9—6 no ponfo
(2, 2. 0). Resp. ytdx=10"7 Je—z-—=13,

19. Determinar a equagio do plano tangente & superficie z=2r244y? no ponio
M2, 1, 12). Resp. 8x4+8y—:z=—12.

20, Tragar um plano langeate & superficie & + 2y + g2 =1 de modo que

s¢ja paralelo ao plano—y4-22=0. Resp, r—y+ 2= 1_21_,




Capitulo X

INTEGRAL INDEFINIDO

§ 1. Primitiva e integral indefinido

Estudimos, no Capitulo 111, o problema seguinte: sendo dada
uma fungiio F (x), achar a sua derivada, isto & a fungdo f(x) = F' (x).

Neste capitulo, consideraremos o problema inverso: sendo dada
uma fungdo f(x), achar uma fungdo F(x) tal, que a sua derivada
seja igual a f(x), isto &

F'(x) =f(2).
Definigao — 1. Diz-se que a fungo F(x) & uma primitiva da

fungiio f(x) sobre o seemento [a, b], se em todo o ponto deste
segmento se tiver a fgualdade F*(x) = f(x).

Exemplo — Determinar uma primitiva da funglo f(x) = z2
Verifica-se imediatamente, segundo a definiglo, que a primitiva procurada

é F{:h#ITa. Com el.’:ﬂn.(;';)'u:;_

Verifica-se facilmente que se a fungdo f(x) admite uma primitiva,
esta Gltima nio € Unica. Assim, no exemplo precedente, teriamos

podido tomar como primitivas as fungdes seguintes: F (x) = %: +4;3
Ff:}:r-a—a—'Fou mais geralmente, F (r) =§+C {fem que C &
uma constante arbitrdria). Com efeito,
(£+¢)'= &
3
Por outro lado, pode-se demonstrar que uma primitiva qualquer
da fungio x* € necessariamente, da forma %B+ C. Isso resulta do

leorema seéguinte.

Teorema — Se F, (x) e F; (x) sdo duas primitivas da fungdo f(x)
sobre o segmento [a, b], a sua diferenca é uma constante,
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Demonsiraggo — Temos, em virtude da definigio da primitiva:

Fy (@)= { (a), }
Fy (2} = f{z), @
para qualquer x do segmento [a, b].
Fagamos
Fj'[”'}_-Fg{I}=lF{I}- (2)

Podemos, entdo, escrever, em virtude da igualdade (1)
Fi(2) — Fufx) = () — f(2) =0
o1
¢ (2) =[F, () — Fy ()] =0,

para todos os x periencenles an segmento [«, b]. Mas resulta da
igualdade ¢’ (x) =0 que ¢(x) é uma constante.

Com efeito, apliquemos o teorema de Lagrange (ver § 2, Cap. IV).
a fungdo y¢(x) que é continua e derivivel sobre o segmento [a, b].

virtude do teorema de Lagrange, para todo o x arbitrério
do segmento [a, b). tem-se

¢ (2) — 9 (a) = (z — a) @’ (E),

em que a < ¢ < x,
Mas, visto que ¢ (&) = 0, entdo,

¢lr) —qla)=0

il
plr)=wg( ). (3

Assim, a fungiio ¢(x) conserva. em qualguer ponto do segmento
[a, B]. c-rvalnr ¢la). Ela & pois, constante sobre o scgmentzcs[u. b].

Designemos a constante ¢ (a) por €. Resulta, entio, das igual-
dades (2) ¢ (3

F;(x) — Fy(z)=C.

Resulta deste teorema que se conhecemos uma primitiva qual-
quer F{x) da Ifunf;au f(x). qualguer outra primitiva desta fungio
serd da forma F(x) + C, em que C é uma consatnte.

Definicao —2. Chama-s¢ integral indefinido da fungio f(x) e -
nota-se por | f(x) dr a toda a expressio da forma F fx) + C, em
que F(x) é uma primitiva de f(x), Assim. por definigdo,

f i) dz=F (=) +C,

e




e
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F{zy=71[z).
Mais, { (x) chama-se fungdo sob o sinal soma ou fungdo a integrar!
f(x)dx, expressao sob o sinal soma, e o sinal | . sinal de inte-

gracao ou sinal «somas.

Assim, o integral indefinido representa uma familia de fungdes
y=F(x)+C.

Geométricamente, pode-se considerar o integral indefinido como
um conjunto (uma familia) de curvas tais gque se passa de uma a outra
efectuando uma translagio no sentido posilivo ou negativo do eixo Oy,

Uma pergunta se pde naturalmente: toda a funcio f(x) possui
uma primitiva (e, por conseguinle, um integral indefinido)? A resposta
¢ negaliva, mas todavia notemos, sem o demonstrar, que texda a fungdo
fix) continua sobre o segmento [a. bl possui uma primitiva (e, por
conseguinte, wn integral indefinido).

O presenle capitulo é consagrado a exposigho dos diferentes
métodos yue permitem determinar a primitiva (e, por conseguinte,
o integral indefinido) para certas classes de fungbes elementares.

O processo que permite encontrar a primitiva de uma fungio fix)
chama-se integragae da fungio fla)

Fagamus @ nota scguinte: no encontro da derivada que para
uma fungio elementar é sempre uma fungio elementar, a primitiva
duma fungio elementar pode ndo se exprimir com o auxilio dum
namero finito de fungbes elementares. Voltaremos, de resto, a esla
questao no fim deste capitulo.

Resulta da definigio 2 que

1. A derivada dum integral indefinido é igual a fungdo a inte-
grar, isto é, se F'(x) = f(x), entdo

(§ f(z)dx )= (F (2) +C) ={ (2). (4)

Esta igualdade exprime que a derivada duma primitiva qualquer
& jgual & fungdo a inlegrar.

2. O diferencial dwn integral indefinido é igual d expressdo sob
o sinal de soma
d (§ f(z) dx)= f (2) dx. (5)

Isto resulta da formula (4).
3, O integral indefinido do diferencial dwma certa fungao é
igual d soma desta fungdo e duma constante arbitrdria
{dF (z)= F(z) 4 C.

£ facil verificar esta iguaklade por derivagio (o diferencial de
¢ada membro da igualdade € igual a dF (x)).

§ 2. Quadro de integrais

_Antes de comegar a exposigio dos diferentes métodos de inte-
gracio, daremos uma lista das primitivas de certas fungoes elementares.
Este quadro pode ser obudo directamente a partir da definigio 2,

§ 1. Cap. X, e do quadro das derivadas (§ 15, Cap. lll). (E facil
justificar todos os detalhes do quadro por derivagiio; isto €, pode-se
verificar que a derivada do membro direito é igual a fungio a integrar).

A=A
1. g:“h=ﬂ-1+3{ai—i}, (Aqui e nas formulas seguin-

tes, C designa uma constante arbitréria),

b2

; jdf=1.ug|z|+€.

{senzdr= —cosz+C.
Scnszdzzmz—I—C‘

. dx
‘ =1 i
! w[cﬂs’z R

fi, 5 8 = —eigx L C.

sen® x

=

{tgzxde= — Log|cosz| 4 C.

8 lctgzdr—= Log|senz|+C.
9, st’:irzfr-i-c_
10. ga-*dr: a2 e

Loga

11. ,=arctgz+C.

£

dz
4

A

+ £
dr 1 a4z
B—2 Za

4—x

Log

115 j—dx =-:l-arclg£+fl
i i
5
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13. S—-d'? _—arcsenxr -,
Vi -2

13", S RN W
1.1’ L i

14, s & I.—.Lugiz-{-—v}if‘”ﬁ“f'-
Vita

Nota— No quadro das derivadas (§ 15, Cap. 1), as fﬁrmulgs
correspondentes as formulas 7, 8, 11°, 12, 13’ e 14 fallam. E todavia
facil de as justificar por derivagio.

Mo case da formula 7, temos:

(— Log|cosx|)' = — T —tgx,
08z
por conseguinte, 5 lgxrde = — Log | cosx |+ C.
Mo caso da formula 8, '
C0s X
= =gtgx,
(Log|sen x|) g g

por conseguinle, S clg z = Log |senzx | + C.
No caso da férmula 12,
(1— Log| i Il) :ig[[;ngl a+ x| —Logla—z|]=

2a g —uxl

1] 1 1 ]_ 1
"+ ﬂ*.*_xt'

2Zaladxr a—=x

A dz 1
por conseguinte, 5 —— = —Log

at— 1 2a

adz

a—&

e B3

Notemos que esta tltima formula resulta igualmente dos resultados
gerais do § 9, Cap. X.
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Na caso da formula 14,

(Loglz+ V2 £a*) =

- 1 (1 _}__x_)=_ 1
z4+ Ve +a* Ve+ta/ Viia

K —Log|lz+ V& +d'| LC.

Va2 + d

pot -:unsa:guime.j

Esta formula resulta igualmente dos resultados gerais do § 11,
Poder-se-ia justificar, duma maneira andloga, as formulas 11° e 13/,
Notemos, todavia, gue clas sio uma consequéncia imediata das férmulas
11 e 13 que estabeleceremos mais adiante (ver § 4. exemplos 3 e 4).

§ 3. Algumas propriedades do integral indefinido

Teorema — 1. O integral indefinido da soma algébrica de duas
ou vdrias funcoes é igual @ soma algébrica dos seus integrais

S @) + fa(@lde=§ [, (2} dz + § [, () dx. (1)

Derivemos os dois membros desta igualdade. Em  virtude da
igualdade (4) do precedente pardgrafo, podemos escrever:

(§ [11 (2) + fa ()] dz) = fy () + 1o (2),
(§ £ (z) dz 4 § f, () dz)' =
= (§ fite) dz)" + (§ fal@) dz)' = f, (2) + ful2).

Assim, a derivada do primeiro membro da igualdade (1) & igual
a derivada do segundo membro, isto € a derivada duma primitiva
gualquer do segundo membro é igual & derivada duma fungdo arbi-
triiria que figura a direita. Resulta, dai, em virtude do teorema do § 1,
Capilulo X, que toda a fungio do primeiro membro da igualdade (1)
apenas difere de qualquer fun¢io do segundo membro por uma cons-
tante. E neste caso que o sentido da igualdade (1) deve ser com-
preendido.

Teorema — 2. Pode-se retirar um factor consiante de debaixo do
sinal soma, isto &, se a = const., entiio,

§ af (x)dz=a | {(z) dz. (2
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Justifica-se esta igualdade derivando os dois membros:
(§ af (2) dz) = af (z),
(a § /() dz) =a (1 () dz) = af (a).

As derivadas destes dois membros sdo iguais; por conscguinie,
u diferenga das fungdes que figuram a esquerda ¢ @ direila € conslante.
A gualdade (2) deve ser comprecndida nesle sentido.

No decurso do calculo dos integrais indefinidos, &, por vezes,

Gtil recordar-se as regras seguintes:

[, -he
§ f{z)de=F(2)4C,
entao,

Sfmwﬁ=}an+a @

Cum efeilo, derivando os dois membros da igualdade (3), lemos:
(] f(az) dx) = f (a3),

(%Hmﬂ?:%wmﬂn=§fﬁma=Fnﬂ=Mum

As derivadas destes dois membros sdo iguais, ¢. q. d.

1. Se
{ flz)de=F(x)+-C,
entdo,
{ flz+b)de=Flz+b)+C. (4)
1. Se
§ () da=F (x) +C,
entio,

Sf(u.z—l—i;)d:r:%f’[a;r—}—b}—l—ﬂ. (3)

Demonstra-se, igualmente, as igualdades (4) e (5). derivando os
dois membros.

Exemplo — 1.
E (20 —3sen z 45 x) dz = I 253 dx—
I

—S Jsenx dr+ 5 5 Yrds=2 j z‘d:—:!j sen r dr -3 5 dr=
1
844 g

J L‘;%IL"3 cus:-|—-!;ll z V;+G
31

—3[—rosT)+5

=2

1
S
5+
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Exemplo — 2.
( (“?3——'+ A yz)dz=3 Y :_%d:+
- ¥y EV.I .
1 1 Ll
1 5 i 5 ===l 1
= 3 2 &
R L P S wats e
34 ! _E+i I"' 1
—C=%= AL Vet antizio
Exemplo — 3.
( o —Log|z43]4C
Y43 L
Exemplo — 4.
Inm.‘r.rd'::-%—sen?: +-C.
Exemplo-- 5.

S se0 (2r—0) d==—-%- cos (2r—B) -+ .

§ 4. Integracio por mudan¢a de variavel
Seja calcular o integral
§ f(x) dz;

ainda que ndo saibamos calcular a primitiva da fungio f(x), sabemos
que cla existe.
Efectuemos neste integral a mudanga de wvaridvel

=1 (1), (1)

em que g¢(f) € uma funcio continua, bem como a sua derivada, e
admitindo uma fungdo inversa. Entdo, dx = ¢ (t)dr; demonstremos
gue neste caso a igualdade

§ f(x)dz=§ f[o (0] ¢ () dt 2
& satisfeita.

Subentende-se aqui que a varidvel ¢ serd substituida depois da
integracio do segundo membro pela sua expressio em fungio de x
tirado de (1)

Para justificar a igualdade (2) neste sentido, basta mostrar que
as duas quantidades consideradas de que cada uma apenas & definida
a menos de uma constante arbitrdria, t8m a mesma derivada em
relagio a x. A derivada do primeiro membro &

(§ f(z) dz)e =] (2).
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Derivemos o segundo membro em relagio a x tendo em conta
que { ¢ uma fungio de x. Resulta da igualdade (1) que %:h =¢' (1)
e, em virtude da regra de derivagio das fungdes imversas,
dt |

dr — q'(t)

Temos, por conseguinte:

(S flo @le (8 ﬂ‘t);_ = (j flo () e (t) .ﬂ)t %

: 1
=floO]e () ——=Ff[9 O] =F(2)
¢ (t)
As derivadas em relagao a x dus dois membros da igualdade (2)
sio pois iguais, ¢ 4. d. . )
A funcio x = ¢ff) deve ser escolhida de maneira que se saiba
calcular o integral indefinido que figura a dircita da igualdade (2).

Nota — E, por vezes, preferivel escolher a mudanca de varidvel
sob a forma 7 = ¢ (x) em vez de x = ¢ (1) Mostramo-lo num exemplo.
Proponhamo-nos calcular um integral da forma

Slh'{z)dr
P ()
Aqui ¢ comodo fazer
'l'-‘fI}=t,
entio.
'41' {I}Eh:d!.
W} (x) da Sdt
g oD - og|t|+C=Log|y(z}| +C.

Demos, como aplicagio do que precede, alguns exemplos de
integragio por mudanca de varidveis.

Exemplo — 1. E Vsen x cosxdx =7 Efectuemos a mudanga da varid-

vel r=senx: entfo, di =cosxdz e, por conseguinte, S'Vunx cosxds =
3
. Ay # 5 ngs 3
=! v:'ausj :2m=i'-3~+c=%un*:+c.
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1422

rdr | dr 1 1
S i-‘,-—.ﬂ:?f i LDE!+E—‘=E[,DE{1+:!}.§_GF

dx
Ex:mplﬂ—l! L85 _ oPapamet’ =14 407 eote; di—32rds e

dr 1 dr
Exemplo — 3. 5 ﬂ_“‘-l' er s 5 T Fucamos t=%; entio,
+(3)
.
[+

dx 1 a dt dt i :
Bpemi0 By jm=_ui'j g = 5 TEa 5 aretgtC =
| z
T
dx 1 dr x
Ex —4, e .‘F ——
emplo g - p = Sl/’ — agamos { = entfio,
; “(2)
(supomos aqui que a>0),
dx 1 a df di -
dr=adt, S——=—j =S =arc sen - C=arc sen — U
5 Vail—22 eJ7)/1{—n Yi— a

Demonstra-se, nos exemplos 3 ¢ 4, as formulas 11' ¢ 13° do
quadro de integrais (ver mais acima, § 2).

Exemplo — 5. (Log )2 d—'r=':‘ Fagamos {=DLog = ; entlio, dr:if;
S T

E (Log #)* ?: ! 5 dt:{—.—{::—} (Log 2} 4-C.

Exemplo — b. S I;—:-h.r‘ =7 Fagamos t==z2; entio, di=2r d=», S _’:_d';=
1 ]
=T,~S li,,-:%nmtg:+C=-;—arct.g:!+c_

O método de integragio por mudanga de varidveis € um dos
métodos mais importantes do calculo dos integrais indefinidos. Mesmo
quando empregamos um outro método, sucede muitas vezes que se
deve efectuar uma mudanca de varidveis durante os cdlculos inter-
medidrios, O sucesso da integragio depende frequentemente da nossa
habilidade em escolher a mudanca de varidvel apropriada que sim-
plifigue os cilculos. Eis porque o estudo dos métodos de integragio
se reduz & determinagao da mudanga de varidveis a efectuar para
integrar uma dada fungio, O presente capitulo € consagrado, em
grande parte, 4 resolugdo deste trabatho,




F—i

378 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

§ 5. Integracio de certas expressoes contendo
o trindmio ax®* + bx -+

1. Consideremos o integral

! _S __dx
T Jart+brte

Transformemos, primeiramente, o denominador pondo-o sob a
forma de uma soma ou de uma diferenga de quadrados

ax"+b.r+c=u[.:’+%.r+ 'ff]‘
b by b y?
—a[rrags () + 2-(2)]=

e 2+l el 2) )

em que se fez

Tomar-se-d o sinal mais ou o sinal menos, consoante o sinal do
primeiro membro da relagiio precedente seja positivo ou negativo,
isto & conscante sejam as raizes do trindbmio ax® + bx + ¢ complexas
ou reais.

O integral /, pode, pois, ser pusio sob a forma

dr 1 dr
fi= ﬂr“-{—b.r-}-c:‘a_ by I
[(+5) +#]
Za .
Efectuemos uma mudanga de varidvel fazendo

e 2"_ﬂ=:, dx = dt.

Temos, entio,

I }_5 dt i
L £+ i

sio precisamente 0s integrais 11" ¢ 12 do quadro.
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Exemplo — 1. Se¢ja calcular o inlegral

dx
SE=+'3=' T
Resolugio.

1—5—_“ ke R .
=\ a2 ) AT

_J_S dz 4 dx
T2 )Pl A+0—=4" 2 j (=286

Fagamos a mudanga de varidvel s+ 2=, dr=ds,
Depois da substituigio em [, encontraremos um integral do quadro dos

integrais ;=ij L

t
) are tg _ﬁ+ C.

- S|
m_?ﬁ 16
Substituindo ¢ pels sua expressio em funglo de x, tlemos, [inalmente:

i z-+2
_r_.__mt . — C..
Ve eyt

Il. Consideremos um integral de um tipo mais geral
;,=5ﬂﬂ_d,
ar +bx+c¢
Ponhamos a fungio a integrar sob a forma seguinte

dr.

f==5ii'3_dx=5'::m‘“+5}+(a_§)

ar® 4 br+4¢ ar* 4+ bxrt ¢

Este integral pode ser posto sob a forma duma soma de dois
integrais e, retirando os factores constantes de debaixo do sinal
goma, Iemos

_4 I 2az + b ( Ab)s dz
li=—an | ——— dx ;o i1 T
T Zaderf4br+4ec i 2a ar* 4 bz + ¢’

O segundo integral ¢é justamente [, que sabemos calcular.
Efectuemos uma mudanga de vandvel no primeiro integral fazendo

g+ bxte=1t, (2ax 4 b) dxr = dt.
Por conseguinte,

S{Eu-r+b}d-’~“ .

dt
ik s 1
az® + bz + ¢ S; Log|t|+ €= Log|az* + bz +¢c|+C.
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Temos, entio, finalmente:
Ab

I==%Lng[am‘+bz:+c|+(B—-——)fl-
a

2a
Evemplo — 1, Scja calcular o integral

I=j:—_3-—d.t.

t—dr— 5
Utllizemos o processo que acabamos de indicar:
1 - {
SLY P AR
PO DR i +( +22]h_
)@ =22 5 A —_2z—5 N

s L - S
] I ¥ _2r—5 S A—Zr—5
{

W = dx o
= Log | 28— 22—5|+4 jt__x—liﬁ—ﬁ"'

1 ato R 1 |Vﬁ_r,r—1}
=t g i85 148 g | HESEY
el SR VT el 7 Wiy

Il Consideremos o integral

E dx
Var* + br+¢

integral do tlipo
5 dt
Ve
no caso em que a>0, ou & um integal do lipo
j dt
Vie— '

de integrais (ver as formulas 13’ e 14),

IV. O integral
5 Az + B o
Vaz® + be +¢

Com a ajuda da mudanga de varidvel indicada no ponto [ deste
pardgrafo reduz-se este integral segundo o sinal de @ ou a um

no caso em que a< 0; estes dois integrais figuravam no quadro

INTEGRAL INDEFINIDO ae

pode ser calculado com o auxilio de transformagbes andlogas ds
consideradas no ponto 1I;

4 Ab
E Az 4B dx:j‘&?{m""b}"'(ﬂ_"ﬂ)hn
Vaz* 4 bzr e Var® 4 bz +¢

__‘1_5_1-}—"’“""+b d'_r_:_(g_i‘;f.)j__‘ﬁ ey
2a 1rJ;2+L’?I+E I 2a Vtz—zi+bz+c

Efectuemos no primeiro integral uma mudanga de varifivel,
fazendo

ar- +br+c=1t, {(2ar+ b)dr=dt,

[Emos:
(Zax 4+ B dx S dt "V_ —_——
—_— = | — =2Vi4+C=2Varr + bz +c4C
SVM’-[— bz + ¢ Vit
O segundo integral foi j& caleulado no ponto III
Exemplo — 3.
5

 5ei3 h=jgiz=+in+:ﬁ—imh=

V= —dc10 V=t +dz+ 10

5 2r44 dr

= | —— T —=
2 Svmﬂ” SV(*—I-E}’—!-E

SVE e+ 10—TLog| s+ 2+ Vi + 86|+ C=
=53 V= Az 10— logls 24+ Va4 0L C.

|

§ 6. Integracio por partes

Se u e v designam duas fungbes derivdveis de x, sabe-se que
o diferencial do produto uwv &

d (ui) =nde + vdu.
Integrando-se, obtém-se:
up=ude+ § vdu
an
fuwdr=nv— § vdu. (1)

£ o que se chama a fdrmula de integragio por partes. Utiliza-te
geralmente esta formula para a integragio das expressbes que podem
ser postas sob a forma de dois factores u e dv, tais que a
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fungio v a partir do seu diferencial dv ¢ do calculo do integral
vdu constituem um problema mais simples que o cilculo directo
integral | wdv. A habilidade requerida para efectuar uma escolha

judiciosa dos dois factores 1 ¢ dv necessilta uma certa experiéncia que se
adquire pela resolugio dos exercicios, Indicaremos, nos exemplos, como
¢ preciso procedar em casos semelhantes.

Exeinplo — 1. Seja  caloular j xsenxde="T. Fagamos

g=x, dy=senzrds;

entdo,
du=dz, pr=—Co8x,

Por conseguinte,

S zsenrdr=—2 COS T s etz dr=—rxcoBr| sgnz+C,

Nota — Ouando determinamos v a partir do seu diferencial dv,
podemos tomar uma constanle arbilrdria, visto que ela nio figura
no resuliado final (o que & fhcil de verificar, substituindo na igual-
dade (1) v por v+ C). Eis porque € preferivel escolher esla constante
ignal a zero

O método de integragio por partes, emprega-se frequentemente.
Por exemplo, pode-se calcular com o auxilio deste método os integrais
da forma

F 2" seén ar dz, 5 2" cos ax dx,
[ " dr, { #* Log zdx,

assim como oulros integrais nos quais entrem as fungdes lrigonomé-
iricas inversas,

A
Eremply — 2. Seja calcular 3 arcigrdr. Fagamosu—arcigsr, di==dr:

entio, du=— , v=gz. Por conseguinte,
112
rdr 1
E ure lg.cd:::a:ctga:—S-H_Tz:arrtgr-—TLng|i+ﬂ[+c.

Exemplo — 3. Seja calcular j 72:% gy, Fagamos u=3x% dv—e dsr;
enllo, dn —2r dr, p—¢%,

S e dy —z%eX 2 5 revdr,
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Apliguemos de povo 4 este dGlumo integral o mélod integragdo
por partes, fazendo: » LS

wy=r, duy=dr,

diy —eT dz, by=e¥.
Entio,

j ret dr — yeT__ ( P S G

Temos, finalmente:

S TheX dr—z2e% —D (20 eT) L 0 = pReX— Dpe¥ L 0e% | Cmp® (29— 204 2) .

Exemplo — 4, Seja cal:uln:r_‘ {r8~Tr—35) cos 22 dz Fagamos n=z11
—ix—3; dv=2os Iz dr ; cnido,

sen 2r

2 *
! (% Tr—3) cos 2rdr= (224 Tr—3) .'ﬂ:,_l}'_j {Er-i-'?}mhd:
3 P R

= (2x-} N de, r=

ﬁpliqmn;m 1; método Jde integraglo por paries a este dlimo integral
fazendo uy— -'E"r- o Sy —8en 2rdr:  entho,

cos 2r
2 L]

]- 'i'Tsﬂ:E:dz-—E'r;_?(—m;h)—j {_ E.D:_i’:] g —

pld N %
___[ | u}cmz.r_l_yg%__;_i_ﬂ

duy e byp=—

1=
H

4
Donde, em deflinitivo:

f {22+ T2—5) cos 2rdr = {12+ T=—35) -—-—':: - +{2z-7) PG Mnds

g o e
Exemplo — 5. I.:I Vat—ridr=17

Multipliquemoy e dividamos a fungio a integrar por Va2 —12:

B =] L T |
R e e b —
~n=arcmi—j ...
a Vat—x
Apliguemos a este integral o mélodo de integracio por partes, fazendo
p—=xr, du—ds,
du i,U£— a?—z%1

Var—z2 .
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384
e " B —
5 iu_{—.— — E -';_;.L_— _I-l("ﬂi_;[-:-.}.j Vr;'a!—;ld,r‘
‘LI,T:__ P ’ 1!-4-1_ e
Substtndo este resultade na expressio que acibamos de obter ante-
rlormente pelo integral procurado, delerminamos
'IT Vet = dr—aarcesen % L YPal=al— \ Vai—adde.

Efectuando

a2 - . r e -
5 Vai—zi dr—=—arc sen —~+ 5 Var—at-C.

ceras transformagdes clementares evidentes, temos, finalmente:

Exemple — 6. Calcular os integrais
Tj= S 1% eog brdx ol Ia— S X g bt dx.
Aplicando o método de integragio por paries ao primeire integral, tem-se:
w==g?%, dit==ae%%,

1
dv—rcos brds, v= W sen bz,

S 3% cog b di’=-lll—'lv = I-mb.t—% S e = gan br dx,

Apliquemos de novo o método de integragio por partes a este dltimo
integ :
= =% du=qe*,

|
de—sen bz ds, v1= =5 cos bz,

S e sen bz dr— —%ﬂ*cmh:—}—% S €3% oz br dr

Substituindo & expressio obtida na igualdade precedente, temos:
1 i q_ ga% pos bx — g 29X png br dx.
Se"’gmb:dz=—b~r“|¢u :+'bT -

Deduzimos [, desta igualdade:
(1437 § membran—c (mmir om0
donde,
f= S P T T “::'fi_";,“mh}+ S
Obtém-se, do mesmo modo:

&% (g sen bz —b cos bz)
f::js“l!n&td-t= -ﬂ'l—i—m +C¢-
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§ 7. Fracgoes racionais.
Fraccoes racionais elementares e sua integracio

Como vamos ver, ndv sio todas as fungdes elementares que se
integram com a ajuda de fungbes clementares. Eis porque € muilo
importante definir as classes de fungoes cujos integrais podem ser
expressos com o auxilio de funghes clementares. Entre estas classes,
a mais simples é a das fungdes racionais

Toda a fungao racional pode ser posta seb a forma de fracgio
racional, isio €, sob a forma de guociente de dois polindmios:

Q@) _Ba"+B2" .. 4B,

A SRR o B T ML

Fodemos supor, sem restringir a generalidade, yue estes polind-
mios ndo €m raizes comuns.

Se o grau do numerador € inferior ao do denominador, diz-se,
entdao, que a frucgio € regular no caso contririo diz-se que ela €
irregular.

Se a fracgdo € irregular, dividindo o numerador pelo denominador
(segundo a regra de divisio Jos polinomios), pode-se representar a
fracgio imicial como a soma dum polindmio ¢ duma fracgio regular:

B _ argyg WL
fix) f ()
. ol Filx) . .
em que M(x) é um polinomio e o uma fracgio regular,
Exemplo — 1. Seja
r—J
I=—{—2-T—, I

uma fracglo racional irregular.
Dividindo o numerador pelo denominador (segundo 2 regra de divisio
dos  polindmios), temos:
-3 i el =g dx—=0

A integragio dos polinomios niio representam nenhuma dificul-
dade. o nusso trabalho consiste, entdo, em integrar as fracgdes racionais
regulares.

Definicdo — As fracedes racionais regulares do tipo:

5

i vl

:I H ] + vy
7. -—————l - H]j‘ (k € um numero inteir positive 2).
T =

ia
im
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i , .
111. E;%t_! {as raizes do denominador sio complexas, isto &
I, At 8

T intei : do denominador
T prig) {k ¢ um inteiro > 2; as raizes do i

sio complexas) chamam-se, respectivamente, elementos simples de
tipos 1, 11, 111 e 1V, i :

Demonsiraremos, no pardgrafo 8, que toda a fracgio racional
pode ser posta sob a forma de soma de elementos simples. Por esta
razio, consideraremos primeiro, os integrais dos elementos simples.

A integragio dos elementus simples de tipes I, 11 e 11 nao
aprescnta grandes dificuldades, eis porgue integramo-los sem dar expli-
cagoes detalhadas:

1,5 A _de o floHis—al 0

r— &
11 S{—A—yld:=;1§{x—a}"*dz=
r—
E—a) " o A~ c.
e R T
A
%nﬂz+m+(ﬂ—7")
1. S—AJ_FH—U’I:S - = dr=
&+ pr4q z+pxtq

Al 24p . (_:".E)S_..“‘ -
="ESH+¢x+q * 2/Jd 2@ +prtq

A
=%¢WP*HM+M+(H—%)X

-

| A
- B — i 2 S
A _L)
(.r.~+ 2)4—(‘? %

2B

— Ap 2z 4 p
B S . 1 tg—:+c
= Vig—p* Vg —p* (ver § 5).

r:i‘.:-

Log|z' 4+ pz+q|+
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A integragio dos clementos simples do tipo IV estd ligada a
cdlculos mais complicados, Seja calcular um integral:

v 5 Az+ B
R
Efectuemos as transformacoes:

e Ap
]‘ Az LB dx=j‘2{2¢+ﬂ+(3—_2_)

(& + pz +4)" (& + pz+ )" jid
]
2 J(z*+pzr+q 2 2 (2 + px + g)*

O primeiro integral pode ser calculado por uma mudanga de
varidvel pondo * + pr + ¢ = ¢; (2r + p) dr = dt:

2e+p 5 dt 5 ik ik
"-———-—-—i.'ﬁ‘m —— M r—— —
S'(r‘+-p~t+t;f * St Sl i
|

= = —f—-(
(1 — k) (2 +pr+g)* !
Chamemos /, ao segundo integral ¢ ponhamo-lo sob a forma

P
N— —
(«* + pz +q)*

dt

NERE R e

4

em que se fez

2
-i‘-‘-f—%:i‘. dr=2df, g—‘i—:m*

{por hipotese, as rafzes do denominador sio complexos e, por conse-
guinte g — ‘% = U).
Procedemos, em seguida, da maneira seguinte;
i = B
(£* + m') f

i :l‘.=—+* ME}A

U AT L
. m? “-1 +_ m!}l’:“l "EE {tﬂ _I_ m!]h f
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TFransformemos este wllimo integral:

5

\ 2t 5‘ totdt
doum o om®y (24 mY

L gta_fuf-i-_rﬂ:_;g,d(_i_ )
2d (@4 mh 2(k—1) (2 + m*!

Integrando por partes. obtemos:

g tfdt 1__[1__ 1 __5_ dt _J'
ey 22—l ) T

Substituindu ests expressio na igusldade (1), temos:

{ S S . S 5 e e 25
o (4 mi mid (4 mHyt

f [ t B 5 dt ] -
+ m 2k — 01 m (t* + mH*
t 2k —3 S dt _
T oamttk N4 m O 2wt k—1d (F+ m®)h1

O integral que figura no segundo membro ¢ do mesmo tipo
gque [, com a diferenga de que o grau do denominador .d“. fungido
a integrar ¢ duma unidade inferior (& — I): entdo. exprimimos Iy
em fungdy de Ty, _

Aplicando, sucessivamente, este processe chega-se ao integral
conhecido:

it | t | o
h=\—-——=—amig— 4+ L.
" == i e

Substituindo em seguldu 1 ¢ m pelas suas expressdes correspon-
dentes em fungio de x, obtém-se a expressio do integral IV em
fungio de x, A, B, p, ¢4

Exemplo — 2
— (22— (—1—1)

e ST I:f.'I.'—S —=

S{rf = T b (r* + 231
i
3

S

ds

.
{24204 W02 e e i
1 & Y B dr
24T T ) 2

-

] == ey
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Fugamos neste oltimo integral o 4 1 =

j dr ) o dr dt l (22 —p2 i

f{rt -2 5P ! [{x+1* I—i’-l’_f (irtzp 2 j [EESIE re
dt 1 i F R | i 1 2 ds

z S ra+2"‘-_’5 (R d’_?ﬁm‘“ﬁ_?ju=+m*'

Consideremaos, apora, este dllimo  integral:

24t 1 td {121 2) i 1
} (L 2 ) ey -—;,-5 "‘( 512 )'_

-

==~ _f__I_IS dt [} ; I g £
D FFE T EETD Ca)a ﬂ"-‘!'ﬁ

(¢ nitil  guniar uma  constante arbitrdria; escreve-la-emos na  expressio  defi-
nitival. Par conseguinte,

!‘ dr ar

TEFEEIE

——} sl 1r._ 41 | 41

_'J].f'i"“g V2 2[ 2[:1+2:+31+3V§"¢u Vﬁ]
Temos, [inalmente:
] r—1 - 42 Ve ri1 .
5 Py i T P R R AV e

§ 8. Decomposicio das fracgdes racionais
em elementos simples

Demonstremos que toda a fracgio racional regular pode ser
pusta, e isso duma so maneira, sob a forma duma soma de elementos
simples.

Seja:

F(z)

f(2)

uma fracgdo rucional regular,

Suporemos que os coeficientes dos polinomios que a compdem
sio reais e que, além disso, a fracg@o € irredutivel (isto €, que o
numeradur e o denominador ndo 1ém raizes comuns).

TFeorema — |. Seja x =a uma raiz miltipla de ordem k do
denominador, isio é, 1(x) = (x — a)*f, (x), em que f,(@)=£0 (ver § 6,
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Cap. VI a fraccdao regudar .;‘EEI}} pode, ent@o, decompor-se nunid
T
soma de duas fraccdes regulares du seéguinte muneiru
F (J‘.'} — A < F ‘AEIE - {1 :f
flx) (r — a) (x—a)" " fi ()
em qiie o coeficiente A ¢ diferente de zero e Fo(x) € um polindmio
de grau inferior ao do denominadar (x — &) *~f, (x).
Demonstragao — Escrevamos & identidade
Flr) A F (2) — 4f, (3)
i@ (@—a)' (@—a'h@
(esta tem lugar qualquer que seja A) e determinemos A Jde modo
que o polindomio F (x) — Af, (x) seja divisivel por x — o Em virtude
do teorema de Bezout, € preciso ¢ basiu que a igualdade

Fla) — Af;(a)=10

seja verificada. Como f, (@) =0, F (a) 5 U, pode-se delerminar A duma
maneira univoca a partir desta igualdade com

g2
fi(a)

@)

Para um 1al 4 temos
F(2) — Afy (@) = (z — a) F, (2),

em que F,(x) é um polinomio de grau inferior ao do polinomio
(x — a)*—1f; (x). Simplifiquemos a fracgdio na formula (2) dividindo o
numerador ¢ o denominados por (v — a). Oblemos, entdo, a gualdade
procurada (1),
Coroliriv — Pode-se aplicar um raciocinio analogo a fracgio racio-
nal regular
Fy ()

(x—a)" " fi(2)

que entra na composicao da igualdade (). Assim. s¢ o denominador
da fracyio tem uma raiz maltipla x = a de ordem &, pode-se escrever:

Fx) - A Ay . An—y Fy () '
@ e Te—a T T ema T L@
em que ‘?{l‘? ¢ uma fracgho regular irredutivel. Pode-se aplicar o
i LF

teorema que acabamos de demonstrar a esta nova fracgio, se f, (x)
tiver outras raizes reais.
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Estudemos agora o caso em que o denominador tem raizes
complexas. Lembremo-nos, primeiramente, que as raizes complexas dum
polinémio de coeficientes reais sio conjugadas duas a duas (ver § 8,
Cap. VII),

Na decomposigio do polinomio em factores reais, a cada par
de raizes conjugadas corresponde uma expressio da forma »* + px + q;
se as raizes complexas conjugadas sio maltiplas de ordem g, a
expressao correspondente serd (z* + pr -+ g)u.

Teorema — 2. Sef(x) = (x* + px + @)* ¢, (X) em que o pﬂ'r‘m;nio}
(x

(@
pode ser representada pela soma de duas fracgées regulares da mnném
seguinie

Fizy  Mz|N M, (x)

fla) (@ 4pr+q (P 4prt+a @)

em gque ®,(x) é um polindmio de grau inferior ao do polindmio
(x* + px + q)*-! g (x).

Demonstragdo — Escrevamos a identidade

71 (X) ndo € divisivel por X! + px + 4, a fracgdo racional regular

()

Flx) _ F (1) i
fle) (24 pz4+q) "y (2)
Me4+N | Fla)—(Mz+ N) g (x)

o 4
@ tpr+qF | (@ +pr+a) g &

que tem lugar, quaisquer que sejam M e N. Determinemos M e N

de modo que o polindmio F(x) — (Mx + N) g (x) seja divisivel por

x4+ px + q. Para isso, é preciso e basta que a equagio
Flz)—(Mz4+-N) g () =0

tenha as mesmas raizes o = j8 que o polindmio x* + px + ¢g. Por

conseguinte,

F (e + (B) — [M (@ +1P) + N] gy (x + if) =0

g

Fla i) B

Sy
Mas mé um ndmero complexo, bem determinado, que
se pode pbr sob a forma K +il, em que K e L sio nimeros reais.

Assim,
Ma+ip)+ N=K+ilL;
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donde

W +N=K, Mp= L
(1)1}

f— L
TS T N e N
fi p

Se se escolherem os coeficientes M e N desta maneira, o polindmio
F(x)— (Mx + N)g (x) terd por raiz o« +iB, ¢, por conseguinie, a
raiz conjugada « — if. Assim, este polindmio € divisivel exactamente
por x — (& + if) € x — (e —if). e, por conseguinte, pelo seu ‘pfadum.
isto € por x*+ px + ¢. Designando o guociente desta divisdo por
&, (x), obtemos:

F ) — (Mz + N) gy (z) = (2" + px + q) D, (2).

Simplificando por x* + px + ¢ a ultima fraccio da igua_ul:l_ad'l.: (4).
deduzimos a igualdade (3), e é claro que &, (x) € um polinémio de
grau inferior ao do denominador, ¢ gq. d.

Flx :
Aplicando os teoremas 1 e 2 & fracgdo regular ﬁ% , determinam-se

todus 1w elementos simples correspondentes  as Iréizcs d-.? denomi-
nador {(x) Podemos, entdo, enunciar a proposigdo seguinte.

Se !
fiy=(r—a @z —b. . @ +pr+q...
P £ At B I 8
racea 'r—-lﬂ e ser decomposta da maneira seguinfe:
a [raccao e pod
."‘l'liz 4 =L Ay e et Aay o
f1)  (g—a)®  (x—a) x-a
H H, Bp_,
L VO TV S .= (58
T (e — )" > (c—py > i r—b
""" Me+N . Maz+4N, o (5)
(2 +pr+q)°  (F4prtg '
aii'fp-r'ﬂ—i—avp—l PI-'-Q -
2 +pzrtq (2 + 2+ 8)"
4 'HII+01___._+_I_+P\--1I+Q\'1I

(2 + lx 48" e+

|
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Podem-se determinar os coeficientes 4, A4,, ..., B, B,, ..., tendo
em conta as consideraghes scguintes. A igualdade (5) é uma idenridade,
por conseguinte, se reduzirmos estas fracgoes ao mesmo denominador,
teremos nos denominadores 4 direita ¢ a esguerda polinémios idén-
ticamente iguais. Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x,
oblemos um sistema de equagdes para determinar os coeficientes des-
conhecidos A, A,, ..., B, B, ...

Podemos, igualmente, delerminar esies coeficientes tendo em
conia a nola seguinte: os polindmios gue se oblém a direita ¢ &
esquerda da igualdade apds redugio das fracedes ao mesmo deno-
minador devem ser idénticamente iguais, por conseguinte, os valores
destes polinomios sio iguais qualquer que seja o valor de x. Dando
a x certos valores concretos, oblemos as equagdes necessdrias para
determinar os ceeficientes. >

Assim, demonstramos que toda a fracgdo racional regular pode
ser posta sob a forma duma soma de eclementos simples.

Exemplo —Scja. decompor 8 fracsdo +‘!'}‘tf_" em clementos simples
Em virtude da [drmula (5}, temos:
42 all A I8 I f Ay B
@R (E—2) G+ @EriE Tarf Te—3
Reduzamos a0 mesmo denominador comum as fraceBes e jgualemos os

numeradores. Obtemos:
2= A (=2 Ay (24 ) (=2 A (e H )2 (=2 B (213, ()

ol 2
I‘J—!—E— ﬂ.—iz 'r'.ﬁ} .r’-;-{.-li-l-HHj I=+{u‘l—4‘lg —3-'12 'l EB:'I+
(=24 =24y =241 H).

lgualando os coeficientes de x?, 17, x!, &% oblemos um sistema de
equaghes para determinar os coeficientes:
0=A+ B,
1=, 3R,
= A—..-’lI—ﬂ.-lg L3R,
d=—2A—24,—24:| B.
A resolugio deste sistema ud:
1 - -
=1 ,]1_——T, o du= S E i I T
Poder-se-ia. igualmente, determinar certos cocficientes a partir das equa-
ghes que se obiém da igualdade (6) que € uma identidade em x, dande &
varidvel x certos valores particulares.
Assim, fazendo r= — |, obtemos 3= — 34 ou 4 = — 1; fazendo x=72,

]
obtemos A= 2TH; B = % Se juntarmos a estas duas equagBes duas outras

obtidas jgualande os coeficientes das mesmas poténcias de r (eremos gquatro
equagdes a quatra incdgnitas para delerminar os coeficientes. Temos, finalmente,
d decomposigio:
222 - 1 : i 2 2
(13 (s—=2) @+ 0¥ TIE+nE 8=+ | 9E=z—2) "
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§ 9. Integracio das fraccbes racionais
Seja calcular o integral da fracgio racional %. isto é, o integral
x

S Q@
f@)
Se a fracgdo dada € irregular, pomo-la sob a forma duma soma

dum polinémio M (x) e duma fracgdo racional regular f:’; ; (ver § 7).
/ -

Pomos, em seguida, a fracgdo % sob a forma duma soma de
elementos simples (ver (5), § 8). Assim, a integragio duma Ernuqiu
racional arbitriria reduz-se a integragdio dum polindmio e de vanos
elementos simples. |

Vimos, no § 8, que estes clementos simples eram definidos pelas
raizes do denommador f(x) Os diferentes casos sio possiveis:

1.* caso — As raizes do denominador sdo reais e diferentes, isto &,
fo=(x—a)(z—¥8)...(x—d).

Neste caso, a fracgio ¥2) decompde-se em elementos simples

; @
do primeiro tipo:
Fl) A
flx) _.r—a+x Hre + d
e, entdo,
F(z) _5‘ A [ B I B o
S_f{n:j i z—ndz+ :—~ﬁd2+“‘+ x—dd;

=ALog|z—a|+4+ BLog|lz—b|4...
.« +DLog|lz—d|+C.

2. caso — As raizes do denominador :ﬁa todas reais, mas algumas
sdp multiplas:

n:1=<x-ar‘tx—a}“...(-r—mﬂ

Neste caso a fracgdo ?_'{(‘1}} pode ser decomposta em elementos
I
simples dos tipos 1 e 1L
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Exemplo — 1. 1Ver el.:mplu oe 4 8 Cap. X
j 32 dr— j‘ 1 s a dr
t:+115tz 2 {x !F‘ TI DT § ) zIT T
= dr i 2
+ jx-" 2 fz+ﬂ= ATy T leglsri)+

ﬁ+ghﬂlz+1‘4f:

3 caso — Q@ denominador tem raizes comple
it plexas simples (isto &,

(@)= (a4 pr+ q) (24 lx+35). . . (x—a)5. . (z—d)b.

Neste caso, a fracgiio %" decompde-se em elementos simples
dos tipos 1, TI, IIL
Exemplo — 2 Seja calcular o integral
zdz
(x3+1) (z—1) °

Decomponhamos & l’nwlnquﬁ;uumh sinal de integragio
elementos simples (ver {.1] § 8 Cap X. 2 ’ “

-I-i Log|z—2|+C=

x _AsLB .
(L Dz—1) 41 =1

Por conseguinte,
#=(Az+B) (r—1) +C (+24-1)
|

Fazendo x = 1, obtemos: 1=2C, C=—;

Fazendo x =0, oblemos: U=—R:}-05 & =% :

lgualando os coeficientes de %, temos O0=A + C, donde 4 = s :

Assim, .
w1l et 5=

L ade -LJ’ L[ _de
B zjx‘ui'rz :t+1+TjTlT_

=—i LDIII’-'~1|+.lnr¢ g .r—ll Log|z--1|+C.

4. caso — O denominador comporta igualmente raizes complexas

multiplas:
flO=(+pr+az*+lz+s .. . (a—a)*...(x—d’
Neste caso, os elementos simples do tipo IV entram também

na decomposicio da fracgio F_{‘TJ.
f(x)
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Exemplo — 3. Seju calcular o integral

g e | .4;2.‘_.1_|.r=_'.|1:+ﬂ
jord - 2r-f 3'1{:4_”

Resolugio — Decomponhamos & fracgio em elementos simples:

A i B A Ll 12r4-4 Ar—8 cr—0 E
T o) 1y o .4-2z+3}="' {:*-,—E:-;i]_l'l_ a1 !

donde
PRI WRLETHR S FRERR o Mt S5 o R
S (A B A D) (2 20 ) (e ) E (e R 20 3R
Combinanda os dois mélodos dados para a determinagio dos coeficientes,
obtemos:

41, B--—1L =0, -0, E=1

Tem-se assim:
T O I e e i S r -1 . j dr o
S @ 2Ze p bl T ) 2eap =+
742 2 1 o
— T L Er ) ——g - arr te 5 i Log|s— 1|+

Calculimos, no exemplo 2, & 7. Cap. X, 0 primeira integral do -egundo
membra. O ssgundo integral pode ser” caleulado imedia amente.

Resulta do estudo efectuado que o integral duma funcao racional

gualquer pode ser expressa por fungdes clementares em nuMEro finitoe

1y por logaritmos, se oy elementos simples sdo do tipo I

2y por fungdes racivnais, se vs elementos simples sdo do tipo 1L

3 por logaritmos ¢ arcos langenles se oS clementos  simples
sa do tipo 11

3 por fungiies racionais ¢ arcos langentes se o3 elementos sim-
ples sao do tipo IV.

§ 10. Método de Ostrogradsky

Pode-se empregar um oulro método  para calcular o integral
duma fungdo racional quando o denominador tem  raizes muiltiplas.
Este método é muito mais simples: cle permite isolar a parte racianal
Jo integral sem decompior a fracgdo em elementos simples ¢. em seguida,
integrar uma fracgio racional cujn denuminador sO tem raizes simples.
A integragio de uma tal fracgio nde apresenia nenhuma dificuldade,
visto yue ela pode ser decompusta em clementos simples dos tipos 1
e 11 Este método é devido ao célebre matemdlico russo M. Ostro-
gradsky (1801-18611 e € basealo nas consideraches seguintes.
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Seja integrar uma fracgio racional regular AlED, ¢m que
fix)”

Iay=( —a)* @ =", (e*+pr + " (Ll 9
Neste caso, em virtude da formula (5), § B, a operagio reduz-se

simplesmente 4 integragio de elementos simples d i
siderados (ver § 7). Mais; : B

1 O integral duma fracgho do lipo i wina fracgio

. fE— %
do tipo - I !
(—ay—1 °
2) O integral.da fracgio Fpr g MetN _ g uma soma de fracges
e
do tino Moz N* _
R mr T e S AT ] e dvintegal do fipo

N
-
r+pr+q
Deixemos de lado, por momentos, a integragio d =
tipos 1 e 111 gragio das fracgdes de

&dic_iunemos s frac¢des racionais que se obtém apos integracdo
das fracches dos tipos Il e IV: deduzimos uma fracgio racional
S
regular do tipo ﬁ em gue o polinomio (ix) € igual a

Q (x)
O{I] = (r — ﬁ}:"_l"l-_ E.IJ“ 1 N
R 2 SR VT L SO - B [

Y x) é um polindbmio cujo grau é inferior em uma unidade a0
grau do polinomio @.

Adicionando os integrais de todas as fracgdes dos tipos T e I
. : ¥ . : Pl ;
h.cn::preendldus os integrais do tipo S;——m dx, obtidos por inte-
gragio de elementos simples do tipo 1V}, deduzimos o integral duma

fracgio regular do lipo XF%I; em que P(x) é um polinémio,
i

Pley=(r—a)(e—b)...(F+pr+q) . (F+irtg).
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Assim, determina-se yue

Fx) Y (x) K Xin
— = = e 1
S flx) 2(x) i P (x) ’ @

X (x] ¢ um polinomio cujo grau é inferior em uma unidade, &
{ju pulin{'nrniu P!.ﬂ.

Determinemos agora os polindmios X (x) e ¥ (x). Para tal deri-
vemos em relagio 4 x os dois membros da igualdade (1)

F@r) _QY'—QY X
o) @ P

irll
F(a) = Ug}_ _ 1=y |, f@oXx 2

¢ P
Muostremos que a expressdo gue figura 4 Jireita & um polindmio.

Lembremos yue f(x) = PQ; por conseguinte, podemos por a igual-
dade (2) sob a forma

. ST 7 i ]
J“ I_'.i'] — 1“1 —= _Q-’_ + Q_'!:_ {2’}
Q
” . PG:}F X
Resta-nos, enlio. provar que i expressio — —(}—- ¢ um poli-

nomio ou que PO’ é divisivel por Q. Nolemos para i5s0 que
:)T = [Lus @] =iz — ) Logis —u) 4+ (f — N Log(z — h) ...
cer (=N Log (£ +pr+g)+ ...
.+ (v — 1) Log (£ + M—[—.'.‘]I]'=ET—1—+ ﬁ—_-l-l—

r— xr—ph

(p — 1) {Ze+p) (v — 1) (22 + 1)

P4prtqg I
O polindmio P serdi o denominador comum das fracgdes que

figuram no segundo membro. O numerador serd um polindmio de grau
inferior ao de P. Designemo-lo por T. Assim,

&
o r
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Por conseguinte, a expressio
o r
P=—Y=pP _y—_17YV
0 g
¢ um polindémio, A jgualdade (2") torna-se, entdo,
Fiz)=PY' —TY 4 OX. (3)

lgualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, obtemos

um sistema de equagoes de onde determinamos o coeficientes des-
conhecidos dos polindmios X e Y.

Lxemple — Seju  calcular

I _t.rTl_l_;T dr,

Resolugdo — Neste caso

flz)=(z—1)2 (¥ 1)a,

P =(z—1) (FBrf =231,

Gir)j= =31,
A igusldade (1) transforma-se, cnliio, em;

J' dr = A= Br € ¢ Ef i FriG

e | R | +j - o, (4

Derivemos o3 dols membros desta igualdade; temos;

L (33—1) (242 - B) —(As2 - B2 1 C) 32% | Ex?L Frig
(=*—1)% g3 —1)2 e p—

donde
I={a?—1) (24x4 B)— (A2 Bet- ) 3c2 4 (g4 — 1) (Ex?+ Fz ),

lgualemos os coeficientes das mesmas i
_ { poténcias de g,
sislema de seis equagdes para determinar o coeficientes A, ; f?‘“}m(’; uf?

0=E, 0=3C—F,
O=—dA+F, 0=-—28—F,
U=—2B+0, i=—n_3g,

A resoluclo deste sistema  dd-pos:
¢ B0, A=, 0. B __:15‘* Fs, _,_% )

Substituamos os valores achados dos coeficientes na igualdade (4). Temos:
1 2
P =g I
Vot age
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O Jdepomingdor deste Glumo integral SO lem rafzes simples, par can-
seguipte, 1 integragdo ndo apresenta pnenhuma  dificuldade ¢ temos, flnalmente:

2 B
e —
dr = = g _H_ 9 ‘Id =—
S l:ﬂ_ﬂﬂ' dzt—1) ° !.[’:‘_1 * S
T Lo SRPW
T B —1)
9 g HI e |
g ¥ 5 arcig -'I-"{H

1
Log |x—1 |4 Log (z* 4=+ 1)+

- =t

L.

§ 11. Integracio das funcdes irracionais

Nio é sempre possivel exprimir o integral duma fungdo irracional
qualquer com o auxilio de funghes clementares. Vamos cs}tud:fr. neste
paragrafo e nos pardgrafos segunles. s fklﬂ';ll-t-‘i‘_lrrgcmnam cujos
integrais podem ser reduzidos por l:nudam,'u de varidveis apropriadas
as fungdes raciomais que sabemos inlégrar,

wmn r

1. Cunsideremos o inlcgralj R ( R A 1 ] dr.em que R

¢ uma fungdu racional Jus seus integrais(*).
’ omae MM B
Seja & o denominador comum das fracgdes 0, ..,
n 5

Efectuemos a  substituigdo
L=t  de=kt"""dtL
Cada poténcia fraccivndria de x pude, enldio, ser expressa por

uma poténcia inreira de 1, ¢ por conseguinte, a fungio a integrar
transforma-se numa fungdo racional de o

Exemplo — 1. 5¢ja caleular o integral
1
x* ds
=
2
— . . .
{*) O simbolo A (z, 2™, ..., x") indica que se efectia, dnicamente,
operagbes racionais sobre as gquanlidades de oz TR oot
™m

2L b ym e

Os simbolos H‘(:,{——::‘Ld) ”.-). H[r.Vn.r- bir Fls

Risen x, cosxl, etc. que empregaremos adiante, devem ser interpretados da

mesma maneira, Por exemplo, Riseny cosz) indica que se efectua operaghes
racionais sobre senx e cosi
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Resolugiio — O de i i s
u.;;i nominador comum das fracgBes o ¢ T € 4. Fagamos,
por conseguinte, x = 4, dr = 410 - entlo,

1
= dr n 8
- 3 gt — s
I !' 45 r’+1 i d“—‘ij]‘m—dl'—"i j (12'-!—:—! di=
x*'+-! +1
R e (] o ) [
j.! dt -ij T rif-_-iw:i——-—:i-Lnglx-*-l | 4e=
5 = 3
= et —Log |2 1) | +c, |
Il. Consideremos agora os integrais do lipo

2 MH)T (u+r; +
I [:r, (c.z-l,—d — ovipd dir,

Efectuando a mudanca de varidvel

az-f- ] fk
cxr +d !
reduz-se este integral ao duma fracgio racional em que & designa o
denominador comum das fracgies g, — L
8

Exemplo—-2. Seja caleular o integral
S __i“:r""i dz.

Resolugdo -— Fagamos x + 4 = M, x=1P0—4, dy=2rdr: entlo

[V fatigues | vt s s f

*—aq
+—2 . - :
=2t+2Log| <=5 '+c,_—2 V:+-zq.2u.ng'—-——1V;:-—__' :_j + 0.

§ 12. Integrais do tipo S R(x, \Vax* ¥ bx + o) dx
Consideremos o integral
§ Rz, Vaz® + bz + o) dz. ()

Este integral pode ser reduzido ao d Z0 racional pelas
substituigbes de varifveis de Euler e U m‘:m e
28 g



402 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

1. Primeira substituicio de Euler. Se a >0, faz-se:

Vai + bz +e=+Vaz+1t.

Tomemos, para fixar ideias, o sinal mais antes de \/a. Entdo,

L bzte=at +2Vazrt + £,
donde x ¢ definido como uma fungio racional de rn:

=

¢
b—2Vat

jdx é também uma fungio racional de r), por conseguinte,

= £
Vﬂ.‘:z—1— hx+c=ﬂz+t=ﬂj;—+t.

isto & que }az® + b + c & reduzida a uma fungio racional de 1
Vista que V' az® + bx + ¢, x ¢ dx se exprimem por fungdes

racionais de r, o integral (1) é pois, reduzido ao duma funcdo
racional de r.

Exemplo— 1. Seja caleular o integral

!' dr
a4 3
Resolupdo — Visto que aqui a = 1 > 0, fazemos |/ + C= —x 1 ; entdo,
L (=22 —2rt-L 1,
donde

[+ B o
Lon TN
Por conscguinle,
3l
134-C .

2t
T e - Mmoo
Vﬂ‘rc: —I+'=—T -|" ! _'-—'3—'— .

dre=

Vialiande ao integral inicial, temos:

1407
—— dt
e B L e A S B
S_V___ g o aand iy e jom LR !
i
g 2t

iver a formula 14 do quadro de integrais).
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2. Segunda substituicao de Euler. Se ¢ = 0, fazemos:

Vaz* + bz + c=.rfiV:::
entio, _
ar’ 4 bz + e =221 + 2riVe + ¢

(tomamos, para fixar ideias, o sinal mais antes da raiz), donde xz
¢ definido cocmo uma funcio racional de

Visto que dx e Vaa®fbr + e¢se exprimem igualmente por
fungdes racionais de ¢, entio substituindo os valores de x,) as® + fir - ¢
e de ¢x em fungdo de f no mtf:gr;‘sj R {r.l'/n.r* + bz -+ ¢) dz reduz-se
este dltimo ao integral duma fun¢do racional de r

Exemplo — 2. Seja caleular o integral

5 (1—VigzFam)?,
22 Y11t

Resoliigdo — Fagamos /1 +z24st=2z-{1; entlo,

i 2i—1 24 12
1+1+ 1= !l'.’—rz-'l.'f 1‘,  —— } e — *
=1 -+ F I — =5t dl ;
|
1.-'[_ +B=xt|-t= '
SrRsHnd {—ez '

— — ]
\— Vi ra -__._.1“1 ;:‘

Substituindo as expressBzs assim obtidas no integral que desejamos caleular
oblemos:

En-'ym}* (=2l — (=) (22— 20 2)
EVitera ) (—PRRI—IR =) (=

i 1414

_+2§'1jdf+r_—3f-}-l_ﬂg =i

B 1674 o IO P V) oy B
x e V1t z+20+1
- -2n’q+':_.+"L'ﬂ+1az|2z+21f1‘+r+z=+1]+c.'.

3. Terceira substituigdo de Euler. Sejam « e B as raizes reais
do trindmio ax®* 4+ bx + c. Facamos:

Va2 + bz +c=(z—a) L.

=

]
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Comoax' 4+ bz + ¢ = a(z —a) (r — [} resulta:

Valz—a)(z—p) =(r—a)t,
a(x —a)(z —p)=(z—a)F,
a(x—p)=(z—a)t’;

& exprime-se, entdo, por uma fungio racional de

£ =

Dﬂdl.“} que dx ¢ V axr® 4 br 4 csio igualmente funcdes racionais
de 1, o inlegral considerado, reduz-se. por conseguéncia. ao duma
fungiio racwinal de ¢

. Nota— 1. A mudanga de variiveis indicada na terceira substi-
tuigho pode ser aplicada nio somente quando « < (. mas também
quanda a > 0, se somente o trindmio ax' + bx + ¢ tiver raizes reais.

Exemplo— 3. Szja calcular o integral
j dx
Vafiz—4
Resolugdo — Como 2+ 3r—d=(z L 4) (z—1{) [agamos

Vizt+diz—1)=iz4-4)1;

(44 (z—1)=(z 4202, z—1i=(z}4)1",

1422 __ ln
=ﬁ' dz—md!.

-ﬁ.
Vierne—n=[ g 4] =2

Voltemos ao integral mﬂdﬂldn, temaos:

entio,

Y de [ Aor(1—rm _I
jl—vm-;:grj = Rl
£ Vf:a—l V
T x+-ﬁ ’ |'H':—|— - r—i‘
=L 4+ 0=L c
b 1—]/[:*—1 il I 7 7=
4

Nota—2. Notemos que as substituicdes de varidveis de Euler
indicadas nos caso. 1 e 3 bastam para que o integral (1) se¢ja reduzido
av duma  funcio racional. Com  efeito, consideremos o  trindmio
wx* + bx + ¢ Se b —4dac >0 as raizes do trindomio sio reais, ¢
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estamos, pois, em presenga do caso 3. Se b —4dac < 0, temos,
nesie CAs0

ax2+ax+.=-_—;_aum+ b + (hac — 8]

e, por :unscgumte o sinal do trindmio coincide com o de a, Para

que V ax® + br -+ c seja real, &€ preciso que o trindmio seja positivo
¢, partindo dai, que a > 0. Estamos, entio, em presenga do pri-
meiro casa.

§ 13. Integracio dos bindmios diferenciais
Chama-se bindmio diferencial a expn-:ﬁsin
7" (a + bx")" dx
em gue m, n, p, a. b sio constantes,
Teorema — @ infegral do bindmic diferencial
§ 2™ (a + ba")P dx

pode ser reduzido, se m, n, p forem niimeros racionais, ao integral duma
funcio racional, e, por conseguinte, pode ser expresso com o auxilio
de funcoes elementares, nos trés casos Seguintes:

1 p e‘ wm mumero inteiro (positivo, negativo ou nulo);

Hz 343

é um nimero inteiro (positivo, negativo ou nulo).

3) m._—| : + p € um numero inteiro (positivo, negativo ou nulo).

Demonsiragao — Fagamos a mudanga de varidvel

m+l 1

Sr’“{aﬁ—b;c”}”ir:;—SzT" (a+ b)) dz=

=:;—5z"{a-i— bz)"® dz, (1
em que
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1. p & um nimero inteiro, sendo g um nimero racional;

designemo-lo por L. O integral (1), é entdo, da forma
5

(R {z%, z) ds.

Indicamos no § 11, Cap. X. que um integral deste género
pode ser reduzido ao integral duma fungio racional pela mudanga
de varidvel z =,

m-+1

2. m+1 ¢ ym nimero inteiro. Entdo. q=--n——l é também
n

; - A .
um namero inteiro, p é um numero racional, pois. p = B O integral (1)
estd pois, reduzido a um integral da forma

L
§ B[, (a+ bs)"]dz.

Estuddmos os integrais deste género no § [1, Cap. X. Pode-se
reduzi-lo @o integral duma fungio racional, fazendo a 4+ bz =

- M
3 mTi + p é um nimero inteiro. Mas, entdo, .9 l4+p=
=g+ p & também um ndmero inteiro. Transformemos o integral (1):

5 (a4 b)) dz= j P (Eﬂ)p dz,

em que g + g & um ndmero inteiro, po= iE € um nimero racional.

O integral obtido & pois, da forma

A
R [z, (n——~+ ba)ll
f L P
Este integral foi considerade no § 11, Cap. X. Ele pode ser

reduzido ao integral duma fungio raciopal pela mudanga de varidvel

ﬂ—bi = ![.

-
-

Consideremos exemplos destes (rés casos de integragdo,
Exemplo— 1. .

2
dz _ = N
Sm—j: ft'l_:d} ld—:.
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2
Agui p= — 1 (nimera inteira). Fagamos 9
enldo, uma :npn:ssia linear de =z

2 1

S: {1+;-*",n-u.: j—iu-mr 5&::%55

Fuagamis agora =2_;_ Entfio, s—11, dr—=2td), e

=3z. O paréntesis torpa-ss,

=

(1 4+ 2}V dz,

I~-i

LS 2 |
5 r Y42 e %g : :{1-|—:}—1d:=% I -1 (4 4 3)-1 0 df —
p (] = 3
3 X m—r-ﬁ-arc tgt-C=3arctg Y4+ C=Sarctg ) z|-C,
Exemplo—2. w8 _.1_'
—_—dr=\ £l —x% °dr.
I Vi—zt S ¢ 4 G
1 1
Aqui m= 3; n=3 p=-— o i m_—i—_ =2 ({(ndmero inteiro). Fagamos

xt =z entdo, ;=,5. ‘h:.% ,_Eg; ]
" 8 i i 1
I =k % -3
S V'l_a—‘:_‘d:_'j (=3 E dv——S (1—s) “da
Fagamos (1 — :}1"’ = t; o segundo paréntesis torna-se, entfio, uma funglo

racional. Temos, com efeito, 1 — s = ¢¥; s = £ — {: dz = 2t 44, Por con-
seguinte,

I x3
v G ARG 2"'*?5“‘—111lzsdt—[{ﬂ-—im--
T 5 =3 +0=11 T (—2—2)+C=

3

VASF e,

|
d: P
Exﬂnpl'a-—!,!. =§ o | 3
AVarap )T e T
Aqui m= =12, n=12, p=— -2_ & m;}-!l +p==2 (mimero inleiro).
Transformemos a expressio entre paréntesis, numa fungio linear:
1
=z :_-:2', dzr.i_z 25__
L e il
(142t | 114 2,_1; g
a )
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O primeire factor ¢ uma fungio racional. Para que o segundo factor
o fique igualmenie, fagamos:

(L)

entho,
| 1 2t dt
— % - = . =
e e =
Por conseguinte,
=4 i
Sr‘tl-i-r‘ll de;%jz—z(“l") 2 dy—

=%S{;s_unrﬂ{;ff;.—_j = :i:=-:--%-1-c=

__( 1:3 ]:;_( 1:—: ]%+G=_(1-L-=z=)

Vi+= £ i

T ViR

Nota — P. Tchébychev demonstrou que o integral dos bindmios
diferenciais de expoentes racionais nio podem ser expressos por fungdes
clementares a ndo ser nos lrés casos citados anteriormente (com a
condigio, bem entendilo, de a=£0 e b==0). Se nenhum dos nome-

m-+1 m+1

ros . p for inteiro, este integral ndo pode ser expresso

n n
por fungdes elementares.

§ 14. Integracio de certas classes de funcies trigonométricas

Apenas estudamos alé aqui os integrais das fungbes algébricas
{racionais ou irrucionais).

Neste pardgrafo consideraremos a integracio de certas classes
de fungdes nido algébricas, e, em primeiro lugar, a das fungdes tri-
gonométricas. Seja um integral da forma

{ R(senz, cosz)dz. (1)

Mostremos gue este intégral pode ser sempre reduzido a um
integral duma fung¢do racional pela mudanga de varidvel

| g 5=t (2)
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Exprimamos senx e cosx em fungio de g % ¢ partindo dal em
funcdo de t: =

2sen ;—nns% 2:&:!%1:%%
EEN xr = 1 — =
X i
m’§+cus'f
Etg';' ot
¥ g
PN
a " g
EDSEE—M-Z-— cnszir—-iﬂli
e e 1 - z x -
& S8
ws'2+sen 5
: ‘fi 1—f
1+ B
Além disso,
z=2arc 1gt, = iszz -

Podemos, entdo, exprimir senx, cos x € dx por funghes racionais
de t. Uma fungio composta de fungbes racionais sendo uma fungio
racional, substituindo as expressbes assim obtidas no integral (1),
reduzimo-la a um integral duma fungiio racional:

2t i1—e2| 2di
SR{hnn:r, CDSI}&I:EH[i+t’ ) i-l—t’]i—H"'
Exemplo — 1. Consideremos o integral

B
sens
Em virtude das fdrmolas precedentes, podemos escrever:
2dr
y dx 1400 fd -t il
[\ —gT—LuEIII+C=L0E1lE :| e

{42
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A mudanga de varidvel considerada resolve o problema da inte-
gragho de toda a expressio da forma R (cosx, senx). Eis porque é,
por vezes, chamada wmudanga de varidvel universal para a integragdo
das expressoes trigonométricass. Na realidade esta mudanga de
varidivel conduz frequentemente a fungbes racionais muito complicadas.
Por esta razio, é, por vezes, preferivel ndo utilizar a mudanga de
varifivel, mas recorrer a outros métodos que conduzam mais rapida-
mente ao fim.

1}y Se o integral é da forma { R (sen x)cos xdx, a mudanga
de variavel sen x = 1, cos xdx = dt conduz-nos a um integral da forma
[ R (t)dr.

2) Se o integral é da forma | R (cosx)senxdx, ele pode ser
reduzido a um integral duma fungio racional pela mudanga de varidvel
cosx =1, senxdx= —dt,

3) Se a fungio a integrar apenas depende de 1gx, efectuando

a mudanca de varidvel tgx=1 x=arcigs, dxr= 'j‘{%‘? , reduzimos
o seu integral ao integral de uma fungdo racional:
dt
Ritgx)dz= S Rit ’
| ree 0

4) Se a fungiio a integrar é da forma R (senx, cosx) em que
senx e cosx apenas figuram nas poténcias pares, empregaremos a
mudanga de varidvel:

tgr=1, (2)
pois sen®x e cos'x podem ser expressos por expressdes racionais
de 1gx:

cos® & = b st
1+t 1448

2
ot tgs B ‘

1+1gz 147

s

1+t

Depois de ler efectuado esta mudanga de varidvel, obtemos o
integral duma fungdo racional.
Exemplo —2. Caleular o integral

sen?
2Liposzx
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Resolugio — Este integral reduz-se ficilmente a um integral da forma
A {cos z)sen x dx.
Com efeito,
S sen® - Hﬂ*.rsiu::i.:_g {—cos? z
2oz 24cosx ) 2tcosz
Efectuemos a mudanga de wvaridvel cosx =z Enmfo, senxdr= — dr;

jﬂ-r—dams ;_lf{—d:‘,|=5 -f_—l_;-dx—_g (:—'.!-{- 3 \ de =

d4co3x 1--2

sen rdx,

z2 v
—T—2:+3 Log ::+E}-.—C=mz L Zeosx--3Log jeos -2} C.
dr
Exemplo —-13. Calcular f e

Efectuemos a mudangs de vanavel igr=1n

de di - ghiil
52— m:*x_s [E"Tﬂf—?') 19) 5 2+

1 t 1 tg r

—_ — —_— = —— —_—
vty (ya)

5) Consideremos, agora, um integral do tipo [ R (sen x, cos x)dx,

em que R (sen x, cos x) = sen™ x cos™ x dx (em que m e n sdo nimeros
inteiros). E preciso, aqui, considerar trés casos.

a) | sen™x cos®x dx, em que pelo menos um dos nimeros
m e n ¢ kmpar, Suponhamos, para fixar ideias, que n ¢ impar.
Facamos n=2p + 1 e transformemos o integral:

{sen ™ zeos ™ rdr = {sen™ zcos™ reoszdr=
= [ sen™x (1 — sen® 2)" cosx dr.
Efecluemos a mudanga de varidvel
senr=1_{, cos o dr=4dt.
Substituindo estas expressdes no integral considerado, obtemos:
§sen™zcos" zdr= [ 1™ (1 — " dr.
E o integral duma fungdo racional de r.

Exemplo — 4,
Scos’x‘h_ cos?reosrdr [ (1—sen?s) cosrds
sent r sens T sen* = :
Fazendo senx =1 cosxdr=dr, temos:
cosdr . (1—¢2) di dt di 1 1
e e i b T e

Lt ol L 4
Teealz Twnz O
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b) § sen™s cos"s dr.em que m e n sio numeros pares nio

negativos.
Fagamos m = 2p, n = 2q. Escrevamos as formulas trigonomé-
tricas bem conhecidas:

1 1 1 1
SeNT = — — — 08 s'r— — 4 —cos: .
¥=—5— —5c08 2r, cos' = +- 5 cos 2z, (3)
Substituindo estas expressdes no integral considerado, obtém-se:

sapt ¥ 2q 1 1 ! " .
n** reos rdr = -z——inush 5

¥ (i + 1—-::4:-9 2.-:)” dx
2 i :

Efectuando as operagdes indicadas, oblém-se um desenvolvimento
segundo as poténcias pares e impares de cos2x. Os termos que
contém poténcias impares podem ser integrados como indicAmos no
caso a). No que respeita aos termos que contém poténcias pares,
aplicamos, sucessivamente, a [ormula (3), a fim de baixar o grau
destas poténcias. Procedendn desta maneira, chega-se, finalmente, a

termos da forma | coskxdr que se integra facilmente.
Exemplo — 5.

I sent  de— i (1—cos22)2 de— ¢ j (1—2 cos 224 cos? 21) dx—

=--;- [.t-—lenzz—;--;- j {I+mah}ﬂx]=—;‘!— [%:—un 2;T21h]+6.

¢) 5e os dois expoentes sdo pares e se um deles pelo menos

¢ negativo, o mélodo indicado no caso b) ndo tem efeito. £ preciso,

entdo, neste caso, fazer tgx =1t (vu colgx =1)

Exemplo — 6.
sen® rdr [ sen? r(sen? z-fcos? x)? -
cosfz Cosb = *—I'-E’:{l-f-ia’zlﬂd:.
Fagamos Igxr—t; ento, r=arcigi, de—= lfﬂ . & lemos:
sent r dt I A
(oo [ marmpdo aarmu=

4 s tglz | tgha

6) Consideremos, por fim, os integrais seguintes:
[ cosmzcosnzdr, §sen mreosnrdr, [ sén mrsennzdz.
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Pode-se calculd-los utilizando as férmulas (*) seguintes (m = n):

COS ML COS T — %—[ﬂu&(m +n)x 4 cos(m —n) x),
sen ma coSnT = ;—[un{m+n}z+ sen (m — n) z,
SEN M Sen hr = é—[—cu&{m—f—n}r-{—mﬂ{m —n)x).

Subtitvindo e integrando, oblém-se:

‘[f:usmrcusn.rdz=

I[cns{m +n)xr+cos(m —n)z|dr=

!

I

__ sen{m~n)x Sen (m —n)x
" 2(m+4n) L 2(m — n) +Ce

Os dois outros integrais calculam-se duma maneira andloga.
Exemple — 7.

‘ Hﬂﬁxstn?i:dz-_—,i- [—ecos 8r - cos 2] dr:-T+..T+c_

W

§ 15. Integracio de certas funces irracionais com o
auxilio de transformacdes trigonométricas

Voltemos ao integral considerado no § 12, Cap. X
§ R (v, Vax®+ bz + ¢)daz, (1)

Vamos mostrar como este integral pode ser reduzido a um
integral da forma

1 S sen 8 | sen 2r

{ & (senz, cos z) dz (2)

estudade na pardgrafo anterior,

(*) Pode-se estabelecer. ficilmente, estas formulas como  se segue:
€O5 (m + n) X = Co% nx cot AT — SEn mix sen nx, cos (m — 1) X = cos mx cos nx +
+ sen s sen nx. Adicionando membro a membro e dividinde por dois, obtém-se
a primeira das trés fdrmulas. Do mesmo modo, diminuindo membro 3 membro
depois dividinde por dois, obtém-se n ferceira férmula. A scgunda férmuls
pode ser estabelecida da mesma maneira escrevenda os desenvolvimentos de
0 (m + nl+ e de sen(m — a)x depois somando as expressbes correspondentes
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Transformemos o trinomio que figura sob o sinal de raiz:
b \* bt
az®-+bx | c=a(z+-ﬁ) -[—(c-—EE).
Fagamos

b
A —= fft.
£+5==t, dx

Varttbr+c= ]/af’—i—(c—ﬂ—).
] ] 4ﬂ.

Estudemos, separadamente, os diversos casos mﬂi?:{s,

: b® bt
1. Seja a>==0, ™ =~ (). Fagamos g =m?®, c—H_.nﬂ. Te-

Entéo,

remos, enldo, nesie CASO:

Vazt bz -e=) mi® +n

2. Sejag =10, ¢— zaczi}. Entio,
2

e, A L SN -

g=mt ¢ p n

Por conseguinte,
Vart Fbe+c=V mi*—nt.

3. Sejag -0, ¢ — %}{.‘r. Entio,
T
c.—-——=ﬂz.

da

2
Q=== 1",

Por conseguinte
Var® + bx Fe=Vn'— m'*
4 Sejaa<0, ¢ — :E < (}. Neste caso, V ax® + bx ++ ¢ & uma

uantidade complexa, qualquer que seja x.
E O integral (1) pode, entio, ser reduzido a um integral de um

dos tipos seguintes:

I §R(, Vm*t'+nt)de (3.1)
1. §R(t Vm't—nddt (3.2)

. § R (t Ve*— m't)dt. (3.3)
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E evidente gue o integral (3.1) se reduz & um integral da
furma (2), se se efectun a mudanga de varidvel,

n
I—Etgl.

O integral (3.2) reduz-se a um integral da forma'(2), se se fizer
"

t= — spgz.
mn

O integral (3.2) reduz-se a um integral da forma (2), se se fizer

Pt sent.
m

Exemplo — Caleular o integral

| o=

Resolupdo — Este integral ¢ do tipo 1. Fagamos = asenz; entho,

dr—acos s dz,
j dz = a4 oSz gz _jumsnh";_
Vial—z02 J VieP—a® sen?z)® adcosts
1 dx 1 1 sen;z
=T ) otz = or WA C=g e H0=
1 sen i : 4
T Vi—l:m‘lx+ c=:‘_ |!a|i—:l+€.

§ 16. Funcbes cujos integrals niio podem ser expressos
por funcies elementares

Indicdmos no § 1. Cap. X (sem dar demonstragio), que toda a
fungio f(x) continua num intervalo {a, A) tem neste intervale uma
primitiva, isto & yque existe uma fun¢io F(x) tal que F'(x) = f(x).
Entretanto, gualguer primitiva, mesmo gue ela exista, ndo se exprime
por combinacdes em numero finito de funcdes elementares.

Tais sio, por exemplo, as primilivas expressas pelos integrais

je—"dz. gmxdx. Ewd&:. Sl-f'l--’c’s:n‘xd.r, S_dr'_
T T Log x

bem como ainda outras.

(*) V1 —sen"z=|cosz. considerarcmos, para fixar ideias, um
caso! |cosi| =cosI il
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Em todos estes casos, a primitiva que ndo pode ser expressa por
combinagdes em nuamero finito de fungbes elementares representa,
evidentemente. uma funcio duma natureza nova.

Por exemplo. as das pnmitivas

2 [ g,

Vn

gque se anula para x = U, chama-se fungde de Gamss e designa-se
pela notagio @ (x). Assim.

4 == ]
ult-c]=‘l‘,_./__jr :ELI+(']+

i

W () = 0.

Esta fungio esia muito bem estudada. Existe quadros detalhados
que dio os valores desta fun¢do para diversos valores de x, Veremos
no § 21, Cap. XVI. como isto pode ser realizado.

Fig. 204

Fig. 205

Os grificos da funcio v = ¢ *° ¢ da fungio de Gauss y = @ (x)
estio representados nas figuras 204 e 205. Do mesmo modo. o das
primitivas
S Vi-Kgnizdz+C (k<1),

que se anula para x = 0, chama-se «integral elipticon e € designado

pela notagio F (x), .
E(@)=[VI—F sentzdz+C,

E(0) —=0.

5e

Existe, igualmente, quadros detalhados que dio o valor desta
fungio para diversos valores de x.

INTEGRAL INDEFINIDO

417

1,

12,

14.

Exercicios

I
J j:w: Rtsp.%-l-r_?.

.1-24——1 2+:|‘.r Res) 34 P i e gt
e e £ e
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e 1| Lo esnic2 gy g, Resp %mﬂq;._:.['_

A 5 PO iy, Resp. —; A 9. S pos 5adr. Resp. “nh—&:—f-i_f
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Vi Rew —ie o | fe . rep Bl
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i ( _.—r'-“ - Resp. —%Lnﬂiﬁ—2:|+{'.
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- j role (r—T) e, ReEsp -;;—Lug | sen (Sx—T)]4% L.
3 } ::i”—{n Resp. -—% Logr | cos 3y |+ €.
1 j olg II da. Resp. 3 Log | sen %- |+tT.
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W, 5 Lngq: {-1}  Resp. Lng*f;-l ¥ e
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L
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K,
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[ e e et
= fare colg s 2
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A X
a0, Y 2%y Resp. ~l'- P oI i) K p s Resp. 3% L
» e |
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S“"_Mi de. Resp {"] _( ] 2e4 0.

PR "TLoga—logh

e*dr i ; .
— i 4 A= i
Sr—__. f.,-#-'““p _i]-*ELJ'. 5 =L
5 XL Resp. g Log (24680 L.
R
dr 1 A
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|
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Lo 1 e
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E 'v'“_‘—:: , Resp dresen -E+C. 76. 5 -i_-F;_ . Resp. . T _2__'_ 5
v dr i . Mg
J Gt 4 Resp, E—uﬁ_ 114 Tl ol
i 243z
S T Y 12 Log|5— 3:1+c.
J vd: —. Resn Log |2+ V/&F9 10
e
d | ezemgdl?
5 . Resp. - Log | b= + Vi —at |+ O
Vel b
dx E‘m'_'{'gll‘““"'lrmillf_
b“"-'rﬂ-:::
L. 1 .M—.ﬂ‘ -
5 e T ol T Log | o1 +£
1l dr 1
Retp. —— Lo
j = 8§15
S V.:d.::‘ Resp. - arcsen 2 +-C
rdsr 1
S -y bt r bt o
S V:‘ #“ Resp. oro sen x4 C,
—
fud 1
j , Resp. aTC 5en V:-"-Hl
VE_ EE 3
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. Resp. arc sen (Log z)-+-C.

V i—Lug" T

POCO8T—Z 4r. Resp. —-—{un-:os:}! Vi—=+C.

J
B
at. S e Rnp—Lﬂrglfl-'-:'}—-—(arntg:F :
[
Ly

H

.

uz. 1+L L dr. Resp. _th-I-Lug:}ﬂ---(,

C——— i Rﬂp. 2 V ’|.'_-‘ oy
94, SVEVH-V?‘R:!F'&VH_W.TC'

eXdz ) cosz ds
Sw Resp. arc g e 0. 96, ;."-!,tn:;
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BH. 5 ... L.l . Resp. —2 V1 +cost 2 €,
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93,

. Resp. 3 Veenz+ L.

99, j‘i’z‘r dr. Resp T 3“:1”4. k-
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1z, Sﬁﬂ_ Iup.%arctgf-iz'-i-+£. i

1. Y 31,_“;”_4 . Resp. ’r‘:ﬁ are lghﬁ%—-i- ,

104. 5 ﬂ+‘;+1 Resp. 1:,_. Lug‘ z_:zﬁ g,

143 S ﬂ_‘fﬁi:_ﬁ .Ri:sp,—;-]mg ':-_:ST]'H"

1M, S zzi—d;:;,l . Resp, arc tg{2z—1) €.

7. 5:_]:‘—__&;?_;_—2 Resp. -l‘:"_r arctgﬁr_l‘?; + .
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dx 1 " T —— .
9, | ——.R&p og | Bz G- P12z (@21 5) |0 -
i ! g esp Vi Log| G-k Y122 I+ 147, ‘url'l.gv;.ff:. Resp, (r--1) ave tg Vi — V= +-0C.
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Capitulo XI
INTEGRAL DEFINIDO

§ 1. Posicio do problema. Somas integrais inferior e superior

Um forte meio de investigagio em matemdticas, em fisica, em
mecinica, assim como noutras disciplinas é fornecido pelo integral
definido, umas das noghes fundamentals da andlise. O cdlculp das

Areas delimitadas por curvas, arcos,

trajecto, momentos de inércia, etc., reduz-se ao cdlculo dum integral

definido.

volumes, (rabalbo, velocidade,

X
e

o
s

=2

i

iy
o

\

. ' .r;rI Id X .r, X Irh T

Fig. 206

Seja y = f (x) uma fun¢do comtinua dada sobre o segmento [z, b]
(fig. 206 e 207). Sejam m e M, respectivamente, 0 Seu menor € o
scu maior valor sobre este segmento.

em n partes pelos pontos
=1, ¥y, _tm

com

T Ty Tyl

e fagamos

¥ —Ly=A0An; Ty—T=A4x, ..

Designemos o0 menor e o mmaior
sobre o segmento [z,
sobre o segmento [y,

sobre o segmento [z,_,,

Fig. 207

Dividamos o segmento [a, b]

o iy — By = Ax,,.

valor de f(x)

;] por my e M,,

:!] Pﬂl' ’ﬂ-‘ -] M:t | iy
; Hninua i

] por my e M,
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Formemos as somas

s,.=m,ﬂ.:.r,—f—m,.-ir,+...—|—m,,ﬁ::,,=Em,M', (1)

=1
o= M Ary 4+ MyAzy+ ...+ M, Az, = '}_j,l M; Az;. (2)

A soma s, chama-se soma integral inferior e 5., soma integral
superior N

Quando f(x) > 0, a soma integral inferior tem para valor numé-
rico a drea da figura em escada «inscritas ACN,C\N, ..., (N, BA
e a soma integral superior, a drea da figura em escada ecircunscrita»
AKOKy oo CuyK,C BA.

Indiquemos algumas propriedades das somas integrais inferiores
e superiores,

a) Dado que m; < M, qualquer que seja i (i=1, 2, ..., n)
tem-se, em virtude das formulas (1) ¢ (2

fl'l "g-%n
(a igualdade correspondente a f(x) = const).
b) Dado que
m>=m, mym, ... m,z=mn,

em que m é o menor valor de f(x) sobre [a, b], tem-se
Si=my Ay +my Ay + .o Amy, Ay Z2m AT+ m AT+

oot mAzr, =m({Ar, 4+ Azr,+ ..+ Ar)=m(b—a).
Assim,
s, =m(b—a)
c) Dado que
Mo M, My M, ...; M, <M,
em que M é o maior valor de f(x) sobre [a, D], lem-se
sp=M;Ar; + MyAz;+ ...+ My Axy S M AR+ W A0+
v+ MAD, = M (A +-Ar, ...
oo+ Az Y =M(L —a},
Assim,
Sn<< M(b—a).
Reunindo as duas desigualdades obtidas, tem-se:
m{b—ﬂ)%_sné;?néﬂﬂb—d‘}-
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Quando f(x) = 0, a dupla desigualdade obtida admite uma inter-
pretagdo geométrica simples (fig. 208), dado que os produtos m (& — a)

7y Iﬂ""' T A e ] L
: ¥ |
i
[N

Ly ks Ly

i :

] o b Tx
Fig. 208

¢ M (b — a) representam, respectivamente, us valores numéricos das
dreas do rectdngulo winscritos ALL:B e do rectdngulo «circunscritos
AL, L,B.

§ 2. Integral definido

Continuemos o exame da questdo do parfgrafo anterior. Tomemos

by _STE
Ly f’_,_..--""’—'—_—",qn
f&)
0 Lerd E g Ez | Tot Sp I.u-=ﬂ'_=

Fig. 209

um ponto sobre l.‘.lda segmento [x, x] [x, x). . ., [2, o, 23] que
designaremos, respectivamente, por &, & ...,
rvovy o (s 209),

L<h <, H<E<% o < i

7
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Sejam f(&). f (&), ... f(E,) os valores da fungio nestes pontos.
Formemos & s0ma

L1 =f{§l} .-'.‘-.J| + 1 ‘.Erﬂ_] .'3.1’! + i +I{Erl] Ax, = E “.l'él} Ay i
=1
que se chama soma infegral para a funcio f (x) sobre o segmento [a, 4]
Dado que, qualquer que seja £ sobre o segmento [rp.y, | se lem

m << F{E) M,
e que ax > 0, deduz-se

LT ﬂIl -\."5-_; f {E,} ﬂ..’rl \-‘.-;-:-.. J'l”] ﬁ-’l'“
por conseguinte,

] R ki
Y my Az < Y IEN AL < Y My Ax,.
i= 1= =3
ol
Fu s By 2

A interpretagio geométrica desta Ullima desigualdade & que,
para f(x) >0, a figura que tem s» por drea ¢ delimitada por uma
curva compreendida entre as curvas em escada «inscritan ¢ «cir-
cunscritas,

A soma s, depende do modo de decomposigio do segmento (g, b]
em segmentos |x;_,, x,]e da escolha dos pontos £, sobre estes segmentos.

Designemos, agora, por méximo l[z,4, z;] o comprimento do
maior dos segmentos Lry, x4, lzy, 72l - . oy [#0-y Zal-Consideremos
diversos cortes do segmentos [a, b] em segmentos parciais Iz 24l
tais que méx [r,., 2] — 0. E evidente que o nimero n de segmentos
duma decomposigio tende para o infinito, Pode-se formar para cada
corte, escolhendo os valores correspondentes £, a soma integral

D F(E) Az
=1

de maneira que se pode falar de cortes sucessivos e da séric das
somas integrais que lhes correspondem, Suponhamos que, para uma
séric de cortes dados, com mix Ax,—0, esta soma(*) lende para
um limite 1.

Se para os cortes arbitririos do segmento [a, 5], tais que méx

Ax; =0, e para £ quaisquer, a soma iEIj (E,) Az, tende para um

{*) Mo caso dado, a soma ¢ uma grandeza varidvel ordenada.
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s6 ¢ mesmo limite [, diz-se que a fungdo f(x) é integrdvel sobre o
segmento [a, b]; o limite / chama-se integral definido da fungdo f(x)

b
sobre o segmento [a, b). Designa-s¢ por [ f () dr e escreve-se
a

n b
lim 3 f(E) Az, = { () dz.

max Axy-=0 f=} o
O nimero a & o limite inferior do integral e b o limite superior.
O segmento [a, b] & 0 segmento de integragdo, x a varidvel de integracao.
Indiquemos, sem o demonstrar, que’ se a fungdo y = f(x) €
continua suire o segmento [a, bl, ela é integrdvel sobre esse segmento.
£ evidente que se no ducorrer dos corles sucessivos para 05 quais
max Ax, — 0 se verifica para a fungiio continua f(x). a série das
somas integrais inferiores s e das somas integrais superiores Sa,
constata-se, entdo que as somas tendem para
;} :Elesmu limite /, que é o integral definido de & i1z

(x): f

lim imjmiszfi}it,

IO A —=0 fa

L]

n b
lim 3 M; Az, = { f(2) dx.

max Axj-+0 {=1

Fig. 210

Entre as fungbes descontinuas, encontra-se tanto fungdes integraveis
como fungdes nao integriveis.

Se sz construir o grafico da fungio sob o sinal soma (o sinal
de integragio) y = f(x), quando, f(x) =0 o integral

b
Efﬁz}dx

& numéricamente igual 3 drea do trapézio curvilineo formado pela
curva y = f(x), pelas rectas x =a, x = b e pelo cixo Ox (fig. 210).

Por conseguinte, calcular-se-i a drea do trapézio curvilineo for-
mado pela curva y = f(x), pelas rectas x =a, x=b e pelo cixo Ox
por meio do integral

b
Q= {7f(a)dx. (3

Nota— 1. Notemos que o integral definido depende sdmente
da fungio y = f(x) e dos limites de integragio, mas niio da varif
de integragio, que € licito designar por uma letra gualquer, Poder-se-

a8
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entdo, sem mudar o valor do integral definido, suhmm:r a letra x
por qualquer letra:

o

b
Enx)dz=5ﬂ:mr=... § i(z)da.

Quandu introduzimos a nogdo de integral definido
suposemos a < b. Se b < a, tomarsed por definigio |/ () dr,

[} a
:5 f{;r}dx:—é,f{x}da:. (4)
Assim,

TP
0

L[58

Enfim, se a = b, por-se-d, por definigio, para toda a fungdo f(x)
§f{x)dr=10. (9)

Isto & natural sob o ponto de vista geométrico, Com efeito,
o comprimento da base do trapézio curvilineo € nulo, e, portanto,
também a suva A4rea

Exemplo — 1. Caleular o integral
b

Sk:d:ib‘;z-u‘,l.

[t

Resol — Geométricamente, o problema
reside em caulfcf:;ar a drea @ do trapdzio formado
pelas rectas y = kr, x =a, x = b, y = 0 (fig. 211).

A fungio y = kx debaixo do sinal soma
. ¢ continua. Por conseguinte, £-nos permitido
BT b I no cdlculo do integral dafinido, como s& veri-

ficou anteriormente, cortar o segmento [a. b]
Fig. 211 mr.ririmmn e escolher £, intermedidrios arbi-
a8

Dumludodnci.lculommnd:dupmmdlmmﬂnda s0ma
integral, desde que o malor doa segmentos parciais tenda para zero.

Dividamos o segmento [a. b] em n partes iguais
—a

]

[
O comprimenlo Ar de cada segmento € Ar —
eliminrs da divisiio. As abcissas dos pontos de divisio sfo:
=y ¥ =g Ar, 3= a = 2Ar, ., 4 I = 2+ ndzx

Tomemos para pontos Gy as extremidades esquerdas de cads segmento
E! == @y %!=ﬂ+ Ar, §!=ﬂ+2ﬂ--‘[1 . Eiap
L, =a+i{n—1) Az

, que se chama
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Formemos a soma integral (1). Deduz-se de [ (5)) = kE
fp=kEgAr—+ kEsAz+ ...+ kEAx=
= kuAx 4 [k (¢ + A5)] Azt ...+ {k[a+{n—1) Az]} Ar—=
=kijat+{at+Az) (o 42A2) ... +[a(n—1) Az]} Az=
=k{ng+[Az+2Az+ ...+ (n—1) Az]} Az—
=kima L1 +2—. ..+ (n—1)] Ax} Ax,

em que ﬁ::b—:u. Dado gue

n(e—1)

24— =20

{a soma dumaz progressio aritmética),
B k[n +n{'u—i] b—a]b-—-a=k[n+n—ib

n n
n—
. =
Cm nl-‘—-ymu.: n lem-s& Ji" M
5 gl
Him :,,—_-.o-_k[ ][b-—-a}_kT
Assim,
b
gl
S o 2" ;
[+4

O cilculo da drea ABba (fig. 211) em geometria
elemsntar & trivial. O rewltado € o mesmo.
1]

Exemple — 2. Calcular S 2 iz,

. oz 6F
Resolugdo — O integral dado ¢ igual & drea @ do T
trapézio curvilineo formado pela pardbola y = 29, as. rectas Fig. 212
x=he y=0 (hg 212}
Cortemos ¢ segmemio [a0 &) em n» partes iguais pelos ponlos;

=0, #y=Az, zz=2A7, ..., Ig=b=nlz,
.&.r-_i i
r

Tomemos, para £,, as extremidades direitas dos segmentos
Formemos a soma integral:

fp=ajAr+ A+ . LalAr=
e [(AZ) Az (2AZ)E Az 1 ...+ (pAZ)? Ax] =
—(ADP [113-224 ... +ni),
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Como se sabe

fU_L 93 3EL +,-.~z-_."_ﬂ':"’-_’*ﬂ
i e ﬂ .

entdo,
b8 nlad-1)2at1) B 1 M
iy B S (1) (2 =)
: 3
itm s“ri?:j.ﬂd;r—-b—.
n—o ] 3

b
Exemplo — 3. Caleular S m dr (= const).

g

Resolugdo.

™ n

b

E mdr= lim Z mphzi= lim m E Az =
o max dap— 0 max Axg; ==

a i=1 =1

mn

==m lim Azy=m (bh—a).
mmr.*ﬂg’. ¢ )

kil
Aqui Y Az € a soma dos comprimentos dos segmentos parcials
=1

que constituem o segmenio [a. b). Qualquer que scja o corle, esta soma &
igual ao comprimente do segmento bh—a

[
Exemplo — 4. Calcular j eX dx,
a

Resolugio — Dividamos de nove o segmento [, b] em n partes iguais:

rg=0a, =04 A%, ...y In=6-1RAL;

) ;l'ummm para pomtos E¢ as extremidades esquerdas. Formemos a soma
integral: :
sa=etAz | PTATAT L | AR NAX,
B L B e 7.

& A cxpressfio enire paréntesis € uma progressdo geomérica de razio
M de primeiro termo 1, logo,

Ar
‘L\.:_

nAx
—enE AT = Az=—=e? f.ﬂm:“ 1)

T —

in
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Tem-sz, ¢m seguida:
=i

nAz-=b—a: lim i
Axsd £ —4

Segundo a regra de L'Hospital, linil E,'_1=lim—1;'--l.] Por con-
Fewll

P

seguinte, lim 5= @ =e? (b —1)-1="—e,
T—s00

isto & b
S eX dr—=eb—e,
a

Nota—2. Os exemplos dados mostram que o cileulo dos inte-
grais definidos no que respeita a somas integrais estd sujeito a dificul-
dades consideriveis, Mesmo quando as fungbes a integrar sio muild
simples (kx, x°, e%), este processo exige cdlculos fastidiosos. Os célculos
tornam-se inextriciveis quando se trata de fungbes mais complicadas.
E. entdo, natural procurar um método pritico de calculo dos integrais
definidos. Este método, devido a Newton e a Leibniz, utiliza o elo
profundo entre a integragio e a derivagio. Os pardgrafos seguintes
do presente capitulo tém por objecto a exposigao dos fundamentos
deste método.

§ 3. Propriedades fundamentals do integral definido

Propriedade — 1. Pode-se retirar um factor constante de debaixo
do sinal soma: se A = const., :

b B
5&f{r}d¢=A£f{x}dx. (1)

Demonstracao.
B n
E Af(z)dz= lim Elrifl’,ir} Az;=

n b

—A lim X [(E)Az;=A {f(a)dx.
mMEX AX-*{ f=] a

Propriedade — 2. O integral definido da soma algébrica

fungdes ¢ igual 4 soma algébrica dos integrais das funcdes,

Assim, no caso de duas fungbes A

-,

qot]

b p' b AL
§ U4 (2) + fy (] dr = § e e () s
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Demonstragdo.
] n
(M@ +L@lde= lim X [fi (&) + o (E)] Az =

max Ax—+0 i)

— tim [ 3 A8 An+ 3 f ) An]—

max Ax— =1

— lim iﬁ{’é,}&.ﬁ-}- lim ih{‘s‘m&:.:

mns Lx—+0 je=l max sx-=0i=1

b b
=5f1{x]ir+£fz{x}ir-

A demonstragio é valida para um numero arbitririo de fungdes.
As propriedades | e 2, demonstradas para o caso a < b, subsistem

para a 2= b.
Todavia, a propriedade seguinte nfio tem lugar a ndo ser para

a< b -
Propriedade — 3. Se sobre o segmento [;t. bl. (a < b), as fungdes
f(x) e ¢(x) satisfazem i condigdo f(x) < g(X). tem-se
b ]
oy dr < [ q(@)dr, (3)

Demonstragao — Consideremos a  diferenga
b b b
{o(@de— [ f(z)dr={[p(x) —](x)]de=

= Hm 3 [e{t)—f(E)] Az

max Ax-+0 i=1

Tem-se ¢ () — f(E,) =0, Az, > ). Entio, cada um dos ter-
mos € positive ou nulo, ¢ do mesmo modo a soma e o seu limite:

i
(@) —f(x)]der >0
ou
b b
EEFE-T}ELT“*EI{I}d.z}ﬁ,

donde se deduz a desigualdade (3).

Se fix)>0 e ¢(x)>0, a fig. 213 dd uma ilustragio geomé-
trica desta propriedade, Resulta de ¢ (x) = f(x) que a 4rea do trapézio
curvilineo aA,B,b nio é superior & do trapézio ad.B:b.
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Propriedade —4. Sendo m e M, respectivamente, o menor ¢ o
maior valor de f(x) sobre o segmento [a, b] ¢ a < b, tem-se

mlh— a)< if{;r}dz,s;;.w (b — a). (4)
Demaonstragdo — Tem-se, por hipdtese,
m fla) < M.
Deduz-se da propriedade (3):

t h P
{mdz < [ 1(2)dr < § M. 78

Ora,

]

b
5m¢r=m{b—a'}l, { Mdr= M(h—a)

e} m

{ver exemplo 3, § 2, Cap. XI). Substituindo estas expressGes na
desigualdade (4°), obtém-se a desigualdade (4).

I'H )
A 8,
=~ g
3
af M
4
Jar. . E_f
m
g =& b T
Fig. 214 Fig. 214

Quando f(x) >0, esta condigio estd ilustrada geométricamente
pela fig. 214: a drea do trapézio curvilineo aABb estd empreendida
entre as drcas dos rectingulos ad Bk e ad.B8:b

Propriedade — 5. (Teorema da média). Sendo a fungdo f(x) con-
tinua sobre o segmento [a, bl. existe sobre este segmento um ponto §
tal que se tem:

b
[ Ha)dz=(b—a)7 (). (3}
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Demonstragdo — Seja, para fixar ideias, a < b. 5S¢ m ¢ M sdo,
respectivamente, 0 menor e o maior valor de f(x) sobre [a, b], tem-se,
em virtude da formula (4), b

L Sf{x}dxé;ﬂfq
—a
Donde "
: Sf{x}d-r=pt, ot m<p< M.
—a

i

Sendo f(x) continua, toma todos os valores compreendidos entre
mt e M. Ter-se-4, entdo, para um certo valor§ (a << £ << &) U = [ (E),
ou seja

b
§ J(z)de=1(8) (b—a).
Propriedade — 6. Sendo a, b, ¢ trés nimeros arbitrdrios, tem-se
c b
Ef{rldm=§fiz)d:r+fﬁrldr* (6)
a ] -

desde que estes irés integrais existam.
Demanstragio — Suponhamos, primeiramente, que a<c<hb ¢

formemos a soma integral para a fungio f(x) sobre [a, bl

Dado que o limite das somas integrais nao depende do modo
de corte de [a, b), cortaremos [a, b] em segmentos parciais de modo
que ¢ seja um ponto de divisio. Decomponhamos, em seguida, a suTa

integral _‘2': correspondente a0 segmento [a, B] em duas somas >
e i co;tspondentcs, respectivamente, aos segmentos [a, c] e [e. ;],
Tc:n—se. nestas condigbes

IZT:HEJ Ax = };Hﬁr} Az, + ﬁf (8i) Axy.

Passando a limite quando max Ax —» 0, obtém-se a relagin (6).
Se a < b < ¢, pode-se escrever, em virtude do que precede:

=] b [
{f(x)de={ f(z)dz+ gnx}n‘x

on

] &

{ fle)de=§ [(2)dz— Lfia)dx;
a (-1 fa
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mas, em virtude da formula (4) do § 2:
gﬂz}dx=—§nﬂdx.

por conseguinte,
b & 3
ym¢=yMﬁ+ymﬁ

. Demonstra-se, duma maneira andloga, esta propriedade para uma
disposicio qualquer dos pontos a, b e c

A figura 215 ilustra a propriedade 6
no case em que f(x) >0 e a<e<h; a
area do trapézio adBb é a soma das freas |
dos trapézios adCe e cCBb.

§ 4. Calculo do integral definido.
Formula de Newton-Leibniz

No integral

=)

b
§flz)dx Fig. 215

fixemos o limite inferior a e fagamos variar o limite superior b.
O valor do integral variara, por conseguinte, isto €, que o integral
serd uma fungdo do seu limite superior.

_ Designemos o limite superior por x para voltar &s notaches
familiares e, para evitar qualquer confusio, designemos a varidvel de
integragio por r. (O valor do integral ndio  |¥
depende da designagio da varidvel de inte-

gragic). Tem-se o integral f_f (1) dt.

Sendo @ constante, este integral &
uma fungio do seu limite superior x.
Seja ®{x) esta funcio:

@ (r) = Ef{ﬂ dt. (1) Fig. 216

Se a fungio f(f) for ndo negativa,
@ (x) é numéricamente, igual a drea do
adXx (fig 216). E evidente que esta 4rea varia com X.
Determinemos a derivada de @ (x) em relagio a x, isto & a
derivada do integral (1) em relagio ao seu limite superior,
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Teorema — 1. Sendo f(x) uma fungdo continua e se 5e faz

X
o (x) = [ f()de
&' (x) = f(x).

Por outras palavras, a derivada dum integral definido em relagdo
ap seu limite superior é igual 4 fungao debaixo do sinal de soma na
qual a varidvel de integragao foi substituida pelo valor do limite
superior (sob a condigio de a fungio debaixo do sinal soma ser
continua).

Demonstracao — Dando 4 varidvel x um acréscimo grﬁu&ﬁu Ax
positivo ou negativo, tem-se (tendo em atengdo a propriedade 6 do
integral Jdefinido):

x4 T+Ax

DO(r+An= § jydt=Tf{t)dt+ 5 fieydt.

O acréscimo da fungdo @ (x) € igual a
AD=D(z 4+ Az) — D (z)=

b s+ Ax ax
= (fydt+ § fyde—§fde,
ou seja ’ :

x+Ax

AD= [ f()dt.
Apliquemos a este Ultimo integral o teorema da média (pro-
priedade 5).
AD = [ (B) (2 + Az — 2) =£(8) Az,

em que £ estd compreendide entre x e x 4+ Ax,
Formemos o gquociente do acréscimo da fungiio pelo acréscimo
da varidvel:

AD _ f(E)Ax

G A = (¥

Por conseguinte,

@' () == lim %:_ﬂmﬂf{!j].

Mas como £ — x quando Ax — 0, lem-se

lim /(8) = lim £ (8,
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e como f(x) & continua
lim f (8) =/ (2).

ez

Tem:-se, pois, " (x) = f(x) ¢ o leorema estd demonsirado.

Este teorema admite uma ilustragio geométrica simples (fig. 216):
o acréscimo Ad = f(f)ax € igual 4 drea do trapézio curvilineo de
base ax e a derivada ¢"(x) =j(x) é igual ao comprimento do
segmento xX.

Nora — Resulta, especialmente do teorema demonstrado, que roda
a fungdo continua admire wma primitiva. Com efeito, se a fungio f(x)
¢ continua sobre o segmento [a, x]. como foi indicado no § 2, Cap, X1

=
o integral [ f (1) dt existe, isto & que existe a fungio
a

© @)= f#)at

que €, come se demonsirou em cima, uma primitiva de fix).

Teorema — 2, Sendo £(X) wma primitiva da fungido continua T(x),
lem-se

]
{ f(x)dr = E(b) — F(a). (2)

Esta formula chama-se a formula de Newron-Leibniz (*).

Demonstracdo — Seja Fix) uma primitiva de f(x).

Segundo o teorema 1, a fungdo I_'if_fl',l‘) di ¢ também uma primi-
i}

tiva de fix), Ora, duss primitivas arbitrdrias duma dada funcgio
distinguem-se por uma constante C*. Pode-se escrever, por conseguinte,

EH*J dt—=F(2)+C". (3)

Sendo C* adequadamente escolhido, esta igualdade é verdadeira
para todos os x; é ento, uma identidade. Para determinar a cons-
tante C*, facamos nesta identidade x = g; entdo,

Em; dt = F(a) + ",

(*) MNotemos gue esle chamamentoe da fdrmula (2) é convencional,
porgue nem Newton nem Leibnitz deram, explicitamente, esta Tdrmuls. Mas
¢ importante sublinhar que foram, precisamente, Leibniz e Newlon,
primeiramente estabeleceram o elo de ligagio entre a imtegracio e - i
que permitiu enunciar uma regra de cdleulo dos integrais ﬁm‘
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an
0= F(a)+C",
logo, "
- C" = — F/(a)

Por conseguinte,
[ f(tydi= F(2) — F(a).

Fazendo x = b, obtém-se a formula de Newton-Leibniz:
Ef{t}d£=-F{b}—F{a}
ou, voltando  varidvel de integragdo x,
E_f{r} di= F (b)— Fa).
Notemos que a dii:rm:;a F (b) — F (a) nio depende da escolha

da primitiva F, porque todas as primitivas se distinguem umas das
outras por uma conslanie que desaparece na subtracgio..

Introduzindo a notagio (*).
F(b) — ¥ (a)=F (2) |3,
pode-se por a formula (2) sob a forma
h
{f@)de=F(2)a=F(b) — Fla).
a

A formula de Newton-Leibniz fornece um meio de célculo prético
dos integrais definidos quando se conhece uma primitiva da fungio
a integrar. £ a descoberta desta formula que conferiu ao integral
definido o alcance que cle lem hoje em matematicas. Se bem que
um processo andlogo de cdleulo do integral definido no que respeita
ao limite duma soma integral fosse j& conhecido na Antiguidade (Arqui-
medes), as aplicagdes deste método eram limitadas, todavia, aos casDs
mais simples em que o limite da soma integral podia ser calculado
directamente. A formula de Newton-Leibniz ampliou consideravelmente
o dominio da aplicagio do integral definido, tendo os mateméticos

(*) Utiliza-se as duss transcrighes equivalenizs
F (b — F (a) = [F (z);

F(b) — F (a) = Fi2) Iy
Utilizaremos, em seguids, indiferentemenie uma ou outra transcrigio.

%
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recebido um método geral que permitiu resolver diferentes problemas
parFlculares. e dai resultou um alargamento considerdvel da esfera das
aplicagbes do integral definido em técnica, em mecinica, em astro-
nomia, etc.

Exemplo— L.
S . rd |b B2 __al
L —— =T--
a i .
Exemplo — 2. i
j xrl ,ﬂ‘_;p—i h= B —ad
a 3
12
Exemplo — 3,
b
nel (b Mgl
nige—_T = ey
53 ey i b5 Tl (=t —1).
a
Exemplo — 4.
- ]
Sf”d.rr-e-" =l e,
Exemplo — 5.
in
2n
N = —{oos Zn—cos 0} =1,
Exemplo — 6,

[

ji- i =V‘:T-_I1£’Lfi-l,

§ 5. Mudanca de varidvel num integral definido
Teorema — Seja dado o integral

b
5 f(x) dz,

em que £(x) é continua sobre o segmento [a, bl
Introduzamos a nova varidvel t pela fdrmula

=1t
Se
1) gla)=a, ¢(f)=0,
2) ¢(f) e ¢ (1) sdo contlnuas sobre o segmento [«. BL

P
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3) fle(n) é definida e continua sobre [a, B]. entdo,

B
Ef{:r}th‘= [ flo O]9 () dt. (1)

Denonstragao — Se F (x) € uma primitiva de f(x), pode-se escrever
as igualdades seguintes: @
{ f@)dz=F(5)+C.

{ flo @] ()dt=Fle®O]+C (3)

ifi itimi i dois membros em
de que se verifica a legitimidade 'denvando 08
rcla:::‘m a 1. (Ela resulta também da formula (2), § 4. Cap. X)) Deduz-se
da igualdade (2):

Eﬂ-ﬂdr: F(z)[h=F(b)— Fla)
e da igualdade (3): ,
(e 0] (dt=Fla@]=
— Fg(P)] — F[9 (@)]= F (b) — Fla).

Os segundos membros destas igualdades sio iguais e, por com-
seguinte, 0s primeiros sdc-no também, ¢. q. d.

g y=VrExT
T
| |
i
||_‘I!||| o
Fig, 217

i ini icagio da for-
Nota — No cilculo do integral +dehmdu pela aplicagio
mula (1) niio voltamos a antiga \rar!hrei_. Os valores numéricos dos
dois integrais da igualdade (1) sdo iguais.

Exemplo — Calcular o integral

r
f vr—=a.
[¢]
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Resolugdo — Fagamos a mudaoga de vandvel;

r—rsent, dr=rcosids,
Determinemos os novos limites.

=0 pour (=0,

I—f pour f=

v2| &

Por conseguinte,

2 a
" E =
| VA= o= | VA=t rcos tat=rt |
T J

Geométricamente, calculimos a drea Jo gquarto de circulo af + y¢ = 2
ilig. 217}

§ 6. Integracio por partes

Sejam w e v duas fungbes de x derivaveis. Tem-se
(ur) =u'v +uv'.

Integrando os dois membros desta identidade de a a b, obtém-se:

E: b b
{ue) de= (wvde + Tur'de. (1
2 I
Dado que i ) dr = + €, icm;sejl () di= b s

¥
i @
pode-se, entdo, escrever a igualdade (1) sob a forma

b b
uvly=§ vdu 4+ [ udy,
ou, finalmente, : B

ti [
fude=unef, — | vdu
o] o
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2,
1

Exemplo — Caleular o integral fy= J sen™ z dr.

wn™-1lrdeos r=

o R, S
u do

sen™-l raen » dr—=—

e
Elll—-l-.-palh

L
2
M= j senn 2 dr =

n
n T

=—sen "1 r o5 T 3 ~+(m—1) E( sen™-2 r cos x o8 T dr=
0

it
2
=(n—1) \sen®2zcos?x dr—=(n—1) §|¢nn-l;{]_.mlz} dr=

|:L.._—,,|.1| E]

i
Z

=(n—1)

E‘—-—':Mi:'

senti-2 ¢ dr—(n—1) g sen™ rdr,

Com a3 notagBes escolhidas, pode-se formar a copiar a dltima igualdade

sob a forma
In=(n—1) In.a—(n—1) I'n,

donde se obtém:
n—1%

f,,- In-—l- {2}
Obidm-sc, do mesmo moda:
n—3
Inaa=r—5In-t
e, enifio, n—in—ﬂf
e

Continuando assim, chega-se até T, ou [, segundo a pariedade de n
Examinemos o dois casos

1) n & par, n=21m:

e e e g ded
2) n & impar, n=2m+ L:

I dm  Im—2 ; 4. 2

m'—l—-.,—__l_l*%_l+ 13..-:]‘]“
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Sk

I‘n ==t

.l__—-‘Ml.;.

I
sen 8y g d«l::T

II_-_ n o rdi—1,

S

logo,

sentm p gramom—1 2m—3 5 4 1 =a

! == e Shods LT
T T TR, i 5 ® 3 7 =

L 1L

semdmel pods 2m Py —3

(- ; 6 4
2med Py e R =t

LN

eo] ns

3 a = 1
Destas deas fdrmulas resulta a férmuls de Wallis, que exprime T sob

a2 forma de produto infinito. : o
Com efeito, deduz-se destas duas dltimas fdrmulas, dividinde membro a
membro:

it___(“_z._*-‘i'ﬁn..zl'ﬂ )2 i fgm 5
2 Va5 .. Zm—1}) Im1 Lopey
Mostremos agora  que,

= iy
lim —2——1,
mM—s0 IZFI‘J.q-i

Tem-s&, qualguer gue seja x no intervalo ("31 _r:)
SENTM-1 £ 5 SENIM o = KON TN+L 5

Integrando de 0 a %, obtém-se

Tomoy 2 Tam = dameqn

donde
Tomih = Fow i
—— 1.
Izﬂl'ri + I".”rn;-] al
Resulta da jgualdade (2):

lagy w1

= 1
:Zm-ﬂ. =TT

Por conseguinte, fim fom_y _ lim '1_m+1_!
i ] J2:"!‘1+!. it 0 h B

20




450 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Deduz-se da desigualdade (4):

! fzm
lim .f___ —1.
m—soo ¥ 2mi+d

Passando so limite em (3), obtém-se a férmula de Wallis:

. 2:4-6...2m & 4 ]
£ T lim [35...;2»:—1]] Zm+1

TS

Pode-se tornar o copiar esta formula sob a forma:

n 2.2 4 40 im—2 2Zm _2Zm _
. (1 373575 " =1 2m—1 2m-1

§ 7. Alargamento da no¢io de integral
1. Integrais com limites infinitos.

Seja f(x) uma fungdo definida e continua para todos os x tais
que @ < x < +-w. Consideremos o integral

b
I(By=§;(x)dz.

Este integral tem um sentido para todo b > a. Quando b varia,

integral varia, ele ¢ uma fungdo continua de b (ver § 4, Cap. XI).
{Ijisllud:gmns o comportamento deste integral quando b— + « (fig. 218).

q

< .;:/-‘-_.
?{7/%/ ik
ﬂ! a
Fig, 218
Definicio — Quando o limite seguinte

b
lim §7(z)ds

h=sdot g
existe, representa-se-lo por
o

§ f(x)dx.

fil

Tem-se, por definigio,
+1I f(x)dz= lim [ [(z)dz.

h—=4a0 g
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a0
Diz-se, ainda, que o integral [ / (z)dz existe ou converge (%)
b
Se |f(z)dr nio tem limite finito guando b— + =, diz-se que
- a
§ f(2) dz ndo existe ou diverge.

it =

E fdcil de ver qual é o sentido geométrico do integral 5 flz) dr
b a
quando f(x) > 0: se o integral | f (7) dr representa a érea do domi-
a

i
Y= g

e
@ frrt

Fig. 220
nio delimitado pela curva y = f(x). 0 eixo das abcissas e as rectas

o
=4, x = b, é natural dizer-se que o integral | f () drexprime a
drea do dominio infinito compreendido entre as cu:vns y=f(x), x=a
e o eixo dos x.

Define-se, duma maneira andloga, os integrais noutros intervalos
infinitos:

i

N

{ finde= lim i'ff{x}ir,

S t@ar={ (et § @

Esta dltima igualdade deve ser compreendida como se segue:
se cada um dos integrais do segundo membro existe, dir-se-4 que
o integral do primeiro membro existe (converge).

Exemplo — 1. Calcular o integral [ I & {ver fig. 219 e 2200

4 x3

Resolugio — Tem-se, por definigio, ’
] Iy
| rer= tim {2 = tim are
| 7" & ‘EIIL:’ j T-l .1"1";., -IEl“Eln lg =

1]

b i ; 1
= lim arctg b=— .
0 pades g 2

i*} Chama-se, também, por vezes infegral imprdprio.
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O integral considerado exprime a #drea do dominio infinilo tracejado
na [figura 220,

Exemplo — 2, Discutir os valores de o« para os quais o integral

5 .

P

converge ou diverge (fig. 221).
Resolucio — Dado que (pars a3 1)

. 1 b4
5 dz Ii-l:

o

l&l—ﬂ_ 1|.

& l—o

tem-se
0

j = lim -I—{bj_“—i}.

29 padm l—u

Por conseguinte,

¢ . )
dr 1
; s o>, j —a = g—q'0 integral converge;
1

om0
Quando =1, ! ':i=[.ugr|+m=m, o integral diverge.
1
1

e
Exemplo— 3, Calcular S d=

if=8 -
Resolugdo. o
o u [ n
de [ dx :
) o= st | e
—r —aa L

O segundo integral & igual a .j. {ver o exemplo 1). Calculemos
primeiro integral:

0
dr ) o
E iT= -—-n{.lm“ j TLE _.11,1"'5““: gz =
il "
= lim (areigQ—arctpa)l=-5 .
—s—o> -
Por conseguinte,
i ds 1 i
S o R HUSE
=0
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Em muitos casos, basta estabelecer que o integral dado converge
ou diverge e avaliar o seu valor. E 0til basear-se, para este efeito,
nos leoremas seguintes que limitar-nos-emos a enunciar ¢ dos quais
mostraremos as aplicagbes nos exemplos.

Teorema — 1. Se, qudquﬂr gue seja x [x}a‘,l se tem a desi-

gualdade 0 < f(x) < ¢(x) e se F ¢ (x) dx converge, 5 f(x)dx converge
também e

[ f@)de< § ¢ (@) dz,

oo
Exemplo — 4. Estudar a convergéncia do integral 5 ﬁ
i
Resolugdo ~ Motemos que para | 1
i 1

Seguidamente Gl +'IJ{F
¢ 1 o
e e - —
15 e 2 L . Y
Logo,

+im
dr
converge ¢ € inferior & unidade.
Teorema — 2. Se, gualguer gue seja X (X = a), se tem a desi-
10 -0
gualdade 0 < ¢(x) < f(x) e se [ ¢(x)dx diverge, o imegral { f(x)dx

diverge também.

Exemplo — 5. Estudar a converglncia do integral

+= )
I
—— i,
| 7=
WVerifica-se que
41 ~ E i
LH xd ‘.ﬂ i VE :
Ora,

]

S Ve~ hl:mmzlr’zl — -0

Por conseguinte, o integral dado diverge.
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Os dois teoremas anteriores respeitavam aos integrais de dominios
de integragio infinitos, ndo sendo negativa a funglio sob o sinal soma.
Quando se integra num dominio infinito uma fungdo f(x) de sinal
varifivel, tem-se O leorema seguinte.

J
Teorema — 3. Se o integral | |1 (x)|dx converge, 0 mesmo sucede
+a= a
af f(x)dx
®  Diz-se, entio, que este Gltimo integral € absolutamente convergente.

Exemplo— 6. Estudar a convergéncia do integral

0

S wnra.

I3
Resolugio — Aqui, & funglo a integrar € de sinal varidvel Tem-se,

4o
i e : dr { H= 1
%1}?[. Mais 51 o ———2—:"—[5 _-T-

N
3

-

k|
Por conscguinte, © 1numI§ $ dp converge. Dal resulta a con-

vergéncia do integral dado.
2. Integral duma fungdo descontinua.

Seja f(x) uma funcio definida e continua quando ¢ < X <€
niio sendo a fungio definida no ponto x = ¢, OU. melhor ainda, tendo

uma descontinuidade. Pode-se definir, entdo, | f () dr como limite

de somas integrais, ndo sendo f(x) continua sobre © segmento [a, ]
e podendo este limite nio existir.

-]
Define-se, como se segue, o integral { f (x) dr duma funciio f(x)
descontinua no ponto .

¢ b
E]t.r}d.z::blirlinsjf[m}ir.

Este integral diz-se convergente quando o limite do segundo
membro exisle, ¢ divergenie no caso contrério.

Se a fungo f (x) tem uma descontinuidade na extremidade esquerda
do segmento [a, €] (isto & para x = g), poe-se, por definicio,

e =

[ flydz= lim §[(z)dz.

a h—+a+0 b
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Se { (x) tem uma descontinuidade num ponto x = x, no interior
do segmento [a, ], pOe-se

{f0dr= {1 @de+ § 1) 2

quando os dois integrais do segundo membro existem.
Exempiov — 7. Calcular

= lm 2y T—=zf= —EE*@DEIVT—_E—ﬂ:z.

1
Ee p— . dr -
emplo — 8, Calcular o integral j o a Fig. 232
=1
Resolugdo — Tendo a funglo sob o sinal soma uma i
ponto r =0, decompor-se-d o integral em dois: PR CHRORRSI 2

. £ 1

dr A dzr dx

—=_lim ( — li S_._,

_Sj " e i z® +k-:in-:ll-ﬂ R
= il

Calculemos cada limite separadamente:

Ei d

I
&
* g=—=0 T

lim
Ej—%— ]

i i 'j
=— lim (—u-_)z
-4 gi——0 \ By —1 o

Por conseguinte, o integral diverge no intervalo [— 1, 0] Por outra via:
{
dx

lim j——:— -
gz-++10 a a2 el-l-'in(!: !z] O

Entio, o integral diverge igualmente no intervalo [0, |

;LL::: qm:ru integral ddl,ludn diverge sobre o mmL. [-1 1, 1L

8e se o tivesse integrado, omitindo a descontinuidad =
ter-se-ia  obtido um resultado errdneo. Com efeilo, S R

1
dr 1t i 1
& o] (i)

o que & evidentemente falso (fig. 222)
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¥ ini , b] possui

—5Se a fungdo f(x) definida nnracgmento_ [a
mﬂ:; segmento descontinuidades em numero finito nos pnn;u;
dy, @3, ..., @n, define-se o integral de f{x) sobre o segmento [a. bl

cOomo se Segue:

a ]
Hdem T @de+ {1 @ds+ .+ [ 1@,

se cada um dos integrais da direita converge. Se um qualquer destes

b
integrais diverge, entdo { f (x) dz diz-se divergente.

a ; ! 1

Para determinar a convergéncia dos integrais das fungdes descon

tinuas e avaliar os seus valores, € muilas vezes pmsqul utgh:n{ttmr:mu
anilogos aos leoremas sobre os integrais com limite infinilos.

. N7 Go descontinuas no
Teorema — 1’. Se as funcdes [(x) e ¢(x) sao

ponto ¢ do segmento [a, c]. se se tem em cada pomo deste segmenio
a desigualdade

Flz)=f(z) >0

¢ (X)dx converge, 0 mesmo sucede a | f {x) dx.

3
@ tinuas no
Teorema — 2. Se as fungdes f(x) e ¢ (x) sa@o descon
ponto ¢ do segmento [a, c]. se se tem em cada ponto deste segmento

e e

Br—rm

f(2) >9@)>0

a
e se E ¢ (x)dx diverge, o mesmo sucede a £ f (x) dx.
-3

Teorema — Y. Se a funcao f(x) é de sinal varidvel mbrie o
segmento [a, c], se ela é descontinua somente no ponto ¢ e se o inte-

gral E |f(x)|dx de valor absoluto desta fungdo converge, o mesmo
sucede a | f(x)dx.

g 1 E
E ficil de ver que £['E'—_z}= dr converge para a < 1, diverge para

a>l : g
Isto respeita igualmente aos integrais Em“
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1

Exemplo—9%. O integral gvﬁd‘ converge?

Resolugio— A fungio a integrar ¢ descontinua na extremidade esguerda
do segmento [0, |]. Obtém-se, comparando-a & fungio =5

Vi

4 =]

V42 "V
1 i 1 A

O itnegral | <35 existe. Dai resulta ‘que Imu__ dz. o integral
g-f”' 0 Vr+izd

da fun¢io dada, que € menor, exisie também,

§ 8. Caleulo aproximado dos integrais definidos

Indicimos, no fim do Capitulo X, que a primitiva duma funcio
continua arbitrdria podia ‘ndo se exprimir por meio de fungbes ele-
mentares. O cdlculo dos integrais definidos pela aplicagio da férmula
de Newton-Leibniz &, entdo, dificil e tem-se de recorrer a diversos
métodos de cilculo aproximado. Vamos expor, agora, vérios métodos
de integragio aproximada, parlindo da nogiio do integral definido como
limite duma soma.

I Fdrmula dos rectingulos — Sgja dada sobre o segmento [a, b]
uma fungio continua y = f(x). Propde-se calcular o integral definido

]
iﬂ-‘r}d:-

Cortemos o segmento [a, b] pelos pontos @ = x5, X, Xz, oo Tn= b
em n partes iguais de comprimento Ax:

gz b =4
n
Designemos, seguidamente, por Yo, Y1, Y& ..., ¥n -1+ ¥n 08 valores
da funcio nos ponlos X, X;, Xi ..., Xu, SCjAI

Vo= [(zo): Vi==f(2)i « oo Yn=J(2a)
Formemos ds somas

VoAz -y Az ... 4 Yy AT,
BAz -y Az 4.+ y, Az
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soma integral para a fungio

omas € uma ;
Cada uma destas 5 o i repecscats, spoKl-

f(x) sobre o segmento la. b] e, por
madamente, o integral

]
Sf:zjd.szi-:—ﬂtyu+y,—|—y,+...+y,._,}. (1)
n

b -
Sf{:]drﬁb_%f‘{yt+yz+--*+yn}~ (1)

i ig. 223 que se f(x)
Sio as formulas dos rectangulos. Resulta da fig
¢ uma ?un;ﬁu positiva crescente, a formula (1) representa : arui-::::
rectingulos que se encontram sob a curva y=f(x) ¢ (17, 2

dos rectingulos que se estendem sobre a curva.

8
Y4 y=fir) A_}f,—'-r—

i

ot

b X
ol ;o x, I; I, I7E

Fig. 224

Fig. 223

O erro cometido, ao calcular o integral, segundo a fﬂr;nulzgd?;
rectangulos, € tanto mais pequeno guanto maior for n (isto é, g

segmentos parciais Ax = b—a o menores).
n
| .s¢ um valor mais
Il Férmula dos trapézios — E natural esperar-se g
exacto do integral definido se se substituir a curva dada aﬂ fl[ua:}'
ndo por uma curva em escada, como para a formula dos mtit;!“em
mas por uma linha quebrada inscrifa (fig. 224). Toma-se, mt p:’:.zius
| vez da Area do trapézio curvilineo a4Bb a soma das éreas de tra

| rectingulos cujas cordas Ad;, Ads, o Aqy

B figuram entre os lados.
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Yo+ I K i+ b AS.

Sendo as dreas destes trapézios, sucessivamente, 5 9
lem-se;
b
SI{I}dxﬁ(yﬂ:ylaf—f—yl—'z_yzﬂl-l“.
Lyr:-'l_‘_yn M)
R | —_2 ]

b
fftwidmb—n_—“(ﬁ%ﬂﬁyﬁ...+u._.). (2)
a

E a fdrmula dos trapézios.
O numero n é tomado arbitrariamente. Quanto maior for n e mais
pequenos forem os segmentos parciais Ax = E.'."_‘.l, mais precisa € a
n
aproximagdo fornecida pela expressio do segundo membro da igual-
dade aproximada (2).

I Férmuwla dus pardbolas (formula de Simpson) — Dividamos
o segmento [a, b] num nimero par n = 2m de parles iguais. Substi-
tuamos a &rea do trapézio curvilineo correspondente aos dois primeiros
segmentos [x,. x] e [1, x.] e delimitado superiormente pela curva
dada v = f(x), pela dum trapézio curvilineo semelbante limitado por
uma pardbola do segundo prau gque passa pelos trés pontos:

M(zg, Wi My(zy, Wi Mlze 49,

e cujo eixo é paralelo ao eixo Oy (fig. 225). Chamaremos a um tal
trapézio um trapézio parabdlico.
A equacio duma pardibola, cujo eixo é paralelo ao eixo Oy,

escreve-se .
y=Az*+ Bz +-C.

Determinam-se os coeficientes 4, B, C univocamente da condigio
de a pardbola passar pelos trés pontos dados. Constroiem-se pardbolas
andlogas para os outros pares de segmentos. A soma das édreas dos
trapézios parabdlicos fornecerd um wvalor aproximado do integral.

Calculemos, primeiramente, a drea dum trapézio parabdlico.

Lema — Um ftrapézio curvilineo delimitado pela pardbola
y=Ar+Bz4C,
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5

o eixo Ox e duas rectas paralelas ao eixo Oy distantes de 2h, tem
por drea

= ‘{;‘ (o + 4wy + Yo (3
em que Yo € Y. sdo ordenadas extremas ¢ Y., @ ordenada da curva
no meio do segmento.

Demonstragiao — Tomemos os eixos de coordenadas como estd
indicado na figura 226.

y ¥ yehrtepzel
i

qu

Fig. 225 Fig. 226

Deduzem-se os coeficientes da paribola y = Ax* + Bx + C das
equagdes seguintes:

SR -
=0 = C; (4)
I|=}I'-1. y':Ah"I-Hh-l-C-

Supondo os coeficientes A, B. C. conhecidos, calcula-se a Area
do trapézio parabélico por meio do integral definido:
k

S=Smf+h+ﬂ#=
—h

A"r: B:Ft ]h _E hl 1
=[T+_2—+cx v 7 (24 + 6C)

Mas resulta da igualdade (4)
Yo+4yy +ya = 24R* - 6C.
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Por conseguinte,

S= ‘%I":Fn + 4y, + ¥,

& g
Voltemos ao nosso problema inicial (ver fig. 225). Ultilizando a
formula (3), pode-se escrever as igualdades aproximadas (h = Ax):

=
5 f{x}ﬁ%%{Hn+4ﬂl+H3]|

a=xy,

g}‘{r} dr = ?{yz + 4y + 1),

; Az
fx) dx ~ 2 Wam- + &lamay + Yam).

Tein—y

Juntando membro a membro, obtém-se, & esquerda, o integral
procurado e a direita o seu valor aproximado:

]

jfiildzﬁ%z{yn+dyz+2y:+‘iya+-r

"

oo 2amey + Alamay + Yam)s (9)

h—a

fim
ittt Yam1))s

E a fdrmula de Simpson. O nimerp de pontos de divisdio 2m
€ arbitrdrio, mas quanto maior ele for, mais a soma do segundo
membro de (5) nos dd4 um valor exacto do integral (*).

[Hu+ysm+2{§2+ Yo+ - oo+ Yomea) +

{*y Para determinar o mimero de pontos de divisSo gue € preciso
tomar para caleular o integral com uma precisio dada, poder-se-d wutilizar
férmulas gue permitam avaliar o erro que resulta do cdleulo aproximado do
integral. MNEo indicaremos agui estas avaliagles.
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Exemplo — Calcular aproximadamente

: ds
Lng 2= S T
Resolugio — Dividamos o segmento [1, 2] em 10 partes iguais (Mg 127
Facamos 74
===l iy
Ar= 0

¢ [ormemos o guadro dos valores da funcio sob o sinal soma:

1 [ i F
T 1o-— x =
ra=110 100000 | 2o =16 | ye =0,62500
himg N—0'e0008 | ;=17 | up =0.58824
i | 0883 | z =18 | ys =0.5500
r3=—1,3 ya=1,76923 =19 yg =0.5
r=1,4 1, =10,71429 2pp=2.0 o =10, 50000
BB B irg = 0 66667
I

| Obtém-se sepundo a primeira formula dos recifingulos (1):
2
5 92 G4 (o yat .. pe)=0,1+7,18TT3=0,T48TT.
&

Oblém e segundo a segunda férmula dos rectingules (1)
2 »
5 2 04 {yivat - - H10)=0,1-6,68773=0,66877,
I
1

Resulia imedistamente da figura 227 gque no nosso cata a primeira
férmula di o volor do iotegral por excessa ¢ o segundo por defeiro.

1. Oblém-se segundo a férmula dos trapézios (2):
2

S 4 o (1‘*‘"'54-5,13773]:[:,59311.
g

2
1
[II. Tem-sc segundo a Formula de Simpson (5):

g1 lva o2 (s + Fat Ve 4o +4 vt stntrll=

= 3
01 (| 0,5 42.2,72818 +4+3,45955)=0,69215,
]

2
Na realidade, | og 2= S 8T _ () 5031472 (s menos de sete casas decimais).
& x
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Por conseguinte, dividindo o segmento [0, 1] em dez partes iguais, a
férmula de Simpson dd cimco décimais exactas, a formula dos trepézios,

iy

!
4 Ix

&y

i .I‘.Ffﬂ:i zt‘r'
Iy
Fig. 227

sbmente trés, ¢ apenas podemos responder & primeira décimal quando se
aplica s formufa dos rectfingulos.

§ 9. Formula de Tehébychev

, Nos cdlculos técnicos, tem-se muilas vezes de recorrer a formula
de integragio aproximada de Tchébychev,
b

Seja ainda calcular j f (x) dx.

‘ Substituamos a fungio sob o sinal soma pelos polindmios de
interpolagio de Lagrange P(x) (§ 9, Cap. VII) tomando sobre o
segmento [@ bl certos valores da fungio: f(x.), f(x). .. f (xn),
onde X, X:, ..., X» $30 pontos arbitririos do segmento [a, b):

P{I_;I= {I_'z“l}rx_zﬂ-}"':.‘r_'rn]
{‘t! —--I-'ﬂ{i'j —J"&]‘.._{I' _."T"H}

flr) -

(F—x)(x—x). .. (x—12,)
(rs — ) (2 — 2} . . oy —

}J'rf-i-':] 2

L]

(r—a)lz—x)...(x —=x,4)

(Fn — ) {2y — o) .. (Th —Zny)

Fixi) i1
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Obtém-se @ formula seguinte de integragdo aproximada:

e~ {P@de @
que, apos célculos, mrr?a a forma
e O @) A G @)+ Cal@) @
em que n:cae[icienles ¢, sio dados pelas farmulas

o E {:r—-x,}...[I—Is—ﬂ{x—xu-:]---{I—In] dr [4}
I=

(2 = Zp) o oo 0y — Fi—a) (Zi — Fr4a) o+ o (Fe — Fa)

A formula (3) & dificil e incﬂamnda_pa:a o5 chleulos, da-:lip ‘;[::
os coeficientes C; se exprimem em fungio de fracgbes complicadas.

Tchébychey pds o problema inverso: dar, ndo as ahmss;; Xu
Xs, ..., Xn, mas os coeficientes C,. Cs ..., Cu & determinar as abcissas
X e e o
' Tumam-:;: os coeficientes €, de modo que formula (3) ﬁg&::
o mais simples possivel para os cilculos. E, evidentemente assim quando
todos os C; sao iguais:

C]=c|-——...=c".

Designando o valor comum dos coeficientes €y, Ca - Cy por Cn,
a formula (3) torna-se

b/ (a) de s Calf (@) +1(@) 4+ 1 @) )

A férmula (5) representa, em geral, uma ig}mldadc aproximada,
mas se f(x) é um polinémio de grau nmdo superior a 1, te;:;t-se:
entdo, uma igualdade exacra. E esta circunstancia gue permite deter

i i o K o )
mlnnraasﬁ;[:la‘,‘;l:ld;&:f: frj:m fﬁnJ:uJa gue cun!.rcnila a todo o intervalo
de integragio, reduzamos o segmento de integragio [a, b] ao segmento
{— 1, 1]. Fagamos, para esse efeito

z=u+ b+b-—a

£
2 p

ler-se-4, entdo, x =a para = —1 ¢ x=»5 pamna r=1
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Por conseguinte,
1

b 1
SHJ‘}#T=#:HSf(a+b+b;af)d!=b:ﬂgt[{'IJd'L

o

et -

-1 =1

em que se designou por ¢(1) a fungdo de 1 sob o sinal soma. Por
conseguinte, a integragdo duma fungdo f(x) dada sobre um segmento
[¢, #] pode ser sempre (reduzida a integragio duma outra tungic ¢(x)
sobre o segmento [— 1, 1)

Assim, o problema reside em escolher vs nimeros Cu, X5 Xz, 1oou An
na formula

1

[ f@dr=Culf(x) + f (@) + ..+ [ lzn)] (6)

=1
de modo que esta formula seja exacta para loda a fungao f(x) da
forma unga
IHII}=au+ﬂ1r+d*z:+‘--+ﬂn—13'n-l i

Notemos que
1

1
5“131‘13:5[ﬂn+ﬂli-i—ﬂgl’+,..—';—ﬂ.,n1,: Y by

z(a“+ﬂ+%+,[_‘_i+_“+_'l,"_‘_' se & impar:
K] 5 7 h

=3 (8)

2(a9+%—|—...-|--ﬂ"—"’-] s é par.

H—1

Por outra via, tendo em atengio (7). & soma do segundo membre
da igualdade (6) é igual a

I:'rn[“"-;'l:l'll_"'lrl'.-rl +‘r:r+---+~Tn]‘—“i~':{-"i+f§+..a

BT 4 1S SR W €l e SRR i (%)
lgualando as expressGes (8) e (9), obtém-se uma igualdade yue
deve ser verdadeira, yuaisquer que sejam ay, oy, ds .o, R

P ila [+ 1% i
. T i i =
- (u“ BT T 5 3 T —+ . )

=C,[nay+ay(r,+r.+...+ 1)+
S s B 0 MR S -t IS S
D el IR R 3 | B

an
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lgualemos os coelicientes de @, . @y, ...y Gn-t D08 dois membros:

3
2=C,n ou Cg= s

Ty 1‘2—|—,_.-|—_r_|:'f}:

2 n
- B HE R . 10
3#+£§+---+:ﬁ—d€n-‘3~ ! (10)
A4d+...+a=0
2
i+ --|-~ft="_,—=%:

.................

Deduzem-se as abcissas x,, X, ..., %, destas n ﬁ]lignas equagdes,
Estas solugdes foram encontradas por Tchébychev para diversos valores
de n. Damos abaixo as solugdes que ele encontrou quando o numero
de pontos de divisio n é igual a 3, 4, 5, 6, 7, %

|_N'm de Cosfielentes Valores das sboissas Xy, T2 000 ¥y
grdenadas n Ch
2 = — gq= 0, 707107
3 = = i:=n
i :1=—15=l},7931ﬁ5‘i
& T o= _;3=ﬂ1131592
= —r=—1, 832498
] & :;= —-.:i:L'.I,ENEﬁi
| .'F'|-=0
= --.:5=EI,553%§?
6 1 :;= — g (),422518
3 Iq= —x,=0),2806635
L= -:-;a:[l,ﬂﬂm
H Ty = — zg =1, 520657
T T Iz= -—.1:5=|'},3239|.2
=0
ni=—1y =0, 911589
i In— —dFg= l},ﬁﬂiﬂig
| g % I3~ — ¥y = l}.ﬂ-ﬂ?ﬁﬁ
|

i — rg w0, 167908
| I;,-_U
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Por conseguinte, efectuar-se-d2 o cilculo aproximade do integral
sobre o segmento [— 1, 1] aplicando a fdrmula seguinte de Tehébychev:

1
S Fa)dr= [ (&) +F @) + ... + @]

1

em que n & escolhido no grupo 3. 4. 5, 6, 7. Y, e estando &, Xp, ...0 X
representados no quadro. Ndo se pode tomar para n o nimero 8
ou nomeros superiores a 9; o sistema de equagbes (10) di, enfio,
raizes complexas,

Quando os limites de integragio do integral dado sio a ¢ b,
a formula de Tchébychev torna-se

b

[r@re="=2r0 +raxy+...+sx
bLla b—a ;
em que X; = —5— o mli=1 2 .. o) e tendo 05 x o8

valores dados no quadro,

Demos um exemplo de cdleulo por aplicagio da formula de
Tchébychev,

2
Exempfo — Calcular S
1

dr
T

(=Log 2).

Resolupdo — Reduramos por uma mudangs de vardvel, o segmento de
integragic ao segmenio [— 1, 1]:

{3 21 . 3 ¥ 3%
;._T _E.{BE..I..?_TI
dt

Calculemos este dltimo integral para n =3, aplicando & f[drmula de

1
j 10 de =% 11 (0,0T107) 4 £ (0)+ (—0,707407).
=
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Dado que i
MO0 =55 5707 3,701107

0, 269752,

| R E—
f{ﬂ}=m—ﬂiﬂ.ﬂd&.ﬁ-,

. ' r
lem-5¢

1
5 2 =2 (0,269752 +0,333333 4-0,136130) =

.—_3_[ .1,030215 =0,892810 ~ 0,693,

arando este resultado mos resultados fornecidos pelas fdrmulas dos
mcllnmﬂcaa?: dos trapézios ¢ de Simpson (ver o exemplo do pardgrafo antedor),
verifica-se gue o resultado obtido pela aplicagdo da férmuls de Tchﬁhrgrch1v
{com trés pomtos de divisBo) € mais preciso que o resultadp obtido pela
splicaglio da fdrmula dos trapézios (com nove pontos de divislo)

Indiquemos que a teoria do cdlculo aproximado dos infegrais
foi dcsm’?rnhidu gos trabalhos de A, Krylov (1863-1945).

§ 10. Integrais que dependem dum parimetro
Derivagao dos integrais que dependem dum pardmetro. Seja ©
integral 2
Hey={1(z, =)dx (1)

no qual a fungio sob o sinal soma depende dum certo parametro a.
Se g parimelrp « varia, o valor do integral variard tmribém‘ I'f.esuha
que o integral definido ¢ fungdo de o poder-su-d. entdo, designd-la
por 1 (a).

1. Suponhamos gue fix. o) ¢ fa (x, a) sdo fungdes continuas

nd
i eLad e a{rgLh 2)
Determinemos @ derivada do integral em relagio a a
i 1 4 Ay — I (e}

li
Ao -0 Ane

= I (a).

Verifiquemos, para esse efeilo, que

L]
I{a+&m.=5f{1 -+ Agldr

INTEGRAL DEFINIDO 469

€. por conscguinte,

.} B
o+ Aa) —I{a)= [ f(z, a + Aa)dz — ( f(z, a)dz=

&
EEU{"% E-{—ﬂl‘.‘.\'.l'l —f{z, m}]dz:
f{u+$tz}—f{u}=5_f{.r. @+ Aa)—f(z, a)
Aa Az ‘

Apliqguemos a formula dos crescimentos finitos de Lagrange a
fungio sob o sinal soma; obtém-se;

Iz, a-}--'.':tll:.;]:l-ff-t. u]-——.f;{-‘l?. a 4 8Aa),

em que 0<8 <1,
Dado que §, (z, o) é continua np dominio fechado (2), tem-se

fo(z, a+-0Bla)=/; (x, a) +e,

em que a quantidade e, que depende de x, a, Aa, tende para zero
quando Aa— 0,

De modo que
b
Ha+ﬂ-a1-ua}_5
a

[falz, a)+e]ldz=
Ax

5 5
= Sﬂ.{.t. a]ir—i-—gzdz.

Passando ao limite, fazendo Aa — 0, obtém-se (*):

lim &+ Aa) —1(a)

Lup =il Ao

=f;t==}=jf.;(z+ o) dz

b
(™ A fungio sob o sinal soma no integral S 4% Und i 2o

a
quando Aa=>0. Do facto de a fungio sob o sinal soma tender em ecada
ponto para rero, ndo & forgoso que o integral tenda também para zero.

b 1
Todavia. no caso dado S #dzr tende para zero quando Aa—+ 0. Admiti-lo-emos
[

sem  demonstragio. s
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b
(5 12 wydela=§ fa (2, @)dr.

E a formula de Leibniz.
2. Suponhamos, agora, que os limifes de integragao a e b em (1)

sdo funcoes de al
)

I(a) =D [z, a(@), b@)]= q(sﬂ}r (z, =) dxr. (1)

& [, wla), bla)] é uma funglo composta de a, por intermédio de
u e b Para determinar a denvada de /(u), apliguemos a regra de
derivagio dus tungdes composias (ver § 10, Cap. VIII)

o oD da BIIdb. 3)

Em virtude do teorema de derivagdo dum integral definido em
relagio ao seu limite superior varidvel (ver formula (1), § 4), obtém-se:

L
b

S|

j flz, a)dz={[b(a), al,

gl

] ]
11)‘=_ Sf{.r. a}d-'rz-igj’fx, a)dr = — fla(z), «]
da da J

Por fim. para calcular %% atilizemos a formula de Leibniz

estabelecida em cima:

b
ﬂ:ﬂr;{x. ) dz.
h o

Obtém-se, substituindo na formula (3) as expressoes ohtidas das
derivadas:
blal

db da
(@)= \ fzlz, a)dz+[[bla) a}—-d;rf[a{a}. a]-E. (4)
alm)

A férmula de Leibniz permite calcular certos integrais definidos.

INTEGRAL DEFINTDO ‘,1

Exemplo — Calcular o integral

e
SENLE
S eF — 2,
I
o

Resolugdo — Motemos, primeiramente, que nio se pode calcular directa-

senor

mente este integral dado que a primitiva da fungio o nio s

exprime por meio das fungdes elementares. Para calcular este integral, con-
sidererar-se-4 como funcio do pardmetro o

fnw)
L Enar

f{::';:js’ -

[i}

dr.

Calcula-se, entio, a sua derivada em relagio a o aplicando a fdrmula
de Leibniz (*):

el o

I )= l [e“ el lf”]m dr=— S em T cos wr i,

E o

Mas este dllimo intepral caleula-ie facilmente por meio das  fongdes

1 i
elementares; oblém-se T Por conseguinte,

F i {-::J=-1+Lml-.

Determina-gse { (a), integrando a identidade obtda:
f{a)y=arcilga4C. (4]

Resta determinar €. Venfiguemos para este cfeito gue

o

; &n 0. =
f{lj= Se'I“—“L-{ dr— ! Ode_10,
i

&
i
Por outra via, arctg0 =0
Substituindo & = 0 na igusaldede (5), obiém-s¢
I ) =arc g0+ 0,
em que O =0 Tem-se, entdo, para todo o valor de o a igualdade seguinte
I{g)=arc lga,
Ista &
]

(*) Estabeleceu-se a f[drmula de Leibniz supondo que os limites de
integragio a e b eram [inilos. Todavia, a formula de Leibniz convém neste
presente caso, einda que um dos limites de integragdio seja infinito,

0T
et ——de=arciga.
x
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Exercicios v3
Shs N
Calcular os integrais definidos seguintes, considerando-os como limites 0 dx X - a
de somas integrais &, X V]_—-_-_-? R 1t. St,gxd.r, Resp. Log 2.
b i
S 1 dr 2 i z
r . L dr
) 2. 5 Resp. | 13. ET. Resp. Log .
1
Indicagdo — Cortar o segmento [a, b] em n parics pelos pontes 2i— —agl g
b3 — gl 14. $de Reapg agiog T - F .
fi=0,1, 2 .. n em gquc q-—'l/:.. Resp. 3E ! j;“" o DO < SI0S - . 13. j 5 dz. Resp. 1.
‘F;
b n
de b : LE
S quc 0<"a< b Resp Lﬂg-&-—. % >
) 16, jh—_i . Resp. Log (2:—1). 17. j cost » dz, Resp. 5
Indicagdo — Cortar o scgmento [a, b] como no exemplo anterior. t -
" (o
VEd 2 g2 £
A z dz, Resp. —i{ L 18, juﬂ"-’
Indicagdo — Ver o exemplo  anterior.
i
i E sen zdr. Resp. cosa— cosb. “Cllculﬂ 0s integrais seguintes, fazendo as mudangas de varidveis indicadas:
a T
Indicagio — Estabelecer, préviamente, 3 identidade scguinte: 19. J sen r ool rdr, cosxr=f, Resp, % "
sen a4 senfa- ) +sen{a+20) 3. —senfa+ (n— 1) b=
a
__tos {a—k}—caos (a-nhk) dr r x
23R ' L 3rZomz ' BT TH RHPTF;
l.' .
¢ preciso, para este eleito, multiplicar ¢ dividir todos os lermos de i
primeiro membra por  sen h e substituir os produtos de senos pelas 21, S x dr , 2 ir=.(3, Resp. ayi
A Vz-r"ia‘- E £
diferengas de cossenos, 1
L 1
= b—-sen 4. dx 1
3. Scn&:d:.ﬂ:ﬂ:- wn ne 2z, j‘ e y T=lgt. “"P‘TT'E
[:3 ¥
Utilizar a formuly de Newton-Leibniz para calcular oy integrais definidos. 3 VI‘ i
1 1 23. j o de; &—1=1I= Rtb.p qf'}—amtgl}
f. 51‘-':’1. Resp. % 1 y S #Xdr, Resp. e—1. :
i H T
Rey 2 : ) 9
. i'—"——zvs_j-;i_lf-——+kesp Log g 5 -
v

1
dr n
dz. i i
sen = dz. Resp. | 9 SI.—:‘* hsp.l,‘.
n

e
t
ey |
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25.

i cns g di

&
seng=—1{. Bép. Log— .
B—hsenqp--sea? ' ¥ P €3

Masirar gue
1

1
26. 5 £ (1 — )" dz = E £ (1—2)™ dz (m >0, n>0),

a i

b
S_f{;r}d'r_j f{a+4b—x)dr. 28. Ef{x‘] d:r::%s fi{x% dx.

—d

Caicular os integrais mproprios seguintes (limifes infinitos ou singularidade

du fungde o imiegrarl

29,

M.

ar.

H
Eu

. Resp. 1.

-
|
H
5|

== dr, Resp. 1.

B

. Resp. E[ﬂ}ﬂ'}

S
+
'ﬁ

TI®
-

3
-]
k| 2

e =
.

e
k
H
&
g
A

xsen rdr. Resp. O integral diverge

dr
V=

+ Resp, O integral diverge

E

dr

m REH‘-’- i -

': SR e I R = s 1 l:'-'l—--aE ey =
LS
o

41,

44,

46,

47,

48,
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1
I f"i .Resp _3..

.]ﬂ F 2
9
2

dz ) 5
1!'?_ Resp. O integral diveige
- dr EL

. R 5o

{ rVzt—1 e :
1

d_z -
j —7 -Resp. O integral diverge
-1
o
5 e~%sen bx dr (a > 0). Resp. 'a!-?-&’l =
(-]
ie‘“cmb;d:{n}ﬂ} Resp. m'

Calcutar o3 valores uproximodoes dox inregrais,

Log 5=!$ por aplicagiio da formula dos trapézios e du formula de

i
Simpson  (n= 12). Resp, 16182 (scgundo a formula dos irapérios);
16098  (Simpson).

il

. !. ¥ dreegundo a4 formula dos trapézios e o [drmula de Simpson (v = 10),

Resp. 3690, 36l

j V1—z¥dr sepundo a [drmula dos trapézios (n = 6). Resp. 08109,

r‘i—-—! segundo a formula de Simpson (n =74), Resp. 08111

e T

{0
Jlngm:d.r segundo a furmule dos trapézios e s formula de Simpson

= 10). Resp. b,0656; 6,089,

49, Caleular o valor de = partindo de que _:'-;_:51%' por aplicayio

1
da férmula de Simpson (0= 10} Resp. 3,1415%.
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:L..—-.ulu

50. n:x dr segundo a fdrmula de Simpson (n = 10). Resp: 1,371,
T L 1 ;
5{. Partindo da igualdade jr b #:E. em gue a > 0, determinar para o
i
- -]
inteite n > G o walor do integral Sr‘:“ dr. Resp. n!
[}
52, Partinde da igualdade [ ="' _ determinar o valor do integral
artindo ig . ZV-'
- d .
T nt 1-3.5...(3n—1)
E FEre T e

il
-]

—ax
53. Caleuwlur o imtegral 52’,.._.

——— dx. Resp. Log (1 +-a) (= >—1).

1
54. Servir-se da igualdade ixn—l dz=-1- para calcular o integral
n

1
5 "1 (Log x}" dz. Resp. {— 1)k _i "
I

nk+l

Capitulo XIIL

APLICACOES GEOMETRICAS E MECANICAS
D0 INTEGRAL DEFINIDO

§ 1. Caleulo das areas em coordenadas rectangulares

Se a funciio f(x) = U sobre o segmento fa, b], sabe-se que (§ 2,
Cap. XI) a érea do trapézio curvilineo formado pela curva y = f (x),
o eixo Ox ¢ as rectas x =a ¢ x = h (fig. 210) é dada por

¢ —gfiﬁ'}d' (1)

<]
Se f(x) <0 sobre [a, b], o integral definido [ f (z) dx é tam-

bém < 0. O seu valor absoluto é igual a drea Q do atrnpéziu curvilineo
correspondente:

b
—0=§f{¢'}d¢‘-

Se f(x) muda um numero finito de vezes de sinal sobre o
segmento [a, b], decompor-se-§ o integral sobre [a, b] em integrais

2

Fig. 218 Fig,

parciais. O integral ¢ positivo sobre os segmentos em gue fixy=0e
negativo sobre aqueles em que f(x) < 0. O integral sobre o segmento
completo- representa a diferenga das dreas que se encontram dum
lado e doutro do eixo Ox (fig. 228). Para obter a soma das dreas
no sentido ordinatio. é preciso encontrar a soma dos valores absolutos
dos integrais sobre os intervalos parciais indicados ou, melhor, calcular
o integral

fi
= g |f ()| de.

£ wplo—1. Caleular a drea @ delimitada pela sinusdide ¥y =seax ¢
o oei¥a | quando 0 < 1< 2= ffig. 2200
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Resofuydn —Dado que senx >0 para D<rsw ¢ senx s 0 para
Tl kK Iy, lemese,

n In ix
Q:S senz dr - Ss&n:dr =§|!=ﬂ.r|dz.
] 1 b
m
E |.|:nxd:—_-—cna:!’u'=—{l:usn-—{‘oﬂ[ﬂ:—[—l—ﬂﬂz.
in
S sen r drx=—C08 T f‘l"——“ — (cos 2n—cos ) = — 2.
H

Por conseguinte, () = 2+ |—2|=4.

Fig. 230 Fig. 23

Se for precisa calcular & drea delimitada pelas curvas p = f, {x), ¥y =/, (0
e a¢ rectas x = a, x=h com a condigio f, (x) 2 f, (x), ter-se-4, evidentemente,
(fig. 2300

b b b
o= nma— 5 hade= | 1h &= (2
a a i

Exemplo=-2. Calcular a drea delimitada pelas curvas (fig. 231)
—_-V; et p===t,

Resolugdo — Determinemos o4 pontos de intersecglio das curvas: V7=
r=x% donde z, =0, x,=1.
Por conszguinte,

i i 1
2 z
GE E v&ﬂ-ﬁ— { zili.:= j (V:’—-I"} d1=§2$’rz h}—-—?‘— nn?—isi+
0 '
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Calculemos agora a drea do trapézio curvilineo delimitado pela
curva de equag¢bes paramétricas (fig. 232),

z=g(t, y¥=W(1) (3
onde

a<t<p

gla)=a, gqf)=0b

Suponhamos que a curva defimda pelas equagdes (3) pole ser
posta ainda sob a forma y = {(x) com v segmento [a, #] para dominio
de definigdo, Poder-se-d caleular, entdo, a drea comn se segue:

b b
Q=/(s)dz= [ ydz.
Fagamos 4 mudanca de wvaridvel:
=) dr = ' (¢) dt.
Tem-se, tendo em visia as equagies
y=1@)=Flw)]=v(0).

Por conseguinte,

B
Q= 5 () @ (1) dt. (4)

Fig. 232

Tal é a formula que permile calcular a frea dum lrapéio
curvilineo delimitado  superiormente por uma curva em  coordenadas
paramélricas.

Exemipio — 3. Calcular o drea do dominio delimitado pela elipse
r=acosl, y=bsent.

Resolopdo — Calculemos a2 drea dehmitada  pela  semi-elipse  superior «
dupliguemos o resultado oblido. Aqui, x varia enlre —a e 4 a por conse
puinte, ¢ varia de & a 0O,

1] f H ]

(Jzzg[blen:}{—asenrdr}=—2ubSnuﬁrdc_—,zna sent gl -=

n 0

R send

1 —cos 2t ! sen Xjm
=2abh —_— = e e —
2 ! o di zab[z 27 =t

Exemplo — 4. Caleular a drea delimitada pelo eixo Ox e um arco da
cicldide
z=a(t—sent), y=a{l—coni.
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Resolupdo — Quando ¢ varia de zero a i, x varia de zero a Ima.
Obtém-se, aplicando a fdrmula (4%
n
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A soma
an

Q= S a (1 —cos t) a (1—cos #) dt =a? i (1 —cos )2 de =
1]

L]

- _?aﬁ_'.nﬁ[,fn:}!m}
L I¥i =3 JI i
i7=]
in in In ]
=g3 dt—2 \ cosidt4 | coa?idl |;
[y
i

§ 2.

Area dum sector curvilineo em coofdenadas polares
Seju

i=1
dé a &rea do scctor em wescadan,
Sendo esta soma uma soma integral da fungdo p* = [f(8)] sobre
o segmento «< 0 < B, o seu limite guando méax. 4B, —0 dd o
4R n i integral definido
- d !-.—Mrsi!'
Sdr_—_z.-;; Scmrd:=0: 5 c#:d::j 5 dt=m.
] u 1] (1]
Obtém-<e, linalmente: 0 = a? (204 1) =3nat,

15]

B
Sp“dﬂ.

Ele nio depende do raio vector p; escolhido no Angulo A8
E natural considerar que este limite representa a drea procurada (*).

p=7(8)
a equagiio duma curva em coordenadas polares, em que f(8) é uma
fungBo continua quando « < 0 B
Determinemos a drea do sector
e os raios vectores 8 =a ¢ B=§.

OAB delimitada pela curva p = f(8)

Fig. 24

Assim, a drea do sector OAB € igual a
B

I
':":‘z',(""“’” (1)
[ 4
0¥
f
|
Fig. 283 g Slf{ﬂ}]" - -
Dividamos a area dada em n partes pelos raios 8.7=a. 8=8, el 2 e inu:ur I
... B, = 8. Designemos por a8, 8. ... 48, os fAngulos formados
r estes raios (fig. 233). . p=aV5oE B
.y Designenios por p. 0 comprimento du raio vecton correspondente (fig. 2340
a um angulo qualyuer 8, compreendido entre 8 -1 e Qites
Considersmos o sector circular Jd¢ raio g, ¢ de angulo ao centro
aB, A sua drea € :

fp'f.-iﬁg.

] {*} Poder-se-in mostrar que esta definicio da drea nfo contradiz a dada
anteriormente; por outras palavras, calculando a drea do sector curvilineo por
melo de trapézios curvilineos obler-se-ia o mesmo resultado.
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Resolugdo — O raio vector abrange o quadro da drea procurada quando

ami.d.u.:}

®

i 1

i
&
T'@ =g htdﬂ;—;-a* ‘5 cos 20 df = —

E ey | 4y

of conseguinie
P ; 0= ab

§ 3. Comprimento dum arco de curva

I. Comprimento dum arco de curva em coordenadas cartesianas —
Seja y = f(x) a equagio duma curva plana em coordenadas rectan-
gulares. Procuremos o comprimento do arco
AB desta curva compreendido entre as ver-
licais x=a ¢ x= b (fig. 235).

Deu-se, no Capitulo VI (§ 1), a definicio
do comprimento dum arco de curva. Recor-
demo-la. Tomemos sobre o arco AB os
pontos A, My, M., ... My ..., B de abcissas

4 Xo= @i, Xiw Xz cons Ky --on D= Xn € tracemos
as cordas AM, MM, .. M,_.,B, de que
Fig. 235 designaremos os comprimentos por As,,

ASs, ... Asw. Obtém-se, entdo, a linha poli-
gonal AMM, ... M,_.B inscrita no arco AB. O comprimento desta
linha poligonal €

Chama-se comprimento s do arco AB ao limite para o qual
tende o comprimento da linha poligonal inscrita quando a maior
corda tende para zero:

rom Nidd  SE (1)

max A8+ i=1

Vamos mostrar agora que se a fungdo f(x) ¢ a sua derivada ' (x)
sio continuas sobre o segmento a = x < b, este limite existe. Assim
fazendo, ter-se-d4 dado ao mesmo tempo um processo de cdiculo do
comprimento dum arco.

Introduzamos a notagio:

Ay, =f (&) — [(Z1-1)-
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Entdo, .
. ¥ 1
As; = V(Az) + (Ay) = ]/1 + ("‘—*’) Az,
ﬁI;
Segundo a férmula dos crescimentos finitos
i_y_i_ 4 f{&'!} == f ‘mf—t} =I{E:}
x; I --Tiey
onde
Lj—q =< Ei<gx.
Por conseguinte,

Asy= VA 4 [ (E)] Az,
De modo que o comprimento da linha poligonal inscrita &

By = };1 Vi + If{EJ'}]! ﬂrr'

Sendo a fungio f'(x) continua, por hipdtese, 0 mesmo se dird
de V1 I («)P. Dai resulta que a soma integral tem um limite
gque € jgual ao integral definido:

" , LA | | & e —————ail
s=_lim N VI+[fEIF Avi=[VI+(f (x)f dz.
MAE X0 f=1 a
Assim, obteve-se para o cdleulo dos arcos a formula
B [ i
W % e (@Y .
s t+@Far=| V1+(%) ar (2)

Nota— 1. Puode-se obter, partindo desta ultima formula, a deri-
vada do arco em relagdo A abcissa. Se se supde que o limite superior
de integragio & varidvel e se se o designa por x (ndo mudaremos a
varidvel de integragio), o comprimento do arco s serd uma fungio de x:

s{z) = 5 ]/i + (g'—i)zdx

Derivando este integral em relagio ao limite superior, obtém-se:

ds dy\*
= ]/1 + (;;) ~ (3)
Esta formula foi estabelecida no § 1, Cap. VI, sob outras
hip&teses,
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Exemplo — |. Determinar o comprimento. da  circunferéncia
B Y

Resolupdo — Calculemus, primeiramente, © comprimento do guario de
circunferéngia no primeire guadrante, A equagio desta porgio de arco escreve-se

e Vﬂ — i,
donde,
L T
ix Vi—2

Pur cunseguinie,

r e I
_l'-_eril s i il PR R (Rl
ek +a—adr— Vrz_;_ir -racesem | =ro-.

n 1]

0O comprimento da circunferdncia completa &€ 5= Iar.

Determinemos agora ¢ comprimento dum arco de curva quando
a curva é dada pelas eyuagdes paramétricas:

r=¢(t), y=%{) (et (4)

em que ¢() e @) sao fungdes continuas dotadas de derivadas
igualmente continuas, ¢ ndo se anulando ¢'(r) sobre o segmento con-
siderado. Nestas condigdes, as cquagoes (4) determinam uma certa
fungiio y = f(x) continua com a soma derivada

gy ¥
dr ql.“}

S\Ejﬂ = pla), b= plB8) =l
Fazendo, entdo, no integral (2) a substituigio

= (i), dr=q'(t) dt,
R R 2D T
3:5 Vi -|—[iﬂ g (1) di,
4 P {2)

B
s=§ Vg (] + ¥ (nF dr. (5)

obtém-se

ou, finalmente,

Nota — 2. Demonstra-se que a formula (5) se mantém \rili::la
para curvas que sio cortadas por verlicais em mais dum ponlo (prin-
cipalmente para curvas fechadas), desde que as duas derivadas ¢ (f)
e ¢' (1) sejam continuas em qualquer ponto da curva.
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Exemplo— 2. Calenlar o comprimenio da hipocicldide (astrdide):
ro= gt t,  p— o sent

Resolugio — Sendo a8 curva simétrica relativamente aos dois eixos de
coordenadas, caleulemos, primsiramente, o quarte do comprimenio desta curva
que s encontra no primeiro gquadrante, Obtém-se:

dr dy
—— 2 e 2
= 3a cos? ! seng, 5 -3a sen?fcos d.

: 19 =
O pardmetro ¢ variard de 0 a —-. Por conseguinte,

ik
—;—azs VP cost rsen® 1L ot send f cost 1 —
il

n

kS
—du ‘ Veos? [ sen? i di —

i

A

2 &
TEﬂjlﬂﬂlCDﬂld!:Eﬂun-l = _3-—”; 1==Fa

2 o 2

Nota—3. Se se tem uma curva empenada definida por equa-
goes paraméiricas
r=q(t), y=w¥(t) z=1x(1), (6)

em gue o= t= 8 (ver § 1, Cap, IX), define-se 0 seu comprimento
(como para uma curva plana) como o limite duma linha poligonal
inscrita, quando a maior corda tende para zero. Se as fungdes o (1),
¢ (1} e x{f) sio continuas com as suas derivadas sobre o segmento
[w, Bl. & curva tem um comprimento determinado (isto & o limite
indicadv acima existe), dado pela formula

f
s= Ve OF + W (OF + [« (OF dt. (7)

Admitiremos este resultado sem demonstragio.

Exemplo — 3. Calcular o comprimento do arco da hélice

I=atosl, y=asnf, 3= aml

correspondente a [ entre zero e 24

Resplugdo — Deduz-se  das equagdes dadus

dr = —asentdt, dy = acosfdt, oz amdl
Obtém-se, substituindo na formula (T):
ok ia
= Y Vatsenii | af costl—aimEdi—a ‘ Vidmedt=2na V1| 0.
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2. Comprimento dum arco de curva em coordenadas polares —

Seja
p=1{(6) (5)

a equagio duma curva em coordenadas polares, sendo p o raio polar
e B o dngulo polar,

As coordenadas rectingulares exprimem-
-se¢ por meio das coordenadas polares

r=pcos B, y=psen 6.

Se se substitui p pela expressio (8) em
fungio de 8, obtém-se as equagbes

r=7F(f)cos B, y=7(0) sen ©.

Pode-se considerar estas equaghes como

Fig, 236 sendo as eguagbes paramétricas da curva e
a2 aplicar a formula (5). Determinemos para

esse efeito as derivadas de x ¢ de y em relagio ao pardmetro ©:

praflecas 8)

%=f{ﬁ} cosf — f(0) senf;

% — /'(8) sen® & £(0) cosO.

Tem-se, : entio,

(L) + (L&) =vor+por=s+e
Por conseguinte,
B
§= 5 Vp'=-|—p‘i1i:l.
Ba

Exemplo — 4, Calcular o comprimento da cardidide (fig. 216)

p=al(l<d cost).
Fazendo variar o fAngulo polar 8 de a7, obtém-se a metade do
comprimento procurado. Tem-se aqui p' = — asen @ Por conseguinie,

=2 §Vn‘{1+¢mﬂ}3-{-u3-ﬂ.‘ Bdi=

Tla

Il

b=

o~
ey 1

14
VET2cos 8 db— da J-:aa-gda;&nm 918 L
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Exemplo— 5. Caleular o comprimento da elipse

F=gocoat,
y=hsent, } G-:s';.!.;;;ﬂn.
suponde a >b
Resolugdo — Sirvamo-nos da férmula (5). Calculemos, primeiramente, -

4
do comprimento, isto é, o comprimento do arco correspondente hs variages do

it
parimetro + entre 0 et ?t

TV a?sen® {4 5% cos?f di —

o

]
Vai(l—cos? i) L b¥cos tdi= | Va¥f—(al —b%) cost £ dt

u

-::L——.tal:l :l_.-pul".'l

1— k2 cos r 41,

———tafn

L1
2
ad— b2
-8 § {i— 5 cos f di=an
a

em que - Vet < 1. Por conseguinte,
[+

m
o

,_-mgmm_

MNada mais resta do que calcular este dltimo integral. Mas sabe-se que
ele nio s: exprime por meio das funcbes elementares (ver § 16, Cap. X). Este
integral ndo pode ser calculado a nSo ser por méilodos aproximados (pela
férmula de Simpson. por exemplo).

Em particular, s¢ a3 metade do eixo maior da elipse for igual 2 § &
o semi-gixo menor [Or 4, tem-se &k = -g. ¢ o comprimenio da elipse #

- :

3
g ]
x—é-EI I_/ 1— (-g-) cos? | di,
0
Calculande este ltimo integral, por aplicagiio ds férmula de Simpson,

[dividindu o segmenio [D, %] em quatro plr:u).nhtém'u o valer apro-

ximado do integral:

& ]
V 1 ——cos? t dt = 1,208 ;

o comprimento total da elipse ¢, aproximadamente, igual &
a = 2596 unidades de comprimento.
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§ 4. Caleulo do volume dum corpo em funcio das Areas
das seccoes paralelas
Consideremos um corpo 1 ¢ suponhamos conhecida a drea de

toda a secgio arbitrdria deste corpo por um plano perpendicular ao
eixo Ox (lig. 237).

Esta 4rca depende do plano secante,
isto €, que ela é fungao de x:

Q=01

Suponhamos que ) (x} é uma funcio
continua de x e determinemos o volume

do corpo dado.
Tracemos os planos x =x =a, x =
=y =y, s =gl

Estes planos cortam o corpo em
secgoes. Tomemos em cada segmento par-
cial ;- < * < 7;um ponto arbitrdrio ¢ e construamos para cada
seccio i = 1, 2, ..., n um cilindro cuja geratriz paralela ao eixo dos x
s¢ apoia sobre o contorno da secgiio pelo plano x = §;.

A drea da base dum lal cilindro elementar é

Q‘;J f"r‘ 1"'-':;.\_: Ei"'-“:":_:rl'}r
a altura ax; e o volume
Q@ (E) Ay

O volume de todos estes cilindros &

b= 3 Q(E) Ar

=1

Ao limite desta soma guando max. Ax — 0 (quando ele existe)
chama-se o volume do corpo dado

vr= lim i @ (E:) Ay,

mix Axj—=0{=}

Como vy, representa, evidentemente, uma soma integral para a
fungio continua @ (x) sobre o segmento a < x < b, o limite indicado
existe e exprime-se pelo integral definido

1]
r=§ Q) dr. (1)
[+]
Exemplo — Caleular o volume delimitado pela elipsdide (fig. 238

2 A :1_1
@ TR
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Resolugdo — A secgho para um plano paralelo ao
umnmhdmlnmdejdﬂhmumgﬁf'eu# plano Oyz e que se
w2 et P

W ral

LU

Fig. 238

Por conseguinte,
iry ke [1-—%} z

0 volume da elipsdide € igual a

v =mbe j (1—%] da=fibe (:_‘.%)

a 4

== lithe,
[ 1 Aan

—i

Em ezpecial, se a=b=1r¢ a elipsdide torna-se uma esfera cujo volume
delimitado £

pm=— ad,

3
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§ 5. Volume dum corpo de revolucdo

Consideremos o corpo de revolugio gerado pela rotagio em
volta do eixo Ox do trapézio curvilineo aABb formado pela curva
y =f(x), o eixo Ox e as rectas
4 x=a, x=b

: Neste caso, qualquer secgiio
deste corpo para um plano per-
pendicular ao eixo das abcissas é

um circulo, tendo por drea

Q=mny*==a[f(@)]"

Delermina-se, aplicando a
formula usual do cdlculo dos volu-
mes [(1), § 4]. a formula que
permite calcular os volumes dos
corpos de revolugdo:

y=4{ekef)

Fig. 239 = Ey’d‘r=ﬂ E |/ ETJF dr.

Exemplo — Determinar o volume do corpe gerado  pela  rotaglo da
catendria.

em volta do eixo Or entre os planos x=0 ¢ =5 (fig. 239).

Resolugdo.
I v X g b ix =X
= 1 e o i
t=m L — (#"—e Midz= 3 (e -2 Le “yda=
&
i :]
ar Sy b ki)
mat A a ~=7 a8 T %, . 7%
- R e il il = o
== [ 0 # 2r 3 | (e } ]

§ 6. Area dum corpo de revoluciio

Consideremos a superficie de revolugio obtida fazendo rodar
a curva v=f(x) em volta do cixo Ox. Calculemos a drea desta
superficie no intervalo a < x < b, Suporemos 2 fungio f(x) continua
com a sua derivada em todos os pontos do segmento [a, b].

Como no § 3. tracemos as cordas AM, MM.. ..., M,_,B de

que designaremos 0s comprimentos por As, A%y, o Ag, (fig, 2400,

B
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Na sua rotagdo, cada corda de comprimento as;(i =1, 2, ..., n)
gera um tronco de cone cuja drea AP; & igual a

AP, = 2x “"TJ”‘" Ai

Ora,
a = éy; !
Asi=VALD L Ay = 14 e Az,

Obtém-se, aplicando a férmula dos crescimentos finitos:

Ay

Ay flx) —Fx-y) _
ﬂz‘! Iy — Tj—y - [EF}

o x <E <<

[{or conseguinte,

As;=V1 + FYE) Az,

AR, — EJTE!—"izi"E'Vi + (&) A,

Fig. 240

A drea da superficie gerada pels linha poligonal serf igual a

P=tn JUe b UYL A,
= |

ou melhor ainda, 4 soma
Po=n 3 [f i) -+ /@) VIT 7 (8 As, )

estendida a todas as cordas, O limile desta soma, quando a maior
caﬂi? As; tende para zero, chama-se drea da superficie de revolugio
considerada. A soma (l) nio é uma soma integral para a fungio,

2nf (1) VI + 1 (2", (2)

dado que no termo corresporidente ao segmento |z, x| figuram
virios pootos deste segmento: 7.y, Z;, §i- Mas pode-se demonstrar
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que o limite da soma (1) é igual ao limite da soma integral da
fungiio (2), isto &, |

pe M w3 3 [F )+ S|V +F2E) Ar =
g, A e I'—'I
—  lim @ X 2(E) VI = EN A
ey S =i i==]

LhE]

] T —
P =20 (f) VI () da, (3

Exemplo — Cajcular a drea da paraboldide gerada pela rotagio em volta
de Ox da paribola ¥* = 2px. Limitar-se-d & porgdo compreendida entre 0%
planos r=0 ¢ r=a.

Resolugde,

— . II"{'-TP 0 z_p Ef—p
u V-a':1 ¥ Ev; B ]/I - T '

e obtém-se aplicando 4 Cbrmula [3):

]
g 4 3
—an ( Vips f‘J I ;I 2V { Vi pds

il o / 3y
_21‘[;" 2z - p)’ ~—|“-—"~1’—El’rr---m 2",

§ 7. Calculo do trabalho por meio do integral definido

Suponhamos que um ponto material M solicitado por uma forga
F se move sobre uma recta Os e que a direcgio da forga coincide
com a do movimento. Pede-se. para calcular o trabalho efectuado
pela forga F, para deslocar o ponto M da posiglo & =a & posigio
s=h

1} Se a forga F ¢ constante, o trabalho 4 & dadu pelo produto
de F pelo caminho percornido, ou seja

= F b — a).

2) Suponhamos que a forga F varia continuamente em fungio
da posigio do ponto material, isto €, yue ela representa uma fungio
F (5) continua sobre o segmento a <5< b,

Cortemnos o segmento [@, 6] em n partes arbitrdrias de compri-

maenios
Asy, A&, .., A5,
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depois escolhamos em cada segmento parcial 8=y, 5| um ponto
arbitrdrio & e substituamos o trabalho da forga F (5s) sobre o caminho
A, (i=1, 2, ..., n) pelo produto

F (&) Asy.

Isto significa que supomos a forga F constante sobre cada
segmento, a saber F = F ({). Nestas condigdes, a expressio F (&) As
d4, para as, suficientemente pequeno, um valor aproximado do tra-
balho de F sobre o caminho 45, ¢ a soma

A, = 2 F(E)As

exprime, aproximadamente, o trabalho de F sobre todo o segmento

la, 5]
E evidente que A, representa uma
soma integral para a fungio F=F(s) |

sobre o segmento [a, 8]. O limite desta
soma, guando max., (As;)—0, exisle e
exprime o trabalho da forga F(s) sobre
o caminho entre os pontos s =a e s = b

b
A={ F(s)ds. (1)

Exemplo—1. A cnmprtssau 5 duma mola
em espiral € proporcional & forga aplicada F,
Caleular o trabalho de F gquando a mola ¢

comprimida de 5 cm, se for necessdrio aplicar uma Fig. 241
forga de [ kg para comprimir a mola de ]cm
(Gig. 241).

Resolupdo — A forga F e a deslocagio § estfo ligadas, por hipdiese,
pela relaglo F = k5. em que & & uma constanle.

Exprimiremos § em metros € F em kilogramas, Para § = 00! tem-s¢ F = |,
isto &, que | =k'0,01, donde k= 100 ¢ F= HHS.

Tem-se, em virtude da fdrmula (1);

.05
y2 |0,
A | 005 as g0 551
s = |0

Exemplo—2. A forga de repulsdo entre duas cargas cléciricas do mesmo
sinal ¢, e ¢, distantes de r exprime-se pela fdrmuola

—=0,125 kgm.

€1E1

F—k—

em que kK ¢ uma constante.

Determinar o trabalho da forga F para desiocar a carga e, do ponlo A,
encontrando-se & distincia r, de ¢, no ponto A4, & distincis r, de e, admi-
tindo que & carga ¢, s criconira na origem A,
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Resolucio — Tem-sz, segundo a férmula (1)

ra 1 1
L [.___
r i y L]

1

R o ot 7 PR —

_I_Ek P dr= F."!‘!_fz P
Fy

Obtém-se, para r, = =2
(483

keyes  keyes
.=l==S - dres o

Fi

Para c; = |, tem-se A = &% .Esta dltima quantidade chama-se potencial
do campo criado pela carga ey

§ 8. Coordenadas do centro de gravidade
Seja dado no plano Oxy um sistema de pontos materiais

Py (x, Fl}: Py [z, .'1"':}1 sy Pa e UR)
de massas my, My ... Mn
Chama-;: at:s produtos My e Yim; momentos estdticos da massa

miem relagio aos eixos Oy ¢ Ox ;
Designemos por. Ze e Ve as coordenadas do centro de gravidade

(baricentro) do sistema dado, Como se sabe do curso de mecdnica,
as coordenadas do baricentro dum sistema de pontos materiais sdo
definidos pelas formulas:

E &y
4 lem,—[—:r,m,+,,,+.t“m,, _ = : (1)
; mmy .y im'
i=1
. -
yrytml+yﬂnli+---+yumn=!‘-‘1y[ *_ ':2}
[ n
mtmy ... my IEIMI

Vamos utilizar estas férmulas para determinar os centros de
gravidade de diversos corpos e figuras. ‘

1. Centro de gravidade de uma curva plana pesada — Seja uma
curva muaterial AB dada pela sua equagio y = f(z), a <z <L b

Seja y a densidade linear (*) desta curva. Corfemos a curva
em n partes de comprimento As;, ASs, ..., Asa. As massas destas partes

{*) Chama-se densidade linsar & massa da unidade de comprimento da
curva dada. Suporemos que a densidade linear € a mesma em todos os ponlos
da curva.
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serdo iguais aos produtos dos comprimentos pela densidade cons-
tante): Am; = yAs;. Tomemos um ponto arbitririo de abcissa ¢
sobre cada porgao do arco As; Considerando agora que cada porgio
Asy representa um ponto material P, [E;, f (§;)] de massa yAs, & substi-
tuindo nas férmulas (1) e (2) em vez de x; e y, respectivamente
&L e f() e em vez de My o valor vAs; (a massa da porgio As),
a%t:rimse as férmulas aproximadas que determinam o centro de gra-
¥l [~}

o SEpAs - S(E)vas
2y Asy - Dyds

Se a fungiio y = f(x) é continua bem como a sua derivada, as
somas do numerador e do denominador de cada fraccio 18m limites
quando max 4as, — (. Por conseguinte, as coordenadas do centro de
gravidade da curva exprimem-se pelos integrais definidos

Ezd’s Exvm:ﬁr
e = ; (')

§ ds EV' + [*(z) dz

b P—

[
gff:ws S 1@V +f*(2)dx

— [

Vo= -

b —
§ ds §VI4 ) de
[r] a
Exemplo — |. Determinar as coordenadas do centro de gravidade da

semi-circunferéneia 1% + ¥ = a* que sc encontram por cima do eixo Ox.

Resolupdo — Determinemos a abeissa do centro de gravidade:

By dy x dy 5
= o Eee . W s Ay
i=1ot—x2, 7 Ve—a' ds 1/14—('1_:) dr
i
= a—a
i
p rdz
|,—'f;!._._:i — R "l,!'rul_,.;l un o
e L
Tp= = = =}
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Determinemos agora a ordenada do centro de gravidade:

il (el

== i
| T dx ] tx
5 Vu = a%t— i 5 5.9 W
—i — i Zil
na

He— i I e

£

2. Centro de gravidade duma figura plana— Suponhamos que
a figura dada ¢é delimitada pelas curvas y =f,(x), y =f:(x), x=a
x = b e representa uma figura plana material. Suporemos que a den-
sidade superficial, isto é, a massa da unidade da drea, & constante e
igual a § para todas as partes da figura.

o (— —.ﬁ\
Ar . d
3 @ i)
Sl & ;
my | —_—
= R =fz)
ﬂ'-‘:. _"-:;‘-‘ / ¥
Ax, _-."—.
I‘iIE
]
H\\.-\""'-._ N | -
0 E I '.E_“;-J,';\ F3 el
Fig. 242

Dividamos a figura dada em secgbes paralelas pelas reclas
I=2x .., Xx=xan=2> de larguras Axi. AXs; ., AXa. A massa
de cada secgio serd igual ao produto da sua drea pela densidade 3.
Assimilando cada seccdo a um rectdngulo (fig. 242) de base ax; e de

altura /> (E;) — /i (E)).em queE; — i’:‘;—'”,a massa desta secgio
serd, aproximadamente, igual a

Am; =06[fy (8 —h (&) Az (i=1, 2, ..., )
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O centro de gravidade desta secgiio encontrar-se-d, aproximada-
mente, no centro do rectingulo correspondente:

(z)e=Ei (o= L&) ';‘ hi(E) |

) Localizando agora a massa de cada secgiio no seu centro de
gravidade, encontra-se as coordenadas aproximadas do baricentro de
qualquer figura [em virtude das formulas (1) e @)

7. e D881 (&) — £ (B)] Az,
20[f () —fi(E)] Az, '

o D1 (&) + £ 1817 () — fs (8] Az

W=
2 'ﬁ[.f: (£1) - ':EJ!H Az,

Passando ao limite, quando Ax;— (0, obtém-se as coordenadas
exactas do baricentro da figura dada:

b
5 z [fz(z) —fy (2)] d=

Tag =

[
j [f2(x) — 1 ()] dx

b

1

7 5 [fa (@ + L @] fa(x) — £ (x)] dz
M= =

B
S [f2(z) — fy ()] d=

Estas formulas adaptam-se a qualquer figura plana homogénea
{que tenha uma densidade constante em todos os pontos) VE-se que

as coordenadas do centro de gravidade nfo dependem da densidade 3
da figura (ela elimina-se nos cilculos).

Exemplo—2. Determinar as coordepadas do centro de gravidade do
segmento da pardbole y? = ax cortada pela rects x=ga (fig. 243).

iz
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ar

Fig. 243

Resolugio — No caso dado [z (¥)="Vaz, f,(z)= —Vaz, logo

i
ZE:I,J’M::!: _2_0 Byl il
& ﬁ _ﬁdwz n_ﬁa—iu
R = T anl® 4 ., 5 '
2{ Vazde EVage| Fo
[

ye="0(dado que o segmenio & siméirico em relacio ao eixe Ox).

Exercicios

Cdleulo das dreas

Determinar a #rea da figura delimitada pelas curvas y* =9x, y = 3z
i

Resp. 5

4 Determinar a2 drea da figura delimitada pela hipdrbole equilftera xy = 4%,

o eixo Or e as rectas r=ag, xr=20. Resp. o* Log2,

3, Determinar s drea da figura compreendida emtre o curva y=4—1x ¢

o cixe Ox. Resp. iﬂ—g-_

4. Determinar a drea da figura delimitada pela hipocicloide %94 ;%1—,%a,

3
Resp. ?mﬂ. Ty
E ¢ s % i {-E_{_'
5. Determinar a drea da figura delimitada pela catendria 9= &Y

Y
o eixo Ox, o eino Oy & a recta xr=a. Resp %{fi_.i}_

.

6. Dsterminar a drea da figura delimitada pela curva ¥ = 2% a recta y =8
¢ o cixo Oy Resp. 12
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7.

9.

10.

1.

12.

13.

14.

15,
6.
17.

20,

21.

22,

Determinar a drea do dominio delimitado por uma semi-onda de sinusdide
¢ o eixe das abcissas. Resp. 2.

Determinar a drea do dominio compreendido entre as pardbolas y? =1px,
£ =2py. Resp. -g—p‘.

Determinar a drea total da figura deliminda pelas curvas y = x3, y = 2x,
y =x. Resp. % .

Determinar & drea do dominio delimitado por um arco de cicidide
x=alt—senyl y=all —cosiz) ¢ o cixo das abcissas, Resp. 3wa2,
Determinar a drea da figura delimitada pela hipocicldide x= acosty,

¥y=asen®r Resp. %ﬂd’.

Determinar a drea do dominio delimitado pela lemniscata p* = a7 cos 2g.
Resp. a'.

Determinar a4 drea do dominio delimitade por um arco da  curva

p=asenlp. Resp. %m“.

Calcular a drea total do dominio delimitado pela cardidide p = g {1 = cosg).

Resp. %na’.
: e ma?
Caleular a drea do dominio delimitado pela curve p = acosp. Rcsp.-:i- .
" e niat
Determinar a drea do dominio delimitado pela curva p = acos 2¢. Resp, 1% .

Determinar a drea do dominio delimitado pela curva p = a cos 3. Resp. -.E_ i
Dezterminar a drea do dominio delimitado pels curva p = acos 49, Resp. “_,";: ]

_ Cdlewlo de volumes

2 x‘l 3 a2 F A
Fez-se rodar a elipse F—e—%=i em torno do eixo Ox Determinar o
volume de sdlido de revolugio. Resp. i:mb‘.

]
Fez-se rodar o szgmento de rects que redne u origem & o ponto fa, &)

em torno do eixo dos y. Determinar o volume do cone obtido. Resp. %;mib_

Determinar o volume do toro gerado pela rotagdo do circulo 32 4 (y — b2 =
=g* em tomo do eixo Ox (supdz-se que b > a). Resp. 2wiath,

Fez-se rodur o arco da pardbole 2 = 2px limitada pela recia r=a em
torne. do eixa Ox. Calcular o volume do corpe de revoluglo obtido.
Resp. = pa®.

A figura delimitada p:la hipocicldide 2%3.| ,%2—45"% roda em torno
Anad

do eixo Ox Determinar o volume do corpo de revoluglio, Resp,
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24,

Determinar o volume gerado pela rotacfo em torno do eixo Or dum
arco de sinusdide ¥y = senx. R:es;r%’

A figura delimitada pela pardbola »* =4r ¢ a recta x=4 roda em
torne do eixo Ox Determinar o volume do corpo de revoluglio Resp, 32w,

A figura delimitada pela curva y=xe* ¢ as tectas y=0, r=1 roda

" em vola de Ox. Dsterminar o volum= do corpo de revolugio. Resp

ar.

J0.

3.

32,

n
= [et—1).
2

A figura delimitada por um arco da cicldide x=a(l —sens), y=al(l —
—coir) e 0 eixo Or gira em torno do eixo Ox. Determinar o volume
do corpo de revolugio, Resp. Swiad,

A figura do problema 27 roda em tormmo do eixe Oy. Determinar o
volume do po de revolugio, Resp. Gwiah.

A figura do problema 27 gire em torne da recta que passa pelo vérfice
da cicldide paralelamente ao eixo Oy, Determinar o volume do corpo

3

% (Bn? — 16).

A figura do problema 27 roda em torno da tangente no vértice da
cicldide. Dzterminar o volumez do corpo de revolugiio. Resp. Tw2gl.

Um cilindro de raip R é cortado por um plano gue passa por um
difimetro da base sob um Angulo « com a base. Determinar o volume da

de revolugio. Resp.

2
parie troncada). Resp. T R g a.

Determinar o volume comum aos dois cilindros: == + p* = A%, 2+ 22 =
= R, Resp. !;-' R2,

O ponto de intersecgiio das diagonais dum gquadrado descreve o difimetro
duma circunferéncia de raio o, o plano do guadrado gue permanece cons-
tantemente perpendicular ao plano da circunferdncia, ¢ dois vértices opostos
do quadrado que se apoia sobre esta clrcunferéncia {a  grandeza do
quadrado  varia, evidentemente, durante o movimento)h Determinar o

volums do corpo gerado por este quadrado. Resp, %4',

Calcular o volume do segmento obtido cortando o paraboldide eliptico
y‘l- #2

T
Calcular o volume do corpo delimitado pelos planos g=0, y=0, as

—z pzlo plano x =a. Resp. ma? ) py.

superficies cilindricas x¢ = 2py ¢ 2 =2pr ¢ o plano x = . Reip.%
7
(no primeito triedro). &
Uma recta mowve-se patalelameme ao plano vz apoiando-se sobre as
1 2 s
elipses :‘—;4--!'!:7—'1, %-i-?-:l. encontrando-se, rcapzdium-:lgtt, nos
planos Oxy e Oxz. Cgleular o volume do corpo obtido Resp. Tah'
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37,
38.

40,
i,

4.

45.

46,

47

48,

49.

a0.

H.

52,

Cidlculo dos arcos

Determinar o comprimento total da hipocicldide £ + j!.rt's = q"'n, Resp. 6a.
Calcular o comprimento do arco da pardbola semi-cibica ay? =2 da

origem das coordenadas ao ponlo de abcissa x= Sa. Rnp.g%ﬁ .

-
£ x

Determinar o comprimento da catendria :.r"—%{e;—?- f-;:l da origem ao
kg X

ponto (x, ¥) Resp. %{.ﬁ —e )=V E—an

Determinar o comprimsnto dum arco de cicléide x=all —send), y=
=gl —cost). Resp. Ba

Determinar o arco da curva ¥ = Log x eotre os limites ::w: -'r='V§.
1 3
Rewp: Ao DR -

Determinar o comprimento da curva ¥y =1 — Logcosx entre os limites
=0 e :=-%_ Resp. Logte %,

Determinar o comprimento da primeira espirh da espiral de Arquimedes
p=ag o partir do pélo. Resp. ma Vl-}--in'-r-% Log (2n-- V1 Fan2).
Determinar o comprimenio da espiral logariimica p=¢"" do pdlo ao

V- ]
ponto (p. ). Resp. —1—a5-e“=% Vi+at

Determinar o comprimento total da curva p = gsen? EET Resp, %::a,a.

Determinar o comprimento da evoluta da elipse ::r—-;;mat; =
o
2 gantr Resp. M_
il

Determinar o comprimento da cardidide p = o (] + cos g}, Resp. 8a.
D:terminar o comprimznto da evolvente do circulo z = a (cos ¢ +  sen @),
i 1
p=a(seng — geosy) de g =0 a ¢ =gy Resp, o apf.

F

Cdleuto das dreas dos sdlidos de revolugio
Determinar a #@rea da superficie obtida fazendo pirar a pardbola »? = dax
em torno do exo Ox da origem po ponto da abeissa x = 3a. Resp. ? mal.

Determinar a drea do cone gerado pela rotagiio do segmento de recta
y=2x G<x<2: a) Em torno do eixo Or Resp. 81 /5. b) Em torno
do eixo Oy. Resp. 42 /5. ..
Determinar a drea do toro obtido fazendo girar o circulo :r‘+{‘y—b}= a
em torno do eixo Qx (b 2> a). Resp. d2ub,
Determinar a drea da superficie de revolugio gerada pela rotagio da
cardidide de equagdes paraméiricas x =a{lcosg —cosle), y =allseng —
—sen 2¢) em torno do eixo Ox Resp. Ena’.

al
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53.

oi.

60,

62,

fi3.

Determinar n dres da superficie obtida fozendo girar um arco da cicldide

. Bdna*
r=aft—senr); y=ail —cosr) em tormo do eixo dr. Resp Bt

Faz-se girar um arco da cicldide (vzr problema. 53) em volta do cixo Oy.
Determinar & drea da superficie de revoluglo. Resp. 'IBrl’u’J."%ru‘.

, O arco da cicldide (problema 53) pgira em wolta da fangente no seu

: : ; 32mat
virtice, Determinar a drea da superficie de revolugio. Resp. 5—
0 astrdide r=gsen*y, ¥y =agcos’ ! pira em volta do eixo Ox. Delerminar

a dres da superficie de revolugio, Resp. 1_2;.“... .

.0 arco de sinosdide y =senx de x=0 p x=2% gira em volia do

eixo (xr, Determinar a drea da superficie de revoluglio. Resp. 4x ]'Vf

i Lug{]»’rqﬂn—i* 1}].

A elipse —%4-%:1@}&} gira em volta do eixo Ox. Determinar a

drea da superficie de rtevoluglio. Resp. o:pa .l_gmb;’.ﬁ“.f, em que
[

e TR
a

4

Diferentes aplicagbes do integral definido

| 1
. Determinar o centro de gravidade do quarto de elipse =5+ 1z o<1 (230,

¥ =0} Resp. %?T —;%

Determinar o cantro de gravidade da ligura delimitada pela pardbola
4y —16=0 ¢ o eixa Ox. Resp ('.'I', 'g') .

Determinar o centro de gravidade duma mein esfera. Resp. Sobre o
eiXo de simetria, 4 distincia de % R da base.

Determinar o centro de gravidade da superficie duma semi-esfera. Resp.

Sobre o eixo de simetria, & distincia i; da base,

» Determinar o ceniro de gravidade da superficle dum cone circular recto

cujo raio da base ¢ R e a alura ¢ . Resp, Sobre o eixo de simetria,
& distdncia % di base,

Determinar o centro de gravidade da superficie plana limitada pelas
curvas y=senx{l < r 5 7), v=0 Resp. (':'i" %) "

Determinar o centro de gravidade duma drea plana  delimitada pelas
pardbolas v¢ = 204, &7 = 20y, Resp. (9; 9.

66. Determinar o centro de gravidade da #rca dum sector circular do Angulo

o cenlro 2o e de rato R, Resp. Sobre o eixo de simetria, & distAncia

Lj-n “;‘z do vértice do sector.
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87,

8.

89,

7

T2,

73,

74.

75,

76,

7.

Delerminar a grandeza de presso da dgua sobre um rectdngulo que al
foi langado verticalmente: a base & de 8m, a altura de 12m e o base
supsrior encontra-se a Sm da supesriicie, paralelamente o esta  dltima,
Resp. 1056 toncladas.

O borde superior duma represa quadrada de 8m de lado encomira-se
4 superflicie da dgua, Qual é a presslo exercida pesla dgua sobre cada
um dos trifingulos da represa obtidos tragando uma diagonal do gquadrado.
Resp. 85133333 kg, 17066667 kg

Caleuler o trabalho pecessdrio para bombar dgus contida num reservaldrio
em forma de semi-esfern de 20m de diimetro. Resp. 2.5° 6% o kgm.
Um corpo estd animado dum movimenio rectilinio, segundo a l&i x = ¢,
em que y ¢ o caminho pzrcorrido durante o lempo f, ¢ = const. A resis-
tncia do meio € proporcional so quadrado da velocidade, o cocficiente
de proporcionalidad= € &k Calcular o trabulho devido 4 resistincia ao
avange quande o corpo passa do ponto xr=0 a0 ponto r=a

27 -
Resp. 20 k 7'c8a7,
[

Caleular o trabalho dispendido para bombar um liguido de densidade ¥
contido num reservaldrio cdnico, com o vértice voltade para baixo, de

aMura M e de raio da base R. Resp ’.“";?#‘

Um futuador de madeira cllindrico cuja superficle da base € § = 4000 cm®

¢ a alwre K =5Gcm flutua sobre a dgoa. Qual & o trabalho dis-

pendido para o titar da dgua? (o peso especifico da madeira & de 08).
1

Resp, ."!‘: |I{:= 32 kgm

Caleular a pressio total exercids pels dgua sobre uma barragem em forma
de trapério isdsceles, de dimensdes: base superior o = 64 m, base inferior
b=42m, altura H =3m Resp. 222 (oneladas.

Determinar a componente axial Pkg da pressfio total do vapor exercido
sobre o fundo esférico duma caldeira. O didmetro da parte clindrica
da caldeira é de Dmm, a pressio do vapor na caldeia Pkglem?,

H
Resp. =?T'P£.
p- P 50

Uma drvore vertical de raio r ¢ sustentada por uma lela plana. O psso F
da drvore eutd uvniformemznte repartido sobre toda a superficie de apoio.
Calcular o trabalho total das forgas de atrite quando a drvore gira

uma wvolta. O coeficiente de atrito & g Resp. %,—:pPr.

Uma drvore vertical termima por um tronco de cone. A pressio especifica
deste tronco de cone sobre a lela € constanie e igual a P. O didmetro
superior do cone troncado ¢ D. o difmetro inferior d. o fAngulo no
vértice 2a. O coeficiente de atrite € u. Calcular o trabalho das forgas
Loy 3 e

ﬂlﬂnm{ﬂ a*).a
Um tronco prismitico de comprimento | estende-se progressivamente sob
a acglo duma forga crescente de @ a P de maneira que a forga de
extensio € equilibrada em cada instantz pzlas forgas eldsticas do tronco.
Calcular o trabalho 4 da forga de extensio, supondo que o prolonga-
mento € eldstico. A secclo trunsversal do tronco € F, o mddula de
clasticidade do materizal E.

de atrito parz uwma wvolta da drvore. Resp.
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78.

79,

8,

Indicagdo —S2 x é o prolongamento ¢ [ a forga aplicada, tem-se
;=.f=£ z. O prolongamento sob a acgio da forga P 6 nz:ﬁ .

PAL Py
Resp. A=—3—=35F -

Umn barra prismdtica estd suspensa verticalmente & uma forga de exten-
sBo P estd aplicada & suwa extremidade inferior. Calcular o prolongamento
da barra sob a acgio do seu prdprio peso e da forga P, conhecendo
o comprimento da barra em repouse J, a secglio transversal F, o seu

peso @ ¢ o mddulo de elasticidade do material E. Resp. Al = %&E

Calcular o tempo durante o gqual se vaza um reéservatdrio prismético
cheio até ao nivel H. A secglo transversal € F. a secglo de abertura f,
a velocidade de vazamento é dada pela fdrmula v = p |/2gh, em que
g € o cooficientz de viscosidade, g a aceleragio da forga de gravidade,

K aidwels Ok SbeRite 6 nivel 0d Nguide; Mok Te— oAl
F _l/ﬁ WV 2gH

= P g

Determinar o débito @ de dgua (quaniidade de dgua evacuada durante

& unidade de tempo) através dum escoadouro de secgllo rectangular.

A altura do escosdourc & J, p suas largura b. Resp. Q=% ubh " Zgh

Determinar o débito 0 de dgus que rola através duma abertura rectangular
lateral de altura a e de largura b, sendo H & altura da superficie do

Iado interior do rectingulo, Resp. @ = 2 V2 o (%% — (i — )],

ANEXO 1

Estabelecimento duma ncia funcional a partir dos dados
experimentais pelo método dos minimos quadrados

Supnnlltarnus que se deve estabelecer, segundo os dados experimentais,

a dependéncia funcional que permite exprimir a grandeza y em funglio da
grandeza x:

¥ = () {1)

Os resultados experimentais forneceram-nos n wvalores da fungfo y pam
os valores correspondentes da  varidvel independente. Estabelecamos, como se
segue, o gquadro desses wvalores:

A forma da fungio xr= gix) € estabelecida ou com o apoio de consi-
deraglies tedricas, ou segundo a disposicho no plano das coordenadas dos
pontos  correspomndentes aos valores experimentais. (Estes pontos chamar-se-io
spontos experimentaiss,) Suponhamos, por exemplo, que os pontos experimentais
estio siluados no plano das coordenadas da muneira indicada na Ffgura 243a.
'I_'l'.'l'ldlﬂ em atengdo o facto de que no decorrer do desenvolvimenio da expe-
tidncia, sz podem cometer erros, ¢ natural supor que a fungio incdgnita
¥y=pglx) possa der wocurada sob a forma duma fungio linear y = ax + b

Sz o0s ponlos experimentais estio dispostos como estd indicado na
figura 243h, ¢ patural procurar o fungiio ¥ = @ {x) sob a forma y = axb, elc

Quando a forma da fungiio y=gfx, a b ¢ ..) ¢ escolhida, resta
caleular os pariimetros a, b, ¢ .., dessa funglo, de maneirn que num cerio
sentido elg descreva da melhor maneira o processo considerado.

Um método larpamente aplicado na resolugio deste problema € o
método dos minimos guadrados, Ele consiste no que se segue. Consideremos
os quadrados das diferengas entre os valores y, obtidos experimentalmente
e oi valores da fungdo gir, a b ¢ ...) nos pontos correspondentes:

8(a, b, ¢, ua)= 2 51— (Tiy @, o0y o)) (2)
=i

Escolhamos os parimetros a, b, ¢ ..., de
R ; C moda que esta soma tenha

n
3{::.. b, e, v o }_T Iy' —q [:1_ a, b, ': ---H===I]lil'l. ':HJ

fun]
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O problema rteduz-se, assim, & determinar os valores dos parimetros
a. b, e, .., para os guais a fungio § (a b, ¢ ...) admite um minimo:

R:sulu do (eorema 1| (Cap. VIII, minmn ¢ minimo) gue estes valores
a, b, e ., verificam 0 sistema de equages

a8 h3 a8

—_ —_— e}, piey
52 HD @
ou sob uma forma explicita: :
L]
B (g, by}
E lHlFIF l:'rh i, hv f,...}l _'-T-_“l
ime ]
fi
B (g, o Biey o)
’ E[Hi—q[ﬁ'h a byey )l =3 =0, 5)
=1
Aploiem be Bunsn) —
E[m—-q{:g,n, Birtiasi] il %= =},
=1
2l i T e e W (T T, T T ol

[
L ]
.
L ]
/ .
.
o F
Fig. 243b

Fig. 243¢

O nimzro de equagbes ¢ agqui igual ao das incdgnitas. Em cada caso
concreto analisa-se o problema da exisiéncia da solugiio do sistema de equa-
ches (5) ¢ da existénoia do minimo da funglio Sta b o )

Consideremos certos casos de determinncio da funglio vy = ¢ (& a b, ¢ ...).
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I. Seja y=ux+ b Neste caso a funglo S(a. &) ¢ da forma (con-
frontar a expressiio (2}

S (a, By=¥ [yi—(az;+ b} (&)
=1

E uma fungiio de duas varidveis a ¢ b (x, ¢ ¥, slio os nimeros dados:
cf. o quadro anterior). Por conseguinte:

isto €, o sisiema

Obtivemos

S ™
T =2 3 i (@i b)) 2=
f=i
92 E [vi—(azi + 8] =0,

i=1

de equacbes (5) ¢ neste caso da forma:

n n |

.
E W{Ti—a }L —b Z =10,
i = i=t

" n
Y yi—a ¥ z—ba=0
f=1 imm|

um sistema de duay equagbes lineares a duas incognitas a e b,

E evidenmte gue este sistema tem uma solucio determinada e que para o
valores epcontrados a & b a fungdo S{a. b) admite um minimo (*),

Il. Suponhamos gque tinhamos escoihido na qualidade de fungio de
aproximacdo o trindmio do scgundo grau

¥ =ax*+ =4e

(*} Isto pode ser também ficilmente estabelecido com o apolo das
condigBes suficientes (feor. 2, Cap. VIII, méx ¢ min. duma fungfo). Com

efeito, aqui
i s i ars
oy g, 988 . —n
=2 g =tdai i
j=1 fe=i
Par conseguinte,
n b}
a8 a2y #s 2 a &
dal @bt \ dadh ) _3’"2 ‘i""[zz "‘) =
i=4 =1

@28
=4E (ri—z)2 >0, —>0.
B
1<
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Meste caso, a expressio (2), ¢ da forma:

Sa, b, &)= i [y — (axi+ b -+ €} (8)

B uma fungio de trés varidveis a, b ¢ O sistema das equagpbes ()
escreve-se, entio:

11 )
N lyi—(azi+ bz +0)| £i=0,
fed

-

L]
S lyi— (axi+ bz +c)] 1;=0,

i

p (5ri — (a2l + bz +2) | =0,

ou sob a forma explicita:

mn m mn n

N oypf—a 3 b 3 al—e ¥ 2l=,

iml =1 i=1 =

1; yix—a -g'l 1—b é, zi—c 2_‘ w0 Y (8)
i " n
z Yi—a Z Ji:—ﬁ E rj—on=(},
i=1 =1 =i

-

Oblemos um sisterna de equagdes lineares para determinar as incdgnitas
a, b, c. Resulta da natureza do problema gue o sistema possui, uma mlugio
determinada e que para os valores obtidos a, b, ¢ a fungio S{a, b c) admite
um minimo,

Exemplo — Suponhamos que a cxperiéncia nos tenha fornecido gquatro
valores da fungio y = g (r) para os guetro valores da varifivel independentie
in=4) apresentadas sob a forma de quadro:

T l i 2 3 3

i l 3 4 2,5 0.5

Procuraremos a fungio ¢ sob a forma de funglo linear y =ax + b
Formemos & expressio 5 (a, b)

&
S a, b= lyi—(azi B
fomi

—
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Para formar o sistemn (7) com o [im de determinar os coeficientes a ¢ b
caleulemas, primeiramente:

4 i 4 5
‘_\_‘[,r,-r‘—_-z':i: EI%'_ng Ez!={[; EyI:ﬂ]_
i=1 i=1 {=1 jmm]

O sistema (2) pbde-se sob a forma:

21— 3a—11b=0, |
W—1la—4b=10. |

Resolvendo este sistema, encontramos a e b:

26 158
=g, =3
A recly procurada, (fig. 243g), ¢
% 150
pE=m s




ANEXO 1

Formula de Interpolagio de Newion. Derivacio numérica

Suponhamos que sio conhecidos (n + 1) valores ¥, ¥,, ... ¥ da fungho
g (x) para ©s (n + 1) valores da varidvel independente x, x;, ... Tn A dife-
renga entre os valores conseculivos dn varidvel independente supde-se cons-
tante. Designemo-la por l. Podemos assim estabelecer o quadro seguinte dos
valores da fungio descomhecida y = ¢ (x) para os valores correspondentes da
varidvel independente.

:.--Iuv-i-h Ig=-'l-'u+2h faa -'fq.‘=:n+“ﬁ

¥ Ko 1 i \ ¥u s Un

Formemos um polindmio de grav nip superior a n que foma of valofes
correspondentes de v para os valores correspondentes de x. Este
representard, aproximadamente. a fungio g (x).
Introduzamos, primeiramente, as  nolagdes:
Agg=in—lg Ayi=w¥1—Fu Sie=Y3—V +: s
Aty =2 — 201+ vo=Ar—Aya. A%yy=Ayz— AT oy
Adyp= pz—3Wp+ By — o =A%y — A%, +-0s

Aty = ALy — A1y,

E o qus se¢ chama diferencas de 1%, 2% .., n ordem. Eacrevamos o
polindmio que formam os valores y, ¥, respectivamente, para x,, x,.
Este serd o polindmio do 1" graw

Ir—=I
Py(z)=po+ Ao —p— - (1)

Com efeito,
h
Pi(2) |ymzg=Y0r Pt lymey= b+ Bl =0+ (11— Vol =1

Escrevamos o polindmio que forma os valores ¥, ¥, ¥ respectivamente,
para T, X XLy
Este serd um polindmie do 2.° graw.

F—1x Alyg x—xp fz—Tp
Py ()=t A 2504 BN I (T8 y) @)
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De facio,
i lyazy =60 Pt |laiy =00

o 0% 20 (20
Py |.,=;.,=Hu".-i‘-£-fu'-f-:- _E-If& % [? —1 ) =Kz

0 polinémio de lerccira ordem serd da forma:

x—xy Ay 2—xy | T—T
Py =+ age T+ I (2 —t1)+

Aiyg T—ap f E—ag ) (I—?-‘n ]
-1 —21. 3
T i A [

Finalmente, o polindmio de ordem n que toma os valores ¥, ¥,
Yar .-+ Yme TEpeclivamente, x;, X, 3 ... Xy, Scrd da forma:

—Ta , A% —2y [ F—T,
Py (1) =po+ Avg T SR IR ( n"—‘)"'---

ABfjp r—1p [z —12 g—=Ly 4 ] i
T i 1)"'["? tn—1y |, (4
o que se pode verificar por substituicio directa. B o que se chama a fdrmula
de interpolagdo ou o polindmio de Imierpolagio de Newton.

facto, para este quadro, o polindmio de Lagrange e o polindmio de
Mewton sio idénticos, se bem que diferentemante escritos, porque o polindmio
de grau nio superior 2 # que toma n + | valores dados para os m + | valores
dados de x, & determinado univocamente.

Em numerosos casos o polindmio de interpolagio de MNewton ¢ mais
eémodo do que o polindmio de interpolagio de Lagrange. A particularidade
deste polindmio reside no facto de que ao passar do polindmio do grau &
ao polindmio do grau (k + 1) ot (k + 1) primeiros termos nio slo moedificados;
s um nove lermo se vem juntar gue € igual a ero parz todos os valores
anteriores da wvaridvel independente.

Nota— Segundo as férmulas de interpolagio de Lagrange (conforme a
formula (3, § 100 e de Newton (férmula (4)) os wvalores da funglo sdo deter-
minados sobre o intervalo x, < r < x,. Se se determina segundo estas f[drmulas
o valor da funglo x < x, (pode-sc fazd-1o para baixos valores de |x— x, [\
diz-se, entio que se efectun uma extrapolocio do quadro no passade. Se
s¢ defermina o wvaler da funglo para 1, < x diz-se que se efectua uma
extrapolagdo do guadro no  futuro,

Suponhamos que o5 valores de uma certa funglio incdgnita ¢ (x) sBo
dados pelp quadro apresentado no comego deste anexo, Pede-se, para deter
minar aproximadammnte a derivada desta fungdo. Este problema resolve:se da
maneira seguinte. Constrdi-se o polindmio de interpolagio de Lagrange ou
de Newton e determina-se a derivada deste polindmio.

Como a maior parfe das wvezes se considera gquadros para os qQuais
as diferengas entre os valores consecutivos da varidvel independente sSo cons-
tantes, utilizaremos a fdrmula de interpolaglio de Newton. Sejam dados trés
valores da fungio y,, ¥,, ¥, para os valores x,, x,, &, da varidvel independente.
Escrevamos, entfo, o pulin(‘!imjo (2) e derivemo-lo. Oblemos o valor aproximado
da derivada da funglio sobre o segmento 1, < r < x,

Ayp , Al (.; = 41 {3}
1)

T'{I}ﬂipi{zl-: h T ah =
Para x = x, obtemos 2 0
¥
" (=) = L2 (xa) __i_ﬂ___zi_ﬂ ' (6)
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Se considerarmos o polindmio do 3.° grau (3} obtemos, para derivada
a expressfo:

; Ag, A2y ., T—Tp
¢~ Pi="g+ gt (255701 +

2o [a (2522 —e (5520 ) +2] @

Em particular, para x = x,, oblemos:
! Ayg  Afyp A%
g {In'J*PHI]'=T-——E+—“—3h . (8)

Se utilizarmos a formula (4), obtemos, para a expressio aproximada da
derivadn para © = X,

—_— Aug Ay, Alwp  Alys
¥ ) = Pa == gy T @

Motemos gue para as fungdes que tém derivadas, a diferenga Ay, ¢
um infinitaments pequeno de primeira ordem, A%y, um infinitamente pequenc
da segunda ordem, A%y, um infinitamente psqueno de terceira ordem ¢ assim
sucessivamente, em relagio a A
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