Forma Canonica de Jordan

Matriz por Blocos

A matriz A € Mat,  (R) ¢ uma matriz por blocos quando consideramos sua particdo em submatrizes,

denominadas blocos.
Notagéo: 4 =[4,]

Exemplos: Parti¢des de uma matriz.

1 3i-1 1 1 3 -1 1 1 3i-1 1
2 4.1 0 274 10 2 40 100
1 0i 0 —1 10 0 -1 1 0: 0 —1
0 1: 6 1 01 6 1 0 1: 6 1
105 2 10 52 10 5 2
B B Cll C12
e C, C D, D, D
B B 21 22 11 12 13
Aoz Cc. C D, D, D
B B 31 32 21 22 23
31 32 C C
41 42

Observe que, 4 € uma matriz 5x4, ablocagem [B; ] ¢ de ordem 3x2, [C;] € 4x2 e [D;] ¢
2x3.Ja cada um dos blocos em si tém diferentes ordens, por exemplo, B,, ¢ 2x2, C;, € 1x1

e D, é3x2.

Considere duas matrizes por blocos de mesma ordem A=[4;] e B=[B;] que possuam a mesma

quantidade de blocos e os blocos correspondentes t€ém a mesma ordem.

Assim, A+ B =[4,]+[B;] ¢ k-A=[k-A4;].Sejam duas matrizes por blocos 4=[4, ], de ordem nx p,
¢ B=[B,],deordem pxm,tais que o nimero de colunas de cada bloco 4, ¢ igual ao numero de linhas

de cada bloco Bkj.

P
Assim, 4-B=C=[C,;],com C, =Y A4,B, .
k=1
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Matriz Quadrada por Blocos

Seja a matriz quadrada 4 € Mat, (R). Sua matriz por blocos 4 =[4;] ¢ denominada matriz quadrada

por blocos quando os blocos formam uma matriz quadrada e os blocos da diagonal sdo também matrizes

quadradas.

Exemplos: A primeira blocagem ndo é uma matriz quadrada por blocos, ja a segunda €.
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Matriz Diagonal por Blocos

A matriz quadrada por blocos 4=[4,] ¢ uma matriz diagonal por blocos quando os blocos que néo

pertencem a diagonal sdo todos matrizes nulas.

Notagdo: 4 = Diag(4,,,...,4,,),com k<n.

Exemplo:

¢ uma matriz diagonal por blocos.

Revendo Operadores

Seja ' um R-espago vetorial » dimensional e 7 : ¥ — V' um operador linear.

Teoll3. Seja S <V T-invariante. Entdo existe uma base o de V'tal que [T], :(

4 B, .
¢ uma matriz por
0 C

blocos, sendo 4 a matriz associada ao operador T |S :§ — S restricdo do operador T ao

subespaco S.

Teol14. Sejam S,...,S, subespagos de Ve B,,...,B, suas respectivas bases. Entdo V' =5, ®@...® S, see

somente se B, U...U B, ¢ uma base de V.
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TeollS. Sejam S,...,S, <V T-invariantes tais que V' =5, ®...® S, . Entdo existe uma base o de V' tal

que [T], = Diag(A,,...,4,), sendo A, =[T‘Si], i=1,...,r.
Neste caso, V' =85, ®...® S, ¢ denominada a decomposi¢cio de ' em soma direta 7-invariante.

Operadores Nilpotentes
Um operador linear T:¥ — ¥V ¢ nilpotente quando 7* =0, para algum ke Z’ . Se T""' # 0 entio k ¢
denominado indice de nilpoténcia de 7.

Exemplo: T:R* — R* tal que T(x, y,z,t) = (,2,t,0) é um operador nilpotente de ordem 4.

Forma Canonica de Jordan

010..00
001.00
A matriz quadrada N =| ................... de ordem r ¢ denominada bloco nilpotente de Jordan de ordem r,

e a matriz quadrada J(A) =| ...ccoeeurrnnn. de ordem r ¢ dita bloco de Jordan associado ao autovalor A.

Teoll6. Seja T:¥V—V um operador linear, A4,...,4 autovalores todos  distintos,

P,(A)=(A-2)"...(A-A.)"™ o polindmio caracteristico ¢ m,(1)=(1—A4,)"...(A—A1.)" o polindmio
minimal. Entdo existe uma base a de V tal que [T], = Diag(J,) ¢ uma matriz diagonal por blocos,
sendo J; = J(4;) um bloco de Jordan com as seguintes propriedades:

i) Existe pelo menos um bloco J;; de ordem /;, todos os outros blocos t€ém ordem menor ou igual a /;.
ii) A soma das ordens dos J; € m,.

iii) A quantidade dos blocos J;; € a multiplicidade geométrica de 4, .

iv) A quantidade dos blocos J; de uma ordem qualquer possivel € unicamente determinada por 7.
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Exemplos:
1. Considere P,(1)=(1-2)"(1-5)" e m,(1)=(A1—-2)*(1—-5). As possiveis formas de Jordan para

o operador 7 sdo:

510 510
piag[* (% Mo 5 1 D'21()(2)051
ia , . ou Dia A2)02),
&lo 2/l0 2 &lo 2

00 5 00 5

2. Sejam P,.(1)=(A-2)" e m, (1) =(A1—2)". As formas de Jordan para o operador sio:
2 1\(2 1 2 1
Di 2 Di 2),(2),(2
w5 35 3@ o o[} )20

Exercicios

1) Analise a transposi¢ao de matrizes por blocos.

2) Definir matriz triangular superior por blocos e também matriz triangular inferior por blocos.

A 0
3) Mostre que det[ 0 BJ =det 4-det B, sendo A4 e B matrizes quadradas.

Considere 4 = Diag(4,,,...,4,,). Mostre que:

4) Seja f(x)=a,x" +...+a,x+a, um polindmio entdo f(A4) = Diag(f(4,,),..., [ (4,,)).

5) A éinvertivel se e somente se A4, ¢ invertivel, paratodo i =1,...,k.

6) A" =Diag(4,...,4;).

7) A" = Diag(4],,...,4,;,),sendo r >1.

Considere 4 = Diag(A4,,,...,4,,) € B = Diag(B,,,...,B,,) matrizes quadradas de mesma ordem. Entdo:
8) A+ B=Diag(A4,, +B,,,....,A, +B,,)

9) A4-B=Diag(4,, -B,,,...,4, - B,,)

Considere T :V — V' um operador nilpotente com indice £.

10)Se v # 0, entdo o conjunto {v,T(v),...,T*"'(v)} éLI?

11) [v,T(v),...,T*" (v)] é T-invariante?

12)Dado P,(1)=(A-2)’(1-5)> escolha um polindmio minimal e indique as formas de Jordan

possiveis.

54



