PRODUTO INTERNO
Definicao

Considere V' um espago vetorial real. O produto interno sobre V' ¢ uma fung¢ao

O:VxV —->R
(v,u) > (vu)

que satisfaz as seguintes propriedades:

PI1. (Positiva Definida) Para todo, v € V,{v,v) 20 e (v,v) =0 seesomentese v=0,
PI2. (Simétrica) Para quaisquer v,u €V ,(v,u) =(u,v).
PI3. (Aditividade) Para quaisquer v,u,w eV (v +u,w) ={v,w) + {u,w) .

PI4. (Homogeneidade) Para quaisquer v,u €V e para todo k € R,{kv,u) = k{v,u) .

Exemplos:
1) Produto usual, canénico ou Euclidiano no R".

(15X 505X, (V15 Vg sees ) = zxiyi
i=1
2) V:R?
((x,»),(z,0)) =5 xz+3pt

3) V:R*
(X1, 015215%,, Y2, 2,) = XX, +2y,y, + 52,2,

Norma de um Vetor
Seja ¥V um espago vetorial munido de um produto interno. Define-se a fungdo norma como sendo

:V — R tal que ||| =+/{v,V) . Assim, (v 2 ={(v,v).
I M |

Com esta defini¢do, a norma de vetores depende do produto interno considerado.

Seja ¥V um espaco vetorial munido de um produto interno. Um vetor velV ¢ denominado vetor
unitario quando ||v|| =1.

. 1 v . : .
Sejaum vetor veV, v#0, .0 vetor .—-v=-—¢€l ¢ denominado vetor normalizado, e sempre

MM

v

um vetor unitario, isto ¢, |— =1.
i




Distancia entre dois Vetores
Seja V um espago vetorial munido de um produto interno. Define-se a fun¢do distancia

d:VxV—->R tal que d(v,u):”v—u”. Assim, d(v,u):||v—u||:w/<v—u,v—u>, e

dv,u)’ =(v—u,v—u).

Angulo entre dois Vetores
Seja 7 um espago vetorial munido com um produto interno. O angulo & entre dois vetores
v,uel étal que cosf@ =24 com 0<O<x.

(v, )
Ve

Ortogonalidade

Seja V um espago vetorial munido de um produto interno. Dois vetores v,u €V sdo denominados
vetores ortogonais quando (v,u)=0.

Notagdo: vlu

Seja V' um espago vetorial munido de um produto interno e o conjunto 4 ={v,,...,v, } V.
O conjunto 4 ¢ dito conjunto ortogonal quando (v,,v,) =0, paratodo i,j=1,...,n, i # j.

Se em um conjunto ortogonal todos os vetores sao unitarios o conjunto ¢ denomindado conjunto
ortonormal.

Desta forma, se uma base do espago vetorial for um conjunto ortogonal, serd denominada base
ortogonal. Uma base ortogonal formada por vetores unitarios ¢ chamada base ortonormal.
Exemplo: O conjunto {(1,2,0),(2,—1,3),(—6,3,5)} ¢ ortogonal em relacdo ao produto interno usual.

Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Proje¢ao de um Vetor

sobre um Subespago.

O processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt resolve o problema de a partir de uma base
qualquer de um espago vetorial, obter uma base ortogonal. O processo serd apresentado para os
espacos vetoriais do R% e R, e, finalmente, generalizado.

e Processo para o espago R’
Considere 4 = {v,,v,} uma base de R

Sejam u, =v, e u, =v, —ku,.
Assim, (u,,u,) =0 isto &, o vetor u,, obtido em fungdo de v, e v,, é ortogonal ao vetor u, .
Interpretagdo geométrica:




O escalar k eR ¢ tal que: (u,,u,)=0
(v, —ku,,u,) =0
vy uy )y —Ckuy,u) =0
vy uy ) —Cku,u,) =0

<V2’u1>_k<u1:u1>:0.'.k:M
(uy,u,)
B : = = _ <v27u1>
Logo, B ={u,,u,} ¢ uma base ortogonal com u, =v, e u, =v, —ku, =v, _ﬁ §
u,,u,

O vetor ku, ¢ a proje¢io ortogonal do vetor v, no subespaco vetorial gerado pelo vetor u, .

. (vy,u;)
roj., v, = ku, = ————
Projp, Vs 1 () 1
Exemplo: Ortogonalizando a base {(1,2),(3,5)} pelo processo de Gram-Schmidt.
u, =v, =(1,2)
Uy =V, — Mul =(3,5) _W(Lz) =(3,5) _2(1,2) = (g,_lj
<ul s ul > <(172)5 (1a2)> 5 5 5

Assim o conjunto {(1,2),(2,)} é uma base ortogonal do R”.

O vetor ku, =2 (1,2) = (%,%) ¢ a proje¢ao ortogonal do vetor (3,5) no subespago vetorial [(1,2)].

3
e Processo para o espago R
Seja A={v,,v,,v;} uma base do R’.
(vy,up)
——u,.
Cup,uy)
O vetor u, ¢ obtido em fungdo dos vetores v,,v, € v, e ortogonal tanto ao vetor u, quanto ao vetor

Sejam os vetores u, =v, € u, =v, —

u,.Assim, u; =v, —(k, -u, +k, -u,) com (u,,u,)=0 e (uy,u,)=0.

Interpretagdo geométrica para esta situagao:

\ 4
'

kyu,




O escalar k, eR ¢étal que: (u,,u,)=0
(vy = (kyu, +kyuy),u) =0
(v; —ku, —kyu,,u;)=0
<V39u1>_k1<u1:u1>_k2<u29u1> =0
Mas, u,Lu, . u,,u,)=0
(v, uy)
vy u) =k (u,u) =0k =——1=
(uy,uy)
O escalar k, eR ¢ tal que: (u;,u,)=0
<V3 _(klul +k2”2),u2> =0
(vy =k, —kyu,,u,) =0
(Vi uy) =k (uyuy) —ky(uy,uy) =0
Mas, u, Lu, . {u,,u,)=0

(Vy,uy)
(vy,uy) =k, (uy,u,) =00k, =~ 32727
(uy,uy)
Entdo, u, =v,
U, =V, ) 1
(uy,u,)
) )

Uy =vy, —ku, —kyu, =v
3 3 171 272 3 <M1,u1> 1 <u2’u2> 2

()

. 3
Logo, B={u,,u,,u;; ¢ uma base ortogonal do R’, com u, =v,, u,=v oy
1>71

2

(vy,uy) (vy,y)
- u, — u,.
<u15u1> <u2>u2>

u, = vy —ku, —kyu, = v,

O vetor ku, +k,u, ¢ a projecdo ortogonal do vetor v, no subespago vetorial gerado pelos vetores
u, e u,.

. (uy,u,) (uy,u,)
Projr, Vs = kjuy +kyu, = 1 2
(uy,u,) (uy,u,)

e (Generalizacao
Seja A={v,,v,,...,v,} uma base de um espaco vetorial V' n-dimensional munido de um produto

interno.
Considere os vetores:

I/ll :VI
(V1)
uz e V2 _L 1
(uy,uy)
(vs,u,) (vy,uy)
3= Vs T U= u,
<u17u1> <M2,1/l2>
<Vn,1/l1> <Vn’u2> <vn’un—l>
u,=v, - 17 Uy =™ n-1
<u17u1> <M2,1/l2> <un—l’un—l>

Entdo B ={u,,u,,..,u,} ¢ uma base ortogonal de V.



1 v , o . u u
Como H .y =—€V ¢éum unitario, o conjunto C =4 — 2
v

M s

dos vetores da base ortogonal B, ¢ denominado base ortonormal.

ui’l

u

n

) geeey

}, obtido da normalizagdo

U,

Complemento Ortogonal
Seja V' um espago vetorial munido de um produto interno e S um subespago vetorial de V. O
complemento ortogonal de S ¢ o conjunto S* ={veV [(v,s)=0,paratodoseS}.

Exemplos:
1) S={(x,y,2)eR’ |x=0}.

Encontrar um vetor ortogonal ao subespago vetorial S significa encontrar um vetor ortogonal aos
vetores de uma base de S.

Seja {(0,1,0),(0,0,1)} uma base de S.

Assim, S ={(x,y,z) e R* [(x,y,2)L(0,1,0) e (x,y,z)L(0,0,1)}.
((x,9,2),(0,1,0)) =0 e {(x,y,2),(0,0,1)) =0..

y=0e z=0.

Entdo, S* ={(x,y,z)eR*|y=0¢e z=0}.

2) S= {(3)’_2’)’,2)33’,Z€R}~
Uma base para S ¢ {(3,1,0),(-10.,1)}.
St ={(x,y,2) eR* [{(x,1,2),(3,1,0)) =0 e {(x,,2),(~1,0,1)) =0} .
. {3)6 +y=0
Assim, .
-x+z=0
S* ={(z,-3z,z),z€R}.

Observe que, se S é um subespago vetorial de ¥, seu complemento ortogonal S* também ¢
subespago vetorial de V.

E importante ainda ressaltar que o tnico vetor comum a S ¢ a S* ¢ o vetor nulo 0,, Assim,
SNSt=1{0,}.

O subespaco vetorial S+ S* é na verdade o proprio espago vetorial V.

Portanto, S® S* =V

Pelo Teorema da Dimensdo, dimV =dim(S @ S*)=dim S +dimS™*.



Exercicios
1) Verifique que fungdes () : R* xR? — R definidas abaixo sdo produtos internos.
a) ((x,»),(z,t)) =2xz+ 3yt
b) ((x,¥),(z,0)) = xz — yt
c) ((x,»),(2,1)) = 4xz
d) ((x,»),(z,t)y=xz+ yt +1
&) ((x, ), (z,0)) =25z + 1
f) ((x,3).(z,0) =x"z+ y’t
2 (. y)(z,0)=x"2" + y°°
h)((x, ),(z,0)) =k,I, —k,I, onde A={v,,v,} é uma base qualquer do espaco vetorial RZ
(x, )=k, v, +k,-v, e (z,t)=1,-v,+1,-v,.
1) ((x,»),(z,8)) =xz—2xt—2yz+ 5yt

2) Calcule a norma de (1,-5,2) considerando:
a) o produto interno usual no R°.

b) ((x,y,2),(w,r,1)) = %xw + yr+3zt.

3) Calcule [(2,)

a) produto interno usual.
b) ((x,»),(z,1)) =3xz +4yt.

| em relacdo ao:

4) Considere o espago vetorial R® munido do produto interno usual. Determine k €R tal que

[(6,k,~1)| =/41.

5) Mostre que

LH =1 paratodo vel .
[

6) Sejam u,velV um espaco vetorial euclidiano tais que ||v||=3 e ||u||:5 Determine kR de
modo que (v+k-u,v—k-uy=0.

7) Seja R* munido do produto interno usual e v =(1,2) ¢ u=(3,5).
a) interprete geometricamente v+u,v—u € u—v.

b) calcule d(v,u) e d(u,v).

u||:4 e ||v+u||:2\/§.

8) Seja o espaco vetorial R? com produto interno usual. Seja que ||v|| =3,

Indique o angulo entre v e u.

9) Verifique se os vetores (2,—3) e (3,2) sdo ortogonais em relagdo aos seguintes produtos internos
no R%:
a) {(x,»),(z,1)) = xz + yt
b) {(x,y),(z,t)) =4xz+ 3yt



10) Se v e u sdo vetores ortogonais entao ||v+u||2 =||v||2 +||u||2 ? Justifique. (Generalizagdo do

Teorema de Pitagoras)
11) Normalize o conjunto {(1,2,0),(2,—1,3),(—6,3,5)}.

12) Verifique se as bases abaixo sdo ortogonais no R* ¢ no R?, respectivamente, para o produto
interno usual.

a) {(1,2),(3,5)}
b) {(2 2 l] (El_zj (l%%]}
373731373 3137373

13) Encontre um vetor unitario no R? que seja ortogonal aos vetores (1,—1,0) e (2,—L11).

14) Seja ¥V um espaco vetorial euclidiano. Mostre que se v,uelV sdo ortogonais € tais que
M=l =1 entao |v—u]=+2.

15) Ortogonalize a base {(1,1,2),(1,2,0),(0,—-1,1)} do R,

16) O conjunto A = {(1,0,2),(0,1,1)} ¢ uma base de um subespaco vetorial do R®. Obtenha uma base
ortogonal B a partir de A4.

17) Encontre a projecdo ortogonal do vetor (1,1,—1) no subespaco vetorial [B] do exercicio
anterior.

18) Seja S ={(3y —z,y,2), v,z € R} um subespaco vetorial do R*. Indique S*, SN S* ¢ S+S*.
19) A partir da base {(1,3),(2,5)} indique duas bases ortonormais do R%.

20) Ortogonalize pelo processo de Gram-Schmidt as seguintes bases do R®.
a) {(L1,1),(-11,0),(1,2,1)}
b) {(17050): (357,_2)5 (0a4a1)}

21) Seja o espaco vetorial R® munido do produto interno usual e seja S o subespaco vetorial gerado
pela base ortogonal B = {(0,1,0),(—4,0,3)} . Determine a projecao do vetor (1,1,1) no subespago
S.

22) Seja o espaco vetorial R* com o produto interno {(x, y,z),(w,t,r)) =xw+ 2yt + 3zr.
Utilize o processo de Gram-Schmidt para transformar a base {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} numa
base ortogonal.

23) Seja o espaco vetorial R’ munido do produto interno usual e A={(1,2,-3,),(2,-4,2)}.

Determine:
a) o subespaco vetorial S gerado pelo conjunto 4.

b) o subespaco vetorial S .

24) Considere o subespaco vetorial S={(x,y,z)eR’|x—z=0} com o produto interno

{(x,9,2),(w,t,7)) =2xw + 3yt + 4zr . Determine S, uma base e sua dimens3o.
Y Y



25) Considere o espaco vetorial Mat, (R) com as operagdes usuais. Verifique se a fungdo
<A, B> =tr(A- B") define um produto interno.

26) Considere o espaco vetorial das fun¢des continuas no intervalo [a,b]g R com as operagdes

b
usuais. Verifique se a funcao < f(x), g(x)> = I f(x)g(x)dx éum produto interno.

Respostas

2) a) \/% b) \/7775 16) {(1’052)5(_%51’%)}

3ya) 5 b)4 17) projigyv=(-4.4.-4)

4) a=12 18)a) Sim b) {0v} ¢) R’

6) a=+3 19) {LLD. (=), G300}

7) d(V,M) = d(u, V) = \/E 20) a) {(19131)5('13170)1(%3%9_% )}
8) 0= arccos(—% b) {(190=0)9(0977'2)7( 09%’% )}
D) i F 0. Gr e e 2D Py =Gl 5)

13) (@’g’_g) 22) {(19131)’(%’%’_%)7(% ’_%’O) }

23)a) S ={(x,1,2) R’ [x+ y+2=0
b) S* ={(z,2z,2),zeR}

24) S* ={(=22,0,2),zeR}
base : {(-2,0, 1)}
dimS* =1

15) {(15172)’ %’%7_1)’ (% 5_%7_%)}



Apéndice D — Teoremas
Seja V' um espago vetorial munido de um produto interno. Para quaisquer v,u,weV e k,k,k, e R.

TeoS51. (v,k-u) =k{v,u)
Teo52. (vyu +w)={(v,u) +{v,w)
Teo53. (k, -v,k, -u) =k k,{v,u)

Teo54. (v,0,)=0

dem.: (v,0,)=0+(v,0,) (1)
™0,)=0, +0,)=(v,0,)+(v,0,) (2)
De(1)e (2): 0+(»,0,)=(v0,)+(v,0,).
Pela Lei do Corte para adigdo em R, (v,0,,) =0.

Teo55. Se para todou eV, u#0,, (v,u)=0 entdo v=0,.
dem.: (RAA) Seja v#0, .

Considere v=u.

Assim, (v,u)={(v,v)>0.

Mas, (v,u) =0. Contradicao.

Logo, v=0,.
Teo56. Se paratodo uelV,u=0,, (v,u)=(w,u) entdo v=w.
Teo57. (v—u,w)={v,w) —{u,w).
Teo58. ||v|| 20e ||v|| =0 seesomentese v=0,.

Teo59. [ v =|&|- ]

Teo60. Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

(v,10)| < [[v] ]

v.0,)[=[0,|=0=[v].

Considere v#0,, u#0, e w=v+k-u.

wwy=(w+k-u,v+k-u)>0
w+k-uv+k-uy=v,vy+ v k-u)+{k-u,v)+<{k-uk-u)y=
v, V) + k(v u) + ku, vy + K (u,u) = (v, v) + k(v,u) + k(v,u) + k> (u,u) =
v, vy + 2k(v,u) + k* (uu) = ||v ? + 2k(v,u) +k2||u||2 =

Assim, (v+k -u,v+k-u) =||M||2k2 +2(v,u)k + ”V"2 >0.

dem.: Se v=0, ou u=0, entdo |

Um polindmio do 2° grau em k com coeficiente de maior grau ||u||2 positivo, possui
discriminante negativo ou nulo.
2v,u))? —4||u||2||v||2 <0.. 4v,u) —4||u||2||v||2 <0 .. (v,u)’ —||u||2||v||2 <0.. (vu)’ < ||u||2||v||2

Logo, [(v,u){ <[V ]




Corolario60: (v,u)® < (v,vXu,u), isto & (v,u)® <[ul M -

Teo61. Desigualdade Triangular: ||v + u|| < ||v|| + ||u|| .
dem.: ||v + u”2 =(v+u,v+u)y=(v,v)+2{v,u) +{u,u)

W, V) + 2v,u) + (u,u) < (v, vy + 2|

u” +{u,u)

vy + 2w o + oy = [V + 2]+ el = ol + )?
Assim, (v + u”2 < (||v|| + ||u||)2 .
Logo, |v+ u” < ||v|| + ||u|| .

Teo62.1) d(v,u)>0 e d(v,u)=0 se e somente se v=u
i) d(v,u)=du,v)
i) d(v,u) <d(v,w)+d(w,u)

Teo063. 0, Lv.

Teo64.Se v L u entdo u L v.

Teo65.Se v L u,paratodo uelV,u=0, entio v=0,.

Teo66.SevIiweulw entdo v+u L w.

Teo67.Se v Lu entdo k-v_Lu.

Teo68. (Generalizagao do Teorema de Pitagoras) Se v L u entdo ||v + u||2 = ||v||2 + ||u||2 .

Teo69. Se {v,,...,v.} € um conjunto ortogonal de vetores nao nulos entdo {v,,...,v.} € um conjunto

linearmente independente.

Teo70. Sejam S <V, {v,...,v.} uma base de Se veV tal que para todo i =1,...,r, v L v, entdo

paratodo s S, v Ls.

Teo71. Sejam {v,,...,v,} uma base ortonormal de V'e veV . Entdo v = <v,vl>-v1 +...+<v,vn>-v .

Teo72. (Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt)

Sejam {v,,...,v.} € V' um conjunto de vetores linearmente independente. Existe um conjunto

ortogonal (ortonormal) {u,,...,u,} €V que ¢ uma base do subespaco gerado pelo conjunto

VsV )
Teo73. S* # .
Teo74. ST <V .
Teo75. (S) =S

Teo76. SN S* =10} .

10



Teo77. V=S®S*

Corolario77: dimS +dimS* = dimV

Teo78. Seja ¥ um R-espaco vetorial munido de um produto interno ¢ um dado vetor uelV . A
fungdo f, : ¥ — R tal que f(v) =<u,v > ¢ um funcional.

Teo79. Seja ¥ um R-espago vetorial munido de um produto interno. A fungdo 7 :¥ — V" tal que
T(v) = f, ¢ uma transformagao linear.

Teo80. Sejam V7 um R-espaco vetorial munido de um produto interno e f :/ — R um funcional.
Entao existe um tnico vetor v eV tal que f(u)=<v,u>, paratodo u €V, isto ¢, a funcao
T:V -V talque T(v)= f, éum isomorfismo.

Corolario80. Se dim¥ =n entdo dimV " =n.
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