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Matrizes e Polinômios 
Duas matrizes )(, RnMatBA ∈  são semelhantes quando existe uma matriz invertível )(RnMatP∈  

tal que APPB 1−= . 

Matrizes semelhantes possuem o mesmo polinômio característico, já que: 

)det()det())(det()det( 111
nnnn IBPIPAPPPIAPIA λλλλ −=−=−=− −−−  

 Exemplo: As matrizes 







43
21

 e 







−
−

23
47

 são semelhantes, pois:  








 −
⋅







⋅







=








−
−

10
21

43
21

10
21

23
47

. 

Além disso, 25)()( 2 −−== λλλλ BA PP . 
 

Uma matriz A pode ser diagonalizada quando existir uma matriz invertível )(RnMatP∈  tal que 

APP 1−  seja uma matriz diagonal. Esta matriz P é uma matriz de autovetores do operador relativo à 

matriz A. 

Exemplo: Considere [ ]  
18
03








−

=T , os autoespaços }),2,{(3 R∈= xxxV  e }),,0{(1 R∈=− yyV , e uma 

base de autovetores { })1,0(),2,1( . 

Assim,  
12
01








=P ,  

12
011








−

=−P  e [ ] 







−

=







⋅







−

⋅







−

=−

10
03

12
01

18
03

12
011 PTP . 

 

Considerando APPB 1−= , temos que PAPAPPAPPAPPB k

k

kk 1

fatores 

111 )( −−−− === 44 344 21 K , com +∈Zk . Se a 

matriz A é diagonalizável então 11 −− =∴= PPDAPAPD kkkk .   

Exemplo: 
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03 10
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
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
−

=



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
−

⋅








−
⋅







=








−

⋅







−

⋅







1118100
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01
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Considere ][...)( 01 xaxaxaxp n
n R∈+++=  um polinômio e uma matriz quadrada )(RnMatA∈ . 

Então )(Ap  é a matriz quadrada n
n

n IaAaAa 01... +++ . Diz-se que o polinômio )(xp  anula a matriz 

A quando nAp 0=)( .  

Exemplo: Sejam  9)( 2 −= xxp , 32)( += xxq  e a matriz 






−
=

12
41

A . 
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







=


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
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

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−
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9
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41
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



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
=
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


−
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10
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3
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41

2)(Aq  

Assim, o polinômio )(xp  anula a matriz A, mas )(xq  não.   
 

Diz-se que um polinômio ][)( xxp R∈  anula o operador linear T quando nTp 0=)]([ α , para toda 

base α  de V.        

Seja V um R-espaço vetorial n dimensional, VVT →:  um operador linear e 

][...)( 01 Xaxaxaxp m
m R∈+++=  um polinômio. Define-se o operador linear VVTp →:)(  tal que 

))(...())(( 01 vIaTaTavTp V
m

m +++= .  Se 0λ  é um autovalor do operador T então )( 0λp  é um 

autovalor do operador linear )(Tp .   

Exemplo: Seja 22: RR →T  tal que )8,3(),( yxxyxT −= , cujos autovalores são 3 e 1 − . 
Considere o polinômio 342)( 23 +−−= xxxxp  e o operador 22:)( RR →Tp  tal que 

),)(342(),)(( 23 yxITTTyxTp +−−= .  
Assim, ),)(3(),(),)(4(),)(2(),)(( 23 yxIyxTyxTyxTyxTp +−−=  

)),((3),()),((4)),((2 23 yxIyxTyxTyxT +−−=  
)3,3()8,3()16,9(4)56,27(2 yxyxxyxxyxx +−−+−−=  

)3,3()8,3()464,36()2112,547( yxyxxyxxyxx +−−+−−=  
)240,18( yxx −=  

Então, os autovalores de )(Tp  são 18 e  2− .   
 

Teorema de Cayley-Hamilton (TCH) Sejam V  um R-espaço vetorial n-dimensional e 

VVT →:  um operador linear. Então nT TP 0=)]([ α  para toda base α  de V.  
dem:  Seja 01

1
1)( aa...aP n

n
n

T ++++= −
− λλλλ  

Denotaremos por )(λA  a matriz adjunta clássica da matriz αλ ][ nIT −  
Os elementos de )(λA  são os cofatores desta matriz, sendo então polinômios em λ  de grau 
menor ou igual a 1−n . 

01
1

1 ...)( AAAA n
n +++= −
− λλλ   sendo )(,..., 01 Rnn MatAA ∈− .  

Pela propriedade fundamental da adjunta clássica: 
nn IITAIT ⋅−=⋅− αα λλλ ]det[)(][  

nTn IPAIT ⋅=⋅− )()(][ λλλ α  

n
n

n
nn

nn IaaaAAAIT ⋅++++=+++⋅− −
−

−
− )...()...(][ 01

1
101

1
1 λλλλλλ α  

n
n

n
nn

nn
n

n IaaaATAATAATA ⋅++++=+−++−+− −
−

−
−−− )...(][)]([...)]([ 01

1
1001

1
211 λλλλλλ ααα

 
(n) nn IA =− −1  
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(n-1) nnnn IaAAT 121][ −−− =−α  
(n-2) nnnn IaAAT 232][ −−− =−α

... ... 
(1) nIaAAT 101][ =−α  
(0) nIaAT 00][ =α  

 
Multiplicando-se a equação (n) por nT α][ , (n-1) por 1][ −nT α , ...  e (1) por α][T , tem-se:  
 

(n) n
n

n TAT αα ][][ 1 =− −  
(n-
1) 

1
12

1
1 ][][][ −

−−
−

− =− n
nn

n
n

n TaATAT ααα  

(n-
2) 

2
23

2
2

1 ][][][ −
−−

−
−

− =− n
nn

n
n

n TaATAT ααα  

... ... 
(1) 

ααα ][][][ 101
2 TaATAT =−  

(0) nIaAT 00][ =α  
 
Somando-se as equações matriciais, n

n
n

n
n IaTa...TaT 01

1
1 ][][][ ++++= −
− ααα0 )]([ αTPT= . 

Polinômio Minimal 
Seja V  um R-espaço vetorial n-dimensional e VVT →:  um operador linear.  Define-se o polinômio 
minimal ou mínimo do operador linear T, ][)( λλ R∈Tm , como sendo o polinômio mônico de 
menor grau possível  tal que nT Tm 0=)]([ α . 
Exemplos: 
1)  33: RR →T  tal que )42,1573,522(),,( zyxzyxzyxzyxT −+−+−+= . 

)3()1()( 2 −−= λλλTP  
)3)(1()( −−= λλλTm  

2)  33: RR →T  tal que )3,,4(),,( zyxzzyxT −= .  
)1()2()( 2 −+= λλλTP  
)1()2()( 2 −+= λλλTm  

3)  44: RR →T  tal que ),,53,43(),,,( tzzyzxtzyxT −−+−= .     
22 )3()1()( −−= λλλTP  

)3)(1()( −−= λλλTm  
 
CorolárioTCH: O polinômio minimal de T divide o polinômio característico de T, isto é, 

)(|)( λλ TT Pm . 
Teo87. n

TT mP ))((|)( λλ   
Teo88. Os polinômios característico e minimal possuem os mesmos fatores irredutíveis e as mesmas 

raízes. 
Teo89. Sejam rλλλ ,...,, 21  autovalores distintos de T. Então T é diagonalizável se e somente se 

))...()(()( 21 rTm λλλλλλλ −−−= .  
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Exercícios 
 
1) Verificar, utilizando a definição, se os vetores dados são autovetores: 

a) 







=−

31
22

][para    )1,2( T   b) 














 −
=−

121
232
011

][para    )3,1,2( T  

 
2) Os vetores )1,2(  e  )1,1( −  são autovetores de um operador linear 22: RR →T  associados aos 

autovalores 51 =λ  e 12 −=λ , respectivamente. Determinar )1,4(T .      
 
3) Determinar o operador linear 22: RR →T  cujos autovalores são 11 =λ  e 32 =λ   associados aos 

autoespaços }),,{(1 R∈−= yyyV  e }),,0{(3 R∈= yyV . 
 
4) Determinar os autovalores e os autovetores dos seguintes operadores lineares no R2. 

a) )4,2(),( yxyxyxT +−+=  
b) ),(),( xyyxT −=  

 
5) Dado o operador linear T no R2  tal que )2,53(),( yyxyxT −−= , encontrar uma base de autovetores. 
 
6) Verificar se existe uma base de autovetores para: 

a)  33: RR →T  tal que )32,2,(),,( zyzyzyxzyxT ++++=  
b)  33: RR →T  tal que )22,2,(),,( zyxyxxzyxT ++−−=   
c)  33: RR →T  tal que )34,32,(),,( zyzyxxzyxT +−−+−=  

 
7) Seja 22: RR →T  tal que )2,54(),( yxyxyxT ++= . Encontrar uma base que diagonalize o 

operador. 
 
8) O operador linear 44: RR →T  tal que ),,,(),,,( yxtzyzyxtzyxtzyxT ++++++++=            

é diagonalizável?  
 

9) Determine o polinômio minimal do operador 
















−−
−

−−

463
241
665

. 

 

10) Dada a matriz  



















3000
0200
0020
0012

, verifique se é diagonalizável. 
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11) Seja a matriz triangular superior 
















f
ed
cba

00
0 , com todos os seus elementos acima da diagonal 

distintos e não nulos. Indique os autovalores e os autoespaços. 
 

12) Para que valores de a e b as matrizes 







a0
11

 e 







10

1 b
 são diagonalizáveis? 

 
13) Se uma matriz A quadrada é diagonalizável então o determinante de A é o produto de seus 

autovalores?  
 
14) Utilize a forma diagonal para encontrar An nos seguintes casos (n natural): 

      a) 







−
−

21
43

     b) 
















−
−

−

220
041
670

 

 
15) Diz-se que um operador T: V → V é idempotente se TT =2 . 

a) Seja T idempotente. Ache seus autovalores. 
      b) Dê exemplo de um operador não nulo  22: RR →T  idempotente. 
      c) Mostre que todo operador linear idempotente é diagonalizável. 
 
16) Seja V um espaço n-dimensional. Qual é o polinômio minimal do operador identidade? Qual é o 

polinômio minimal do operador nulo? 
  

17) Verifique se a matriz  



















−
−−
−−

0111
1222
0011
0011

 é diagonalizável. 

 
18) Determinar uma matriz de ordem 3 cujo polinômio minimal seja 2λ . 
 
19) Indique o polinômio minimal dos operadores considerando a, b, c, d e e constantes não nulas. 

a)  55: RR →T  tal que ),,,,(),,,,( awbwatbtazbzaybyaxwtzyxT ++++=   
b) 55: RR →T  tal que ),,,,(),,,,( ewtdwzcwybwxawwtzyxT −−−−−=      
 


