Subespacos Invariantes

Seja V um R-espaco vetorial n dimensional e 7' : V' — V' um operador linear. O subespaco vetorial S <V
¢ denominado subespaco vetorial invariante pelo operador 7 ou subespac¢o vetorial 7-invariante

quando 7'(S) < S,sendo T(S)={T(s)|s € S}.

Exemplo: Seja 7:R> — R’ tal que T(x,y) = 3x,8x— y).
O subespaco S ={(x,2x),x € R} ¢ T-invariante, ja que 7(1,2)=(3,6) S .
Ja o subespaco S’ = {(x,0),x € R} ndo ¢ T-invariante, pois 7'(1,0)=(3,8) ¢ S".

Teo090. Considere V' um R-espaco vetorial n dimensional e 7 : 7 — V' um operador linear. Entdo:

1) Sao subespacos T-invariantes: {0,}, V, KerT e ImT.

i1) Seja A um autovalor do operador 7. Entdo o autoespago V, ¢ T-invariante.

dem.:Se veT(V,) entdo v=T(u), paraalgum u € V.
Se ueV, entdo T'(u)=Au.

Assim, v=Au.

Entdo, 7(v)=T(Au) = AT (u) = A(Au) = Av.

Logo, veV,.

iii) Seja S <V tal que dimS =1. O subespago S ¢ T-invariante se e somente se existe um escalar

ke R talque T(s)=ks,paratodo s € S.

iv) Considere o conjunto {v,u} V' linearmente independente. [v,u] ¢ T-invariante se e somente se
T(v)e[v,u] e T(u)e[v,u].

4 2 2
Exemplos: Considere os operadores: [T]=|2 4 2
2 2 4
S T(S) T'(S)
KerT = KerT' = {(0,0,0)} {(0,0,0)} {(0,0,0)}
Im7 =Im7’' =R’ R’ R’
KerT" =[(-1,1,0)] [(-1,1,0)] [(=3.2,1)]

Im7" =[(1,1,0),(0,0,1)]

[(1,1,0),(0,0,1)]

[(3,2,0),(0,0,1)]

Vyr =[(=1,1,0),(=1,0,D)]

[(-1,1,0),(-1,0,1)]

[(3,4,0),(0,-2,1)]

Ver = [(LLD] (L] [(3.2.3)]
Vor =[(0,0,0)] [(1,1,2)] [0,0,1]
Vir =[(1L0,0)] [2.LD] [(1,0,0)]
Ve =[(=1.1,0)] [(-1,1,0)] [(=3,2.1)]
Vi =[(0,0,)] [(1,1,2)] [(0,0.1)]
Var = [(1,1,0)] [33.2)] [(3.2.)]
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ESPACOS VETORIAS COM PRODUTO INTERNO E
OPERADORES LINEARES

Considere V' um R-espago vetorial » dimensional munido de um produto interno e 7:V —FV um

operador linear..

Operador Adjunto

Teo91. Seja f : 7 — R um funcional linear. Entdo, para todo v € V' existe um Unico vetor u € V' tal que

fv)= <v,u>.
dem:
(exist.) Sejam {v,,...,v, } uma base ortonormal de Ve u= f(v,)v, +...+ f(v,)v, €V
Considere v, e {v,,...,v, } qualquer.
<vi ,u> = <vl. Sy, ++ f(y, )vn>
= f(v1)<vi,vl>+ ot f(vi)<vl.,vl.>+...+ f(vn)<vl.,vn>
=/)
Logo, para todo v € V' existe um Unico vetor u € V' tal que f(v) = <v,u> .
(unic.) (RAA) Supor que exista weV,w=u tal que f(v)= <v, w> ,paratodo vel .
Assim, <v,u> = <v, w>
Entao, <v, u— w> =0
Em particular, vale a igualdade para v=u —w.
Assim, <u—w,u—w>=0 sse u—w=0, sseu=w.

Contradicao.
Logo, u € V' é unico.

Teo092. Existe um tnico operador linear 7" :V —V tal que <T (v),w>=<v,T *(w)>, para quaisquer
vwwel .

dem.: Seja w e V' qualquer e o funcional linear f:V — R tal que f(v)= <T (v),w>
Pelo Teo91, existe um unico vetor u € V' tal que f(v) = <v,u>
Assim, <T(v),w> = <v,u>
Considere 7™ :V — V talque T" (w) = u
Entdo, (T(v),w) = <v, T *(w)>
T" éum operador linear, pois:

(po+) <V",T* (v+ v')> = <T(v"),v + v’> = <T(v"), v> + <T(v"),v'> = <v", T*(v)> + <v”, T*(v')>
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Entdo, 7" (v+v) =T (v)+ T (v'), para quaisquer v,v' eV .
(po.) (v, T" (kv)) =(T(v), ) = k(T (W), v) = k(v', T* () = (v, kT" (v))
Entdo, T (kv) =kT" (v), para quaisquer keR,veV .
A unicidade de 7~ é uma decorréncia da unicidade de u.

O operador T~ é denominado operador adjunto do operador T.

Exemplo: Seja 7 : R> = R* tal que T(x,y) = (3x,.8x—y).

O operador 7" : R> — R? tal que 7" (x, y) = (3x +8y,—y) ¢é o operador adjunto de T.
Te093. Seja @ uma base ortonormal de V. Entdo [T ], =[T7].,.

Teo94. Sejam 7,7, e T, operadores lineares em V.

Entdo:
D (4T =T +T,
ii) (k-T) =k-T" ,paratodo k eR.
iii) (7,07,) =T, o7
iv) (T") =T
v) KerT =(ImT")*

dem.: (i) (T, + T)()te) = (T,0) + T (00) = (T, )+ (T,0tt) = (175 @) + (w T, (0)
= (W.T; )+ T ) = (v.(5, + T)(w))

Te095.Seja T : V' — V' um operador linear ¢ S <V um subespaco 7-invariante.
Entio S* ¢ T -invariante.
dem.: Sejam ve ST e we S.
Tem-se, <T*(v), w> =(v,T(w)).
Como § ¢ T-invariante, T(w) € S .
Assim, (v,T(w)) =0.
Entao, <T* (v), w> =0.
Istoé, T"(v)eS*.

, E .
Logo, S* ¢ T -invariante.
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Operadores Auto-Adjuntos

O operador linear 7 :V — V' ¢ denominado operador auto-adjunto quando <T (v),u> = <v,T (u)>, para

quaisquer v,u € V', isto &, T°"=T.
Exemplos:
1) T:R*> > R’talque T(x,y)=(2x+4y,4x—y)

2) T:R’ > R’talque T(x,y,2) = (x—y,—x+3y—22,-2y)

Teo96. Sejam 7, e T, operadores lineares auto-adjuntos ¢ k € R.

Entdo (7, +7,) e (k-T,) também sdo operadores auto-adjuntos.

dem: (T, +T,) =T, +T, =T, +T,, pelo Teo95 e por hipotese.
(k-T)) =k-T" =k-T, mesmas justificativas.

Teo97. T:V — V um operador auto-adjunto se e somente [7'], ¢ uma matriz simétrica, qualquer que

seja a base ortomormal o de V.

Teo98. Seja T:V —V um operador auto-adjunto e v,,...,v, autovetores associados a autovalores

r

distintos 4,,...,4, de 7. Entdo v, é ortogonal a v, Lj=lLori# ]

dem.: Como(T(v,),v; )= (v,.T"(v,)) = (v,.T(v))).
Tem-se, <i,. -v,.,vj> :<vi,/’tj -vj>.
Assim, </1l. ~vl.,vj>—<vl.,/1j -vj>=0
li<vi,vj>—ﬂj<vi,vj>:0
(4 =2)(vi2v;) =0
Por hipotese, 4, # 4,.
Logo, <vi,vj>:O.

Teo099. Seja T:V — V'  um operador auto-adjunto. Entdo 7 possui um autovalor real, isto ¢, possui um

autovetor ndo nulo.

Teol00. Seja T : ¥V — V' um operador auto-adjunto e v um autovetor associado ao autovalor 4 de 7.

Entdo os subespacos [v] e [v]" sdo T-invariantes.
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Teorema Espectral para Operadores Auto-Adjuntos

Seja ¥ um R-espago vetorial n dimensional munido de um produto interno ¢ 7 :V — V' um operador
linear auto-adjunto. Entdo 7" é diagonalizavel, isto é, existe uma base ortonormal « de autovetores de V'

tal que [7'], ¢ uma matriz diagonal.

dem.: (indugdo em n)
Base: dim) =1
Existe um autovetor v e V,v # 0, , por TeolOl.

{v} ¢ uma base de V.

Vi,
{H} ¢ uma base ortonormal de V.
v

Passo: (HI) Supor de vale o teorema para espagos vetoriais com dimensao n —1.

Considere v um autovetor unitario de 7, vide Teo99, e dim[v]=1.

Mas, [v]" é um subespaco T-invariante, por Teo102.

Entao, T |Mi:[v]L —[v]" é um operador auto-adjunto.

Pela hipotese de indugdo, existe uma base ortonormal § = {v,,v,....,v, ,} de autovetores de [v]*
tal que [T ’[v]i ]5 € uma matriz diagonal.

Mas, V =[v]®[v]" e dimV =dim[v]+dim[v]".

Logo, {v,,v,,...,v, ;,v} € uma base ortonormal de autovetores de V.

O espectro de um operador linear ¢ o conjunto de seus autovalores.
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Operadores Ortogonais

O operador linear 7:V — V ¢ denominado operador ortogonal quando <T W), T (u)>:<v,u>, isto &,

" =T7".

Exemplos:

1) T:R*> > R’talque T(x,y) = (y,—x)

2) T:R® > R’tal que T(x,y,z):(gx+@y+gz,—@x+%y+%z,—%y+%z)

TeolO1.

Teol02.

Seja T :V — V' um operador linear. Sdo equivalentes:

1) T ¢ um operador ortogonal.
i1) T transforma bases ortonormais em bases ortonormais.

iii) T preserva produto interno, isto &, <T W), T (u)> = <v,u>, para quaisquer v,u el .

iv) T preserva norma, isto &, ,paratodo vel .

TO) =y

Seja T :V — V' um operador ortogonal. Entdo:

1) T preserva distancia.
i1) Os Unicos autovalores possiveis para 7'sdo +1.
1i1) Autovetores de 7' sdo sempre ortogonais.

iv) Se S é um subespaco vetorial T-invariante entdo S* é T-invariante.

Operadores Normais

O operador linear 7 : V' — V' ¢ denominado operador normal quando comuta com seu operador adjunto,

istoé, ToT =T oT.

Teol03.

Seja T:V — V um operador normal. Entao:
1) (k-T) também ¢ um operador normal.
i) [T =" )

iii) Se A4 ¢ um autovalor de 7 entio A ¢éum autovalorde 7.

,paratodo veVl .

iv) Te T" possuem os mesmos autovetores.
v) KerT = KerT" .

vi) ImT =ImT"

vii)(KerT)" =ImT .

Se ¥ é C-espago vetorial, o operador linear T:V —V tal que T =T ¢é denominado operador

LK) * - 3 r .
hermitiano e quando 7° = T~', operador unitario.
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Exercicios

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

9

Classifique os operadores.

a) T(x,y)=2x-2y,-2x+5y)

b) T(x,y,z) =(xcosd — ysenf,xsenf + ycosb,z)
c) T(x,y,z2)=2x+y,x+y+z,y—32)

X

Ache valores para x e y tais que ( )(;] seja ortogonal.

Dé exemplo de um operador auto-adjunto ndo ortogonal e vice-versa.

Dé exemplo de um operador normal que ndo ¢ nem auto-adjunto nem ortogonal.

Se < > e << >> sdo produtos internos sobre R* e 7': R? — R? um operador auto-adjunto em relagio a

< > entdo 7 também ¢ auto-adjunto em relacdo a << >> ?

1 4 2
Seja [T ] =|4 -5 —4]. Verifique que T ¢ diagonalizavel sem usar os critérios de diagonalizacao.
2 -4 1

Considere T:V —V e U :V — V operadores lineares que comutam entre si.

(C1) Se A4 ¢ um autovalor de 7' entdo ¥, é um subespaco U-invariante

(C2) Existe um autovetor comuma 7'e a U.

Todo operador auto-adjunto ¢ um operador normal.

10) Todo operador ortogonal ¢ um operador normal.
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Apéndice E — Algumas demonstracoes

Teo94.v) KerT = (Im7T")*
dem.: ve KerT sse T(v) =0, sse <T(v),u> =0, paratodo u €V sse <v,T*(u)> =0, paratodo u €V sse

v LT (u),paratodo u eV sse ve(ImT )"

Teol01. Sao equivalentes:
1) T ¢ um operador ortogonal.
i1) T transforma bases ortonormais em bases ortonormais.

iii) T preserva produto interno, isto &, <T W), T (u)> = <v,u>, para quaisquer v,u el .

T(v)|| = ||v ,paratodo vel .

iv) T preserva norma, isto &,

dem.:
i) > ii) a=1{v,,...,v,} base ortonormal de ¥’

T(x)= {T(vl),...,T(vn)} base de V, pois T ¢ isomorfismo
(TOG).TW))) = (v, T (T, )) = (v.. T (T(,)) = (v,,v;) = 0, por hipétese
[T =(Te).TE)) = (4. T (@) = (v, T (TE))) = (v,,v,) = |v[ =1, por hipotese

T(a) base ortonormal de V'

i1) > iil) ¢ e T'(«) bases ortonormais de V'
v=kv,+...+kyv eu=I[lyv +...+1v,
<v,u>=<k1vl+...+kv Zlv1+...+lnvn>=

klll<v1,v1>+...+kl <v1,vn>+...+knll<vn,vl>+...+knln<vn,vn>:

1"n
kll+...+kl O0+...+k10+...+k 1=kl +...+k,|
TV =kTW)+...+kTW,)e T(w)=LT(v)+...+1[,T(v,)
(TW),TW)=(kT)+...+k,TO)LTW) +...+1,T(v,)) =
kL (TG, T + oo+ kL (T, TN+ + kL (T,),T0) + ..o+ kL (T(v,),T(v,)) =
kll+...+kl 0+... +k10+...+k 1=kl +...+k1,

Assim, (v,u) =(T(v),T(u))

iii) = iv) [T = (Te).TM)) = (v,v) =’

iv) > 1) ||T(v)|| = ||v|| <T(v),T(v)> = <v,v> <T*(T(v)),v> = <v,v> <T*(T(v)),v> — <v, v> =0..
(T°(T @)= 1(),v) =02 ((T" o T = )(¥),¥) =0
Mas, (T  oT—1) =(T oT) =1 =(T oT)-1,istoé, (T oT)-1 é OAA
Entio, (T oT)—1=0..(T oT)=1.T =T
Analogamente, (ToT ) =1
Logo, T ¢ OO.

Outros Teoremas:
1. <T(v),u> =0, para quaisquer v,u eV sse T =0
2. <T(v),v> =0,paratodo veV sse T =-T
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3. SeT¢éOAA¢e <T(v),v> =0,paratodo velV entdo T =0
4. Considere J'um C-EVPL. <T(v),v> =0,paratodo velV sse T =0

0 -1
Contra-exemplo para o caso real: Seja [T ] = ( : Oj .

(T(x,3),(x, ) = (=, %),(x,»)) = —xy+xy =0
Mas, T # 0

Teol02. Se T ¢ OO entio:

1) T preserva distancia.

i1) Os Unicos autovalores possiveis para 7'sdo +1.

1i1) Autovetores de 7 sdo sempre ortogonais.

iv) Se S é um subespago vetorial T-invariante entdo S* é T-invariante.
dem.:
D) dv,u) =|v—u|=|T(v—w)| =|T() - TW)| = d(T(v),T(w)), por definigdo ¢ T101iv

i) velV, v#0,, autovetor associado ao autovalor A
<T(v),T(v)> = </1v, /1v> =1 <v, v> , por defini¢do e prop’s PI, e <T(v),T(v)> = <v,v> , por T1011iii

A=1.A=41
iii) vyu eV, v,u # 0, , autovetores associados a autovalores distintos 4 # A’

<T(v),T(u)> = <lv,/1'u> = <i v,$u> e <T(v),T(u)> = <v,u> , por T101iii
<i v,$u> = <v,u> <v,u> =0
ivyveSteseS
(T(v),T(s)) =(T(v),s"), pois S &€ T-inv e (T(v),T(s)) = (v,s) =0, por T101iii
<T(v),s'> =0..T(v)eS"
Teol03. Se T'¢ ON entdo:
i) (k-T) éON.
i) [T =" )

iii) Se A4 ¢ um autovalor de 7 entio A ¢é um autovalorde 7.

,paratodo veVl .

iv) Te T" possuem os mesmos autovetores.
v) KerT = KerT"
vi) ImT =ImT"
vii)(KerT)" =ImT .
dem.:
i) (kT) o (KT)" (v) = (kT) o (KT )(v) = (kT)[(KT " )W)] = (KT )KT" (v)) = KT (KT" (v)) = kk(T(T" (v)))
= kk(T"(T(v))) = kT" (KT (v)) = (kT YKT (v)) = (kT )(KT)()] = (kT ") o (kT )(v)
ii) [T = (T0).T0) = (w.T" (@) = (v. T W)) =(T"0).T" ) = |T° (V)H2
v) ve KerT .. ||T(v)||2 = <T(v),T(v)> = <0V,OV> =0= ‘T*(\/)H2 veKerT®

vii) ImT =Im7T" = (KerT)"*
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