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Subespaços Invariantes 
 
Seja V um R-espaço vetorial n dimensional e VVT →:  um operador linear. O subespaço vetorial  VS ≤  
é denominado subespaço vetorial invariante pelo operador T ou subespaço vetorial T-invariante  
quando SST ⊆)( , sendo }|)({)( SssTST ∈= . 
 
Exemplo: Seja 22: RR →T  tal que )8,3(),( yxxyxT −= . 

O subespaço }),2,{( R∈= xxxS  é T-invariante, já que ST ∈= )6,3()2,1( .   
Já o subespaço }),0,{( R∈=′ xxS  não é T-invariante, pois ST ′∉= )8,3()0,1( . 

 
Teo90. Considere V um R-espaço vetorial n dimensional e VVT →:  um operador linear. Então: 

i) São subespaços T-invariantes: }{ V0 , V, KerT e ImT.  

ii) Seja λ  um autovalor do operador T. Então o autoespaço λV  é T-invariante.  
dem.: Se )( λVTv∈  então )(uTv = , para algum λVu ∈ .  

Se λVu ∈  então uuT λ=)( . 
Assim, uv λ= . 
Então, vuuTuTvT λλλλλ ==== )()()()( . 
Logo,  λVv∈ . 

iii) Seja VS ≤  tal que 1dim =S . O subespaço S é T-invariante se e somente se existe um escalar 

R∈k  tal que kssT =)( , para todo Ss∈ .  

iv) Considere o conjunto Vuv ⊆},{  linearmente independente. ],[ uv  é T-invariante se e somente se 
],[)( uvvT ∈  e ],[)( uvuT ∈ . 

 

Exemplos: Considere os operadores: 















=

422
242
224

][T ,  















=′

210
020
003

][T  e 















=′′

100
011
011

][T  

 
S T(S) )(ST ′  )(ST ′′  T-inv T ′ -inv T ′′ -

inv 
{ })0,0,0(=′= TKerKerT  { })0,0,0(  { })0,0,0(  { })0,0,0(     
3R=′= TT ImIm  3R  3R  3R     

[ ])0,1,1(−=′′TKer  [ ])0,1,1(−  [ ])1,2,3(−  { })0,0,0(     
[ ])1,0,0(),0,1,1(Im =′′T  [ ])1,0,0(),0,1,1(  [ ])1,0,0(),0,2,3(  T ′′Im     

[ ])1,0,1(),0,1,1(2 −−=TV  [ ])1,0,1(),0,1,1( −− [ ])1,2,0(),0,4,3( − [ ])1,1,1( −−     
[ ])1,1,1(8 =TV  [ ])1,1,1(  [ ])3,2,3(  [ ])1,2,2(     
[ ])1,0,0(2 =′TV  [ ])2,1,1(  [ ])1,0,0(  [ ])1,0,0(     
[ ])0,0,1(3 =′TV  [ ])1,1,2(  [ ])0,0,1(  [ ])0,1,1(     
[ ])0,1,1(0 −=′′TV  [ ])0,1,1(−  [ ])1,2,3(−  { })0,0,0(     
[ ])1,0,0(1 =′′TV  [ ])2,1,1(  [ ])1,0,0(  [ ])1,0,0(     
[ ])0,1,1(2 =′′TV  [ ])2,3,3(  [ ])1,2,3(  [ ])0,1,1(     
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ESPAÇOS VETORIAS COM PRODUTO INTERNO E  

OPERADORES LINEARES 
 

Considere V um R-espaço vetorial n dimensional munido de um produto interno e VVT →:  um 

operador linear..  

 

Operador Adjunto 
Teo91. Seja R→Vf :  um funcional linear. Então, para todo Vv∈  existe um único vetor Vu ∈  tal que 

uvvf ,)( = . 

dem:  
(exist.) Sejam },...,{ 1 nvv uma base ortonormal de V e Vvvfvvfu nn ∈++= )(...)( 11  

Considere },...,{ 1 ni vvv ∈  qualquer. 

nnii vvfvvfvuv )(...)(,, 11 ++=  

niniiii vvvfvvvfvvvf ,)(...,)(...,)( 11 ++++=  
)( ivf=  

Logo, para todo Vv∈  existe um único vetor Vu ∈  tal que uvvf ,)( = . 

(unic.) (RAA) Supor que exista uwVw ≠∈ ,  tal que wvvf ,)( = , para todo Vv∈ . 

Assim, wvuv ,, =  

Então, 0, =− wuv  
Em particular, vale a igualdade para wuv −= .  
Assim, 0, =−− wuwu  sse  Vwu 0=−  sse wu = . 
Contradição.  
Logo, Vu ∈ é único.   

 

Teo92. Existe um único operador linear VVT →:*  tal que )(,),( * wTvwvT = , para quaisquer 

Vwv ∈, .  

dem.: Seja Vw∈  qualquer e o funcional linear R→Vf :  tal que wvTvf ),()( =    

Pelo Teo91, existe um único vetor Vu ∈  tal que uvvf ,)( =  

Assim, uvwvT ,),( =  

Considere VVT →:*  tal que uwT =)(*  
Então, )(,),( * wTvwvT =  

*T  é um operador linear, pois:  
(po+) )(,)(,),(),(),()(, *** vTvvTvvvTvvTvvvTvvTv ′′′+′′=′′′+′′=′+′′=′+′′  
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Então, )()()( *** vTvTvvT ′+=′+ , para quaisquer Vvv ∈′, . 
(po.) )(,)(,),(),()(, *** vkTvvTvkvvTkkvvTkvTv ′=′=′=′=′  

Então, )()( ** vkTkvT = , para quaisquer Vvk ∈∈ ,R . 
A unicidade de *T  é uma decorrência da unicidade de u. 

 

 

O operador *T  é denominado operador adjunto do operador T.   

 

Exemplo: Seja 22: RR →T  tal que )8,3(),( yxxyxT −= . 

O operador 22* : RR →T  tal que ),83(),(* yyxyxT −+=  é o operador adjunto de T. 

 

Teo93. Seja α  uma base ortonormal de V. Então tTT αα ][][ * = .  

 

Teo94. Sejam 21   e  , TTT  operadores lineares em V.  

Então: 

i) *
2

*
1

*
21 )( TTTT +=+   

ii) **)( TkTk ⋅=⋅ , para todo R∈k . 
iii) *

1
*

2
*

21 )( TTTT oo =     
iv) TT =** )(  
v) ⊥= )(Im *TKerT  
 

dem.: (i) )(,)(,),(),(),()(),)(( *
2

*
1212121 uTvuTvuvTuvTuvTvTuvTT +=+=+=+  

))((,)()(, *
2

*
1

*
2

*
1 uTTvuTuTv +=+=  

 

Teo95. Seja VVT →:  um operador linear e VS ≤  um subespaço T-invariante.  

Então ⊥S  é  T*-invariante.   

dem.: Sejam ⊥∈ Sv  e Sw∈ .  
Tem-se, )(,),(* wTvwvT = . 
Como S é T-invariante, SwT ∈)( .  
Assim, 0)(, =wTv . 

Então, 0),(* =wvT . 

Isto é, ⊥∈ SvT )(* . 
Logo, ⊥S  é  T*-invariante.   
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Operadores Auto-Adjuntos 
O operador linear VVT →:  é denominado operador auto-adjunto quando )(,),( uTvuvT = , para 

quaisquer Vuv ∈, , isto é, TT =* .  

 

Exemplos:  

1) 22: RR →T tal que )4,42(),( yxyxyxT −+=     

2) 33: RR →T tal que )2,23,(),,( yzyxyxzyxT −−+−−=    

 

Teo96. Sejam 21   e  TT  operadores lineares auto-adjuntos e R∈k . 

Então )( 21 TT +  e )( 1Tk ⋅  também são operadores auto-adjuntos.     

dem: 21
*

2
*

1
*

21 )( TTTTTT +=+=+ , pelo Teo95 e por hipótese. 
TkTkTk ⋅=⋅=⋅ **

1 )( , mesmas justificativas.    
 

Teo97. VVT →:  um operador auto-adjunto se e somente α][T  é uma matriz simétrica, qualquer que 

seja a base ortomormal α  de V.    

 

Teo98. Seja VVT →:  um operador auto-adjunto e rvv ,...,1  autovetores associados a autovalores 

distintos  rλλ ,...,1  de T. Então  .,,...1,  ,  a ortogonal é jirjivv ji ≠=  

dem.: Como )(,)(,),( *
jijiji vTvvTvvvT == . 

Tem-se, jjijii vvvv ⋅=⋅ λλ ,, . 

Assim, 0,, =⋅−⋅ jjijii vvvv λλ  

0,, =− jijjii vvvv λλ  

0,)( =− jiji vvλλ  

Por hipótese, ji λλ ≠ .  

Logo, 0, =ji vv . 
 

Teo99. Seja VVT →:  um operador auto-adjunto. Então T possui um autovalor real, isto é, possui um 
autovetor não nulo. 

 

Teo100. Seja VVT →:  um operador auto-adjunto e v um autovetor associado ao autovalor λ  de T.   

Então os subespaços ][v  e ⊥][v  são T-invariantes.  
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Teorema Espectral para Operadores Auto-Adjuntos 
Seja V um R-espaço vetorial n dimensional munido de um produto interno e VVT →:  um operador 

linear auto-adjunto. Então T é diagonalizável, isto é, existe uma base ortonormal α  de autovetores de V 

tal que α][T  é uma matriz diagonal.  

 

dem.: (indução em n) 

Base:  1dim =V  

Existe um autovetor VvVv 0≠∈ , , por Teo101. 

}{v  é uma base de V.  













v
v é uma base ortonormal de V. 

 

Passo: (HI) Supor de vale o teorema para espaços vetoriais com dimensão 1−n .  

Considere v  um  autovetor unitário de T, vide Teo99, e 1]dim[ =v . 

Mas, ⊥][v  é um subespaço T-invariante, por Teo102. 

Então, ⊥⊥ →⊥ ][][:| ][ vvT v  é um operador auto-adjunto.   

Pela hipótese de indução, existe uma base ortonormal },...,,{ 121 −= nvvvδ de autovetores de ⊥][v   

tal que δ]|[ ][ ⊥vT  é uma matriz diagonal. 

Mas, ⊥⊕= ][][ vvV  e ⊥+= ]dim[]dim[dim vvV .  

Logo, },,...,,{ 121 vvvv n−  é uma base ortonormal de autovetores de V. 

 

 

 

O espectro de um operador linear é o conjunto de seus autovalores. 
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Operadores Ortogonais 
O operador linear VVT →:  é denominado operador ortogonal quando uvuTvT ,)(),( = , isto é, 

1* −= TT . 

 

Exemplos: 

1) 22: RR →T tal que ),(),( xyyxT −=     

2) 33: RR →T tal que ),,(),,( 2
2

2
2

6
6

6
6

3
6

3
3

3
3

3
3 zyzyxzyxzyxT +−++−++=    

 

Teo101. Seja VVT →:  um operador linear. São equivalentes: 

i) T é um operador ortogonal. 
ii) T transforma bases ortonormais em bases ortonormais.  
iii) T preserva produto interno, isto é, uvuTvT ,)(),( = , para quaisquer Vv,u∈ .  

iv) T preserva norma, isto é, vvT =)( , para todo Vv∈ .   
 

Teo102. Seja VVT →:  um operador ortogonal. Então: 

i) T preserva distância.   
ii) Os únicos autovalores possíveis para T são 1± .  
iii) Autovetores de T são sempre ortogonais.  
iv) Se S é um subespaço vetorial T-invariante então ⊥S  é T-invariante.    

 

Operadores Normais 
O operador linear VVT →:  é denominado operador normal quando comuta com seu operador adjunto, 

isto é, TTTT oo ** = .     

Teo103. Seja VVT →:  um operador normal. Então: 

i) )( Tk ⋅  também é um operador normal.     
ii) )()( * vTvT = , para todo Vv∈ . 

iii)  Se λ  é um autovalor de T então λ é um autovalor de *T . 
iv)  T e *T  possuem os mesmos autovetores.  
v) *KerTKerT = . 
vi) *ImIm TT =  
vii) TKerT Im)( =⊥ . 

 
Se V é C-espaço vetorial, o operador linear VVT →:  tal que TT =*  é denominado operador 
hermitiano e quando 1* −= TT , operador unitário.  
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Exercícios 
1) Classifique os operadores.   

a)  )52,22(),( yxyxyxT +−−=   

b)  ),cossen,sencos(),,( zyxyxzyxT θθθθ +−=  

c)  )3,,2(),,( zyzyxyxzyxT −+++=  

 

2) Ache valores para x e y tais que 







− 01

yx
 seja ortogonal. 

 

3) Dê exemplo de um operador auto-adjunto não ortogonal e vice-versa. 

 

4) Dê exemplo de um operador normal que não é nem auto-adjunto nem ortogonal.   

 

5) Se  e  são produtos internos sobre R2 e 22: RR →T  um operador auto-adjunto em relação a 

 então T  também é auto-adjunto em relação a ? 

6) Seja [ ]
















−
−−=

142
454
241

T . Verifique que T é diagonalizável sem usar os critérios de diagonalização. 

 

7) Considere VVT →:  e VVU →:  operadores lineares que comutam entre si.  

(C1) Se λ  é um autovalor de T  então λV  é um subespaço U-invariante 

(C2) Existe um autovetor comum a T e a U. 

 

9) Todo operador auto-adjunto é um operador normal.  

 

10) Todo operador ortogonal é um operador normal.  
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Apêndice E – Algumas demonstrações 
 
Teo94. v) ⊥= )(Im *TKerT  
dem.: KerTv∈  sse VvT 0)( =  sse 0),( =uvT , para todo Vu∈  sse 0)(, * =uTv , para todo Vu∈  sse  

)(* uTv ⊥ , para todo Vu∈  sse ⊥∈ )(Im *Tv  
 

Teo101. São equivalentes: 
i) T é um operador ortogonal. 
ii) T transforma bases ortonormais em bases ortonormais.  
iii) T preserva produto interno, isto é, uvuTvT ,)(),( = , para quaisquer Vv,u∈ .  

iv) T preserva norma, isto é, vvT =)( , para todo Vv∈ .   
dem.:  
i) → ii)  { }nvv ,,1 K=α  base ortonormal de V 

{ })(,),()( 1 nvTvTT K=α  base de V, pois T é isomorfismo 

0,))((,))((,)(),( 1* ==== −
jijijiji vvvTTvvTTvvTvT , por hipótese 

1,))((,))((,)(),()( 21*2 ====== −
iiiiiiiiii vvvvTTvvTTvvTvTvT , por hipótese 

)(αT  base ortonormal de V 
ii) → iii) α   e )(αT  bases ortonormais de V 

 nnvkvkv ++= K11  e nnvlvlu ++= K11   
 =++++= nnnn vlvlvkvkuv KK 1111 ,,  

=++++++ nnnnnnnn vvlkvvlkvvlkvvlk ,,,, 11111111 KKK  
=++++++ 1001 1111 nnnn lklklklk KKK nnlklk ++K11  

 )()()( 11 nn vTkvTkvT ++= K  e )()()( 11 nn vTlvTluT ++= K  
 =++++= )()(),()()(),( 1111 nnnn vTlvTlvTkvTkuTvT KK  

                    =++++++ )(),()(),()(),()(),( 11111111 nnnnnnnn vTvTlkvTvTlkvTvTlkvTvTlk KKK  
                    =++++++ 1001 1111 nnnn lklklklk KKK nnlklk ++K11  
 Assim, )(),(, uTvTuv =  

iii) → iv) 22 ,)(),()( vvvvTvTvT ===  

iv) → i) ∴=−∴=∴=∴= 0,)),((,)),((,)(),()( ** vvvvTTvvvvTTvvvTvTvvT  

0),)((0),())(( ** =−∴=− vvITTvvIvTT o  

Mas, ITTITTITT −=−=− )()()( ****** ooo , isto é, ITT −)( * o  é OAA 
Então, 1*** )()( −=∴=∴=− TTITTITT oo 0  
Analogamente, ITT =)( *o  
Logo, T é OO.     

 
Outros Teoremas: 
1. 0),( =uvT , para quaisquer Vuv ∈,  sse 0=T  

2. 0),( =vvT , para todo Vv∈  sse TT −=*  
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3. Se T é OAA e 0),( =vvT , para todo Vv∈  então 0=T  

4. Considere V um C-EVPI. 0),( =vvT , para todo Vv∈  sse 0=T  

       Contra-exemplo para o caso real: Seja [ ] 






 −
=

01
10

T .    

   0),(),,(),(),,( =+−=−= xyxyyxxyyxyxT  
Mas, 0≠T  

 
Teo102. Se T é OO então: 

i) T preserva distância.   
ii) Os únicos autovalores possíveis para T são 1± .  
iii)   Autovetores de T são sempre ortogonais.  
iv) Se S é um subespaço vetorial T-invariante então ⊥S  é T-invariante.    

dem.:   
i) ))(),(()()()(),( uTvTduTvTuvTuvuvd =−=−=−= , por definição e T101iv 
ii) Vv∈ , Vv 0≠ , autovetor associado ao autovalor λ   

vvvvvTvT ,,)(),( 2λλλ == , por definição e prop´s PI, e  vvvTvT ,)(),( = , por T101iii 

112 ±=∴= λλ  
iii) Vuv ∈, , Vuv 0, ≠ , autovetores associados a autovalores distintos λλ ′≠  

uvuvuTvT m,,)(),( ±=′= λλ  e uvuTvT ,)(),( = , por T101iii 

0,,, =∴=± uvuvuv m    

iv) ⊥∈ Sv  e Ss∈  
svTsTvT ′= ),()(),( , pois S é T-inv e 0,)(),( == svsTvT , por T101iii 

⊥∈∴=′ SvTsvT )(0),(  
 
Teo103. Se T é ON então: 

i) )( Tk ⋅  é ON.     
ii) )()( * vTvT = , para todo Vv∈ . 

iii)  Se λ  é um autovalor de T então λ é um autovalor de *T . 
iv)  T e *T  possuem os mesmos autovetores.  
v) *KerTKerT =   
vi) *ImIm TT =  
vii) TKerT Im)( =⊥ . 

dem.:   
i) )))((())(())()(()])()[(())(()()()()( ****** vTTkkvkTkTvkTkTvkTkTvkTkTvkTkT ===== oo  
                             == )))((( * vTTkk ))(()()])()[(())()(())(( **** vkTkTvkTkTvkTkTvkTkT o===  

ii) 
2*****2 )()(),())((,))((,)(),()( vTvTvTvTTvvTTvvTvTvT =====  

v) *2*2 )(00,0)(),()( KerTvvTvTvTvTKerTv VV ∈∴====∴∈  

vii) ⊥== )(ImIm * KerTTT  
 


