Formas Lineares, Bilineares e Quadraticas

Considere V' um R-espaco vetorial n-dimensional.

Formas Lineares
Qualquer transformagao linear da forma f :7 — R ¢ denominada um funcional linear ou forma linear.

Exemplos:

1) f:R*> >R talque f(x,y)=x+y

2) f:R*>Rtalque f(x,y,z)=2x+y—z

3) f:R" >R talque f(x,x,,.,x,)=x, com 1<i<n

Considere o conjunto L(V,R) ou Hom(V,R) ou V" como sendo o conjunto de todos os funcionais de ¥’

em R. Assim, fica definido um novo espago vetorial [/, R,+,-] denominado espago vetorial dual de V.

O teorema 91 nos garante que para todo u €V, a fungdo f, : ¥ - R tal que f, (v)=<v,u> é um
funcional.

Teo104. Os espagos Ve V' sdo isomorfos, isto é, T : ¥ — V" tal que T(v) = £, é um isomorfismo.
Corol104. dimV =dimV"

Formas Bilineares

A fungdo f:V xV — R ¢ denominada uma forma bilinear quando para quaisquer v,u,w €V e para todo
keR,

FBl. f(v+u,w)=f(v,w)+ f(u,w) e f(vyu+w)=f(v,u)+ f(v,w)

FB2. f(kv,u)=k.f(v,u)= f(v,k.u)

Exemplos:
1) f:RxR—>Rtalque f(x,y)=xy

2) f:R°xR*> >R talque f((x,y),(z,1)=xz -2yt
3) f:VxV >R talque f(vyu)=<v,u>

Teol05. Sejam f e g formas bilineares sobre Ve k€ R. Entdo (f +g) e (k.f) também sdo formas

bilineares sobre V.

Corol105: Seja FB(V) o conjunto de todas as formas bilineares sobre V. Entdo [FB(V),R,+,] ¢ um

espaco vetorial.
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Formas Bilineares e Matrizes

Teol06. Considere AeMat,(R) e o uma base de V. A funcdo f,:VxV =R

f,(v,u)=[v]' - A-[u] é uma forma bilinear.

Teol07. A funcdo T : Mat, (R) - FB(V) tal que T(A4)= f, € uma transformacao linear.

Considere v,u eV, a ={v,,...,v, } uma base de V' e fuma forma bilinear.

Assim, v=kv, +..+kv eu=Lv, +..+[ v, .

Entdo, f(v,u)=f(kyv, +..+kv, v, +..+[Vv))
=flkyv,lv)+..+ flkyv,v)+..+ fkyv, [ v)+..+ f(k,v,,I[v,)
=k fv, v+ +kf v+ +k f(v, v, +..+k, f(v,,v)I,

S,V f(v,v) [

S, ) f(v,,v,)) \U,
=1, L1 - [ud,

Logo, a cada forma bilinear ¢ possivel associar uma matriz quadrada.

tal que

Uma forma bilinear f:V xV — R ¢ denominada forma bilinear simétrica quando para quaisquer

vuelV, f(vu)= f(u,v).

Teol08. Seja o uma base de V. Uma forma bilinear /' ¢ simétrica se e somente se [ /], ¢ uma matriz

simeétrica.

Formas Bilineares e Espagos Vetoriais com Produto Interno

Considere V' um R-espaco vetorial munido de um produto interno » dimensional.

Teol09. Seja f uma forma bilinear. Entdo existe um unico operador linear U :V —V tal que

f(v,u) = <V,U(u)> ,paratodo viu eV .

Teol10. Os espagos FB(V) e L(V) sao isomorfos, isto ¢, T:FB(V)—> L(V) tal que T(f)=U ¢ um

isomorfismo.

Teolll. A forma bilinear f ¢ simétrica se e somente se o operador linear U ¢ um operador auto-adjunto.
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Formas Quadraticas
Considere uma forma bilinear simétrica f :V xV — R. A fungdo Q:V — R tal que Q(v)= f(v,v) €

denominada forma quadratica associada a forma bilinear f.
Notagdo matricial: Q(v) =[v],, -[f1% -[v], sendo & uma base de V.

Exemplos:
1) Seja f:R*xR?* > R tal que f((x,y),(z,1)) =xz —5xt—5yz + yt e a base candnica do R”.
A forma quadratica associada ¢ Q:R* — R tal que O(x,y) = £ ((x,¥),(x,))
=x> =5xy—5xy+y’
=x> —10xy +y’

2) Seja f:V xV — R uma forma bilinear simétricae Q: 7 — R sua forma quadratica associada.
Ov+u)=f(v+u,v+u)
=fvv)+ fvu) + f(u,v) + fu,u)
=f(v,v)+2f(v,u)+ f(u,u)
=0(W)+2f(v,u) + Ou)
S,u)=1[0(W +u) - O(v) — O(u)] ¢ denominada de forma polar de f.

Uma forma quadratica O : 7V — R ¢ denominada forma quadratica positiva definida quando para todo

veV,v#0,, O(v)>0.

Teoll2. Seja T:V — ¥V um operador auto-adjunto. Entdo Q:V — R tal que Q(v) = <T(v),v> ¢ uma

forma quadratica.

Teorema de Sylvester: Lei da Inércia

a
a

Seja fuma forma bilinear simétrica. Entdo existe uma base o de V' tal que [ /] € uma matriz diagonal e

qualquer outra representacao matricial diagonal de f possui a mesma quantidade p de elementos positivos

(na diagonal) e a mesma quantidade ¢ de negativos da matriz [ f]7 .
O posto da forma bilinear f'é rank(f)= p+q ¢ a assinatura é sign(f)=p—q.

Corolario:  Toda  forma  quadratica QO:V—>R admite  representagdo  na  forma

2 -x2, ,com p+g<n.

o) = xl2 +...+x[2, =X T X,
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Exemplo: Considere a forma bilinear simétrica [ f] = na base candnica do R®.

[N N SN
[NC R E N S
BN\ 2 \S)

ﬂ“l =2e Vz = {(_y —Z,y,Z),y,Z € R} = [(_17170)7(_1:091)]
A, =8 eV, ={(z,2,z),ze R} =[(1,L])]

4 2 0
a = {(-1,1,0),(=1,0,1),(L,L,1)} base de autovetores: [f]* =[2 4 0
0 0 24

v, = V; , mas os vetores (—1,1,0),(-1,0,1) € V, ndo sdo ortogonais.

Pelo processo de Gram-Schmidt, (—1,1,0),(—%,—%,1) €V, sdo vetores ortogonais.

4 0 O
p= {(—1,1,0),(—%,—%,1), (1,1,1)} base ortogonal de autovetores: [ f ]ﬁ =0 3 0
0 0 24

y= {(— %,%,0), (— ﬁ,—ﬁ,%l ( e ,%,%)} base ortonormal de autovetores.

0
Desta forma, [ f]] = 01 e rank(f)=sign(f)=3.
8

S O N
S b O

Lembrando que D = P~' AP, neste caso com P matriz ortogonal.

20 0) (-t L o0)(4 2 2)(-L& -+ L
Temos: |0 2 O=—ﬁ —ﬁ %-2 4 21 % —ﬁ %
0 0 8 % %% 2 2 4 0 %\IE

A forma  quadritica (Q  associada & forma  bilinear simétrica f ¢

O(x,y,2)=4x> +4y° +4z° +4xy+4xz+4yz, sua forma diagonalizada é

O(x',y',z")=2x"* +2)'* +8z"%, e, pelo Teorema de Sylvester, Q(X,Y,Z)=X>+Y*+2Z°.

1 00 % 0 0}(2 0 O % 0 O
Observeque, |0 1 0=/ 0 - 01]/0 2 010 —+ O
0 0 1 0 O % 0 0 8 0 O ﬁ
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Exercicios
1) Verifique se as fungdes abaixo definem formas bilineares:
a) f:R*xR?> 5> R tal que f((x,),(z,t))=x+1
b) f:R*xR* > R tal que £ ((x, y),(z,¢)) = —xz + 3yz + 3xt + 2yt
1 2
¢) f:Mat,(R)x Mat,(R) — R tal que f(4,B) =tr(A'.M.B) sendoM = (3 SJ
2) Considerando a base candnica do R indique a matriz [ /] sendo o produto interno usual.
3) Sejam V' um R-espaco vetorial n-dimensional e a={v,,..,v,} uma base de V. A funcdo
T':FB(V)— Mat,(R) tal que T'(f)=[f]’ ¢ uma transformagao linear?
4) Seja f:R’*xR” >R tal que f((x,),(z,0)=xt—yz e a={(L1),(=1,1)} . Indique [ f]%.

1 2 3
5) Considere f:R’xR’ — R cuja matriz associada a base candnica é [f]=| -1 1 1|. Indique dois
1 0 1

vetores v,u € R” tais que f(v,u)# f(u,v).

6) Considere o conjunto FBS(V) de todas as formas bilineares simétricas sobre V. FBS(V) ¢ um
subespaco de FB(V)?

7) Todo produto interno ¢ uma forma bilinear e vice-versa? Todo produto interno ¢ uma forma bilinear
simétrica e vice-versa?

8) Considere V' um R-espaco vetorial e as formag bilineares f'e g sobre V. A fungdo 4:V xV — R tal
que A(v,u)= f(v).g(u) é uma forma bilinear? E simétrica?

9) Seja f:R*xR*> >R talque f((x,),(z,1)=3xz— yt. Indique a forma quadratica associada.
10) Seja O :R*> - R tal que O(x,y)=2x" +4xy — y*. Indique a forma bilinear 1 .

11) Seja O:R* >R tal que O(x,y)=x>+12xy—4y>. Determine a base o do R’ tal que
O(x,y)=ax’ + by*. Indique a forma bilinear f.

12) Se O, e Q, sdo formas quadraticas associadas as formas bilineares simétricas f, e f,
entdo (Q, +Q,) ¢ a forma quadratica associada a forma bilinear simétrica (f, + f,)?

13) Seja f uma forma bilinear simétrica e @ sua forma quadratica associada. Entdo

Su) =3[0 +u) - Qv —u)] ?

1
14) A forma quadratica O : R*> — R dada pela matriz [2

2
4} ¢ positiva definida?

15) Como devem ser os autovalores de uma matriz associada a uma forma quadratica positiva definida?
16) Qual a relagdo entre produto interno e forma quadratica?

1 2 -3
17) Qual o posto e a assinatura das formas bilineares | 2 5 -4
-3 -4 8
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Apéndice F — Uma Aplicacdo
Neste apéndice iremos considerar a base canonica o e [v]=[v],, as coordenadas do vetor v em relagdo a

esta base.

Forma Quadratica no R?

O polindmio O(x, y)=ax’ +by* + 2cxy com coeficientes reais ¢ denominado forma quadratica no R”.

a

. . ’ . C I3 . rqe
A matriz simétrica real 4= ( ] ¢ a matriz da forma quadratica.

c

, a c) (x
0(x, ) = V] AV = (x y)-(c bj-[yj.

A forma quadratica QO(x,y)=ax’ +by’ +2cxy  pode ser expressa de forma simplificada por

O(x",y")=A,x""+1,y"?, sendo A, e A, os autovalores do operador auto-adjunto representado pela
matriz simétrica 4.
t a ¢ X ' ’ ﬂ“l 0 x' t ror
O(x, ) =[] 4v]=(x y)- =) | =1 DIV, = 0y
c b)\y 0 4,) \y

!

X
Observe que ( ] sdo as coordenadas do vetor (x,y) em relacdo a base ortonormal £ de autovetores.

y
A forma QO(x',y")=A,x"* +A,y"* é denominada forma canénica da forma quadratica no R’ ou

também forma quadratica diagonalizada.

2
Exemplo: A matriz simétrica real (1 J define no R” a forma quadratica 4x* —3y? + 24xy .

Assim, O(1,0)=4 e 0(1,2)=40.

12
J possui autovalores A4, =—12 e 4, =13.
3

O operador linear associado a matriz (12

Esta forma quadratica pode ser expressa por —12x'> +13y'.

A forma quadratica diagonalizada ¢ obtida através de uma mudanca de base. Deste modo,

[v]l, =[{15[v],, sendo [/]/ a matriz mudanga de base. As colunas da matriz [/]; so os autovetores e,

conseqiientemente, uma matriz ortogonal.
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Exemplo: Considerando o exemplo anterior, uma base ortonormal de autovetores ¢ f = {(%,— 4) (%,%)}

Assim, [1]? :(

N_( 3 %) (x
Seja v=(1,2), tem-se: [ jz[ J[ 'J'
2) =3 )\

. 5
Resolvendo o sistema: {

[V ENNVN o)
[SYIRVYES
N—

-1
Obtém-se: x'=-1¢ y'=2..[(1,2)], :[ ZJ'

Verificando, O(x, y) =4x> —3y* +24xy .. 0(1,2) = 40

O(x',y)=—12x" +13y"* -.0(-1,2) =40.

Esta mudanca do sistema XOY, cujos eixos sdo determinados pelos vetores da base canodnica

{(1,0),(0,1)}, para o sistema X OY', cujos eixos sdo determinados pelos vetores da base ortonormal £ de

autovetores, representa uma rotagdo de dngulo 4.

1 3
Exemplo: Seja O(x,y) =x> +9y” + 6xy. A matriz simétrica associada ¢ 4= (3 9} .

Os autovalores sio 4, =0 e 4, =10.
Para A, =0, o autoespaco ¢ V, ={(-3»,y),y€R}.
Para A, =10, o autoespago ¢ V|, = {(x,3x),x e R}.

Assim, {(-3,1),(1,3)} é uma base de autovetores e ﬂ:{(ﬁ,—ﬁl(ﬁ,%)} uma base

ortonormal de autovetores.
3 1

A matriz [1]? :[_ o ﬁ] ¢ tal que det([/];)=1.

1 3
NIT T

A forma quadratica diagonalizada ¢ 0x'*> +10y"”.
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Conicas
E o conjunto de pontos do R” cujas coordenadas x ¢ y, em relacdo a base candnica, satisfazem 4 equagdo

ax”> +by’ +2cxy+dx+ey+ f=0,coma#0 oub#0ouc=0.

Classificacao

A
©0.r)

N,
N

. A . 2 2 2
Circunferéncia: x~ +y” =r 0)

I\)|

S =

A
2 n
Elipse: 2—2 +—=1 ( > Kj >

a>b a<b
A
Parabola: y* = kx ] ;
k>0 k<0
x* =ky //7L\\+
k>0 k<0
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2 2

IAA . X y — \ / »
Hipérbole: a—z—b—z—l / \ >

a,b>0

A

2 2 —1»|]
yox —

a’ b’ /1~

a,b>0

Elipse Degenerada (ponto)
ax’ +by* =0

+

a,b>0

Elipse ou Pardbola Degenerada
(conjunto vazio)

ax> +by’ +1r* =0
a,b>0er+0

Parabola Degenerada (retas
paralelas)

ax’*—=b=0

+

a,b>0

Parabola Degenerada (reta)
2
x =0

Hipérbole Degenerada (retas

concorrentes)
2 2
Xy
——7=0
a b

X+

a,b>0
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Equacdo Reduzida
Considere a equagdo ax’ + by’ +2cxy +dx + ey + f =0. A equacio reduzida ¢ obtida da seguinte forma:
1. Eliminagao do termo em xy .

Escreve-se a equacdo na forma matricial:

[t e -

. . (a
Calcula-se os autovalores A, e 4, do operador linear representado pela matriz [

c
J € os autovetores
c

ortogonais unitarios u, = (x,,,X,,) € u, =(xX,,,X,,). Obtém-se matriz mudanga de base [/]”, a fim de

se obter a rotacao. Assim,

oo (A 0 (X X, X, ) (X B
(x y).(o lzj.(y'}r(d e).(le xzz].(y’}rf_o

Obtém-se a equagio A4,x'> +4,y'* + gx'+ hy'+i=0 em relagdo ao sistema X'OY".

2. Translagdo do referencial X'OY' para o novo referencial XO'Y , obtendo-se assim a equagao reduzida

da cOnica.

Exemplos:
1) 2x*+3y*=6
252 3)/2 2 yz

=1..
6 6 (B (2

=1, que ¢ representada por uma de uma elipse.

2) x*+y’—4x—-6y+12=0
(X —dx+D)+ (> —6y+9)+12-13=0.. (x-2)> +(y-3)* =1

y
% A
A
Fazendo uma translacdo de eixos, onde x'=x—2 3 / \ > x'
e y'=y-3, obtém-se x> +y*=1, que ¢ Q/

representada por uma circunferéncia de raio 1 e
centro O'=(2,3).
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3) 2x2 +23% +4xy +4/2x +124/2y —-8=0
Escrevendo na forma matricial:

(x y)-@ g-@}(ﬂi 12&)-(;}—8:0

Os autovalores sdo 4, =0 ¢ 4,=4 ¢ ﬁ:{( !

autovetores. Assim, a equagdo acima pode ser reescrita:

(x y’)-(g 2}(;:}(«5 1242)- f f

V2 V2

{

1

NEG)

X

y

1

2

I
Joeo

2

1

2

j} uma base ortonormal de

4y —8x'+16y' —8=0..y"* =2x'+4y' =2=0.. (y"" +4y' +4) - (2x' +2+4)=0..

(y'+2)" =2(x'+3)=0

Fazendo uma translagdo para o referencial XO'Y

onde X=x'+3 e Y=y'+2, obtém-se a
equacio  Y*-2X =0, representada pela
parabola.

Classificagdo de Conicas por Autovalores
[ ]
vazio).

vazio ou par de retas paralelas).

concorrentes).

»

Se 4,4, >0 entdo a conica ¢ representada por uma elipse ou alguma das degeneragdes (ponto ou

Se 4,4, =0 entdo a conica ¢ representada por uma pardbola ou alguma das degeneragdes (ponto,

Se 4,4, <0 entdo a conica ¢ representada por uma hipérbole ou sua degeneragdo (par de retas
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Exemplos:
1) 16x” +9y° —24xy —38x—34y+71=0

16 —12
A=
(—12 9}

2,=0
det(A—-Al)=0.. 2" -254=0..1" A, =0
A, =25

A cdnica ¢ representada por uma parabola.

2) 3x> =% —43xy +20y -25=0

(3 -2
A_(—zﬁ —1}

A =5
det(A—A)=0.. 4 —24—15:0.-.{ 1 A, <0
A, =-3

2 T

A conica ¢é representada por uma hipérbole.

Forma Quadratica no R’

O polindémio O(x,y,z)=ax> +by* +cz> +2dxy + 2exz + 2 fyz com coeficientes reais é denominado

forma quadritica no R’.

Como foi visto no caso R?, é possivel reduzir uma forma quadratica R* a uma forma canénica.

a d e) (x A 0 0 '
(cyo2)fd b fly|= y )0 A 0y
e f c¢c)\z 0 0 4,) 7

A forma A,x"* +A,y"* + A,z"> é denominada forma canénica da forma quadratica no R’ ou também

forma quadratica diagonalizada.

Quaédricas
E o conjunto de pontos do R? cujas coordenadas x, y e z, em relago a base candnica, satisfazem a equago

ax® +by® +cz® +2dxy + 2exz + 2 fyz+ gx + hy +iz+ j=0, com a,b,c,d,e ou f#0.

46



Classificacdo de Quadricas

~
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2
[
< =
I )
8 g
+ = Il
—
O « N
N ~ = Z_ Q
~| < |
+ Mz
™
o
%% 3 y_b
.. w +
<] o o~ i
m mm R iy
(o8 —
- ]
= 2
O [}
o Q
= =
2 T
2
s
<
A,
@
o 1)
[ 3
— N [
I H 3
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Equacdo Reduzida

Exemplos:
1) 4x*> +36y° —9z> —16x-216y+304=0
Observe que esta equacdo ndo possui os termos em xy, xz ¢ yz. Portanto, ndo € necessario fazer
eliminacgao, faz-se somente a translacao.
4(x* —4x)+36(y> —6y)—9z° =-304
Ax> —4x+4)+36(y° —6y+9)—92z> =304 +16+ 324
4(x—2)* +36(y-3)> -9z =36
(x-2)* )z
5 +(y-3) 1 1

2 2
Fazendo a translacdo dos eixos: X =x—-2,Y=y-3 e Z=z, obtém-se:X—+ Y? _Z =1

4

2) 4x® +4y* +4z° +4xy+4xz+4yz-3=0

4 2 2)(x
(x vy z)-|2 4 2||y|[-3=0
2 2 4)\z

ERENGE

Neste caso, nao € necessario fazer translagao.

3) —x>+2xy—y+2z-100=0

-1 0 0) (x X
(x y 2z 00 1[-{y[+(0 =1 1)-|y|-100=0
0 1 0)1\z z
v, =(1,0,0)

ﬂ,]:—l.'. v :(OL—LJ (& ﬂzzl.'.vsz[oj—’ij
2 20 2 2 N2

48



-1 0 0) (x' 10 0)(x
(" ) 0 =1 0|y |+(0 -1 1)-]0 & L]y |-100=0
0O o0 1)1\zZ 0 —% % z'

_xlz_y!2+Z(2_%yl_100:0

Fazendo uma nova mudanga de coordenadas para eliminar os termos lineares, obtém-se:

2
-x" —(y'+i) +z" +%—100:O

NA

. 1
Considerando X =x", Y=y'+—e¢ Z==z".

V2

Classificagdo de Quadricas por Autovalores
e Se os trés autovalores sdo positivos entdo a quadrica € representada por um elipsoide.

e Se dois autovalores sdo positivos € um ¢ negativo entdo a quadrica ¢ representada por hiperboldide de

uma folha.

e Se um autovalor € positivo e dois sdo negativos entdo a quadrica ¢é representada por hiperboloide de

duas folhas.

Exemplos:
1) 4x*> +36y° —9z> —16x-216y+304=0
2 2
XT I E I : hiperboléide de uma folha.

2) 4x’ +4y’ +4z° +4xy+4xz+4yz-3=0
12 12 12
al Y 7 =1: elipsoide.

VT T G

3) = x> 4+2xy—y+z-100=0

2 2 2
. S + Z =1:um hiperboloide de duas folhas.

ENGENG)
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Exercicios

1) Qual a matriz associada a forma quadratica Q(x, y)=x" +4y* —3xy ?

!

2) Seja O:R* >R tal que O(x,y)=x" —4y* +12xy. Determine uma base S tal que [(x, y)], = *
i

e O(x',y)=ax"> +by'"*.

3) Determinar a equacdo reduzida e o género das cOnicas representadas pelas equagdes:

20 8
NG

b) 2x* +2y° +2xy+7\/5x+5\/§y+10:0

a) 5x> +8y° —4xy + y+4=0

c) 16x”> +9y” —24xy —15x-20y +50=0

4) Achar a equacao reduzida e o género das quadricas:
a) 4x? Jr4y2 +4z* +4xy +4xz+4yz-3=0
b) 6x° +3y> =2z +12x 18y -8z+7=0
¢) 3x* =3y° —z* +42x+144=0

d) 7x> +7y* +10z° —2xy —dxz +4yz —12x +12y + 60z —24 =0
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