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1" Lista de exercicios de calculo 11

1. Esboce a curva usando as equagoes paramétricas para plotar os pontos. Indique com
uma seta a direcao na qual a curva é tracada quando t aumenta. Em seguida, elimine
o paramétro para encontrar uma equacao cartesiana da curva.

(a) y(t) = (3t — 5,2t + 1) (b) v(t) = (4cost,2sen t)

(c) y(t) = (sen t,sen 2t) (d) v(t) = (cos? t,sen t)

(€) y(t) = (t* — 2,5 — 2t) (f) v(t) = (e’ cost, esen t)

(g9) v(t) = (sen t, cos 2t) (h) y(t) = (v/2cost,/2sen t, 1)
(i) ¥(t) = (73 %)

2. Encontre o vetor tangente em cada ponto da curva. Ache os pontos da curva abaixo
nos quais a tangente é horizontal ou vertical.

(a) y(t) = (3 — 3t,3t> — 9) (b) v(t) = (44 t2,¢* + %)
(¢) v(t) = (2cost, sen 2t) (d) ~v(t) = (t* — 2t3 — 2t> 13 — 3t)

3. Encontre uma equacao (paramétrica) da reta tangente a curva no ponto correspon-
dente ao parametro indicado.
(a)r(t) = (26 + 1, 5t% — t,t), ¢t =1 (curva no espago).
(b)x =t*+t, y=1t>—t, t =0 (curva plana)

4. Encontre todos os pontos da curva o(t) = (t,t* —t + 3) onde a reta tangente passam
pela origem.

5. Encontre o comprimento da curva

(a)oi(t) = (2t — 1,4t> + 3), t € [—4,4].

(b)oa(t) = (cos®t,sen 2t) t € [0,7].

(c)os(t) = (cost + tsen t,sen t — tcost) t € [0, 7).
(d)as(t) = (V2t,v/2t,1 —12) de (0,0,1) a (v/2,v/2,0).
(e)os(t) = (t*,sen t — tcost,cost +tsen t) t € [—10,10].
(f) o6(t) = (t,12, %) t € [0,1].

(g) o7(t) = (e, e cos, e'sen t), t € [0,27].

6. Em que instantes no intervalo 0 < t < m os vetores velocidade e aceleracao do
movimento 7(t) =i+ 5cos t j+ 3sen t k sdo ortogonais. 7
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. Reparametrize a curva em relacao ao comprimento do arco do ponto onte t = 0 na

direcao crescente de t.
(a)r(t) = (2t,1 — 3t,5 + 4t)
(b)r(t) = (3sen t, 4t, 3 cost)

. Determine os vetores tangente e normal T'(t) e N(t). Depois, encontre a curvatura.

(a) r(t) = (2sen t, 5t, 2 cost)

(b) r(t) = V2t, et e7)

. Determine o ponto da curva onde a curvatura é maxima e encontre o limite de k(z)

quando x — o0.

(a)y=(z—1)2+3, (b)y=2%
(c)y = 2?3, (d)y=1Inz.

Para a elipse da da por 22 + 4y? = 4 mostre que a curvatura é maxima nos vértices
pertencentes ao eixo maiore minima nos vértices pertencente ao eixo menor.

Determine a curvatura das curvas abaixo nos pontos indicados:

3 em um ponto arbitrario.

a)y=uz
b) zy = 12 no ponto P(3,4).
¢) 2 + 4y* = 4 nos pontos P(0,1) e Q(2,0).
Determine o(s) ponto(s) da curva r(t) = (2t — 3,t* — 1) onde o raio de curvatura ¢
minimo.

Determine o(s) ponto(s) da curva o(t) = (2¢%,2¢™*) onde a curvatura é maxima.

Determine os valores de a,b e ¢ de modo que a pardbola vy = ax?® + bz + ¢ tenha,
no ponto P(%,1), tangente e curvatura comuns com a sendide y = sen x.

Encontre a curvatura e o raio de curvatura no ponto P dado. Trace um esboco da
curva e o circulo de curvatura.

a) z2 + y*> = 1 em um ponto arbitrario.

b) zy = 2 no ponto P(2,1).
Encontre os vetores T'(t), N(t) e B(t) no ponto indicado.

7(t)::(t2,2§i,t% P,(1,2/3,1)

Determine as equagoes dos planos normal e osculador da curva no ponto indicado.

r(t) = (ZSen 3t,t,2cos 3t), PO(O, , _2)

Coletanea de provas
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A posicao de uma particula é dada por:

r(t) = (sen t)i 4+ (cos2t)j

a) Esboce o grafico da trajetoria da particula.

b) Encontre os vetores velocidade e aceleragao.
dr

dt

No instante ¢ = 0, uma particula estd localizada no ponto A(1,2,3). Ela percorre
uma linha reta até o ponto B(4,1,4), tem mddulo de velocidade 2 em C(1,2,3) e
aceleracao constante 37 — j + k. Encontre uma equagao para o vetor posigao r(t) da
particula no instante ¢.

c¢) Para quais valores de ¢, no intervalo 0 < ¢ < 2, ¢ igual a 0.

Encontre o comprimento da curva
r(t) = (V2t)i + (V2t)5 + (1 — £*)k
de (0,0,1) a (v/2,v2,0).

Resolva o seguinte problema de valor inicial

dr
— = —ti—tj —tk
dt Y

r(0) = 1i + 2j + 3k

Determine as representacoes explicitas em coordenadas polares das seguintes curvas:
a.- O circulo de raio r centrado no ponto P(r,0).
b.- O circulo de raio 7 com centro no ponto P(0,r).
c.- A parabola z = y%.
d® r(t)
dt?
=0er(0) =104+ 10 j + 10 k determine:

A aceleragao de uma particula é dada por = —(i + j + k) Utilizando as

r(0)
dt
a) O vetor velocidade da particula;

condigoes de contorno

b) O vetor posi¢ao da particula.

A posicao de uma particula é dada por: 7(t) = (4cos t) i+ (v/2sen t) j
a.- Esboce o grafico da trajetoria da particula.
b.- Encontre os vetores velocidade e aceleracgao.

c.- Encontre o angulo entre os vetores velocidade e aceleracio no ponto P(2v/2,1)

T

d.- Determine a reta tangente e reta normal no ponto da curva de instante t =

o~

Em que instantes no intervalo 0 < ¢t < 7 os vetores velocidade e aceleracao do
movimento 7(t) =i+ 5cos t j+ 3sen t k sdo ortogonais. 7
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26. encontre o ponto na curva r(t) = 12sen t i — 12 cost j + 5t k a uma distancia de 137
unidades ao longo da curva a partir do ponto (0, —12,0), quando ¢ = 0, no sentido
oposto ao sentido do comprimento de arco crescente.

27. Uma particula percorrendo uma linha reta esta localizada no ponto A(1, —1,2) e tem
modulo de velocidade 2 no instante t = 0. A particula se move em diregao ao ponto
B(3,0,3) com aceleragao constante 2 i + j + k. Encontre seu vetor posi¢ao r(t) no
instante t.

28. Dois passaros voam segundo os seguintes vetores posicao:

oi(t) = (2t%,2 + %,2) e oo(t) = (1 —t,1+1%,2)

a) Mostre que eles nunca se chocarao;

b) Esboce os caminhos sobre os quais os passaros se movem. Determine caso,
existam os pontos onde estes caminhos se cruzam.

c) Calcule as velocidades dos péssaros no instante ¢t = 2.

d) Calcule a distancia percorrida em tempo positivo pelo primeiro passaro entre
os pontos A(0,2,2) e B(2,3,2).

29. Encontre todos os pontos da curva o(t) = (1 — t?,2¢,cost) onde a reta tangente ¢
perpendicular ao plano 7x +y — z + 12 = 0.

30. Uma particula desloca-se no plano obedecendo a lei:

0:[0,2] — R?* o(t) = (t* —t,1).

a)Esboce o gréfico da trajetoria da particula.

b) Encontre os vetores velocidade e aceleragao no instante t.

c¢) Encontre o angulo entre os vetores velocidade e aceleragao no ponto P(0,1)
d) Determine a reta tangente e reta normal no ponto da curva de instante ¢ = 0.

31. Encontre uma equagao para o circulo de curvatura da curva r(t) =t i+ (sen t) j no
ponto (7,1)

32. Dois carros Ry e Ry percorrem, respectivamente, as estradas BR — 01 e BR — 02,
tendo seus movimentos descritos por :

ol(t) = (t+2,2t +1) e oo(t) = (12,2t — g), t>0.
Quais afirmacoes abaixos sao verdadeiras:
a) As duas estradas nao se cruzam;
b) As duas estradas se cruzam num ponto so;
¢) as duas estradas se cruzam em dois pontos;
d) Os carros baterao;

e) Os carros nao baterao.
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O comprimento do caminho percorrido por uma particula que se move ao longo da
curva dada pela equagdo y(t) = (e’ cost,e’sen t) entre os pontos do plano (1,0) e
(0,e7/2) é:

calcule o comprimento de :

y1(t) = (1 —cost, t —sent), t€l0,2n]

Considere a curva oy(t) = (2cost,sen t); ¥Vt € R. Determine os pontos do

traco de oy onde a curvatura ¢ maxima e os pontos onde é minima.

Esboce as curvas dadas pelas equacgoes paramétricas abaixo
a)r =sent, y=cos2t, te0,2n].
b)z = cost, y=—3+ (sent)?, t€]0,7]

Encontre todos os pontos da curva o(t) = (t* — 2t3 — 2¢?, 3 — 3t) onde a reta tangente
¢ horizontal e vertical.

Calcule o comprimento de: 7, (t) = (cost + tsen t,sen t — tcost), t € [0,7];

Determine a curvatura, o raio de curvatura e a equacgao do circulo de curvatura da
pardbola y = 22 — 2z + 2 no ponto (1,1).
Esboce as curvas dadas pelas equagoes paramétricas abaixo

a) r =cos’t, y=sent, tel0,2n].

b)x=t*—4, y=1-—t te[-1,1].

Encontre todos os pontos da curva o(t) = (t2 — 3t*,t> — 3t) onde a reta tangente é
horizontal e vertical.

Calcule o comprimento de: 7 (t) = (cos®t)j + (sen 3t)k, t € [0,7/2].

Determine a curvatura, o raio de curvatura e a equacgao do circulo de curvatura da
parabola y = 22 — 6z + 11 no ponto (2, 3).

Uma haste, presa na origem do plano zxy,

ocupa a posicao da reta y = tx. A haste

intercepta a reta x = 2 no ponto A e o

circulo (z — 1)? 4+ y* = 1 no ponto B.

Quando t varia, o ponto P, que estéa

localizado sobre a haste de modo que

|OP| = |AB|, descreve uma curva.

Escreva as equacoes paramétricas desta

curva, em funcao do parametro t.



at
45. Seja r(t) = <I —t,e*") vetor posi¢ao de uma particula no instante .

(a) Encontre o instante, ou instantes em que os vetores velocidades e aceleracao
sao ortogonais
(¢) Determine a reta tangente e reta normal no ponto (3,1) da curva.
(d) Determine o comprimento da trajetoria da particula para —2 <t < 2.
() Determine a curvatura no ponto (3, 1)
46. Encontre o ponto da pardbola y = 2242z onde o raio de curvatura seja minimo. (justifique
sua resposta) -
47. A posigao de uma particula é dada por: 7(t) = (cos®t,sen t)
a) Esboce o grafico da trajetoria da particula.
b) Encontre os vetores velocidade e aceleragao.

c¢) Para quais valores de ¢ € [0, 27| a velocidade é nula.

SURL .
48. Encontre todos os pontos da curva o(t) = <Z’ 3 5) onde a reta tangente é paralela

ao plano x + 3y + 2z — 10 = 0.
49. Calcule o comprimento de: y(t) = (e *cost)i+ (e 'sen t)j + e 'k, t € [0,1].

50. Determine o(s) ponto(s) da curva y = x® — 27z —5 onde o raio de curvatura ¢ minimo.

(=t 2v8) ¢ >

51. A posigao de uma particula em movimento é dada por: r(t) T T >

a) Esboce o grafico da trajetoria da particula.
b) Em que sentido a particula se move quando ¢ aumenta?
c¢) Encontre os vetores velocidade e aceleragao.

d) Para quais valores de ¢ a velocidade e aceleragao sao ortogonais.

52. Encontre todos os pontos da curva o(t) = (f,t* —t + 3) onde a reta tangente passam
pela origem.

53. Calcule o comprimento de: v(t) = (¢, t?, %) te0,1].
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Determine o(s) ponto(s) da curva r(t) = (2t — 3,t> — 1) onde o raio de curvatura é
minimo.

Elimine o parametro para encontrar uma equagao cartesiana da curva. Esboce a curva
e indique com uma seta a dire¢ao na qual a curva é tracada quando o parametro
aumenta.

z(t) =t -2 z(t) =€
Cl . CQ .
y(t) =5—2t y(t) =

Calcule o comprimento da curva C : x(t) = et —t, y(t) = 4¢*/?, quando o parametro
varia no intervalo [—1, 1]

Determine a equacao paramétrica da reta tangente a curva
C: z(t) =e'cost, y(t)=e'sent, z(t)=e",

no ponto (1,0, 1).

Encontre os pontos na curva onde a tangente ¢ horizontal ou vertical.

(a) x(t) =10 — *, y(t) =t> — 12t (b) x(t) = cos2t, y(t) =sent

Determine o(s) ponto(s) da curva r(t) = (¢! , ") onde a curvatura é méximo.

Considere duas particulas em movimento segundo os seguintes vetores posicao
o1(t) = (t— 1,12 +1) e oa(t) = (2t — 6,1)

sendo que t representa o tempo.
(a) Os caminhos destas particulas se encontram? Se sim, determine o ponto de
encontro.
(b) As particulas se chocam? Se sim, determine o instante do choque.

2

Encontre o comprimento da curva r(t) = (t*,sint — tcost,cost + tsint) com

t percorrendo [—10, 10].
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Dado a curva C definida por o(t) = (sen ¢, cos 2t) com ¢t € [0, 7].

(a)Esboce o trago da curva C .

(b) Determine a equagao (parametrica ou cartesiana) da reta tangente &
curva C no ponto (1, 1).

(c)(2-ptos) Determine a area do triangulo formado por esta reta tangente ( reta
tangente do item (b))com os eixos coordenados.

(d)(2-ptos) Em que ponto da curva C a reta normal é perpendicular a reta de
equacao:

T+y=2

(e)(2-ptos) Encontre uma equagao para o circulo de curvatura da curva C no ponto

(5:3)-

Esboce o grafico da curva C descrita pela fungao vetorial r(t) = (3t,1 — 9¢t?) com
teR
Se a curva C é dada por ¢ = 3t> + 1, y =4t, 2z =’ !, determine a equacao da reta

tangente no ponto P(4,4,1).

1 1
1+t'1—¢

)

Determine a curvatura da curva C descrita pela func¢ao vetorial r(t) = (
no ponto (%, 2).
Determine o comprimento da curva C descrita pela funcao vetorial o(t) = (e’ cost, e'sen t, e')
det=0atét=m.
A posigao de uma particula é dada por: o(t) = (e7*)i + (e*)j quando t >0

5i) Em que pontos da trajetoria da particula a reta tangente é paralela

a reta r + 4y = 2.

5ii) Determine a curvatura da curva o(t) no ponto (2, 1)

t—1

Seja r(t) = (V2 — t, ‘ Jn(t+1)).
)

(a) Determine o Dominio de 7.

(b) Determine lim 7(¢).
t—0
(¢) Determine 7' (t)

Calcule o comprimento de: o(t) = (cos®t)i + (sen 3t)j, t € [0, 7).

4 43 £2
Em que ponto(s) da curvax = —, y = 3 z = 3 a tangente a esta curva é paralela
ao plano = + 3y + 2z = 10.
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Determine as equacoes da reta tangente e do circulo osculador da pardbola y = 2 — a2
no ponto (1,1).

Suponha que vocé comece no ponto (0,0,3) e se mova 5 unidades ao longo da curva
x =3sent, y=4t, z = 3cost na direcao positiva. Onde vocé esta agora?

Esboce o gréfico da curva C descrita pela funcao vetorial r(¢) = (1+t,/t) e determine
o ponto onde a curva C tem reta tangente paralela a reta  — 2y + 2 = 0.

Obtenha o valor de z, z > 0 onde y = 23 tem curvatura maxima.
No instante ¢ = 0, uma particula na origem de um sistema de coordenadas xyz tem
uma velocidade de V, =i + 25 — k. A funcao aceleracao da particula é
A(t) = 2t* i + j + cos(2t) k.
(a) Encontre a funcdo posicao da particula.
(b) Encontre a velocidade escalar da particula no instante ¢t = 1.
Considere a curva suave o(t) = (2t,t*Int), t € (0,00). Verifique que os pontos

(2,1,0) e (4,4,In2) pertencem a curva de o e calcule o comprimento de arco de o
entre estes pontos.

A trajetéria de uma particula é dada por r(t) = (cost,sen t,t), onde t é parametro
de tempo. Em t = 7 ela abandona a trajetoria a passa a caminhar na direcao da
tangente . Ache sua posicao em t = 2.

Uma particula se move com velocidade constante de 10 unidades por segundo, no
—

sentido anti-hordrio, ao longo da elipse 922 + 4y% = 36. Ache o vetor aceleracio A no
instante em que a particula passa pelo ponto (0, 3).

Determinar as equacoes cartesianas das retas tangente e normal a curva o(t) =

(e7tcost, e 'sen t) no ponto (1,0).

Considere a curva C descrita pela fungao vetorial r(t) = (10 — ¢*, > — 12¢), t € R.
(i) Em que pontos a reta tangente é vertical?

(ii) Em que pontos a reta tangente é horizontal?
Encontre o comprimento da curva o(t) = (! — t¢,4e'/?) com t € [-8, 3].

Encontre uma equacio para o circulo de curvatura da curva r(t) = (t3,t) , no ponto

(4,2).
A fungao posicao de uma particula em movimento é dada por r(t) = (t—sen t, 1 —cost)
com t € [0, 2m].

(i) Determine os instantes ¢;,ts € [0, 27] onde a velocidade escalar v(t) = 1.

(i) Calcule o espago percorrido pela paricula no intervalo de tempo [tq, ts].

Determinar a equacao da reta tangente a curva o(t) = (cost,sen ¢,1 — 2sen t) no
ponto (—1,0,1).
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Considere a curva C descrita pela fungao vetorial r(t) = (2 — 3t,¢3 — 5t — 1), t € R.

(i) Determine o ponto onde a curva C tem reta tangente paralela a reta

—7r+9y+4=0.

(ii) Em que pontos a reta tangente é vertical?

(iii) Em que pontos a reta tangente é horizontal?
Encontre o comprimento da curva o(t) = (¢3,t?) com t € [1, 3].

Encontre uma equagao para o circulo de curvatura da curva r(t) = (3cost,5sen t)

com ¢t € [0, 27], no ponto (%, )

A funcio posigao de uma particula em movimento é dada por r(t) = (2, 5¢,t> — 16t).
(i) Em que ponto da trajetéria a velocidade e aceleragao sao ortogonais ?

(ii) Em que ponto da trajetéria sua velocidade escalar é minima?

PROBLEMA QUENTE:

Mostre que o trago de o(t) = (cost,sen t,1 —sen t), t € R é uma curva plana.
Determine o plano que a contém o trago de o(t). Determine os pontos da curva o(t)
onde a curvatura é maxima 7 e minima?

Seja C uma curva de R?® definida pela fungao vetorial r(t) = (2 — 3,2t — 1,Int).
Determine:

(a) O ponto de intersecao de C' com o plano zz,
(b) As equagbes parametricas da reta tangente no ponto (1,1,0) € C

(¢) Uma equagado para o plano normal a C' no ponto (1, 1,0).
Determinar o comprimento da curva r(t) = (t —sen t,1 — cost), com 0 < ¢t < 2.

Determine uma equagao do circulo osculador da curva y = z* no ponto (1,1). Faca o
grafico da curva e do circulo osculador.

Seja C' uma curva de R? definida pela fungao vetorial r(t) = (¢,t*—t) com t € [—2, 5].
a) Trace a curva C.

b) As equagdes parametricas da reta tangente no ponto (1,0) € C'

(
(
(c) Encontre o vetor unitdrio normal ]Tf no ponto (1,0) € C
(d) Calcule a curvatura k da curva no ponto (1,0) € C

(

e) Determine o circulo osculador da curva no ponto (1,0) € C

Considere duas particulas P1 e P2 viajando segundo as trajetorias:
ri(t) = (t— 1,342t 4t —1?) e ro(t) = (Vt+ 1,12,6 —t), t >0

As particulas colidem? Onde? Qual instante?

10
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Determine T'(t), N(t) (tangente unitério e normal principal) para a fungao vetorial
r(t) = (1> — 1,t) no ponto t = 1.

Determine o comprimento da trajetorias abaixo para o intervalo especificado:

r(t) = (t?,2t,Int); 1<t<e

Seja C uma curva de R? definida pela funcao vetorial r(t) = (t* + 1,t) com t € [0, 2]

(a) Trace a curva C.

(b) Determine a equagao do circulo oculador da curva no ponto (2,1) € C.
Esboce o grafico da curva C descrita pela fungao vetorial r(t) = (1+t, /%) e determine
o ponto onde a curva C tem reta tangente paralela a reta z — 2y + 2 = 0.

2

Encontre as equagoes para o circulo osculador da parabola 2y = z* nos pontos (0, 0)
e (1,3). Trace os dois circulos de osculadores e a pardbola na mesma tela.

Calcule os seguintes limites:

t—sent
(i) lim <Cost, sent, t—3>

t—0t
(et—l Vit+1-—1 3 )

t t Tt4+1

) i

Determine as equacoes paramétricas para a reta tangente a curva definida por

o(t) = (e"tcost, efsent, e7) | no ponto (1,0, 1).
Determine o comprimento da curva o(t) = (1,t%,¢*) com t € [0, 2]

Encontre as equagoes para o circulo osculador da parabola 2y = z? no ponto (1, %)
Trace o circulo osculador e a pardbola na mesma tela.

Dado a curva o(t) = (2sen ¢, 5¢, 2cost): Determine os vetores tangente e normal
T(t) e N(t). Depois, encotre a curvatura.

Considere a curva C parametrizada pela funcao: r(t) = (vt — 1,4/2 — t), encontre:
(a) O dominio de r(t).
) Trace a curva C

(b
(c) 7' (1) e (1)
(d

) Existem valores de ¢ onde os vetores ' (t) e " (t) sdo ortogonais? Quais sao?

Encontre todos os pontos da curva o(t) = (3 — 3t?,t3 — 3t) onde a reta tangente ¢
horizontal e vertical.
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107.
108.

109.

Calcule o comprimento de: 7 (t) = (cos®t)j + (sen 3t)k, t € [0,m/2].

Determine a curvatura, o raio de curvatura e a equacgao do circulo de curvatura da
pardbola y = 2% — 6z + 11 no ponto (2,3). Faga o esboco da Parébola e do circulo de
curvatura.

Em que ponto(s) da curva: C : o(t) = (cost,sen t), t € [0,27] a reta tangente é
perpendicular & reta de equacao 3z + 5y — 8 = 07 Facga o esboco da curva C e da reta
3z + 5y —8=0.
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