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"Por favor, poderia me dizer que caminho devo sequir agora?
Isso depende bastante de até onde vocé quer chegar.”
Lewis Carrol - Alice no Pais das Maravilhas

Através dos séculos a Matematica tem sido a mais poderosa e efetiva ferra-
menta para a compreensdo das leis que regem a Natureza e o Universo.

Os topicos introdutdrios que apresentamos neste livro originaram-se, inicial-
mente, dos problemas préticos que surgiram no dia a dia e que continuaram
impulsionados pela curiosidade humana de entender e explicar os fenénemos
que regem a natureza.

Historicamente, o Céalculo Diferencial e Integral de uma varidvel estuda dois ti-
pos de problemas: os associados a nogdo de derivada, antigamente chamados
de tangéncias e os problemas de integracdo, antigamente chamados de qua-
draturas. Os relativos a derivacdao envolvem variacdbes ou mudangas, como
por exemplo, a extensdo de uma epidemia, os comportamentos econdmicos
ou a propagacdo de poluentes na atmosfera, dentre outros. Como exemplos
de problemas relacionados a integragdo destacam-se o cdlculo da areas de re-
gides delimitadas por curvas, do volume de sélidos e do trabalho realizado
por uma particula.

Grande parte do Calculo Diferencial e Integral foi desenvolvida no século XVI-
IT por Isaac Newton para estudar problemas de Fisica e Astronomia. Aproxi-
madamente na mesma época, Gottfried Wilhelm Leibniz, independentemente
de Newton, também desenvolveu consideravel parte do assunto. Devemos a
Newton e Leibniz o estabelecimento da estreita relagdo entre derivada e inte-
gral por meio de um teorema fundamental. As notagdes sugeridas por Leibniz
sdo as universalmente usadas.

O principal objetivo do livro foi apresentar os primeiros passos do Calculo Di-
ferencial e Integral de uma varidvel com simplicidade, através de exemplos,
mas sem descuidar do aspecto formal da disciplina, dando énfase a interpre-
tagdo geomeétrica e intuitiva dos contetidos.

O livro inclui a maioria da teoria bésica, assim como exemplos aplicados e
problemas. As provas muito técnicas ou os teoremas mais sofisticados que
ndo foram provados no apéndice, foram ilustrados através de exemplos, apli-
cacdes e indicagOes bibliogréficas adequadas e estdo incluidos como referéncia
ou leitura adicional para os leitores interessados.

Os conceitos centrais do Célculo Diferencial e Integral de uma varidvel sdo re-
lativamente profundos e ndo se espera que possam ser assimilados de uma s6
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vez. Neste nivel, o importante é que o leitor desenvolva a habilidade de calcu-
lar e adquira a compreensao intuitiva dos problemas. As expressdes do tipo "é
facil ver"ou semelhantes, que aparecem no texto, ndo devem ser encaradas de
forma literal e tem o propédsito de dar um aviso ao leitor de que naquele lugar
a apresentacdo é resumida e os detalhes, perfeitamente acessiveis, deverado ser
preenchidos.

Esperamos que o livro permita ao leitor um acesso répido e agradavel ao Cal-
culo Diferencial e Integral de uma variavel.

Nao podemos deixar de recomendar aos alunos a utilizagdo, criteriosa, dos
softwares de Célculo existente no mercado, pois eles sdéo um complemento ttil
ao aprendizado da disciplina.

Desejamos agradecer aos nossos colegas do Departamento de Andlise e do
IME-UER] que, de algum modo, nos motivaram e deram condi¢des para es-
crever estas notas e a Sra. Sonia M. Alves pela digitacdo. O texto foi digitado
utlizando Amstex e a maioria dos desenhos foram feitos utilizando o software
Mathematica. Certamente, todos os erros sao exclusivamente de responsabili-
dade dos autores.

Mauricio A. Vilches- Maria Luiza Correa
Rio de Janeiro
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CAPITULO I

INTRODUCAQO

No capitulo I apresentaremos uma breve revisao de alguns tépicos do 2° grau essenciais
para o estudo do Calculo de uma Varidvel Real. Admitiremos a familiaridade do leitor
com o conjunto dos nimeros reais, denotado por R, com as opereracoes fundamentais e
suas respectivas propriedades, bem como com a visualizacao geométrica de R como uma
reta e dos nimeros reais como pontos dessa reta.

1.1 Desigualdades

A representacao geométrica dos nimeros reais sugere que estes podem ser ordenados.
Usando os simbolos usuais para maior, maior ou igual, menor, menor ou igual (>, >, <, <),
podemos ver, por exemplo, que se a,b € R e a < b, entao b — a > 0; no eixo coordenado
temos que a esta a esquerda de b. Para todo a, b € R temos: oua > b, ou a < b, ou a = b.

1.2 Intervalos

Muitos subconjuntos de R sao definidos através de desigualdades. Os mais importantes
sao os intervalos.

Definicoes: Sejam a,b € R tais que a < b.

a) Intervalo aberto de extremidades a e b, denotado por (a,b) é definido por:

(a,b) ={z € R/a < x < b}.

>
b

DA~

b) Intervalo fechado de extremidades a e b, denotado por [a,b] é definido por:

[a,b] = {z € R/a < x < b}.
1
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(S
o

c¢) Intervalo semi-aberto ou semi-fechado, sdo denotados e definidos, respectivamente, por:

[a,b) = {z € R/a < z < b},

(a,b] = {z € R/a < z < b}.

L
\
a b

Os quatro intervalos assim definidos sao ditos limitados.
Introduzindo os simbolos —oco € +00, 0s quais nao sao numeros reais, podemos definir os
intervalos ilimitados:

R = (—00, +00).
(a,400) = {z € R/a < z}.

(—o0,a] ={zxr € R/x < a}.

QO

1
1
a

Analogamente, as outras possibilidades.
Os intervalos aparecem de forma natural na resolucao de inequagoes, pois, a solugao é, em
geral, dada por um intervalo ou uma reuniao de intervalos.
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Exemplos:

[1] Desigualdades Lineares: Determinemos o conjunto-solugao de:
ar+b>0.
ax +b> 0 é equivalente a ax > —b; logo:
i)Sea>0,z> —g; o conjunto-solucao é [— g,—i—oo).
b

. b . ~
ii) Se a < 0, z < ——; o conjunto-solugao é (—oo, ——}.
a a

[2] Desigualdades Quadraticas: Sejam az? + bz + ¢ = 0 a equagao de segundo grau,
A = b?—4ac o discriminante e «, 3 as raizes reais da equagio (a < ). O conjunto-solugao
S de uma desigualdade quadratica depende do sinal de a e de A.

A)A>0:

i) Se a > 0, a desigualdade a x> +bx+c > 0 tem S = (—o00,a]U[B, +0) e az® +bx+c <0
tem S = [, 3].

ii) Se a < 0, a desigualdade az®> +bx +c > 0tem S = [a,8] e az? +bx + ¢ < 0 tem
S = (—o00,a] U[B, +00).

B) A=0:

i) Se a > 0, a desigualdade az?+ bz +c>0tem S=Reaz?+bzx+c<0tem S = {a}.
ii) Se a < 0, a desigualdade a2z +bx+c>0tem S = {a} eaz’+bzx+c<0tem S =R
C)A<O:

i) Se a > 0, a desigualdade az®> + bz +c>0tem S=Reaz?+bxr+c<0tem S = {0}.
ii) Se a < 0, a desigualdade a x> +bzx+c>0tem S ={d} eaz’+br+c<0tem S =R
[3] Ache a solugao de:

x3<a:.

Fatorando 23 —z = z (z+1) (z —1); entdo, 3 —z < 0 é equivalente a z (z+1) (z—1) < 0,
da qual obtemos z < —1 ou 0 < z < 1. O conjunto-solugdo é: S = (—oo, —1) U (0,1).

[4] Ache a solugao de:

3z —2
> 5.
rx+2 —

Note que a desigualdade nao é equivalente a 3z — 2 > 5 (z + 2).
i) Sex +2 >0, isto é z > —2; entdo, 3x — 2 > 5 (z + 2), de onde obtemos z < —6.
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il) x+2 <0, isto é x < —2; entdo, 3z — 2 < 5 (z + 2), de onde obtemos —6 < z. Logo, o
conjunto-solucao é S = [—6, —2).

[5] Ache a solucao de:

T+ 2 < % .
r—1" x+14
2 7 8
Resolvemos ii_ 1 2 f_ 1 < 0, que é equivalente a = 137)—(:: 9 < 0, da qual obtemos
8 ~
- <z <1ouz < —4. Logo, o conjunto-solugao é S = (—oo,—4) U [ — = 1).

1.3 Valor Absoluto

Definigao: O valor absoluto ou médulo de um niimero real a, denotado por |a| é definido
como o maior nimero do conjunto {a, —a}, ou equivalentemente:

ase a>0
la| =
—a se a<0.

Observe que o valor absoluto de um niimero real é sempre nao negativo e possui as seguintes
propriedades imediatas:

Sejam a, b € R; entdo:
i) Va2 = |a|, para todo a € R
ii) |b| < a se e somente se b € (—a,a), a > 0.

iii) |b| > a se e somente se b > a ou b < —a, a > 0.

iv) [a-b| = |af - [b].
al _ |af
v) 5 —‘b‘,seb#o.

vi) |a+b| < a| + |b].

Exemplos: Achar a solugio de:
1] |22 —z+1| > 1.
Pela propriedade iii), 22 — 2 + 1| > 1 é equivalente a: 2> —x+1>1ouz? —z+1 < —1;

a)Sex?—z+1>1,entaoz(z—1)>0ex<0ouz>l1;

2
. 1 7 , . , . -
b) Se 22 —x +1 < —1, entao (a: — 5) + 1 < 0, o que é impossivel. O conjunto-solucao

é: S = (—00,0)U (1,400).
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2] 9 —2z| > |[4x|.

Pela propriedade iii), |9 — 2| > |4 x| é equivalente a: 9 — 22 > [4z| ou 9 — 2z < —|4x|;

a)Se 9—2z > |[dx|, entao 22 — 9 <4x <9—2z;logo, —= <z <

N | ©
N W

b)Se 9—2z < —|4x|, entdo 9 — 2z < 4x <2z — 9, que nao possui solugdo. O conjunto-
solugao é: § = 93

gio & S = |-, 5|
1.4 Distancia

Usando o valor absoluto podemos definir a distancia entre dois ntimeros reais.
Definigao: A distancia entre os niimeros reais a, b é |a — b|.

Entao |a| é a distancia de a & origem.

Exemplos:

[1] A distancia entre os nimeros m e —m é |1 — (—7)| = 2.

[2] A distdncia entre os ntimeros —5 ¢ —2 é | — 5 — (—2)| = | — 3| = 3 e a distancia entre
os nimeros 6 e =16 |—1—-6/=1[6—(-1)|=T.

1.5 Plano Coordenado

Um par ordenado de nimeros reais é uma dupla de nimeros reais (z,y), tais que (z,y) =

= (y, x) se e somente se z = y. O elemento x do par ordenado é chamado primeira coorde-
nada do par e y é chamado a segunda coordenada do par. De forma analoga a representagao
geométrica dos reais, podemos representar geometricamente os pares ordenados. Para isto
consideramos duas retas, que por conveniéncia impomos que se intersectem perpendicu-
larmente. A reta horizontal é chamada eixo das abscissas ou eixo dos x e a reta vertical
é chamada eixo das ordenadas ou eixo dos y. A intersecao das retas é chamada origem, a
qual associamos o par (0,0) e atribuimos sentidos a estas retas, que descrevem um plano,
chamado plano coordenado. As quatros regioes determinadas no plano por estas retas sao
chamadas quadrantes. A representacdo de um par ordenado como um ponto do plano ( e
reciprocamente), é feita de forma anédloga a do eixo coordenado. Por exemplo, os seguintes
pontos A = (1,2), B=(-2,1), C = (-2,-1), D = (1,—2), tem a seguinte representagao
no plano coordenado:
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i [ A
]
]
]
B emonons 1 .
M ]
1 ]
M ]
1 [ |
2: 0 :1
] ]
| ]
]
G 1
]
[ |
]
- ]
2 e mmm D

Usando o teorema de Pitdgoras podemos definir a distdncia entre dois pontos do plano
coordenado.

Sejam A = (x1,y1) € B = (x2,y2) pontos do plano. A distancia d entre A e B é:

d(A, B) = /(z2 — 71)2 + (y2 — y1)2.

A distancia possui as seguintes propriedades imediatas:

i) d(A,B) > 0e d(A, B) =0 se e somente se A= B.

ii) d(A, B) = d(B, A).

iii) d(A, B) < d(A,C) 4+ d(C, B).

Exemplos:

[1] Calcule a distancia entre os pontos A = (2,—-3) e B = (—2

;1)
Aplicando a férmula: d(A, B) = \/(—2 —2)2+(1—-(-3))2 =32

. .. . 3 .
[2] Determine o ponto @, que divide na razao 1 o segmento de reta que liga os pontos
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P=(-4,-1) e R=(12,11).

Sejam @) = (z,y) o ponto procurado e S = (x,—1), T = (12, —1) pontos auxiliares como

no desenho:

R
@////
P S T
Os triangulos PQS e PRT sao semelhantes; logo:
APS) _dPQ) |
d(P,T) d(P,R)
4(Q.5) _ d(P,Q)
d(R,T) d(P,R)
P P
Por outro lado, d(P, Q) = M e d(R,Q) = @ Aplicando a férmula da distan-
cia: d(P,S)=z+4,d(Q,S)=y+1ed(R,T)=12. Obtemos o sistema:
{ r+4=12
y+1=9,

que tem como solucdo: x =y = 8; logo Q = (8, 8).
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1.6 Equacao da Reta

1.6.1 Equacao Geral da Reta

Sejam Py = (z1,y1) e P, = (z2,y2) dois pontos distintos no plano:

A equagao da reta que passa pelos pontos Py e Py é:

ar+by+c=0,

onde a =y; — Y2, b=29 —x1 € = T1Ys — TaY1-

O ponto Py = (zo,yo) pertence a reta axz +by+c=0se axo+byo+ c=0.
Exemplos:

[1] Ache a equacao da reta que passa pelos pontos Py = (—1,3) e P> = (2, —4).
a=3+4=7,b=2+1=3ec=—-2;logo, aequacao é: Tz +3y—2=0.

[2] Determine k tal que o ponto P = (3, k) pertenca a reta 3z + 5y — 12 = 0.

3
O ponto P = (3, k) pertence areta 3z +5y—12=0se 3-3+5-k—12=0; logo,k:g.

Desenhos de [1] e [2], respectivamente:
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D
1 3
-4
1.6.2 Equacao Reduzida da Reta
Se uma reta nao é paralela ao eixo dos y, entao b # 0. Fazendo: m = Y27 % e
rg — I1
n= w, obtemos a equacao reduzida da reta:
T2 — X1

‘y:mx-l-n.‘

m é chamado coeficiente angular da reta e n coeficiente linear da reta. E facil ver que a
equacao da reta que passa pelo ponto Py = (zg,yo) € tem coeficiente angular m é:

y—yozm(x—ﬂfo)-

Exemplos:
[1] Obtenha a equacgao reduzida da reta que passa pelos pontos P; = (2,1) e P, = (6,5).

m =1 e fazemos Py = P, ou Py = P»; entao, se xp =2 e yo = 1, temos, y —x + 1 = 0 ou
y=x— 1.

[2] Escreva na forma reduzida a equagao: 4z +2y+5=0.

~ 3
A forma reduzida é do tipo y = mz + n; entao, y = —2x — 3" Desenhos de [1] e [2],

respectivamente:
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1.6.3 Paralelismo e Perpendicularismo de Retas

Sejam y = mjx +n1 e y = mgx + ny as equagoes de duas retas. As retas sao paralelas se
e somente se mi = my. As retas sao perpendiculares se e somente se mq - mg = —1. Logo,
as retas de equacoes a1 x + b1y +c1 =0 e asx + bay + co = 0 sao perpendiculares, se e
somente se, a1 as + by by = 0.

Exemplos:

2+k k—2
% =1le ?/_3$+k—+2 = 0 sejam paralelas.

~ . . 2+k
As retas sao paralelas se os coeficientes angulares sao iguais; logo, 5

—k

1
Logo, as equacgoes das retas sao: y=3z+ley=3x — 3" Desenho a esquerda.

[1] Ache o valor de k tal que as retas y—

= 3; donde k£ = 1.

[2] Ache o valor de k tal que as retas ky = x + k3 e y — 1 = 2 k%x sejam perpendiculares.

1 1
As retas sao perpendiculares se: (E) (2 kz) = —1, donde k£ = —5 Logo, as equacoes

x
das retas sao: y = —2x + 1¢V=735 + 1. Desenho a direita.

/ _—

[y
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1.7 Equacoes das Conicas

A equacao do segundo grau em duas varidveis: Az2 +Cy?2+Dzx+ Ey+ F =0, sendo A
e C nao simultanemente nulas representa em geral, uma curva no plano chamada conica,
cuja natureza depende dos coeficientes A, C, D, E, e F. Podemos considerar dois casos:

A#0eC#0e AC = 0.

Caso 1: A#0e C #0.
Completando quadrados dos binémios nas variaveis z e y, a equacao acima pode ser escrita
€Omo:

Az +h)?+C(y+k)?* =L,

D E
= k=-—elL=AhR? 2_F.
onde h 2A’k 2Ce h>+Ck

Se L =0, o lugar geométrico é um ponto.
Se L e C' ou A tem sinais opostos, nao existe lugar geométrico.

Se L # 0, a equacao pode ser escrita como:

@ EER L @R
o

A

1) Se AC > 0 (A e C tem o mesmo sinal) e L tem o mesmo sinal de A ou C, a equagao
(1) pode ser escrita como:

2 2
@ “ :;L) L ;k) =1,
onde a? = 7 ¢ b? = ok A equacio (2) representa uma elipse centrada em (—h, —k) e

eixos paralelos aos eixos coordenados; no caso particular A = C', a equagao representa um
circulo de raio a, centrado em (—h, —k):

(x+h)?+(y+ k) =a

2) Se AC <0 (A e C tem sinais opostos), entao:
i)SeL>0e A>0(ouL <0eC >0),aequagio (1) pode ser escrita como:

(z+h)? (y+k)? _

(3) a2 - b2 - 17
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2 _ L 2 _ | L
ondea—Aeb cl

ii)Se L<0eC <0 (ouL>0eA<D0),aequacao (1) pode ser escrita como:

a

(@) (y —kak)2 (= —;h)z .

L . rd .
onde a? = e b2 = —. As equagoes (3) e (4) representam uma hipérbole de eixos

A C
paralelos aos eixos coordenados.

iii) Se L = 0, a equagao pode ser escrita como: A (z+h)?+C (y+ k)% = 0, que representa
duas retas que se intersectam.

Caso 2: AC=0.
1) Se A=0e C # 0 a equacao é:

Cy*’+Dz+Ey+F =0,

que representa uma parabola de eixo paralelo ao eixo dos .

2) Se A#0e C =0 aequagao é:

Az?+Dz+Ey+F =0,

que é a equacio de uma parabola de eixo paralelo ao eixo dos .
3) Se A= C =0, a equagao representa uma reta.

Exemplosz Diga o que representam as seguintes equacoes:

1] 422 +9%2 —322— 12y +84 = 0.
2] 22+ y? — 22 = 3.

[3] 9y% — 422 = 36.

[4] 922 —4y? — 182 + 8y — 31 =0.
5] 22 —y? — 22— 4y —3=0.

6] y2 —z—1=0.

(7] 22 =4y —3=0.

[

11A=4,C=1,AC>0;D=-32, E=—-12¢ F = 84; logo, h = —4, k = —6, L = 16,

a? =4 e b2 = 16. A equagao representa uma elipse centrada no ponto (4,6) de equacao:
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(r=4)?%  (y=6)>* _
i T 16 =1L

2l A=C=1,AC>0;,D=-2E=0eF=-3;logo, L=4,h=-1,k=0c¢e
= b® = 4. A equagao representa um circulo centrado em (1,0), de raio 2 e tem a forma:

(x —1)2 + 4y = 4.
Desenhos de [1] e [2], respectivamente:

10

3] Como A=-4,C=9,D=FE=0e F=-36,temos: AC <0, h=%k=0, L =236,

a?=|-9]=9eb?>=4. A equagio representa uma hipérbole e pode ser escrita como:
2 2
vy _r .
4 9

[4] Como A=9,C=—-4,D=—-18, E=8¢ F = —31, temos:, AC <0, h=—-1, k= —1,
L =36,a%=4¢eb?=9. A equacao representa uma hipérbole:

(-1 @-1?_
4 9

Desenhos de [3] e [4], respectivamente:
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[6] Como AC = —1 < 0 e L =0, a equagao representa duas retas concorrentes; de fato:
22—y —2x—4y—3=(x—1)2—(y+2)?2 =0. Logo, (x —1)2 = (y+2)?; entdo, y =z —3
ouy=—z—1.

[6] Como A = 0, C =1, a equagao representa uma parabola de eixo paralelo ao eixo dos
z. Desenhos de [5] e [6], respectivamente:

- —
\

[7] Como C = 0, a equagao representa uma parabola de eixo paralelo ao eixo dos y.




CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 15

1.8 Trigonometria

Inicialmente faremos uma revisao do conceito de radiano. Sabemos que arcos de circulos
que subtendem o mesmo angulo central sao semelhantes e que a razao da semelhanca é a
razao entre os raios. Num circulo de centro O e raio r, seja [ o comprimento do arco AB
subtendido pelo angulo central a.

B

[ é diretamente proporcional a r e a medida do angulo «. Admitindo que o arco e o
raio sejam medidos com a mesma unidade e denotando por med(«) a medida do dngulo
«, temos | = krmed(a), onde a constante k depende da unidade de medida de dngulos
escolhida. Radiano é a unidade de medida de angulos para a qual £ = 1, ou seja, tal

que [ = rmed(a). Em resumo, a medida do dngulo « em radianos é dada pela razao: —,

onde [ é o comprimento do arco subtendido no circulo cujo centro é o vértice do éngu7l‘o
e r € o raio do circulo. Como o comprimento de um semi-circulo ou arco de 180° é 7 r,
180 °
T
em radianos nao depende da unidade de comprimento considerada. No plano coordenado
consideremos um circulo orientado no sentido anti-horério, centrado na origem e de raio
igual a 1. Este circulo é denominado circulo trigonométrico. O ponto A, intersecao do
circulo com o semi-eixo positivo das abscissas é chamado origem. Os pontos A, B, C, D,
intersecoes do circulo com os eixos coordenados o dividem em quatro partes congruentes.

entao 180° = « radianos; logo, 1rad = ( =~ 57°. Note que a medida de um adngulo
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Como a equacao do circulo é 22 + y? = 1, seu comprimento é [ = 2m. Portanto, a medida
de qualquer arco deste circulo é igual a sua medida em radianos.

Considere o dngulo o que determina sobre o circulo de raio 1, o arco de origem A = (1,0)
e extremidade M = (z,y) tais que |OP| =z e |PM| =y, como no desenho:

Definicoes 1:

a) O seno do angulo « é denotado por sen(a)e definido por:

sen(a) = y.

b) O co-seno do dngulo a é denotado por cos(a) e definido por:

cos(a) = .

c¢) A tangente do dngulo « é denotada por tg(«) e definida por:
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tg(a) = '777& 0;

SEES

equivalentemente,

tg(a) = %((z)), cos(a) # 0.

d) A co-tangente do angulo « é denotada por cotg(a) e definida por

cotg(a) =, y £ 0

equivalentemente,

cos(a)

tg(a) = sen(a) # 0.

sin(a)’

Identidade Fundamental Do tridangulo OMP e como 22 + y? = 1, tem-se:

sen®(a) 4 cos®(a) = 1.

As defini¢oes de seno, co-seno, tangente e co-tangente de um angulo agudo sao coerentes
. . . . &
com nossa definicao. Por simetria, podemos obter os valores para os arcos maiores que —.

Como dois arcos sao congruentes se suas medidas diferirem por um multiplo de 27, temos
que dois arcos congruentes tem a mesma origem e a mesma extremidade, portanto o mesmo
seno, co-seno, etc. E comum representar todos os arcos congruentes ao arco  por 6 + 2k,
onde k£ é um numero inteiro.

Definicao 2: A partir das relacoes anteriores, definimos a secante e a co-secante do
angulo « por:

1 1 1 1
sec(a) = — = e cosec(a) = — = ,
x  cos(a) y sen(a)

onde cos(a) # 0 e sen(a) # 0, respectivamente.

Propriedades 1

k
I)Sea#g,kEZ:
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tg(a)cotg(a) = 1.
s
2) Sea;é§—|—k7r,k€Z:
sec?(a) — tg?(a) = 1.
3) Se a # km, k € Z:
2 20\ _
cosec”(a) — cotg”(a) = 1.

Observamos que para qualquer angulo a tem-se: [sen(a)| <1 e |cos(a)| < 1.

Propriedades 2 (adigcao dos arcos)

1) sen(a=+ B) = sen(a) cos(B) + sen(B) cos(a).
2) cos(a =+ B) = cos(a) cos(B) F sen(p) sen(a).

tg(a) £tg(B)
1Ftg(B)tg(a)

3) tg(a£p)=

A verificagao destas propriedades pode ser considerada como exercicio. Usando as defi-
nicoes € possivel deduzir muitas outras propriedades ou identidades trigonométricas. Por

exemplo:

1) sen(2a) = 2sen(a) cos(a)

2) cos(2a) = cos®(a) — sen?(a)

3) sen’(a) == (1—cos(2a))

DO | =

(1+ cos(2a)).

N |

4) cos*(a) =

Observacao: A seguir os valores mais utilizados de seno e co-seno:
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0 /6 /4 /3 /2 3r/4
sen(a) 0 1/2 V2/2 V3/2 1 V2/2 0
cos(a) 1 V3/2 V2/2 1/2 0 —V2/2 -1

o' 5 /4 4 /3 3m/2 5m/3 /4 117/6 2
sen(a) | —V2/2 | —V/3/2 -1 | —=V3/2 | —V2/2 —-1/2 0
cos(a) | —v/2/2 ~1/2 0 1/2 v2/2 | V32 1

Aplicacao :

Lei dos Senos: Para qualquer tridangulo ABC verifica-se:

sen(a) _ sen(B) _ sen(y)
a b ¢

Y

onde a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| sao os lados opostos aos angulos a« = ZCAB,

B8 =ZABC e v= LZACB, respectivamente. Considere o seguinte desenho:

B

Seja D o ponto obtido pela intersecao da reta que passa por C' e é perpendicular ao lado

AB. Logo:

CD CD
sen(a) = ﬁ sen(f) = ﬁ

sen(a)  sen(f)

o que implica: |AC|sen(«a) = |CD| = |BC| sen(f). Portanto: 2
a
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sen(a) sen(B)  sen(vy) .

Analogamente, obtemos: = =
a b c

Area de um tridngulo:

Como aplicagao direta da lei dos senos, obtemos a area do triangulo ABC:

1 1 1
A= Eabsen('y) = Ebcsen(a) = §acsen(ﬁ).

1.9 Exercicios

[1] Ache a solugao das seguintes desigualdades e represente no eixo coordenado o conjunto
solucao:

a) zt — 22 <0 b) 22 —2>x
¢) 2+ x> 2 d) (z—5)*(x+10) <0
e) [z +2[<1 f) |z — 5| < |z + 1]
g) 422 +10x-6<0 h) |z -1 <[22+ 1]
W\ 3T —D “w 9
-1 1

i) v d” i) |z llz+1] >0
k)222-2<z?-=x D) |z—1]+ ]z —2|> |10z — 1]
m) 22 —7x+8 > (v — 6)2 n) 22—z —-1] <2

|22 — 5z + 4| |z — 2|
q) lz+ 1]+ |z +2| > [10z — 1 1) 2% — 1| < |z — 1

[2] Determine os valores de x tais que:

a) Vel =z b) V(z—-1)2=2-1

)V -2z+1=1-x d) Vit = z?
e) lr+1| =z —1| f) [z —1>=22—1|
g) |lz|=|z+7| h) [z —1]2 =2z + 1

[3] Verifique se é verdadeiro ou falso, dando um exemplo no caso de serem falso:
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a) Para todo z, y e z: [z +y+ 2| = |z| + |y| + |2] e
b) para todo z e y: |z —y| < |z| — |yl

[4] Marque os seguintes pontos no plano coordenado e calcule a distancia entre eles:

a) (4,5); (—4,-5) b) (0,6); (—3,-6)

c) (=2,-3); (=8,-6) d) (5,7);  (=4,3)

e) (V2,1); (0,1) f) (=m3);  (3,m)

g (=5,9); (4,-7) h) (-1,-10); (10,2)
i) (=4,5); (=4,9) i) (vV225,3);  (15,v/3)

[5] Utilize a férmula da distancia para verificar que os pontos (—2,1), (2,2), (10,4) sao
colineares.

[6] Utilize a férmula da distancia para verificar que os comprimentos das diagonais de um
retangulo sao iguais.

[7] Utilize a férmula da distancia para verificar que os pontos (3, —3), (—3,3), (3v/3,3v/3)
sao os vértices de um tridangulo equilatero.

[8] Determine os pontos equidistantes dos pontos (0, —2) e (6,4).

lazo + byo + |

[10] Determine a distancia entre as retas 4z + 3y +12 =0 e 42 + 3y — 38 = 0.

[9] Verifique que a distancia do ponto (zg, yo) a uma reta ax+by+c =106

[11] Ache a equacao da reta que passa pelos pontos:

a)P1:(3,1), P2:(5,2) b)P1:(1,3), P2:(2,5)
¢) P, = (=5,3); Py=(0,4) d) Py =(1,-1); Py=(=1,1)
e) P1:(2,3), P2:(4,7) f) P1:(1,1), PQZ(—]_,—l)

[12] Obtenha a equagao da reta paralela a reta 22+ 3y + 1 = 0 e que passa pelo ponto
P = (5,-2).

[13] Ache a equacao da reta perpendicular & reta 22+ 5y — 1 = 0 e que passa pelo ponto
P=(1,1).

[14] Verifique que as retas 2z +3y=1e 62 — 4y — 1 = 0 sdo perpendiculares.

[15] Determine a natureza das curvas representadas pelas seguintes equagoes:
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a) 3y? — 2z —12y+12=0 b) 1622 — 9y2 = —144

e) 92 +4y?> — 18z — 16y — 11 =0 ) 922 — 16y? — 36z — 32y — 124 =0

g) 922 + 1692 = 25 h) 22 + y% + 16z + 16y + 64 = 0.
i) br? + 252 +10y2 —5=0 )2 +8zx+—y2+3y=0.
k)22 +y?—4z—4y=0 ) 22 +9y?> — 182 — 14y + 130 = 0.

m) 22 +1y%+8z+10y+40=0  n) 4z’ +4y>+ 12z — 32y = —37.

[16] Seja P um ponto numa pardbola ou numa elipse. Uma reta que passe por P é dita
de tangente a parabola ou a elipse no ponto P se a pardbola ou a elipse estao contidas
inteiramente num dos semi-planos determinado pela reta. Verifique que a aretay =bz+c
é tangente & parabola y = az? 4+ bx + ¢ no ponto (0, c).

[17] Dada a reta y = z + k e o circulo z? + y? = 9, determine k tal que:

a) sejam secantes;

b) sejam tangentes.

[18] Para que valores de k a reta y = k z é tangente ao circulo 2 + y% — 20y + 36 = 07?
[19] Obter o valor simplificado de:

a) sen (0 + g) b) cos (9 + 3;) c) sec(f +6)
3T T
d) sen(f + 360 ) e) cos(6 + 480 ) f) sen <q§ — 7) cos <0 + 5)
[20] Verifique as seguintes identidades trigonométricas:
a) tg(x) + cotg(x) = 2 cosec(2x) b) tg(2) = 2 cos®(z)
tg(2z) —tg(x)
c) sen(x) cotg(x) sec(x) =1 d) sen(z) cos(x) (tg(x) + cotg(z)) =1
1+ sen(0)

e) sec(f) +tg(0) =

1-2 sen2(g)
1

f) 8 cos(f) + 8 cos(20) = —9 + 16 (603(0) + Z)z

g) 2 — sen?(t) — cos?(t) = sec?(t) — sen?(t) sec?(t).
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[21] Prove as seguintes propriedades:

a) cos(a) + cos(B) = 2cos<a+ﬁ> Cos(“‘ﬁ)

2 2
b) cos(a) — cos(B) = _zsen(#) sen(“;ﬁ)
¢) sen(a) + sen(B) = 2sen<a ; 5) COS(@ . ﬁ)
d) sen(a) — sen(8) = 2$en<a - ﬂ) cos(a;’g>

[22] Num tridngulo de dngulos «, 8 e 7y e lados a, b e ¢ tal que 2p = a + b + ¢, verifique:

| psen(2) b psen(g) psen(?)
a) a= , = o o € ¢= o
cos(2) cos(g) 003(5) 003(5) cos(g) COS(E)

b 1—cos(e) = 22Oy () = 22029,

¢) A drea do tridngulo é \/p (p — a) (p — b) (p — ¢). Esta expressao é chamada Férmula de
Herén.

(23] Lei dos Co-senos: Para qualquer triangulo ABC, verifique:

a?=b>+c*—2bccos(a), b =a’*+c*—2accos(fB), e c*=a’+b>—2abcos(y).

onde a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| sao os lados opostos aos angulos a« = ZCAB,
B8 =/ZABC e v = ZACB, respectivamente.

[24] Determine a area do tridangulo ABC, se:

a)c=10,a=3, f = b)a:1,b:5,7:%

™ T
c)a=1,b=5v=— d)b=4,¢=10,a = —

3 6
[25] Sejam a reta y = mxz + b e o o dngulo formado pela reta e o eixo positivo dos =,
verifique que m = tg(a). Determine a equacao da reta que passa pelo ponto indicado e
forme com o eixo dos x o dngulo dado.
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3

a) a:%; P=(25) b a="5 P=(25)
c) a=g; P = (20, yo) d a=0; P =(zo,Yo)
) a=z; P=(1,0) D oa=7% P=(-3-2)
9) a=z; P=(1,v3) Boa=m  P=(11)

[26] Dada a equagéo 2 cos®(a) 2% — 4 cos(a) x + 4 cos?(a) —1 =0, sendo 0 < « < 7:
a) Para que valores de o a equagido tem solugoes reais?

b) Para que valores de a a equagdo admite raizes reais negativas?

[27] Resolva as inequagoes:

of%

a) sen(x) + cos(x) >
c) sen?(z) > 1 d) sen?(z) >

[28] Um poste na posigao vertical, colocado num plano horizontal, encontra-se a 3m de
uma parede plana e vertical. Neste instante, o sol projeta a sombra do poste na parede.
Sabendo que esta sombra tem 17 m e que a altura do poste é 20 m, determine a inclinagao
dos raios solares em relagao ao plano horizontal.

S

[29] Um retangulo com lados adjacentes medindo sen(a) e cos(a) com 0 < a < 5 tem

perimetro igual a v/6 Calcule a 4rea do retingulo.

[30] Um navio, navegando em linha reta, passa sucessivamente pelos pontos 4, B e C. O
comandante, quando o navio estd em A, observa um farol F' e calcula o angulo ZFAC =
= 30°. Apds navegar 6 milhas até B, verifica o angulo ZFBC = 70°. Quantas milhas
separa o farol do ponto B?
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CAPITULO II
FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL

2.1 Definicoes e Exemplos

Neste capitulo estudaremos uma das nocoes fundamentais da Matematica, o conceito de
funcao. Uma funcao de uma varidvel real é uma regra que descreve como uma quantidade
¢é determinada por outra quantidade, de maneira tnica. Existem varias alternativas para
definir formalmente uma funcao. Escolhemos a seguinte:

Definicao 1: Sejam A, B C R. Uma funcao f definida em A e com valores em B é
uma regra que associa a cada elemento z € A um Unico elemento y ¢ B.

As notagoes usuais sdo: f: A— B e y= f(z).
O numero z é chamado varidvel independente da fungao e y varidvel dependente da funcao.

Exemplos:

[1] A seguinte tabela, que mostra a vazao semanal de 4gua de uma represa, representa uma
funcao:

Dia m3/seg
360
510
870
870
950
497
510

N O Otk W N -

De fato, a tabela representa uma funcao, pois cada dia tem associada uma inica quantidade
de vazao. Note que, possivelmente, nao existe uma férmula matematica para expressar a
funcao do exemplo, mas, a definicao de funcao é satisfeita.

[2] Foi feita uma pesquisa de precos de produtos da cesta bésica em trés supermercados
de um determinado bairro, obtendo-se a seguinte tabela:
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Produto Sup. A Sup. B Sup. C
1 2.6 2.9 2.52
2 0.96 0.94 1.0
3 1.78 1.5 1.6
4 1.23 1.45 1.36
5 3.2 3.0 2.95
6 4.07 3.96 4.2
7 2.3 2.62 2.9

Esta tabela nao representa uma funcao, pois a cada produto corresponde mais de um
preco.

[3] A 4rea de qualquer circulo é fungao de seu raio.

De fato, se o raio do circulo é denotado por r; entao, A(r) = 7 2. Um circulo de raio igual a
5, tem drea A(5) = 25 7 u.a; um circulo de raio igual a 300, tem drea A(300) = 90000 7 u.a.
(u.a.=unidades de drea).

[4] Um tanque para estocagem de oxigénio liquido num hospital deve ter a forma de um
cilindro circular reto de 8 m (m =metros) de altura, com um hemisfério em cada extremi-
dade. O volume do tanque é descrito em funcao do raio 7.

3

O volume do cilindro é 872 7w m? e o dos dois hemisférios é m3; logo, o volume total

é:

472 (r +6
V(r)= LR (r3+ ) m3.
28
T 3.

Por exemplo, se o raio for 7 = 1m, o volume é V(1) = 3

[5] Dois satélites artificiais estao circulando ao redor do Equador em uma 6rbita de raio
igual a 4.23 x 10" km. O comprimento s que separa os satélites, se eles tiverem uma
separacao angular de # (em radianos), é s = r 6, onde r é o raio.
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Logo, podemos descrever o comprimento s em funcao da separacao angular:

s(0) = (4.23 x 107) 6.

(6] (Lei de Boyle): O volume de uma massa gasosa é inversamente proporcional & pressao
a que ela esta submetida, isto é, o produto da pressao pelo volume é constante, se a tem-
peratura do gas é constante. Denotamos a pressao por P, o volume por V e a temperatura
constante por C'; entao, P x V = (. Podemos escrever a pressao em funcao do volume:

P =f(V)= =, ouo volume em fun¢ao da pressao: V = f(P) = %

[7] (Lei do fluxo laminar de Poiseuille): Fluxo sanguineo através de um vaso, como artérias
ou veias. Como as quantidades envolvidas sao pequenas, podemos considerar que vasos
tem formato cilindrico nao elastico.

Denotemos por R o raio e [ o comprimento. Devido a friccdo nas paredes do vaso, a
velocidade v do sangue é maior ao longo do eixo central do vaso e decresce se a distancia
d do eixo a parede cresce e é zero na parede. A relagao entre a velocidade da circulagao e
d é dada por:

P (R?% - d?)
d = "
,U( ) 4 l 77 ?
onde n é a viscocidade do sangue e P a diferenca entre a pressao de entrada e a da saida

do sangue no vaso. Experimentalmente, para o sangue humano numa veia: n = 0.0027,
=2, R=8x10"%e P =4 x 103, logo:
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v(d) = 11.8519 x 10™* — 18.5185 x 10*d® cm/seg.

[8] Temos 1000 metros de arame para fazer um curral de formato retangular. Podemos
escrever a area do curral em fung¢ao de um dos lados. De fato, se x e y sao os lados do
curral, seu perimetro é 2 (z + y) = 1000 e a area do retangulo é A = z y; logo:

A(z) = 2 (500 — z) = 500z — z*.

[9] Fisiologistas desenvolveram uma férmula para determinar a superficie corporal de ani-
mais em funcao de seu peso. Se denotamos por S a superficie corporal, entao:

S(p) =k /p?,

onde p é o peso em quilos do animal e £ > 0 é uma constante que depende do ani-
mal. Experimentalmente, é conhecido que £ = 0.11 para humanos e £k = 0.118 para
primatas. Por exemplo, um homem de 70 quilos tem uma superficie corporal aproximada
de S(70) = 0.11 x V702 = 1.868439 m?2; uma crianca de 20 quilos tem uma superficie
corporal aproximada de S(20) = 0.11 x /202 = 0.81048 m2, etc.

D S(p) = 0.11 x /p?

20 0.11 x v/202 22 (.81048 m?
54 0.11 x /542 22 1.57152 m>
70 0.11 x V/702 2 1.86839 m>
86 0.11 x v/862 22 2.14317 m?
90 0.11 x V902 22 2.20912 m?
120 | 0.11 x V1202 = 2.67616 m?>

[10] Seja A = R e f a regra que associa a cada nimero real x € A, o seu cubo, isto é:
y = f(z) =%

Por exemplo, ao niimero —1 associamos o nimero f(—1) = (=1)3 = —1; ao nimero 2
associamos o nimero f(2) = (2)° = 8; ao niimero /2 associamos o nimero f(v/2) = 2v/2,
ao niimero t* 4+ 1 associamos o ntimero f(t*+ 1) = (t* + 1)3, etc.
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x f(z) =23
-1 (—1)° = -1
2 (2)° =
V2 (V2)3 =22
t 3
tt+1 t*+1)°
4—1/4 4—3/4
\G/T_n, ml/z
(t* — 4Vt +1)° (t* — 4Vt + 1)1

[11] Seja A = [0,400) e f a regra que associa a cada ndmero real x > 0 sua raiz quadrada,

isto é: y = f(z) = x.

Por exemplo, ao niimero 0 associamos o niimero f(0) = /0 = 0; ao niimero * associamos
o numero f(t*) = Vt* = t2 e ao niimero —4 n&o podemos associar nenhum nidmero real

M
pois, v/—4 nao é um nimero real.

x flz) =V
0

V2

2
indefinido

B A N O

t

t*+1

m

(t* +4Vt+1)"

t2

Vit +1

/m

t* + 4Vt +1)°

[12] Seja A =R e f a seguinte funcdo :

x se <2
v=1)-{ .
T se x>2
Ao ntimero —1 associamos o ntmero f(—1) = (—=1)?2 = 1; ao ntimero 2 associamos o

niimero f(2) = 23 = 8; ao niimero /2 associamos o nimero f(v/2) = (v/2)? = 2, etc.
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T f(z)
0 0
1| (-1)2=1
3| (=3)?2=9
2 (2 =8
3 (3)3 =27
V3 3
V5 5%/2

1 se r€Q
{—1 se z¢Q

Por exemplo, ao niimero —1 associamos o nimero f(—1) = 1; ao nimero 2 associamos o
nimero f(2) = 1; ao niimero /2 associamos o nimero f(v/2) = —1, pois v/2 é irracional;

fw>=—nf(§):1.

Nos exemplos [3], [4], [5], [6],[7], 8], [9], [10], [11] e [12] as fun¢oes sao definidas por equagoes
(que fornecem y quando sao atribuidos valores a x). No exemplo [12], a fun¢do nao é dada
por uma equacao, mas, a definicdo de fungao é satisfeita. Em geral, nem todas as funcoes
sao necessariamente, definidas de maneira explicita. Por exemplo:

[14] Se, durante o verao de 2003, no Rio de Janeiro, registrassemos a temperatura maxima
ocorrida em cada dia, obteriamos uma funcao. De fato, a cada dia, estd associado uma
lnica temperatura maxima, isto é, a temperatura é funcao do dia. Embora nao exista
uma férmula explicita para expressar a fun¢ao do exemplo [14], a defini¢do de funcao é
satisfeita.

Observacoes:

i) Em geral, a maioria das fungbes usadas nas aplicagoes sdo dadas por férmulas ou
equacoes.

ii) E preciso ter um pouco de cuidado, pois nem toda equacgao de duas varidveis define uma
funcdo. Por exemplo, a equacdo y? = x ndo define uma funcdo, pois para z = 1 temos dois
valores para y, a saber: y = +1; mas y? = r d4 origem a duas fungoes: y = f1(z) = /Z e

y = folz) = —V/z.

Podemos imaginar uma fun¢cdo como uma maquina que utiliza uma certa matéria prima
(input) para elaborar algum produto final (output) e o conjunto dos nimeros reais como
um depésito de matérias primas. Fica evidente que é fundamental determinar, exata-
mente, neste depdsito, qual matéria prima faz funcionar nossa maquina; caso contrario,
com certeza, a estragaremos; esta analogia nos leva as seguintes definigoes:
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X C —1f(X)

Definicoes 2:

i) O conjunto de todos os = € R que satisfazem a definicio de funcdo é chamado dominio
da funcao f e ¢ denotado por Dom(f).

ii) O conjunto de todos os y € R tais que y = f(z), onde 2 € Dom(f) é chamado imagem
da funcgao f e ¢ denotado por Im(f).

E claro que Dom(f), Im(f) C R, e que Dom(f) é o conjunto dos valores da varidvel inde-
pendente para os quais f é definida; Im(f) é o conjunto dos valores da varidvel dependente
calculados a partir dos elementos do dominio.

Duas funcoes f e g sao ditas idénticas se tem o mesmo dominio D e f(x) = g(z), para
todo z € D; por exemplo as fungoes f(z) = 22, x > 0 e g(z) = 22,7 € R sdo diferentes
pois seus dominios sao diferentes.

Antes de ver alguns exemplos, voltamos a insistir que para estudar qualquer funcao, deve-
mos sempre determinar os conjuntos Dom(f) e Im(f).

Exemplos:

[1] A 4rea de um circulo de raio r é A(r) = wr?; r sendo o raio, temos: 7 > 0; logo,
Dom(A) = Im(A) = (0,400).

[2] Considere a funcao y = f(x) = x?; é claro que nao existem restrigdes para o nimero

real z; logo, temos que:

Dom(f) =R

ey =22 > 0, para todo z € R; entao Im(f) C [0,+00); como todo niimero real z > 0
possui raiz quadrada, entao:

Im(f)=10,+00).

[3] Considere a funcdo y = f(x) = y/z. Uma raiz quadrada existe somente se z > 0; entao:

Dom(f) =1[0,400); novamente, como em [2], temos:
Im(f)=10,+00).
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[4] Considere a funcdo y = f(x) = V22— 1. Como no caso anterior, vz2 — 1 existe
somente se 2 — 1 > 0; resolvendo a inequacio temos:

Dom(f) = (—oo0,—1]U[l,+00) e, novamente, temos:
Im(f) = [0, 400).

1
[5] Considere a fungdo y = f(z) = —; é claro que f é definida se e somente se x # 0; logo
x
temos que:
Dom(f) =R — {0} = (—00,0) U (0, +-00);

por outro lado, uma fracao é nula se e somente se o numerador é nulo; entao

Im(f) =R — {0}.

1

[6] Considere a fungao y = f(z) = —3 7 COMO 10 Caso anterior o denominador da fragao

nao pode ser nulo; logo 2 — 1 # 0; entao, = # +1 e:

Dom(f) =R —{-1,1};
Im(f) =R - {0}.

[7] Considere a funcdo y = f(z) = /x; como a raiz cibica de um nimero positivo ou
negativo é positiva ou negativa,

Dom(f) =Im(f) =R

[8] Considere a fungdo y = f(z) = /T+Vx2 — 1. A fungao é definidasez > 0ex*—1> 0
simultaneamente. Resolvendo as inequagoes, obtemos x > 1; logo,

Dom(f) =[1,400) e
Im(f) = (0,+00).

Agora que determinamos nos exemplos os dominios e imagens das funcoes, podemos avaliar,
sem perigo, estas funcoes.

Exemplos:
[1] Se f(z) = /z, entdo f(5) = V5, f(n) = Vm e f(x?2+1) = Va2 +1, pois 22 +1 é

sempre positivo.
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1

1 1
(2] Se g(z) = = calculamos g(;) =t,set#0eg(z*+4) = S

E também comum nos textos de Célculo denotar as funcoées como f : A — R; onde,
A = Dom(f).

2.2 Graficos de Funcoes

A representacio geométrica de uma funciao de uma varidvel real é dada por seu grafico
no plano coordenado zy.

Definicao: O grifico de uma fun¢ao y = f(x) é o seguinte subconjunto do plano:

G(f) = {(z, f(z))/z € Dom(f)}.

Observacoes:

i) Geometricamente G(f) é, em geral, uma curva no plano. Nos exemplos [1], [13] e [14]
da se¢ao 2.0, G(f) ndo é uma curva. Nos casos em que G(f) é uma curva, intuitivamente
podemos pensar que os conjuntos Dom(f) e Im(f) representam a “largura” e “altura”
maxima da curva, respectivamente.

i) Inicialmente, a construcao dos graficos serd realizada fazendo uma tabela, onde as en-
tradas da tabela sao os elementos do dominio e as saidas, as respectivas imagens. FEste
processo é demorado e ineficiente e serd abandonado nos capitulos seguintes, quando serao
dadas técnicas mais eficientes para fazer o gréfico. E importante nao confundir a funcao
com seu grafico, pois o grafico é um subconjunto do plano.

Exemplos:

[1] Esboce o grafico da fungdo dada pela seguinte tabela, que mostra a vazao semanal de
adgua de uma represa:

Dia m3/seg
360
510
870
870
950
497
510

N O Otk W N

O gréafico desta funcao nao representa uma curva. A primeira coluna da tabela representa
a ordenada e a segunda coluna as respectivas abscissas; logo, obtemos:
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1006 |
°

806

1 2 3 4 5 6 7

[2] Esboce o grafico da fungdo y = f(z) = 2. Dom(f) =R e Im(f) = [0, o).

Fazendo a tabela:

z f(z) = 2?
0 0
+1/4 1/16
+1/3 1/9
+1/2 1/4
+1 1
+2 4
+3 9

z2 > 0 para todo z € R, os pontos de abscissas e —z tem a mesma ordenada y = z2.

Logo, o grafico de f fica situado no primeiro e segundo quadrante. Observando a tabela,
conclui-se que se o valor de |z| aumenta, os valores da correspondente ordenada aumentam
mais rapidamente. Se os valores de |z| aproximam-se a zero, os valores correspondentes
da ordenada aproximam-se mais rapidamente de zero. O grafico de f é:

H

o
)

=)

AN

e
D
N
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[3] Esboce o grafico da fungdo y = f(x) = 3. Dom(f) = Im(f) = R.

Fazendo a tabela:

z fz) =a?
0 0
+1/4 +1/64
+1/3 +1/27
+1/2 +1/8
+1 +1
+2 +8

Se x> 0,entao y > 0 esez <0, entao y < 0. Logo, o grafico estd situado no primeiro e
terceiro quadrantes. Observando a tabela, vemos que quando > 0 e = cresce, os valores
correspondentes da ordenada y também crescem e mais rapidamente. Quando z < 0 e
x decresce, os valores correspondentes da ordenada y decrescem e mais rapidamente. O
grafico de f é:

[4] Esboce o gréfico da fun¢ao y = f(x) = l Dom(f) =Im(f) =R — {0}.

T
Fazendo a tabela:

1

T f(z) = o

+1/100 +100

+1/4 +4

+1/3 +3

+1/2 42

+1 +1

+2 +1/2

+3 +1/3
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Se x > 0, entao y > 0 e se x < 0, entao y < 0. Logo, o grafico estd situado no primeiro e
terceiro quadrantes. Observando a tabela, vemos que quando z > 0 e x cresce, os valores
correspondentes da ordenada y aproximam-se de zero e a medida que x aproxima-se de
zero, os valores correspondentes da ordenada y aumentam muito. Quando z < 0 e z cresce,
os valores correspondentes da ordenada y decrescem e a medida que x decresce, os valores
correspondentes da ordenada y aproximam-se de zero. O gréfico de f é:

@

H

\
.3\-2 L 1 P
[5] Esboce o gréfico da seguinte fungao :
( 9 S 1
z—z® se T3
y=f(z)=4q = e —tcgp<r
2 2
9 1
rr+x se x<—c
\ 2

N

D
=N

/

[6] Determine a funcao f cujo grafico é:
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Claramente, f(z) =0se z < 1 e x > 3. Determinemos os segmentos de reta que ligam os
pontos (1,0) e (2,2), (2,2) e (3,0), respectivamente:

i) A equagdo da reta que passa por (1,0) e (2,2) é y =2 (z — 1).
ii) A equagao da reta que passa por (2,2) e (3,0) é y = —2 (z — 3); entao:

0 se <1
2(x—1) se 1<z<2
—2(x—3) se 2<x<3
0 se 3<w

Observacao: Os grificos de f(z) + ¢, f(z +c¢), cf(z) e f(cx) (¢ € R) podem ser
obtidos diretamente do grafico de f(z). De fato:

O gréafico de g(x) = f(x + ¢) pode ser obtido a partir do gréfico de f transladando-o ao
longo do eixo dos x em ¢ unidades para a esquerda se ¢ > 0, ou transladando-o ao longo
do eixo dos z em ¢ unidades para a direita se ¢ < 0.

O gréfico de g(z) = f(x) + ¢, ¢ € R pode ser obtido do grifico de f transladando-o ao
longo do eixo dos y em ¢ unidades para cima se ¢ > 0 ou ¢ unidades para baixo se ¢ < 0.

O grafico de g(x) = ¢ f(z), ¢ > 1 pode ser obtido ”esticando-se” o gréfico de f verticalmente
pelo fator c.

O grafico de g(z) = f(cx), ¢ > 1 pode ser obtido ”comprimindo-se” o gréfico de f hori-
zontalmente pelo fator c.

O gréfico de g(z) = ¢ f(z), 0 < ¢ < 1 pode ser obtido ”comprimindo-se” o grifico de f
verticalmente pelo fator c.
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O gréafico de g(z) = f(cz), 0 < ¢ < 1 pode ser obtido ”esticando-se” o gréfico de f
horizontalmente pelo fator c.

O gréfico de g(z) = —f(x) pode ser obtido pela reflexao do gréfico de f em torno do eixo
dos z.

O gréfico de g(z) = f(—z) pode ser obtido pela reflexao do gréfico de f em torno do eixo
dos y.

Em cada caso é conveniente especificar os dominios e imagens.

Exemplos:
[1] Na esquerda, os gréficos de y = f(z) = x (azul), de y = f(—2z) = —2x (vermelho) e
y=2f(x+1)=2(x+1) (verde).

[2] Na direita, os graficos de y = f(x) = 22 (azul), de y = f(z + 1) = (z + 1)? (vermelho)
ey=2f(r—1)=2(z—1)? (verde):

[3] Os graficos de y = f(z) = z® (azul), de y = f(z +1) = (z + 1)3 (vermelho) e
y= f(—3z) = —272% (verde):

2L

A seguir daremos varios exemplos de fungoes, com seus respectivos dominios, imagens e
graficos. A idéia é formar um ”catdlogo” das funcoes mais usadas, as quais serao utilizadas
nos exemplos e exercicios.



CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 39

2.3 Exemplos de Funcoes

2.3.1 Funcao Modular ou Valor Absoluto

Esta func¢ao é definida por:

y = f(z) = |=|.

Como o valor absoluto de um niimero real é sempre nao negativo, temos que Dom(f) = R,
Im(f)=[0,+00) e seu grafico é constituido de duas semi-retas de coeficientes angulares 1
e —1, respectivamente, que se intersectam em (0, 0).

Observe que os graficos de |f(x)| e de f(|z|) podem ser obtidos do grafico de f(z). De fato,
g(z) = |f(z)] é obtido refletindo através do eixo dos z, no primeiro e segundo quadrantes
a porcao do gréafico de f que esteja no terceiro e quarto quadrantes. Como exercicio, diga
como pode ser obtido o grafico de f(|z|).

Exemplos: Esboce os graficos de g(z) = |z — 1| + 2 e de h(z) = |z3].

Seja f(z) = |z|; logo, g(z) = f(z — 1) + 2; entdo, o gréfico de g é obtido a partir do grafico
da funcao f transladando-o ao longo do eixo dos x em 1 unidade para a direita e 2 unidades
para cima. O gréafico é constituido de dois segmentos de retas de coeficientes angulares 1
e —1, passando por (1,2) e (0,3), respectivamente. Por outro lado h(x) = f(z3). Graficos
de g e h respectivamente.
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0.5 1
2.3.2 Funcoes Polinomiais

Funcao Polinomial de Primeiro Grau ou Afim:

Esta func¢ao é definida por:

y=f(x)=mz+Db,

onde m, b € R.
Dom(f) =R, Im(f) =R.

Usando a definicao de distancia entre pontos do plano nao é dificil provar que dados trés
pontos no grafico de f, estes sao colineares; o grafico de f é a reta de coeficiente angular
m passando por (0,b). E, reciprocamente, dados dois pontos que determinem uma reta
nao vertical existe uma fungao afim cujo grafico é a reta. (Verifique!).

Observacoes:
i)m= Lg(d),paratodoc, deR, c#d.
C p—

ii) f(0) =5, f(1) =m+b, f(2) =2m+b = f(1) +m; em geral, f(k+1) = f(k) +m,
para todo k € N. Logo, f(0), f(1), f(2).., f(n),.. formam uma progressao aritmética de
razao m.

iii) A propriedade que caracteriza as funcées polinomiais de primeiro grau é: f(z+h)— f(z)
depende apenas de h, isto é a acréscimos iguais dados a = correspondem acréscimos iguais
para f. E esta caracteristica que deve ser utilizada nas aplicagoes.

iv) Quando m = 0, a funcao é chamada constante e seu grifico é uma reta paralela ao
eixo dos x que passa pelo ponto (0, b).
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Exemplos:

Utilizando a observacgio da pégina [37]. A esquerda, os graficos de f(z) = z + 1 (azul),
1 r+1

e flx) = 5 (vermelho) e 2 f(z) = 2z + 2 (lilds), respectivamente. A direita, os
graficos de f(z) = z + 1 (azul), e f(g) = g + 1 (vermelho) e f(—2z) = 1 — 2z (lilds),
respectivamente:

v) Quando b = 0, obtemos um tipo importante de funcio, chamada fungao linear.
Portanto, a funcao linear é definida por:

flz) =mz

e é modelo matematico para resolver problemas que envolvem proporcionalidade. Seu
grafico é uma reta de coeficiente angular m passando pela origem.

Propriedades:

i) Para todo z1, 22 € R, f(z1 + x2) = f(z1) + f(x2)-

ii) f(1) =m, f(2) = f(1) + f(1) = 2m; em geral, f(nz) = n f(x) para todo z € R e
n € 7.

iii) Quando m = 1, temos:

que é chamada funciao identidade. Seu grifico é uma reta de coeficiente angular 1.

Exemplos:

[1] Suponha que os seguintes dados foram coletados num experimento. Se a teoria subja-
cente a experiéncia indica que os dados tem uma correlagao linear, ache tal funcao linear.
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T Y
-10.3 -35.9
-6.8 —25.4
1.5 —0.5
14.6 38.8
234.6 698.8

Seja y = f(x) = ax + b. Pelas propriedade

—0.5=f(15
—35.9 = f(—

s das funcgoes lineares:

)=15a+0b
10.3) = 10.3a + b.

Resolvendo o sistema, obtemos: a = 3 e b = —5; logo, f(x) =3z — 5.

100

75

50

25

-10

-25

-50

10 20 30 40

Note que pelas propriedades das fungoes lineares, podemos tomar qualquer par de pontos
e obtemos o mesmo resultado; por exemplo:

38.8 = f(14.6) = 14.6a + b
698.8 = f(234.6) = 234.6 a + b.

[2] Sabemos que a pressdo da dgua do mar

¢é funcao da profundidade. Denotemos por P a

pressao e H a profundidade relativa ao nivel do mar. Experimentalmente verifica-se que a
pressao da dgua ao nivel do mar é de 1 atm, (atm =atmosfera) e que acréscimos iguais na
profundidade correspondem a acréscimos iguais na pressao. Logo, ao passar de um ponto
do mar para outro situado a 1m (m =metro) de profundidade, haverd um aumento da
pressao de aproximadamente 1atm. Passando do nivel do mar a uma profundidade de
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H m, a pressao aumentard H x 0.1. A pressao da dgua, em atmosferas, é dada pela fungao
polinomial do primeiro grau:

P=f(H)=0.1xH+1.

10

20 40 60 80 100

A pressao da dgua a uma profundidade de 100m é P = f(100) = 0.1 x 100 + 1 = 11 atm.
Se a pressao da agua é de 50 atm, a profundidade é 50 = 0.1 x H + 1; logo, H = 490 m.

[3] Sabe-se que 100g (g=gramas) de soja contem 35¢g de proteinas e 100 g de lentilhas
contem 26 g de proteinas. Um adulto médio num clima moderado necessita de 70g de
proteinas diarias em sua alimentacao. Uma pessoa deseja prover estas 70 g de proteinas
somente com soja e/ou lentilhas. Se = é a quantidade de soja e y a quantidade de lentilhas
diarias (z e y medidas em unidades de 100 g), qual é a relacdo entre x e y?

A quantidade de proteina na soja é 35 x e a quantidade de proteina nas lentilhas é 26 y por

dia (ambas medida em gramas). O total de proteinas diario é 70; logo, temos a equagao
3b5x 70

de primeiro grau: 35z + 26y =70e, y = f(x) = 56 + %"

2.5

1.5

0.5

0.5 1 15 2

x, y > 0. Os pontos do grafico sao as possiveis combinacoes de soja e lentilhas para fornecer
70 gramas de proteinas diarias.
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[4] (Lei de Hooke): Se um peso de = unidades for pendurado em uma mola esta se alonga
em um valor y que é diretamente proporcional a z, isto é, y = f(z) = kz. A constante k
depende da rigidez da mola (quanto mais rigida for a mola, menor serd o valor de k).

Funcao Polinomial de Segundo Grau ou Quadratica

Esta funcao é definida por:

y=f(r)=az’+bz+c,

onde a, b, c € R; a # 0.

Observacoes:

i) Dom(f) =R
ii) Para todo h € R, f(x + h) — f(z) é uma fun¢ao afim em z.

iii) A Im(f) e o grafico de f dependem essencialmente do discriminante A da equagao do
2° grau az? + bz + ¢ = 0 e do coeficiente a do termo principal.

iv) Nao é dificil verificar que o grafico da funcdo f(z) = ax? é uma parabola de foco

a
verifica-se que o grafico da funcdo f(r) = a x?+bx+c é uma pardbola cujo eixo de simetria
b 4ac+b?>—1 dac—b%—1

é paralelo ao eixo dos ¥y, tem foco | — —,——— | e diretriz y =
2a 4a 4a

1 1
(0, 4—) e diretriz y = ~1a Fazendo uma translacao adequada dos eixos coordenados
a

v) O vértice da pardbola y = ax® + bz + ¢ é o ponto onde a pardbola intersecta seu eixo
. b A
eédadoporv={( — —,———— .

Se a > 0, entdao v é o ponto da parabola de menor altura, pois o ponto mais préximo da
diretriz é o vértice. Se a < 0, entao v é o ponto da parabola de maior altura.

Nao é dificil ver que se v1 é a abscissa do vértice da pardbola y = f(z), entao:
i) f(v1 +x) = f(vy — x) para todo =z € R.
ii) Usando completamento dos quadrados: f(x) = a (z — v1)? + ¢, onde ¢ = f(vy).

Graficos: Sea >0, A >0, A=0ouA <0, os grificos respectivos sio:
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A

Sea<0,A>0,A=0o0uA <0, os graficos respectivos sao:

Ew\/\/

[1] A 4rea de uma esfera é fungdo quadratica de seu raio. De fato, S(r) = 47 r2.

[2] (Lei do fluxo laminar de Poiseuille): Fluxo sanguineo através de um vaso, como artérias
ou veias. E uma fun¢ao quadratica em d:

P(R? - &)
d = .
v(d) 41n
Para o sangue humano numa veia: 7 = 0.0027, 1 =2, R=8 x 107°% e P = 4 x 103, logo:

v(d) = 11.8519 x 10~* — 18.5185 x 10*d> cm/seg.

[3] A trajetdria de um corpo langado obliquamente, desprezando a resiténcia do ar, é dada
por uma funcao polinomial do segundo grau. A partir de seu deslocamento horizontal (ao
longo do eixo dos z), obtemos sua altura y. Por exemplo, um objeto é langado no ar. Se
sua altura, em metros, ¢ segundos apds o langamento é dada por y = f(t) = 20t — 10¢2,
qual é a altura maxima atingida pelo objeto e em que instante ele a atinge?
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Determinemos o vértice da pardbola y = 20t — 10t?, A = 400, a = —10 < 0 e b = 20;
v = (1,10). Logo, a altura maxima é de 10m, atingida 1 segundo apés o langamento.
Desenho a esquerda.

4] Pela a observagao da pagina [30]. Os graficos dey = f(z) = 2? (azul),ey = f (_%) -

16 2°
=27 (vermelha) e y = f(22) = 422 — 2z — 1 (lilds), respectivamente:

10

(5]

Funcao Polinomial de Grau n

Esta func¢ao é definida por:

y=f(z)=an2" +an_12" "+ ...... + ao.

Onde ay,, Gr_1, coeeee ,a0 € R; a,, # 0; Dom(f) = R, mas a Im(f) e o gréfico de f dependem
essencialmente do grau do polinémio e de a,,.

Esta funcao é, claramente, a generalizacao natural das funcoes anteriores. Como exemplo,
vejamos as fungoes: f(z) = 23 —z e g(z) = 242* + 1; Im(f) = R e Im(g) = [1,+00).
Seus respectivos graficos sao:

-0.5¢
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2.3.3 Funcoes Pares e Impares

i) Uma funcao f é dita par se, para todo € Dom(f) entao —x € Dom(f) e:

Pelas definicoes de fungao par e de funcao fmpar é facil ver que o grafico de uma funcgao
par é simétrico em relacao ao eixo dos y e o grafico de uma fungao fmpar é simétrico em
relacao a origem.

Exemplos:

1
(1] Seja y = f(z) = 2 + —; como Dom(f) = R — {0}, a primeira parte das defini¢oes é
T
1

verificada e f(—z) = (—z)° + (—2)?

1
=224 o = f(z); logo, f é funcao par.

[2] Seja y = f(x) = 25 — 23; como Dom(f) = R a primeira parte das defini¢oes é verificada
e f(—z) = (—2)° — (—23) = —(2%) + 23 = — f(x); logo, f é funcao fmpar. Os respectivos
graficos sao:

N

[

(3] Seja y = f(x) = z™, n € N tal que n > 1. A funcao é par se n é par e é impar se n é
impar.

i) Paraz € (0,1), tem-se: 2% > 23 > 2* > 2% > 2% > ... , isto é, quanto maior o valor
de n, menor o valor da funcio. Consequentemente, o grifico de y = z°, est abaixo do
grafico de y = z*, que também est4 abaixo do grafico de y = z3, e assim sucessivamente.
Para valores de z préximos de zero, as poténcias menores dominam e quanto maior o
expoente n, os graficos ficam cada vez mais “planos” (quase paralelos ao eixo dos x).
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ii) Para = € (1,+00), tem-se: 22 < 23 < z* < 2° < 28 < ............. , ou seja para valores
grandes de z, as poténcias de maior grau dominam as de menor grau.

Desenhos paran =2, 4, 6 e n = 1, 3, 5, respectivamente:

-1 1

-1

Algumas vezes, para esbocar o grafico de uma fun¢ao é conveniente verificar se a fungao
¢ par ou impar, pois a simetria presente nos graficos destas fungoes facilitard o desenho.
Note que existem muitas fungoes que nao sao pares e nem impares.

Por exemplo, f(z) = 22+x; como Dom(f) = R a primeira parte das definigoes é verificada;

f(=z) = 22 — x; logo, f(—x) # f(x) e f(—x) # —f(x); entdo, f ndo é fungdo par nem
impar.

Observacoes:

i) Achar os z tais que f(x) > b é equivalente a determinar os elementos do Dom(f) tal
que os pontos do gréifico de f, estdo acima da reta y = b.

ii) Achar os z tais que f(x) < b é equivalente a determinar os elementos do Dom(f) tal
que os pontos do gréafico de f, estdao abaixo da reta y = b.

Exemplos:

[1] Se f(x) = z?; entdo, f(x) > 1 é equivalente a determinar os elementos do Dom(f) tal
que os pontos do gréafico de f, estdo acima da reta y = 1. Desenho a esquerda.

[2] f(z) = 22 (x — 1); entdo, f(z) < 0 é equivalente a determinar os elementos do Dom/(f)
tal que os pontos do grafico de f, estao abaixo da reta y = 0. Desenho a direita.
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iii) Podemos afirmar que o gréfico de uma funcao é, em geral, uma curva no plano coorde-
nado; a reciproca nem sempre é verdadeira, isto é, nem toda curva no plano coordenado
(ou conjunto do plano) é o gréfico de alguma fungao. Geometricamente uma curva no
plano coordenado é o grafico de uma funcgao se toda reta paralela ao eixo dos y intersecta
a curva no maximo num ponto (por que?). Por exemplo, a seguinte curva nao representa
uma, fungao:

I

Exemplo: O conjunto 4 = {(z,y) € R? /2% + 4% = 1} ndo é o grafico de uma funcao.

De fato, y = £v1 — x2; logo, para todo z € (—1, 1) existem mais de um y tal que (z,y) € A.
Veja o préximo desenho:

2.4 Intersecao de Graficos

Sejam y = f(x) e y = g(x) tais que seus graficos se intersectam no ponto P; entdo, as co-
ordenadas de P sdo: P = (z1, f(z1)) = (z1,9(x1)), logo f(z1) = g(z1), equivalentemente,
x1 é solucao do sistema:

Exemplos:
[1] Achar os pontos de intersegio dos graficos de f(r) = z e g(z) = z2.
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Resolvemos o sistema:

s
y =a?

de onde z? —x =z (z — 1), logo z (x — 1) = 0, entdo x = 0 ou = = 1. Os pontos sao (0,0)
e (1,0).

[2] Achar os pontos de interseciao dos gréficos de f(z) = 2% — z e g(z) = z* + 23.

Resolvemos o sistema:

{y =123 -2z

y =az'+a°

de onde z* + 23 = 23 — 2, logo 2* + 2z = z (23 + 1) = 0, entdo = 0 ou x = —1. Os pontos
sao (0,0) e (—1,0).
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2.5 Algebra de Funcoes

Sejam y = f(z) e y = g(z) fungdes.

Definicoes :

i) Adicao e subtracao de funcgées:

(f£9)(z) = f(z) £ g(x).

ii) Multiplicagcao de funcgoes:

(f-9)(x) = f(z)-g(x).

Em particular, se £ € R:

(k- f)(z) =k - f(=).

iii) Divisao de funcgoes:

(L)@ = L2, se g 20

g g9()

Antes de apresentar exemplos destas defini¢coes, determinemos os respectivos dominios.

Dom(f + g) = Dom(f - g) = Dom(f) N Dom(g),

Dom<§> = (Dom(f) N Dom(g)) — {x € Dom(g)/g(x) = 0}.

Observacao: Geometricamente o grafico da soma, diferenca, produto ou quociente
de f e g tem, em cada ponto uma ordenada que é respectivamente, a soma, diferenca,
produto ou quociente das ordenadas de f e g nos pontos correspondentes. A aplicacao
destas definicoes é, em geral, muito simples, como observaremos nos exemplos.

Exemplos:

[1] A adigdo e a subtragao de fungoes afins sdo fungoes afins.

De fato, se f(xz) = mix + by e g(x) = max + by; entao:

(f £9)(x) = (m1 £ m2)z + (b1 £ b2).
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Por exemplo, se f(z) = -2z — 1, g(z) =z + 5; entdo, (f+g)(z)=4—z e (f—g)(x) =

= —6 — 3. Gréficos em azul, verde e vermelho, respectivamente:
10/
4

- \\ -V

[2] A adi¢do e a subtragdo de fung¢bes polinomiais quadraticas sdo fungbes polinomiais

quadraticas.

De fato, se f(z) = a1 2% + by x + c1 e g(x) = az 22 + b c2; entdo:

(f £9)(x) = (a1 £ az) x® 4+ (by £ by) z + c1  ca.

Por exemplo, se f(z) =22 -2z + 1, g(x) =322+ x — 4; entdo, (f +g)(x) =422 -z -3
e (f—g)(x) = —22% -3z + 5. Gréificos em azul, verde e vermelho, respectivamente:

-20

[3] Sejam f(z) = V22 —1e g(x) =23+ 1.

D) (f£9)(z) = f(2) £g(z) = Va® - 1L (2 + 1), e (f- g)(z) = (Va® — 1) - (& + 1); os
dominios sdo Dom(f £ g) = (—o0 —1]U[1 +00) = Dom(f - g).
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i) (§>(x) - ggg - 3:@:_11; o dominio & Dom(§> = (00, —1) U[1, +00).

2.5.1 Funcoes Racionais

Sejam P(z) e Q(x) polindmios de coeficientes reais. Podemos definir a seguinte fungéo,
chamada racional:

_ P()
Q@)

f(z)

Da parte iii) da defini¢do, temos que Dom(f) = R —{z € R/Q(xz) = 0}; em outras
palavras, o dominio de uma funcao racional é o conjunto dos nimeros reais menos as
raizes do polinémio que aparece no denominador. Note que as funcoes polinomiais sao um
caso particular das fungdes racionais; basta considerar Q(z) = 1 para todo z € R.

Exemplos:

k .
[1] A funcao f(xz) = —, k € R é modelo matemético de problemas que envolvem quanti-
x
dades inversamente proporcionais. Por exemplo, a lei de Boyle. (Pagina [23]).

22+ 1
2 ] = = }
2] Seja y = f(@) = 5

Fatorando Q(z) = z* + 23 + 422 —x — 5 = (22 — 1)(2? + = + 5), tem-se: Q(z) = 0 se
x = £1; logo, Dom(f) =R — {-1, 1}.

. x+8
3] Seiay = f(r) = 20
Fatorando Q(z) = 2° — 423 — 22 +4 = (23 — 1)(2® — 4), tem-se: Q(z) =0sex =1,z =2
ou z = —2; logo, Dom(f) =R —{-2, 1, 2}.

z*+6

4] Seia y = =~
4] Sejay = fla) = o P

Fatorando Q(z) = z* + 422 + 3 = (22 + 1)(2? + 3), tem-se: Q(z) ndo possui rafzes reais;
logo Dom(f) =R

2.6 Composta de Funcoes

Sejam y = f(z) e y = g(z) duas funcgoes tais que:

Im(f) C Dom(g).

Definicao: A composta das funcgoes g e f é denotada por go f e definida por:
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(90 f)(z) =9(f(2))

Observe que a defini¢ao faz sentido pois f(x) € Dom(g).
Dom(g o f) = {x € Dom(f)/f(z) € Dom(g)} e Im(g o f) = {g(f(z))/x € Dom(g o f)}.

Esta definicao produz, a partir de funcoes conhecidas, novas fungoes, como veremos mais
adiante. A definicao de composta de fungoes é de facil manejo, como veremos nos exemplos.

Exemplos:
[1] A composta de fungées afins é uma funcao afim.

De fato, se f(z) = myx+b1 € g(z) = ma x+ by; entdo, (go f)(z) = (m1mz) £ +ma by + by
e (fog)(x) = mimax + mqby + by. Por exemplo, se f(z) = —22 —1 e g(x) = z + 5,
entdo, (go f)(z) = —2x+4e (fog)(x) = -2z — 11. Gréficos em azul, verde e vermelho,

respectivamente:

2] Sejam f(x) = va? — L e g(x) = o + 1; calcule go f, fog, fof, gogoge fofofof

respectivamente.

i) Im(f) = [0,+00) e Dom(g) = R (go f)(x) = g(f(2)) = g(Va? —1) = Va? — 1 + L.

Logo,
Dom(g o f) = <_OO7 _1] U [17 +OO)

ii) Im(g) = R e Dom(f) = (—o0, —1]U[1, +00); logo, nao podemos calcular f o g a menos
que consideremos um dominio menor para g de modo que Im(g) C Dom(f).

De fato: (fog)(z) = f(9(z)) = f(z+1)=/(z+1)2—1= 22+ 2. Temos:

Dom(f og) = (—o0,—2] U [0, 400).

iil) (f 0 f)(2) = f(f(2)) = F(Va®—1) = \/(Va® —1)? — 1 = v/a% — 2. Logo,
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Dom(f o f) = (=00, V2] U [V2, +00).
iv) (gogog)(x)=g(g(g(x)) =glg(z+1)) =g(x+2) =z +3.
Dom(gogog) =R
v) (fofofof)(z)=ff(f(f(2))=Va? -4
Dom(f o fofof)=(-00,~2]U[2,+00).

Observacao :
Dos exemplos anteriores podemos concluir que, em geral:

(fog)x)# (go f)(x)|

[3] Suponha que uma mancha de poluente que contamina uma lagoa tem a forma de um
disco de raio r (em cm) e sua area A (em cm?) é fungdo do raio. Se o raio cresce em fungao
do tempo t (em min) pela lei r = r(t) = (10¢ 4 0.5) cm, determine a drea da mancha em
funcao do tempo.

A 4rea é A(r) = wr?; devemos calcular A(t), por outro lado A(t) = (Aor)(t) = A(r(t));
logo, A(t) = A(r(t)) = A(10t + 0.5) = 7 (10t + 0.5)% cm?.

1
[4] A funcdo h(z) = ——=————= pode ser escrita como a composta de duas outras

zt+ 22 +1 .
fungoes. De fato, h(x) = (go f)(z), onde f(z) = 2* + 2?2 +1 e g(x) = NG Desenhos
x

esquerda, graficos de f (azul), g (vermelho) e h:

[4] Esboce o grafico de y = |22 — 1|. A funcao h(z) = 22 — 1 pode ser escrita como a
composta das fungoes f(z) = 2 — 1 e g(x) = |z|; logo, h = g o f. Pela observacao da
pagina [35], o gréfico de h(xz) = |f(z)| é o desenho da direita (vermelho).

SRV
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[5] Determine f,(x), se:

1) f()(il?): 2i]} efn-l-l :fOOfTU n=20,1,23, ...
11) fO('T) :‘TZ € fn+1 :f()ofna n:Oa ]-, 23 33 """
i) Se fo(x) = 5 entao:
1 1 2—
fiw) = (foo fo) (@) = folfo@) = folG—2) = ——1— =35
2_2—x
2— 1 3—2
fa@) = (oo 1)(@) = folg—5 ) = ——9—5 = 15,
2= 3—2x
3—2 4—-3
fal@) = (foo f)(@) = folT—5-) = s

Observando as expressoes anteriores podemos afirmar que:

_ (n+1)—-nx
@) = G e
ii) Se fo(z) = 22, entdo:
fi(@) = (foo fo)(x) = fo(a®) = z*,
fa(@) = fo(f1(@)) = fola") = 2,
f3(z) = fo(fa(z)) = fo(iﬂs) = 3716,
fa(z) = fo(fs(x)) = fo(z'®) = =™,

Note que: 4 =22 =211 8 =923 = 922+1 16 = 2% = 2311 ¢ 32 = 25 = 2441,

Observando as expressoes anteriores podemos afirmar que: f,(z) =z

2n+1
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2.7 Inversa de uma Funcao

Observe as seguintes tabelas:

B = B(a)

25
28
31
35
38
41
44

SOk W N = O R

B

)
I
)
—

Sy
~—

25
28
31
35
38
41
44

OOl W N~ O

A primeira tabela foi obtida num estudo sobre a populagao de baleias corcundas num certo
setor costeiro utilizado como ponto de reproducao pela espécie. O tamanho da populagao
de baleias é medido anualmente, durante 6 anos. O nimero B de baleias é funcao do ano
a em que é realizada a medigdo: B = B(a). Suponha que, em certo instante, os biolégos
mudam o ponto de vista e ficam interessados no tempo estimado para que a populacao de
baleias atinja um certo niimero de individuos B, ou seja, desejam obter a em fun¢ao de B:
a = a(B). Tal fun¢ao é chamada de inversa de B = B(a). Veja a segunda tabela.

Grafico da primeira e sgunda tabela, respectivamente:

50
40 o
30 o

0

20

10

Definicao: A funcio g é dita funcio inversa de f se:
i) Im(g) = Dom(f) e Im(f) = Dom(g).

10 20 30 40

ii) Para todo z € Dom(g), (f o g)(z) = x e para todo = € Dom(f), (go f)(z) = z.

Em tal caso f é dita invertivel.

Exemplo f(z) =2z -4, -1<z<1leg(z) =x+4, -5 <z < —3 sdo inversas, pois:
i) Dom(f) = Im(g) = [-1,1], Dom(g) = Im(f) = [-5,—3] e,
ii) (fog)(z)=f(9(x)) = flz+4) ==, (90 f)(z) =9(f(z)) =g(z —4) ==.



58 MAURICIO A. VILCHES - MARIA L. CORREA

Observacoes:

i) Seja f uma fungao invertivel. Denotemos por f~! sua inversa.

ii) Dizer que f~! é a funcio inversa de f é equivalente dizer que fo f~' e f~'o f sao a
funcio identidade. Em outras palavras, f é bijetora. E dizer: a funcio f é inversivel se
e somente se para todo x1, 2 € Dom(f); temos; x1 # 2 entdo f(x1) # f(z2).
iii) O gréafico de f~! é simétrico ao grafico de f em relacao & reta y = .
iv) Se f é invertivel entdo f~! é invertivel e (f~1)~! = f.
1

v) [7Hz) # (f(2) ™ = -

f(z)

No seguinte desenho, o grafico pontilhado corresponde a y = f(x):

2.7.1 Método para Determinar a Inversa

i) Escreva a equagdo y = f(x) que define a funcao f.
ii) Resolva a equacdo do item i), para x em fungio de y para obter x = f~1(y) e, a seguir,

permute x por y. A equacdo obtida define f~1.

Note que, a rigor, a fungdo f~! toma valores nos y € Im(f). E possivel determinar
geometricamente se uma fun¢do possui ou nao fungao inversa. Para isto, desenhe qualquer
reta paralela ao eixo dos z; se a reta intersecta o grafico da fun¢gao no maximo num ponto,
entao a funcao possui inversa.

[\
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Exemplos:

[1] Funcionamento de um termoémetro: O volume de uma quantidade de mercirio é funcao
da sua temperartura. Usando a funcao inversa, determinamos a temperatura através de
seu volume.

[2] A inversa de uma fungdo afim nao constante é afim.

1
De fato, se y = f(z) = mx + b; entdo, f~1(y) = (y — b). Permutando z por y,

y=f_1(37)=m(37—b)-

[3] Seja f(z) =z, n € N.

Sabemos que se n é par a funcao é par e se n é impar a funcao é impar. Logo f possui
inversa para x > 0 se n é par e para todo = € R se n é impar. A inversa para ambas é

f~Hy) = /y. Permutando z por y,

y=[f""(z) = V=

Desenhos para n impar e par, respectivamente.

b b
[4] Seja f(z) = %, ad —bc # 0; fazendo y = Z;ﬁ——}-}_d

dy—b dy —
Y= 2 logo f1(y) = -2
—cy a—cy

e resolvendo a equacao em

~ a .
relagao a x, temos, x = se y # — ou, equivalentemente,
c
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a ..
se x # —, que é a inversa de f.
c

[5] Uma bola de borracha esta sendo inflada e seu volume V' é fungio do tempo ¢ (em min)
sendo V (t) = (4t+5) cm3. Quanto tempo demora a bola até atingir o volume de 45 cm?3?

V-5

Devemos determinar a funcao inversa de V. Como V = 4¢ + 5 entdao t = 1

-3
4

€

t=viv) ="

et=V"1(45) = 10 min.

(6] E comum, em diferentes Ciéncias da Natureza, utilizar duas escalas para medir tem-
peraturas, Fahrenheit e Celsius.

i) Determine a fungdo f que relaciona a temperatura y em graus Celsius a temperatura z
em graus Fahrenheit, sabendo que seu grafico é uma reta.

ii) Determine f~1.
i) Se o grafico é uma reta a funcao deve ser do tipo: y = f(z) = mx + b. Por outro lado,

sabemos que: y = f(32) = 0, pois a dgua se congela a 0 graus Celsius. y = f(212) = 100,
pois a agua ferve a 100 graus Celsius. Portanto:

f(212) - f(32) _ 5

212—-32 9
160

b=——; logo,
9 0go

f@) =2 (o - 32).

5 9
ii) Seja y = §(x—32); entao, r = 5y+32 e

fHz) = ga:—l— 32.

Logo, estas sao as regras de conversao entre temperaturas dadas em graus Celsius e graus
Fahrenheit.
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100

-100 -40 100

-100

[7] Calcule a inversa de uma fun¢do polinomial de segundo grau.
b

Seja f(x) = ax?® + bx + ¢, a # 0; observando o gréifico de f temos que fazer ~%a <z (ou
a

b
—— > x) para obter a inversa. Resolvendo y = az? + bx + ¢ ou az? + bx + (c — y) = 0,

2a
== \/b2 — 4ac + 4day

. Entao:

temos que: x =

2a
—b b2 —4 4
fii) = VY et day o,
2a
—b—+/b%2—-14 4
faty) = v o G o a<o.

Analogamente se —— > x.
2a
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Funcoes Elementares

2.8 Funcao Exponencial

A funcao exponencial estd associada a fendmenos de crescimento ou decrescimento, como
por exemplo, crescimento populacional e desintegracao radioativa.

Exemplo: Suponha que apés 7 meses de observacdo foram obtidos os seguintes dados
de uma populagao de formigas:

Q \%
150000
159000 9000
168540 9540
178652 10112
189371 10719
200733 11362
212777 12044

\T@O‘l%wl\?i—‘z

M é o meés, Q é a quantidade de formigas em cada més da observacao e V é a variacao
mensal da populacao. Dividindo a quantidade de formigas de um més em relagao ao més
anterior, obtemos um fator constante 1.06, o que mostra que a populagao de formigas
cresce, aproximadamente, 6 % ao més. Temos:

0.
’

1.
’

2,
’

3

se x = 0, entdo 150000 = 150000 x (1.06
se z = 1, entdo 159000 = 150000 x (1.06
se x = 2, entdo 168540 = 150000 x (1.06
se x = 3, entdo 178652 = 150000 x (1.06

— N N N

Em geral, decorridos « meses ap6s a primeira observacao, a populagao de formigas é dada
por f(z) = 150000 x (1.06)". Grafico de f:

200000¢ °
150000¢ [
100000¢

50000¢
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Definigao: Seja a € R tal que 0 < a # 1. A funcio exponencial de base a é denotada e
definida por:

y = f(z)=a"

Dom(f) =R, Im(f) = (0,400), f(0) =1, f(1) = a e seu grafico depende de ser a > 1 ou
0<a<l.

Observacoes:

i) Se n € N, entdo:

a” =aXxXaX...Xa, n vezes.

ii) Se n € Nen > 0, entdo:

iii) Se z € Q, entéoxzz—),ondepEZquZ—{O}:
q

a® =a

3

= VvaP.

iv) Se z ¢ Q, isto é, um nimero irracional como T, V3, que sentido tem a expresio a”

e aV3? A resposta rigorosa a esta pergunta serd respondida em niveis de estudos mais
elevados que o desta notas introdutoérias. Por enquanto, vejamos uma idéia intuitiva:

Exemplos:
Considere 2‘/5; o ndmero irracional v/3 é aproximadamente v/3 2 1.732050807568 . .. Por

- . 17 173 433

outro lado, os seguintes nimeros sao racionais: 1.7 = —, 1.73 = —, 1.732 = —,
34641 10 100 250

1.73205 = etc. Logo, pela observacao anterior sabemos calcular 27, 2173 21.732,

20000’

2173205 e podemos obter um valor aproximado para 2V3. Observe a tabela:

T 27
1.7 3.249009
1.73 3.317278
1.732 3.321880
1.73205 3.321995

V3 9V3
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Propriedades:

i) f(z1 + 22) = f(z1) f(z2). Isto é a® 772 = g® g®2, para todo z1, 23 € R.
ii) f(bz) = (f(m))b = (f(b)):c Isto é a®® = (a®)? = (a®)®, para todo z, b € R.

iii) Considere a progressao aritmética de razao h: =, +h, x+2h,z+3h, x+ 3 h, .......... ;
entdo, f(z+h) = a” f(x), f(x+2h) = f((x+h)+h) =a” f(x+h) = a®" f(x); em geral,
f(z+nh) =a™ f(x); logo obtemos uma progressao geométrica de razao a”. Na verdade
toda P.G. é uma fungao exponencial quando z € N

Pela propriedade anterior, cada vez que a abscissa aumenta uma unidade a ordenada é
multiplicada por a e cada vez que a abscissa diminui uma unidade a ordenada ¢ multiplicada

por —. Se a > 1, entao, a distancia da curva ao eixo dos x cresce quando x cresce e decresce

a
quando x decresce. Se a < 1 ocorre o contrario.

Um caso particular e importante de funcao exponencial é quando a é a constante de Euler
1 1 1
e ~ 2,718281. Veja o capitulo III. Gréficos para a = 5 (verde), a = 1 (azul) e a = 3

(vermelho), e a = 2 (verde), a = e (azul) e a = 4 (vermelho), respectivamente:

Aplicacoes

As funcoes exponenciais ou compostas de exponenciais tem um importante papel em
Matematica Aplicada. A seguir, apresentamos algumas destas aplicacoes.

Economia: Calculo de juros compostos

Se uma quantia inicial Ay em dinheiro for investida a uma taxa de juros compostos de 7%,
m vezes ao ano, o montante do investimento, apds ¢ anos sera dado por:
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mt
A:A0<1+i> .
m

Por exemplo, se 1000 reais sao investidos a uma taxa de juros compostos de 7% ao ano,
o montante acumulado apdés 5 anos, se os juros forem capitalizados semestralmente é

0.07
A'=1000 (1+ —5-)" 2 1410.59 reais.

2.8.1 Crescimento e Decrescimento Exponencial

Uma quantidade que cresce de acordo com a lei Q(t) = Qpeft; Qo, k > 0 é dita que
experimenta um crescimento exponencial com valor inicial Q(0) = Q. Este modelo se
aplica em diversas situagoes.

Exemplos:

[1] Projeta-se que em ¢ anos, a populagio de um estado sera de P(t) = 10 %92t milhoes de
habitantes. Qual é a populacao atual? Qual serd a populacao em 20 anos, se a populagao
continuar crescendo nesta proporcao?

A populacio atual é P(0) = 10 milhdes e P(20) = 10e%* =2 14.918 milhdes. Gréfico de
P = P(t) em verde.

[2] Bidlogos determinaram que em condigoes ideais uma colonia de bactérias cresce expo-
nencialmente. Se, inicialmente existem 3000 bactérias e apds 30 minutos estao presentes
9000, quantas bactérias estarao presentes apds uma hora?

Q(t) = 3000 ¥, pois Q(0) = 3000; por outro lado 9000 = Q(30) = 3000 e3°% e 30k = 3,

Logo, Q(60) = 3000 e5% = 3000 (3°%)* = 3000x 9 = 27000 bactérias. Grafico de Q = P(t)
em azul.

50
30000
40 25000
30 20000
15000
20

10000

5000

20 20 40 60 10 20 30 40 50 60

Uma quantidade que decresce de acordo com a lei Q(t) = Qoe % Qo, k > 0 é dita que
experimenta um decrescimento exponencial com valor inicial @Q(0) = Qo.

Exemplo: Em Farmacologia, sabe-se que a concentraciao de penicilina e outras drogas
tem um decrescimento exponencial, em relacao ao tempo da aplicagao da droga. O modelo
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utilizado é Q(t) = Qoe ", onde k > 0 é uma constante que depende da droga. Outras
aplicagoes serao vistas nos proximos paragrafos.

2.8.2 Funcao Logistica

O modelo exponencial é interessante, pois é simples e serve como base para outros modelos
mais complexos que estudam situacgoes mais gerais. Por outro lado, crescimentos exponen-
ciais nao acontecem na natureza, pelo menos por tempo ilimitado. No entanto, durante
breves intervalos de tempo populagoes crescem com este modelo. Observa-se que os niveis
de natalidade de uma populacao diminui quando a populagao aumenta. Os motivos podem
ser variados, como fatores sociais, economicos ou suprimento limitado de alimentos e de
espaco. A populacdao eventualmente se estabilizaria num nivel compativel com o que o
meio ambiente pode sustentar, sem a extin¢ao da espécie. Um 6timo modelo para o estudo
deste tipo de situacao é a funcao logistica, definida por:

A
M= pemer

onde A, B, e C sao constantes positivas. Este modelo também é usado no estudo da
propagacao de epidemias, da propagacao de doencas infecciosas e na propagacao de boatos
ou noticias.

Exemplos:

[1] Uma populagao de moscas droséfilas num ambiente limitado é dada por:

400

La(t) = 1+ 39e- 04t

onde t denota o ntimero de dias transcorridos. Qual é a populacao inicial? Qual é a
populacao no 10° dia?

L,(0) = 10 moscas; L1(10) = 233.33; aproximadamente 233 moscas.

[2] Durante uma epidemia de dengue, o nimero de pessoas que adoeceram apés ¢ dias,
num certo bairro, é dada por:

10000
L2(0) = 75900t

Quantas pessoas ficaram doentes apds o primeiro dia? Quantas pessoas ficaram doentes
apos 25 dias?

Ly(1) = 121.87; aproximadamente 121 doentes e Ly(25) = 5998.6; aproximadamente 5998
doentes. Graficos de Ly e Lo, respectivamente:
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400 10000

8000
300
6000
200
4000

100
2000

5 10 15 20 25 30 10 20 30 40 50
2.9 Funcao Logaritmica

Como qualquer reta paralela ao eixo dos z intersecta o grafico da fungao exponencial y = a”
no maximo num ponto, ela possui uma inversa denominada fun¢ao logaritmica de base a,
que é denotada por:

y = f(z) = loga(z)

e definida por y = log,(x) se e somente se a¥ = z, onde a € R é tal que 0 < a # 1.
Dom(f) = (0,+00), Im(f) =R, f(1) =0, f(a) =1 e seu grafico depende de ser a > 1 ou

1 1
0 < a < 1. Por exemplo, para a = = (verde), a = = (zul) e a = 2 (vermelho) os desenhos

a esquerda e para a =2, a = 3 e a = 6 os desenhos a direita:

e

\

Usando novamente o fato de y = log,(x) ser a inversa da exponencial temos as seguintes
identidades:

i) log,(a®) = x, para todo z € R. ii) a'°94(*) =z, para todo z € (0, 4+00).

Propriedades:

i) f(z1-x2) = f(z1) + f(x2), para todo z1, z2 € (0, +00), isto é:
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loge(x1 - x2) = loga(z1) + loga(x2), para todo z1, x93 € (0,400)

ii) log, (x?) = b - log,(z). iii) log, <2—;) = loga(z1) — log,(x2).
. 1 W) loa. (z) — logy(x)
1000 = g (@) 109D = Togy a)

vi) a® = b toge(a)

Um caso particular e importante de funcao logaritmica é quando a é a constante de Euler

e ~ 2,718281. Em tal caso a notacao usual é y = f(z) = loge(z) = In(x), chamado
logaritmo natural de z. Veja o capitulo V. O grafico de f(z) = In(z) é:

Observacao: A relacio entre a” e e® é:

a® = (eln(a))m — ekw’

onde k = In(a).
Exemplos:
[1] Determine o dominio da func¢ao f(z) = In(In(x)).

In(u) é definido se u > 0; logo, para que f(x) = In(In(x)) esteja definido é necessario que
In(z) > 0; logo x > 1 e Dom(f) = (1,400). Gréfico de f:
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0.5

-0.5

-1.5

2] Determine a inversa da funcio f(z) = 81 x (6561)".

Fazendo y = 81 x (6561)® = 3%*+% ¢ aplicando logaritmo de base b = 3 a ambos os
logs(y) — 4 _ logs(y) — 4
P =S g, 1y = 221

, (z > 0) que é a inversa da func¢ao dada.

lados: logs(y) =8z +4ex =

) = ol

A seguir apresentaremos algumas aplicacoes:

. Equivalentemente,

2.9.1 Desintegracao Radioativa

Considere uma amostra de material que contém uma certa quantidade de is6topo radioa-
tivo. Foi experimentalmente observado que uma fragao constante desse material radioativo
decaird espontaneamente (em outro elemento ou em outro isétopo do mesmo elemento)
durante uma unidade de tempo. A meia-vida de um isétopo radioativo é o tempo necessario
para a metade dele decair. Por exemplo, a meia-vida do Carbono-14 é de 5730 anos, a do
Torio-234 é de 24.5 dias, aproximadamente. Esta é a chave do método para a determinagao
da idade de objetos organicos utilizando Carbono-14. Este is6topo é acumulado durante
toda a vida e comeca a decair com a morte. Como a meia-vida do Carbono-14 é de 5730
anos aproximadamente, quantidades mensuraveis de Carbono-14 estao presentes muitos
anos apés a morte do objeto organico. Por exemplo, um osso ap6s 5700 anos possui a
metade da quantidade de Carbono-14 que existia quando estava vivo; apdés 11000 anos
possui uma quarta parte da quantidade de Carbono-14 que existia quando estava vivo;
apos 16000 anos possui uma oitava parte de Carbono-14 que existia quando estava vivo.
Para determinar a funcao que representa o exemplo, consideramos 5730 anos como unidade.
Seja Cy a quantidade inicial de Carbono-14; entao a quantidade C de Carbono-14 apds t
unidades de tempo é calculada por:

C(t) = %(%) i

Em geral, se a meia-vida de um isétopo radioativo é h anos, entao a quantidade de is6topo
apos x unidades de tempo é determinada por:
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an=a(3)"

onde (Qp é a quantidade inicial.

Escrevamos a funcao que representa o decaimento radioativo do Carbono-14 utilizando a

5730
funcio exponencial: f(t) = e*. Devemos deteminar k tal que Cy (5) = CpeP?,

Aplicando logaritmo a ambos os lados:

_tin(2)
5730

In(2)
=In(e*) =kt; 1 k=———"2=-0.000121
n(e®") : 0go, 2730 0.0001216

C(t) — CO 6_0'0001216t.

5000 10000 15000

Exemplos:

[1] Se uma amostra de carvao vegetal achada contem 63 % de Carbono-14, em relagao a
uma amostra atual de igual massa, determine a idade da amostra achada.

Co % 0.63 = C(t) = Cy e 2000121t gplicando logaritmo a ambos os lados:

In(0.63)
t=———"°) 3799
0.0001216 ~ 010903

que é igual, aproximadamente, a 3800 anos.

[2] O elemento radioativo polonio-210 tem uma meia-vida de 140 dias aproximadamente.
Sabendo que uma amostra pesa 20 miligramas inicialmente, quanto restard apdés duas
semanas?

Q(t) = 20 e~ **; como a meia-vida do polénio-210 é de 140 dias, entdo, Q(140) = 10; logo,
In(2
20140t — 10 ¢ k = %0) 2 0.004951; portanto,
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Q(t) =920 e—0.004951t

e Q(14) = 18.66 miligramas.

[3] A populagdo de uma cidade é de 20000 habitantes, de acordo com um censo realizado
em 1990 e 25000 habitantes de acordo de um censo realizado em 1995. Sabendo que a
populacao tem um crescimento exponencial, pergunta-se:

i) qual era a populagdo no ano de 19807

ii) quando a cidade atingird uma populagao de 40000 habitantes?

1. (5
i) Q(t) = 20000 e**; por outro lado, 25000 = Q(5) = 20000 %% e k = : ln<1> =~ (.044628;
logo,

Q(t) = 20000 ¢-044628¢

e Q(—10) = 12800 habitantes.

ii) Se Q(t) = 40000, entao ¢t = 15.531; aproximadamente 15 anos. Veja o grafico da
evolucao da polulagao:

40000
30000
20000

10000

20 15 10 -5 5 10 15
[4] Se a populagdo de uma certa espécie de peixes num ambiente limitado é dada por:

20000

L(t) = ————
(®) 1+ 199e-t’

onde t denota o nimero de semanas transcorridas, quanto tempo serad necessario para a
populacao atingir 20000 peixes?

199y
50000 — y

) & 4.88 semanas. Veja os desenhos de L e L™! respectivamente:

t = L7Y(y), onde y = L(t); logo, t = L™1(y) = ln(

398

). Para y = 20000, temos
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50000 8

30000

10000

24 6 8 10 12 14 10000 40000

2.10 Funcoes Trigonométricas

Fenomenos de natureza ciclica ou peridédicos sao associados as fungoes trigonométricas. Por
exemplo, o batimento cardiaco, as ondas de radio, o ritmo oscilatorio dos bracos durante
uma corrida, o movimento periédico dos planetas e a vibragao de atomos em cristais.

Definicao 1: Uma func¢ao f é periédica de periodo t, t > 0, se para todo z € Dom(f),
entdo, z +t € Dom(f) e f(z) = f(x +t). O grifico de uma fungao periédica de periodo ¢
se repete em cada intervalo de comprimento t. Veja os exercicios.

2.10.1 Funcao Seno e Funcao Co-seno

As funcgoes trigonométricas podem ser estendidas para todos os nimeros reais de modo
que sejam preservadas todas as suas propriedades basicas. Veja pédgina [14].

A forma de estender é a seguinte: considere um circulo centrado na origem de raio 1 e
fixemos o ponto A = (1,0) em tal circulo; consideramos como sentido positivo, o sentido
anti-horario; analogamente, o sentido negativo é o sentido horario.

Para cada x € R assosiamos um ponto P de modo que:

a) se 0 < x < 2, partimos de A e percorremos o circulo no sentido positivo até obter um
arco cujo comprimento seja . O ponto onde o arco termina é P.

b) Se —27 < x < 0, partimos de A e percorremos o circulo no sentido negativo até obter
um arco cujo comprimento seja |z|. O ponto onde o arco termina é P.

Assim a cada ntimero real corresponde um ponto P.

Se £ > 27 serd necessario dar mais uma volta no circulo, no sentido positivo, para atingir
a extremidade P do arco. Idem para x < —2m. Assim a cada numero da forma z + 2k«
(k € Z) correspondera um ponto do circulo.
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Definicoes 2:

i) | f(x) = sen(z), | é a ordenada de P.

Por exemplo sen(2003) indica que estamos calculando o seno de 2003 radianos.

ii) | f(z) = cos(z), | é a abscissa de P.

Veja pégina [15]. Nas duas fungoes temos que Dom(f) = R e Im(f) = [—1, 1]; seno é uma
funcao impar e co-seno é uma funcao par; ambas sao periédicas de periodo 2.

Observe que se f(z) = sen(x), entdo f| xz+ g = cos(x); logo, o grafico do co-seno é uma

- 7r . . . -
translacao de ) do gréfico do seno. Os seus respectivos graficos sao:

/

N\ /N
\

-1t

/

2.10.2 Funcao Tangente e Funcao Secante

Definicao 3:

. 2) = ta(z) — sen(x)
)| £@) =to(@) = 22
i1 = sec(x) = 1 ;
ll) f(.’lf)— ( ) COS(.’L’)

Veja pagina [16]. Nas duas fungoes temos que Dom(f) = {z € R/x # g + nm, ninteiro}.
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Im(tg) = R e Im(sec) = (—oo,—1] U [1,400); tangente é uma funcdo impar e secante é
uma fungao par; ambas sao periddicas de periodos m e 27, respectivamente. Seus graficos
sao:

2.10.3 Funcao Co-tangente e Funcao Co-secante

Definicao 3:

1 x) = cotg(x) = cos(z)

)| £(0) = eotg(a) = 222,
i1 = cosec(x) = 1

ll) f(l') - ( ) sen(x)'

Veja pagina [16]. Nas duas fungoes temos que Dom(f) = {z € R/z # nm, ninteiro}.
Im(cotg) = R e Im(cosec) = (—oo,—1] U [1,400); co-tangente e co-secante sao fungoes
impares; ambas sao peridédicas de periodos m e 27, respectivamente. Seus respectivos
gréaficos sao:
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Observe os graficos de seno e co-secante, co-seno e secante, tangente e co-tangente:

75
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Exemplos:

[1] O fluxo de ar através da traquéia é uma funcao periédica do tempo z e se dd em

ambos os sentidos dos pulmoées (inspiracdo e expiragdo). O fluxo pode ser representado

pela fungao f(z) = Asen(wx), onde A é o fluxo maximo durante a expiragao e inspiragao
T e

e w é o periodo respiratdrio; w = T e T é o tempo que o individuo leva para fazer

um ciclo completo. A funcao f(x) é, certamente, uma aproximac¢ao, pois T varia de
individuo a individuo. Mas estudos experimentais mostram que é uma ”boa” aproximacao

1 3
da realidade. Desenhos para A=1,T = 1°¢ A=2eT = 10’ respectivamente.

[2] O ritmo oscilatério dos bragos durante uma corrida pode ser representado por:

y=f(z)= gsen(g?7r (m— %)) = gsen(MTm),

onde y é o angulo compreendido entre a posicao do brago e o eixo vertical e x é o tempo

. , , 3 . . , S
medido em segundos. O periodo é 1 segundos por ciclo, isto é, uma oscilagao completa,

. . L . 3
obtida quando o braco descreve o ciclo para frente e para tras, é concluida em 1 segundos.

Desenho para z € [0, 4].
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[3] O movimento harmoénico simples descreve a posi¢ao das oscilagoes regulares em torno
de uma posicao de equilibrio e que variam suavemente, como um péndulo que oscila con-
tinuamente na vertical sem nehum tipo de restricao, como por exemplo, a friccao. Estas
posi¢oes sdo muito bem descritas pelas fungoes f(t) = k sen(wt+b) ou g(t) = k cos(w t+b),

, , 2m (s o~
onde k, b € R e w > 0. O periodo é o tempo — necessario para uma oscilacao completa
w

A . w / / . ~ . \
e a frequéncia = é o nimero de oscilagoes por unidade de tempo. Desenho & esquerda.
™

O movimento harmoénico amortecido descreve fendmenos de oscilagao onde sao impostas
restrigoes, como por exemplo, um péndulo que oscila com fric¢ao. Tal tipo de movimento
é descrito por f(z) = e~ % sen(bzx), (a, b > 0). Desenho a direita.

AN /
YT

[4] Se f é uma fungao periddica de periodo [, entao a fungao definida por g(z) = f(kz+m)

N

'
N

l
¢é periddica de periodo T se k > 0. De fato:

g(x—i—%) =f<k(a:+é)+m) =flkx+m+1) = f(kz+m) = g(x).

Por exemplo, as fungoes f(z) = sen(kzx) e g(z) = cos(k x) sao periédicas de periodo Tﬂ-

Determinemos o periodo da fungao g(z) = sen (2 r+ g) . Escrevendo 2 x-l-g =2 <£U+ %) .

Seja f(x) = sen(2x) que é periédica de periodo m; g(x) = sen (2 (z+ %)) =f (a: + %),

logo, a funcdo g é periddica de periodo m. Grafico de g (azul) e grafico de f (vermelho):
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[5] Esboce o gréfico de f(z) = |sen(x)|.

Claramente Dom(f) =R, Im(f) = [0,1], f é uma funcao par e periédica de periodo 2 m;
entdo, basta estudar f(x) no primeiro quadrante. sen(z) > 0se 0 <z < 7.

[6] Esboce o grafico de f(z) = 2°¢n(®).

1
Claramente Dom(f) = R; como —1 < sen(z) < 1, entdo, Im(f) = [5, 2}, f é uma funcao

periddica de periodo 2 7; logo, basta estudar f(z) no primeiro quadrante.

F0)=1, f(%) — 9

[7] Esboce os gréficos de:

i) f(x) =z + sen(x).

ii) f(z) = x sen(z).

i) Claramente Dom(f) = Im(f) = R; f nao é uma fungao periddica. f é impar; f(0) =0,

f(r) =7 e f(—n) = —7. Pela observacao da pégina [42], temos que os gréficos de y = z
(amarelo), y = sen(x) (verde) e y = x + sen(z) (vermelho) sdo:
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ii) Dom(f) = Im(f) = R; f nao é uma fungdo periédica. f é par, f(kw) = 0 e
f((2k+1)7r) _ (1) 2k+ )7
T 2

os graficos de y = x (amarelo), y = sen(x) (verde) e y = x sen(z) (vermelho) sao:

, k € Z. Pela observacao da pagina [48], temos que

Pela observacao da pégina [48], temos que os graficos das fungoes y = sen(z) (azul),

y = sen(2x) (verde) e y = sen(g) (vermelho) sao:
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2.11 Funcoes Trigonométricas Inversas

E claro que a fun¢do y = sen(x) nao possui uma inversa, pois para cada y existem infinitos
x que satisfazem a relacdo y = sen(z). Geometricamente, qualquer reta paralela ao eixo
dos x de equagio y = b com b € [—1, 1], intersecta o grafico da funcao infinitas vezes. Para
evitar esta situagao, restringimos o dominio de sen(x) para obter uma nova fungao que nao
apresentard este problema. A rigor estas duas funcoes sao diferentes, pois tem dominios
diferentes. Isto serd feito para cada funcao trigonométrica.

2.11.1 Funcao Arco seno

- g, g} — [-1,1] tal que f(z) = sen(x). Esta nova funcao
possui inversa chamada fungdo arco seno. f~!:[-1,1] — [—

Definamos a funcdo : f : [

g, g] é denotada por

y = f~Y(x) = arcsen(z) e definida por:

y = arcsen(x) se e somente se sen(y) = x.

Para representar graficamente a fungao f~'(z) = arcsen(z), usamos a simetria de f e f~!
em relacao a y = z. O gréfico é:

1.5}

-1.5¢

O dominio usado para definir a fun¢ao arco-seno, poderia ser substituido por qualquer dos
m 3w, 3w dmw

NI
as outras fungoes trigonométricas.

Exemplos:

intervalos seguintes: | |, ..., etc.; esta observagdo também serd vélida para

2 2
[1] Calcule arcsen (%) Devemos resolver a equacao y = arcsen(%), que € equiva-

V2\

2
lente a calcular sen(y) = = A solugao desta equacao é y = g; entao arcsen <7> =1
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13 13
[2] Calcule arcsen (sen(%)). Observe que % ¢ [—g, g], entao, nao podemos escrever
13 13 13
arcsen sen(%) = TW Mas sen(%) = sen(2m + %) = sen(g) e % € [—g,g];
- 137 s T . - .
entdo, arcsen sen(Y) = arcsen sen(g) = 5 Pois sen e arcsen sdo inversas.

[3] Verifique que cos(arcsen(z)) = V1 —z2, |z| < 1.

Se y = arcsen(z), entdo sen(y) = x, y € [—g,g}; de sen?(y) + cos®(y) = 1, segue

que cos?(y) = 1 — sen?(y) = 1 — x?; logo, cos(y) = V1 —a2, pois y € [—E W} e

272
cos(arcsen(x)) =1 — z2.
2.11.2 Funcao Arco co-seno

Como no caso anterior, definamos a fungao : f : [0, 7] — [—1,1] tal que f(z) = cos(z);
esta nova funcao possui inversa chamada fun¢ao arco co-seno.
ft:[=1,1] — [0, 7] é denotada por y=f"1(x) = arccos(z) e definida por:

y = arccos(x) se e somente se cos(y) = x.

Para representar graficamente a fungio f~!(x) = arccos(x), usamos a simetria de f e f=1
em relacao a y = z. O gréfico é:

O dominio usado para definir a funcao arco co-seno poderia ser substituido por qualquer
dos intervalos seguintes: [, 2x|, [2m, 3], ..., etc.

Exemplos:

[1] Calcule arccos(—1). Devemos resolver a equacao y = arccos(—1), que é equivalente a
calcular cos(y) = —1. A solugdo desta equagao é y = m; logo arccos(—1) = .
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2 2
[2] Calcule arccos (7) . Devemos resolver a equacao y = arccos (%) , que é equivalente

2 2
a calcular cos(y) = -5 A solucgao desta equacgao é y = %; logo, arccos (7) .

2
[3] Determine o dominio da fungio f(z) = arccos( _::1 )
x

2x
arccos(u) é definido se u € [—1, 1], logo para que arccos <?> esteja definido é necessé-
x

2 2
rio que T ¢ [-1,1]. Entao: -1 < i < 1; resolvendo as inequacbes temos que
z+1 . ) z+1
r<lezxz> -3 logo, Dom(f) =[— g,l}.
[4] Verifique que arcsen(z) + arccos(z) = g

Como cos(% - y) = sen(y). Logo, cos(% - arcsen(a:)) = sen(arcsen(z)) = z; logo,

arccos(x) = g — arcsen(z); entdo, arcsen(x) + arccos(x) = g
2.11.3 Funcao Arco tangente
. N T
Como nos casos anteriores, definamos a fungdo : f: (— 5 5) — R tal que f(z) = tg(x).

Esta nova fungao possui inversa chamada fun¢do arco tangente.

TR — (= g, g) é denotada por y = f~1(z) = arctg(x) e definida por:

y = arctg(z) se e somente se tg(y) = .

Para representar graficamente a fungao f~!(x) = arctg(z), usamos a simetria de f e f~1
em relacao a y = z. O grafico é:

0.5¢
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O dominio usado para definir a funcao arco-tangente, poderia ser substituido por qualquer

3 3m 5
dos intervalos seguintes: (g, g), (77(, g), ..., €tC.

Exemplos:

[1] Calcule arctg(—+/3). Devemos resolver a equacio y = arctg(—+/3), que é equivalente a
calcular tg(y) = —v/3. A solucio desta equacio é y = —g; logo, arctg(—V/3) = —g.

3 3
[2] Calcule sen <arctg (%) ) . Primeiramente devemos resolver a equacao y = arctg (%) ,
3
que é equivalente a calcular tg(y) = 5 A solucao desta equacdo é y = %; logo,

sen(arctg(§>> = S@n(%) = %

(3] Se f(z) = arctg(x), verifique que : f(z)+ f(y) = f (f’j‘xyy)

Sejam v = f( fjxyy) = arctg(lx__l_x?ig), z = f(x) e w = f(y); pelas defini¢Ges temos:

r+vy
tg(v) =

= . tg(z) =z, tg(w)=y.
T 9(z) =z, tg(w)=y

Logo, 1g(v) = tg(z) +tg(w)

= =1g(z+ w); entao, v =z + w.
-ty tg(w) T

2.11.4 Funcoes Arco co-tangente, Arco secante e Arco
co-secante

Analogamente aos casos anteriores, as outras inversas sao denotadas e definidas por:

a) Arco co-tangente: y = f~1(x) = arccotg(z),

f1(z) = arccotg(z) = g —arctg(z).

Dom(arccotg) =R e Im(arccotg) = (0, )

b) Arco secante: y = f~1(x) = arcsec(x),

f~Y(z) = arcsec(z) = arccos (%)

Dom(arcsec) = (—oo, —1] U [1, 400) e Im(arcsec) = [0, E) U (g,w].
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c) Arco co-secante: y = f~1(x) = arccosec(x),

f~1(z) = arccosec(z) = arcsen(%).

Dom(arccosec) = (—oo, —1] U [1,400) e Im(arccosec) = | — g, 0) U (0, g}

Novamente para representar graficamente a fun¢ao f~!, usamos a simetria de f e f~! em
relacao a y = z. Os respectivos graficos sao:

- = = |- - - — — 3
2 2

a) b)

[uny

-4 -2 2 4 -4 -2

1 K
2 2 2 4

Exemplos:

[1] Calcule arccotg(1).

Devemos resolver a equagao y = arctg(1l), que é equivalente a calcular tg(y) = 1. A solugao
-, Vs s T T
desta equagao é y = Vi arccotg(l) = 5~ arctg(1) = S 11

AN

[2] Calcule arcsec(2).

1 1
Como arcsec(2) = arccos (5), devemos resolver a equacao y = arccos(i), que € equiv-

alente a calcular cos(y) = 3" A solucao desta equacao é y = g; logo, arcsec(2) =

wl
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2
[3] Calcule arccosec (%) :

2v/3 3 -
Como arccosec — ) = arcsen| —- |, devemos resolver a equacao y = arcsen - )

que é equivalente a calcular sen(y) = 5 A solucao desta equacao é y = g; logo,
2\/3 ™
arccosec| — | = —.
3 3

2.12 Funcoes Hiperbdlicas

As funcoes hiperbdlicas sao definidas como combinagoes de fungoes exponenciais e estao
relacionadas com a hipérbole, da mesma maneira que as funcoes trigonométricas estao
relacionadas com o circulo.

i) As fungoes seno e co-seno hiperbdlico sao denotadas e definidas respectivamente como:

ea:

f(x) = senh(z) =

_eE et 4 e @
5 f(z) = cosh(z) = —5

Dom(senh) = Dom(cosh) = Im(senh) = R e Im(cosh) = [1,400); seus graficos respec-
tivos sao:

6 5
4 4
2
3
3 2 1 1 2 3 )
2
-4
6 2 1 1 2

Usando as definicoes, é facil verificar que cosh?(z) — senh?(z) = 1, “andloga” & identidade
trigonométrica cos?(z) + sen?(x) = 1. A diferenca é que se fizermos u = cosh(z) e
v = senh(z), temos u? — v? = 1, que é a equacao de uma hipérbole no plano uv, o que
“Justifica”, de alguma forma, o nome de hiperbélico.
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ii) As outras fungoes hiperbélicas sdo denotadas e definidas, respectivamente, como:

a)

c)

f(e) = tgh() = S
2
f(x) = sech(z) = P

b)

d)

f(x) = cotgh(x) = %.
2
f(x) = cosech(x) = pramper

Dom(tgh) = Dom(sech) = R, Dom(cotgh) = Dom(cosech) = I'm(cosech) = R — {0},
Im(tgh) = (—1,1), Im(sech) = (0,1] e Im(cotgh) = (—o0, —1) U (1, 00); seus respectivos
graficos sao:

0.5

-0.5

c)"3

d)

As funcao hiperbdlicas tem importantes aplicagoes.

Exemplos:
[1] A velocidade de uma onda marinha de comprimento L, onde o solo marinho estd a
uma profundidade de h metros é descrita por: V(h) = \/ktgh(ph), onde g é a constante
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L 2w .

gravitacional, k£ = g— e p = —. O desenho descreve a velocidade de uma onda de 100
T

metros de comprimento; note que a velocidade aumenta quando a profundidade aumenta:

12

10

20 40 60 80 100 120

[2] No estudo das linhas de transmissao de energia elétrica, a configuragao de equilibrio de
um cabo homogéneo e flexivel sob a acao de seu peso e suspenso por dois pontos tem por

expressao:
T
y=acosh| — ),
a

onde a é uma constante positiva. O grafico desta curva é chamado catendria. Desenhos

[a—y

paraa:—,azl,a:§ea:2:

[\)
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2.13 Exercicios

[1] Exprima como funcao de x:

a) a drea de um tridngulo de base z se sua altura é o dobro de sua base.

b) o volume de uma esfera de raio z.

c¢) o volume de um cone circular reto de raio x se sua altura é o triplo do raio da base.

d) o volume e a drea de um cilindro circular reto de raio z sendo sua altura igual a 3 do
raio da base.

[2] Determine o dominio e a imagem das seguintes fungoes:

) fla) = o b) f(e) = Vi —a

) @)= D 1) = 15
@f@%=;%%— f) fz) =+/1—-Vz

) f(@) = VET= 1273 b f() = Va = Va

) I = {2 ) £(@) = |sen(z)

9 S =20 )10 = St
m )= A W 1) = L2

o) fla) = Y D) sa) = S

3] Seja f(z) = |z| — 2 x; determine Dom(f); calcule f(1), f( — ;) e verifique que
f(lal) = —lal.

— 1 ¢ caleule f(%) e (f(z) ™.

[4] Determine o dominio de f(z) =

2017
[5] Simplifique a seguinte expresso: W 2 # g, se:
2) f@) =22 a=1 b) f(z) = 2, a = 2
¢) f(@) =22 +2,a=—1 d)f(a:):%,azl
¢) f(z) =22 +1,a=2 £ f@)= = a=2
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g) flx)=23+x,a=2 h)f(:c):%,a:3
) fo)= YT a=1 ) f@)= g a=1

[6] Repita o exercicio anterior para um a qualquer e compare os resultados obtidos.

[7] Fazendo uma tabela, esboce os grificos das seguintes fungoes:

a)y=xz2+1 b) y = (z — 1)2 c)y=(z+1)>

1
— 2—1 = f =

dy=z e) y =1zl Jy=_——3
1

g) y=+4—zx? hyy=vVz-1++/3-2z l)y:71+\/5

: T

Du=l-1+le-2 Ky=_" hy=1+z— s

m) y=z?sex<ley=2—(rx—2)%sel<uz.
n) y=z>—-1sexz<0ey=xse0<z.

[8] Verifique se as seguintes fungoes sao constantes:

1 z-1 r |z
== b -+t _
) f@=1+ b f@= -
[9] Esboce os gréficos no mesmo desenho:
a) y = |z, y=|z+1|, y=|r—1]|
x
B ooy=lal,  y=2l,  y=1

c) y=-cos(x), y=-cos(2z), y=cos(4x)

2
d) y=sen(z), y= sen(%), Y= sen(%)

[10] Determine f+g, f —g, f-ge f/g, se:
a) f(z) =2z, g(z)=2”+2 b) f(z) =3z -2, g(z)=|z+2|

0 f@)=Va+1, g@)=a®-1 d) f(x)=vaF+l gle)=va+3

g) fl@) =2 +2 g(@) = () h) f(z) = —, g(z) =2
[11] Seja f = g o h. Calcule h se:
a) f(x)=22+1, gx)=z+1 b) f(x)=bx+a, glx)=z+a
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c) flz)=la? =3z +5[, g(x)=lz| d) f(z)=sen(z), g(x)=2’
[12] Seja f(x) = ax + b. Para que valores de a e b vale: (fo f)(z) =92 —37

1

[13] Se f(z) =vVz—4eg(z) = o determine o dominio de g o f e esboce o gréfico de
x

gof.

[14] Verifique que Im(f) C Dom(g) e determine g o f se:

2) f@)=2+2, gla)=3s+1  b)f@)=a2+2, g(z)=vE
¢) f(z) =22 +3, g(z)= zf; d) f(@)=22—3, glz)=—22+3z+1
)@ =a+1, g)=—s  DI@)= " gl)=
[15] Escreva h(x) como composta de duas outras fungoes:
a) h(z) = (22 + 1)* b) h(z) = (22 — 9)~2 c) h(z) =v3z+5
d) h(z) = tg(In(z)) ¢) h(z) = e= f) h(z) = ln(%)

[16] Determine f,,, se fo(z) =x+3e faoy1=foo fu,n=0,1,2,.......

[17] Esboce o gréfico das seguintes fungges:

2) y =2t + 2% — 22 b) y =2+ (z—1)° c)y:i;i

d) y = sen(31) e) y =tg (g) f) y = sech(3z)
18] Ache o dominio das seguintes fungdes:

vim=()"" wre=vee o s =se())

Q) f(@) = 22 ) 1) = tg(3) 0) (2) = arcsen(z?)

o) f(z) = arccos <x3f 1) h) f(z) = arctg(s? +2) i) f(z) = arcsen(YE)

i) f(z) = {arcsen(z) k) f(z) = loga(|z|) 1) f(z) = loga(x (2 — 2)(2® - 3))
[19] Determine a inversa das seguintes funcoes:

2 @)= - b) fla) = T ) f(@) = ', 5> 0

d) f(z) = 2% — 25, 2> 1 e)f(a:):2+xj)_1 0 (@) =22 — 45 +3, 5> 2

DI0= e W@z )@= e
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3x+95 1 r+1
1 = k =1 a 1 = — a
) fe) = ) 1) =1+ loga(w) D) o) = 3 loga( 257
. x+2 i . .
[20] Sejam f(z) = 1—w e g(z) = — I Verifique que: f e g sdo as inversas de f e g
respectivamente.

[21] Verifique:

a) Se f e g sdo funcoes impares entdo fg e i sao funcoes pares.
g

b) Se f e g sao fungoes impares entao f + g sao fungoes impares.

c) % [f(z) + f(—=)] é fun¢do par e % [f(z) — f(—=)] é fun¢do fmpar para toda funcdo f.

Entao toda fungao pode ser escrita como soma de uma func¢ao par e de uma fun¢ao impar.

[22] Sejam f(z) = % [a® +a "] e g(z) = % [a® —a™"], a> 0, a # 1. Verifique que:
a) f(z+y) = f(z) f(y) +9(x) 9(y) b) g(z +y) = f(x) 9(y) + f(y) 9()

c¢) Analise o caso a = e.

[23] Esboce o gréfico das seguintes fungoes exponenciais:
a) f(zx)=a",a=2,a= b) f(z) =a”, a =10, a =20

c) flz)=a"",a=e,a=3. d) f(x)=a 2, a=2,a=10

24] a) Se f(z) Zln<1;z>, verifique ques £(a) + £5) = f (1a++abb>-

b) Se f(z) = 2%, verifique que: f(z+3)— f(zx—1) =15 f(z —1).
[25] Esboce o grifico das seguintes fungoes logaritmicas:

a) y=In(-z),z<0 b) y=In(z|) o y:ln(ﬂf)

x
d) y = zin(z) e) y=lin(z)| f) y=in(z?)

[26] Verifique que: arctg(xz) — arctg(y) = arccotg(y) — arccotg(x).
[27] Se f(z) = arccos(logs(z)), calcule:

a) f(a),sea=10e a =ce.

b) £(1), £(10), £(100), se a = 100.

[28] Verifique que f(z) = senh(x), g(x) = tgh(z), h(x) = cotgh(z) e F(z) = cosech(z) sao
fungoes impares e G(x) = cosh(x), H(z) = sech(x) sao funcoes pares.

[29] As inversas das fungoes hiperbolicas sao definidas por:

a) y = argsenh(x) se, e somente se, senh(y) = x.
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b) y = argcosh(z) se, e somente se, cosh(y) = z.

c) y = argtgh(x) se, e somente se, tgh(y) = x.

d) y = argcotgh(z) se, e somente se, cotgh(y) = x.
e) y = argsech(x) se, e somente se, sech(y) = x.

f) y = argcosech(x) se, e somente se, cosech(y) = z.

)
I) Verifique que:

a) argsenh(z) =In(z +Vz2+1),z€R b) argcosh(z) = In(z + Va2 — 1), x> 1

1 1
c) argtgh(x) = ln( fi_az)’ lz| <1 d) argcotgh(x) = ln(,/z—i_l), lz| > 1

1+\/1—$2)
x

1 x2+1
e) argsech(z) = In ,z € (0,1] f) argcotgh(z) =In - + 7] ,z#0
IT) Esboce o grifico de cada uma destas fungoes.

1
[30] Se f(z) = z—tl’ determine Dom(f) e calcule:

a) (fofofof)($2+1) b) (fofof)((x-i—l)z) ¢) (fOf)<1ix)
o wen(})

Determine em cada caso as condicoes para as compostas.

[31] Quando uma funcao polinomial do primeiro grau verifica: f(z14+x2) = f(z1)+ f(z2) ?
Esta propriedade vale ou nao para:

a) f(x)=22 b) flz)=22% ¢) f(r)=2z+1 d) f(z)=3=z.

b
[32] Sejam a, b, c e d € R tais que ad —bec # 0. Se f(z) = %, determine f—1.

[33] Verifique:

tgh(x) = tgh(y) x /1 + cosh(x)
a) tgh(z +y) = 1+ tgh(z)tgh(y) b) cosh(i) =\V—

c) argsenh(vVx? — 1) = argcosh(z), sex > 1 d) argcosh(vVx? + 1) = argsenh(|z|).

[34] Defina a funcao: f(z) = [[z]], onde [[z]] denota o maior ndmero inteiro n tal que
n <z )
Por exemplo [[7]] = 3, [[—5]] =—1le f(z) =0,se z € [0,1). Calcule Dom(f), Im(f) e

esboce o gréfico de f.

[35] Esboce os graficos de:
a) flz)=[=]] - [[-=]] b) fl@)=I[z+1] ¢ [f(z)=I[z-1]]
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[36] Escreva de forma mais simples as seguintes fungoes:
a) f(z)=senh(ln(x)),z >0 b) f(z)=tgh(2z) c¢) f(z)= senh(z)+ cosh(x)
[37] Determine os vértices das seguintes pardbolas:
a)y=—-22+4x-3 b)y=22-8x+12 c)y=2z2-z-1
) =

[38] Determine a fungdo afim tal que f(1) =2 e f(2
g(1) = —1, 9(2) = —2 ¢ £(3) = 1.

[39] Verifique que sen(arccos(x)) =1 — x2, |z| < 1.

—4 e a fungao quadratica tal que

[40] Verifique que arccos(—z) = m — arccos(x).

[41] Determine o dominio da funcao f(z) = arcsen(3z + 1).

[42] Seja f(z) = \/log% (logio(xz 4 1)). Determine Dom(f) e calcule f(9).

[43] Se logy(a V/b) = 4 e loga(b) = ¢, determine c.
[44] Verifique que a fun¢ao f(z) = z — [[z]] é peri6édica de periodo 1.

[45] Verifique que se f é uma funcao periédica de periédo ¢, entdo também é periédica de
periodo nt, n € Z.

. 1 se z€Q | o )
[46] A fungdo f(x) = ) ‘Q’ é periédica para algum periodo?
-1 se =z

[47] Prove que a func¢ao afim tem como grafico uma reta nao vertical.

[48] Prove que a func¢do polinomial de 2° grau tem como gréafico uma pardbola com eixo
paralelo ao eixo dos y.

[49] Prove que se f é uma fungao periédica de periédo ¢, entao:

a) f(z + a) é periddica de periédo t, para todo a € R.
t

b) f(az) é periédica de periédo —, para todo a € R — {0}.
a

[50] Para pequenas variagoes de temperatura, o modelo para a dilatacao de uma barra de
metal homogénea submetida & mudancgas de temperatura é L — Lo = a Lo (t — tg), onde L
é o comprimento da barra quando a temperatura é ¢, Ly é o comprimento inicial da barra
na temperatura ty e a é uma constante que depende do tipo de metal.

a) Verifique se L é funcao linear de t.

b) Supondo que a barra, inicialmente mede 100 cm a uma temperatura de 60°C e que para
o metal com que foi feita a = 107, esboce o grafico que expresse o comprimento da barra
em funcao da temperatura.

[51] O custo em u.m. (unidades monetdrias) para remover % dos detritos téxicos despe-
0.8x

= m,para0<x< 100.

jados num aterro é dado por S(x)
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a) Determine o custo referente a remocgao de 40%, 60% e 90% dos detritos. Esboce o grafico
de S = S(x).

b) Que porcentual de detritos pode ser removido por 10.000 u.m?

[52] Para calcular a dosagem de medicamentos que pode ser prescrita para criancas de 1
et

t+14°
idade em anos. Determine a dose que pode ser indicada para uma crianca de 6 anos se a
dose adulta é de 400 mg.

a 14 anos é utilizada a funcao W (t) = onde e é a dose para adultos em mg et é a

[53] Num sitio arqueoldgico foram encontrados ossos que contem 20% da quantidade origi-
nal de C14. Faca uma estimativa da idade dos ossos.

[64] A meia-vida do fésforo-32 é de 14.2 dias. Sabendo que 100 g desta substancia estao
presentes no inicio, obtenha uma férmula para a quantidade presente apds t anos. Que
quantidade de fosforo-32 restard apds 7 dias?

[55] Em ciéncias naturais, meia-vida é o tempo necessario para que uma quantidade atinja
a metade de seu valor inicial. O processo de eliminacao de uma substancia pelo orga-
nismo dos mamiferos ¢ andlogo ao de decaimento radioativo; logo, utiliza-se o modelo de
decrescimento exponencial. Se 30% de uma droga aplicada num paciente é eliminada apds
12 horas, qual é a meia-vida da droga?

[56] Sabendo que a populagao de um certo pais foi estimada em 23 milhoes em 1990 e de 27
milhoes em 1995, e supondo que a populagao tem um crescimento exponencial, determine
quando a populacao atingira 46 milhoes.

[57] Suponha que 10000 u.m. sao investidos a uma taxa de juros compostos de 9% ao ano.
Determine o montante acumulado apés 5 anos se os juros forem capitalizados mensalmente,
semestralmente e mensalmente.

[58] Numa epidemia de gripe, o niimero de pessoas num bairro que pegaram gripe apés ¢

90000
dias é dado por L(t) = 151990005t
p)

a) Quantas pessoas foram infectadas apds 1 dia, apés 10 dias?

b) Em quantos dias 50000 pessoas ficaram com gripe?

[59] Utilizando exemplos determine o comportamento do grafico da funcdo logistica se
variamos A, B e C.

2 E
[60] A magnitude de um terremoto na escala Richter é dada por M(FE) = 3 log1o (E—),
0

onde E é a energia liberada pelo terremoto em Jules e Ey = 10** J. Note que 0 < M < 8.9,
onde 8.9 é para o maior terremoto registrado.

a) O terremoto de Sdo Francisco nos EEUU de 1906 liberou aproximadamente 5.95x 106 J.
Qual foi sua magnitude?

b) Se o terremoto de Koebe no Japao teve uma magnitude de 7.1, quanta energia liberou?
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CAPITULO III

LIMITE E CONTINUIDADE DE UMA FUNCAO

3.1 LIMITES

3.1.1 Definicoes e Exemplos:

O desenvolvimento tedrico de grande parte do Calculo foi feito utilizando a nocao de
limite. Por exemplo, as definicdes de derivada e de integral definida, independente de
seu significado geométrico ou fisico, sao estabelecidas usando limites.

Inicialmente desenvolveremos a idéia intuitiva de limite, estudando o comportamento de
uma func¢ao y = f(x) nas proximidades de um ponto que nao pertence, necessariamente,
ao seu dominio.

Por exemplo, seja

() = 20" —xz—1 _ (2x+1)(x—1).

xr—1 x—1

E claro que Dom(f) = R—{1}. Estudaremos a funcéo nos valores de & que ficam préximos
de 1, mas sem atingir 1. Para todo x € Dom(f) temos que f(z) = 2z+1. Vamos construir
uma tabela de valores de z se aproximando de 1, pela esquerda (z < 1) e pela direita (z > 1)
e os correspondentes valores de f(z):

r<1 f(x) z>1 f(x)
0 1 2 5

0.5 2 1.7 4.4
0.7 2.4 1.5 4
0.8 2.6 1.2 3.4
0.9 2.8 1.09 3.18
0.99 2.98 1.009 3.018
0.999 2.998 1.0009 3.0018
0.9999 2.9998 1.00009 3.00018
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Observando as tabelas, podemos verificar que: “a medida que x vai se aproximando de 1,
os valores de f(z) vao aproximando-se de 3”. A noc¢ao de proximidade pode ficar mais
precisa utilizando valor absoluto. De fato, a distancia entre dois pontos quaisquer x, y € R
é |y —x|. Assim a frase escrita entre aspas, pode ser expressa por: se |x — 1| aproxima-se de
zero, entdo | f(z) — 3| também se aproxima de zero; em outras palavras: para que |f(z)— 3|
seja pequeno é necessario que |z — 1| também seja pequeno. O nimero 3 é chamado limite
de f(x) quando x estd préximo de 1. No exemplo, temos |f(z) — 3| = 2|z — 1]; logo,
a distancia de f(z) a 3 é igual a duas vezes a distancia de z a 1. E claro que quando
x aproxima-se de 1, |x — 1| aproxima-se de zero e consequentemente |f(z) — 3| também
aproxima-se de zero. Mais ainda, poderemos tornar f(z) tdo perto de 3 quanto desejarmos,
bastando para tal considerar x suficientemente préximo de 1. Por exemplo, se desejarmos
que |f(z) — 3| seja igual a 0,2, basta considerar |z — 1| = 0,1; agora, se desejarmos que
|f(x) — 3| < 0,02, basta considerar |z — 1| < 0,01.

De um modo geral, considerando qualquer nimero real positivo € (letra grega epsilon), tao
pequeno quanto se deseje e definindo o nimero real § (letra grega delta), 6 = g, teremos

que a distancia de f(z) a 3 é menor que ¢, desde que a distancia de x a 1 seja menor que 9.
Entao para todo nimero real positivo ¢ existe outro nimero real positivo d, que depende
de €, tal que se 0 < |z — 1| < d,entdo |f(x) — 3| = 2|z — 1] < 2§ = . Note que todos os
intervalos abertos que contém 1 intersectam R — {1} de forma nao vazia.

Definicao: Sejam f: A — R uma funciao e b € R tal que para todo intervalo aberto
I, contendo b, tem-se I N (A — {b}) # ¢. O ntimero real L é o limite de f(r) quando =
aproxima-se de b quando para todo nimero ¢ > 0, existe § > 0 (§ dependendo de ¢), tal
que,se z € Ae0< |z —b| <Jentdo |f(z) — L| <e.

Notagao: | lim f(z) =L

z—b

A definigao equivale a dizer que para todo € > 0, existe § > 0 tal que se z € (b—0,b+9) N
(A—{b}), entdo f(z) € (L —¢,L+e¢).
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L+e [ - _ _ o mm e e -

a0 a a+ o

Exemplo: Verifique que linr}L z? = 16.
z—

Pela definigao temos que, dado € > 0, devemos obter um ¢§ > 0 tal que se 0 < |z — 4| < ¢
entdao |r2 — 16| < €. Mas |z? — 16| = |z — 4||z + 4| e desejamos que este produto fique
menor que € para z suficientemente proximo de 4. Intuitivamente, se x estd proximo de
4, |z + 4| estara proximo de 8 e |z — 4| ficard préximo de zero. Logo |z — 4[|z + 4] ficard
préximo de zero; estamos, pois em condigoes de tornar |22 — 16| < e desde que z fique
suficientemente préximo de 4. A primeira coisa a fazer é limitar o fator |z + 4|. Ha véarias
maneiras de fazer isto. Por exemplo, se 3 < x < 5, teremos —1 < x—4 < 1ou |z —4| < 1;
logo, |z +4| =|x —4+8| < |zt —4[+8 <9 e |z — 4|z + 4| < 9|z — 4|. Portanto, dado
e > 0, considerando J o menor entre os nimeros 1 e g, teremos que, se 0 < |z — 4| < 0,

entao |z — 16| < . E recomendéavel fazer uma tabela, como no exemplo anterior.

Observe que o limite de uma fun¢do y = f(x) num ponto b, depende apenas dos valores
que f assume nas proximidades de b, ou seja, num pequeno intervalo aberto de centro b.

Proposicao 1: (Unicidade do limite)

Se lin%) flz)y=1Lye lin}) f(z) = Lg; (L1, L2 € R), entdo L; = L. Em outras palavras se o
z— T—

limite existe (é um nimero real), ele é tinico.
Para a prova veja o apéndice.

Aplicacoes

i) Se as fungoes f(z) e g(x) sdo tais que f(z) = g(x) exceto num ponto b, entao:

lim f(z) = lim g(z),

z—b z—b

desde que exista um dos limites.

Esta propriedade nos permite ”simplificar” antes de calcular o limite, como no primeiro
exemplo.

222 —x—1
De fato. Sejam f(x) = .

] e g(x) =2z + 1; logo, f(z) = g(x) se x # 1; entao,
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il_)l’f{ f(z) = al}l_)Hi g(z), como j4 foi verificado.

oy 1 Iy .
ii) lim sen| — | ndo existe.
z—0 x

. 1 .. . . . .. ~
Se hn% sen (— existisse, entao para valores de x muito muito préximos de zero, a funcao
T—> xr

1 . . . .. . .
sen(— deveria se aproximar de um valor fixo, que seria o limite. Mas isto nao ocorre.
x

De fato, considerendo z = € R, (n € Z), z ficard préximo de zero se n for

2n+1)7
muito grande. Mas,

sen(l) _ sen<W) _ sen(m+ g) = cos(nm) = (—1)",

e a funcdo ficard oscilando entre 1 (se n é par) e —1 (se n é impar). Logo, o limite de f
nao pode existir. Desenho do grafico de f:

Proposicao 2: Se m, b, c € R, entdo lim(mz +b) = mc+b.

Tr—rcC

Prova: Devemos verificar que, para todo nimero € > 0, existe outro nimero § > 0, tal
que: |[(mz+b) — (mc+b)| <ese|r—c| <d Mas, [(mz+0b)— (mc+Db)| =|ml|lz—c|;

logo basta tomar § = ﬁ’ se m # 0. Se m =0, todo § > 0 serve.
m

Exemplos:
[1] lim (82 +3) = 8-4+3 = 35.
z—4

T+95 se T#1

(2] Seja f(x) = { . Calcule lim f(z).
2w se = z—1
Observemos que f(1) = 27, mas o valor do limite da fungdo quando z tende a 1 nao

depende do valor da fungao no ponto 1, pois f(x) = z + 5 se z # 1; logo:

lim f(z) = lim(z +5) = 6.

r—1 x—1
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Proposicao 3: Se lim f(z) e lim g(z), existem, entdo para todo a, 3 € R:

T—a r—a

1] lim (o £(s) + F9(@)) = o lim f(a) + 6 L g(o).
2] lim (f(2) g(x)) = (lim f(2)) ( lim g(z)).

. __ z—a .
B @)~ g A I 70
r—ra

[4] lim (f(a:))" = ( lim f(x))", sen € N.

Tr—a

— : >
0} Ji, Vi) = gl o) s i f@) 20
e n é qualquer natural, ou lim f(z) < 0 e n é um natural impar.
r—a
6] lim In(f(x)) = In(lim f(z)), se lim f(z) >0
[7] Se lim h(z) = lim g(z) = L e existe § > 0 tal que h(z) < f(z) < g(z),
r—ra Tr—a
para 0 < |z — a| < §, entdo lim f(x) = L.
T—a
Provas no apéndice.

Observacoes: Segue da proposicao anterior:

i) Se P(z) é uma func¢ao polinomial, entao:

lim P(z) = P(a).

T—a

P(x)
Q(z)

i) Se f(z) =

uma func¢ao racional, entao:

lim f(z) = f(a),

se a € Dom(f).
Exemplos:

Calcule os seguintes limites:
1] 111111(335 +2* + 223+ 2%+ 32 +1). Neste caso P(z) = 2° + 2 4+ 223 + 22 + 32 + 1;
z—
logo, lini(:c‘r’ +zt 4+ 223 + 22+ 324+ 1) = lim P(z) = P(1) =9.
T T—

-5
(2] lim < i ) Como lim (23 — 7) = 20 # 0, podemos aplicar a propriedade [3]; entdo,

r—3 ,’1:3 -7 z—3
. =95 };I_I)%(LL‘ —95) 1
lim = = 3 = ——.
z>3 \x3 —7 lim (z° —7) 10
r—3
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. |
[3]9%1—%(37—1).

Como 1ini (x — 1) = 0, ndo podemos aplicar a propriedade [3]; mas fatorando o numerador:
r—r
21 -1 1
z = (=D (+1) =z + 1, para todo = # 1. Logo:
z—1 z—1

2 _
lim (w 1) = lim(z+1)=2.
1 rz—1

rz—1 Tr —

3 22 3
[4] Determine o valor de a tal que lim ( as —|2—a:c rat ) exista.
T——2 x4 +x—2
Note que 22 +x — 2 = (z + 2) (x — 1). Dividindo 322 + ax + a + 3 por x + 2; obtemos,
3224+ ax+a+3=(z+2)Bx+a—6)+ (15— a); logo, para que a divisio seja exata
devemos ter a = 15, logo, 322 +az+a+3=3(22+52+6) =3 (x +2) (z + 3):

- 3:1:1—1)H—12 (aj— 1

lim
r—>—2

3z24+azx+a+3
22+ —2

[5] lim ve+l-1

z—0 xT

Como lim 2 = 0, ndo podemos aplicar diretamente a propriedade [3]; mas racionalizando

z—0
\/m—}-l—l) (\/m—}-l-i-l) 1 L
= . Logo:
T ver+1+1 ve+1+1 &

. Vr+1-—-1 . 1 1
lim = lim

z—0 x :1;—)0\/;3—|—l—|—1:§.

ve+1-—1
T

o numerador: (

Gréfico de f(x) = , perto da origem:

6] lim V-l

L T Para calcular este limite facamos a mudanca de varidveis z = ¢29; ent3o:
z—1 1 —
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Vr—1 t°—1 @+ +2+t+1)(¢—-1)

Jr—1 t*—1  (t—1)B+2+t4+1)

Se z — 1, entao t — 1; logo: liml VT L +o+t"+t+1
xz

N z—1 1 Bre+t+l 4
[7] lir% (x2 sen<1)> = 0.
T—> xz

1 1
De fato, —1 < sen(—) < 1, para todo z € R — {0}; logo —z? < 22 sen(—) < 22,
x x

para todo z € R — {0}. Como liII(l) z? = lin%(—xQ) = 0; logo, pela propriedade [7] temos:
z— T—

z—0 xr

1 1
lim (x2 sen(—)) = 0. Grafico da fungao f(z) = 22 sen(—), perto da origem:
x

0.01

-0.01

[8] Seja f(x) uma fungao tal que |f(z)| < z?; entdo, lir% f(z)=0.
z—

De fato. Pela propriedade [7] temos: 1iII(l) |f(z)| =0, o que implica, lir% f(x)=0.
T T—

9] lim <u> =na" ' acR

Tr—a r—a

n

™ —a” m qm 1 (:cm—am>
M

r—a
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o z" —a” 1
de i): lim (7> =-—m — o™l — gL
T—a Tr—a a2m
iii) Se n € Q, n:B;p,qu,q;«éO. Fazendo 7 = y? e a = b9, entdo z" = yP e a" = bP;
q

" —a™ yP -0 yP -0’ y—b .
= = ; de ii):
r—a yq — b4 y—>b y4—0b4

. "™ —a” . yP—bP y—0»b p p_q 1
lim { ————— ) = lim =(=)as" " =na .
z—a T —a y—=b\ y—0b yi—b? q

3.1.2 Limites Laterais

logo:

Sejam f uma fungao definida em um dominio D (que pode ser um intervalo ou uma reuniao
de intervalos).

Definigoes: Seja a € R tal que existem b € R e (a,b) C Dom(f).

i) O nimero real L é o limite & direita de f(x), quando z se aproxima de a pela direita se
para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(z) — L| <e,sea <z <a-+d.

Notacao: | lim f(z) = L.

z—at

Seja a € R tal que existem ¢ € R e (¢,a) C Dom(f).

ii) O niimero real L é o limite a esquerda de f(z), quando x se aproxima de a pela esquerda
se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(z) — L| <e,sea—d < z < a.

Notacao: | lim f(z) = L.

\
Ll )
_:/'\ ] /\
-~ 4;7:
: I
I + - :
a —a
Exemplos:
2 +1 se <2
[1] Seja y = f(z) = 2 se x=2. Calcule lim f(z)e lim f(z).

r—2t T—2—

—z2 49 se x> 2
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Para calcular estes limites observemos que x — 2% significa que z fica perto de 2, para
valores de z maiores que 2 e x — 2~ significa que x fica perto de 2, para valores de x
menores que 2. Assim:

i) lim f(z) = lim(z®+ 1) = 5.

T2~ r—2

ii) lim f(z) = lim(—2% +9) = 5. Gréfico de f, perto de 2:

r—2+ r—2
@ se z#0
2] Sejay = f(z) =4 = . Calcule lim f(z)e lim f(x).
1 se T = O z—0t z—0~

Novamente, para calcular estes limites observemos que x — 07 significa que z fica perto
de 0, para valores £ maiores que 0 e x — 0~ significa que z fica perto de 0, para valores x
menores que 0. Primeiramente, escrevamos a fun¢ao da seguinte maneira:

() { 1 se >0
— a;' —
v -1 se x <0.
Assim_ lim, f(z) = i1 =1e lim f(z) = lim(-1) = ~1.
, x? se z<1 . .
(3] Seja y = f(z) = . Calcule lim f(z)e lim f(x).
3z se r>1 z—1+ z—1-

Calculando diretamente lim f(z) = lini Bxz)=3e lim f(z)= 1in% z? = 1. Gréfico de
= z—

z—1t T—1-
f, perto de 1:
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[4] (Contragao de Lorentz): Na teoria da relatividade especial, temos que o comprimento
de um objeto é funcao de sua velocidade:

’U2

L('U) = LO 1-— 0—27
onde Ly é o comprimento do objeto em repouso e ¢ é a velocidade da luz. A velocidade
da luz é de aproximadamente 30 x 103 m/s. Da teoria da relatividade é conhecido que
nenhum objeto pode ir além da velocidade da luz; logo v — ¢™:

lim L(v) =0.

v—>CcT

Isto significa que para um observador parado o objeto desaparece.

Teorema:

Seja f(z) uma fun¢ao com dominio D nas condi¢oes das defini¢coes. Entao lim f(z) = L
T—a

se e somente se os limites laterais existem e lim f(z) = lim f(z)= L.
z—at z—a~

Para a prova, veja o apéndice.
Teste para determinar quando nao existe um limite

Se

lim f(z)# lim f(x),

z—at T—a~

ou se um dos limites laterais nao existe, entao lim f(z) nao existe.
Tr—a
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Exemplos:

[1] Seja:
z?+1 se T <2
y=f(z)= 2 se =2
—z249 se x> 2.

Calcule il_)n% f(x).

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites laterais correspondentes. Do exe-
mplo 1) da pagina anterior temos lim f(z) =5 e lim f(z) =5. Pelo teorema, temos
T—2~ z—2t
que lim f(z) = 5.
T—2
[2] Seja:

]

y=f($)={? se w70
1 :

se x =
Calcule ;l_r)% f(z).

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites laterais correspondentes.

$1_1>I(I)l+ f(z) il_I)I%)l le ml_l)HOl_ f(z) il_r)r(l)( ) elo teorema, temos que lim f(z)
nao existe.
[3] Seja:
f(z) { z? se <1
= €Tr) =
Y 3x se x> 1.

Calcule lim f(x).
z—1

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites laterais correspondentes. Do exem-
plo [3] da pdgina anterior temos lim f(z) =3e lim f(z) = 1. Logo, lim f(z) ndo existe.
z—1t z—1— z—1

[4] A funcdo degrau unitario é definida como

ua(x):{o se r<c

1 se T > c,
onde c € R. lim u.(z) =0e lim u.(z) = 1; logo, lim u.(x) ndo existe.
T—c— z—ct T—C
(5] lim [[z]].
z—k

Se k€ Z, lim [[z]] =k —1e lim [[z]] = k; logo, lim[[z]] ndo existe.
z—k~ z—kt z—k

Se k € R —Z, entao hrr}c[[x]] existe. (Por que?).
T—r
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3.1.3 Limites no Infinito

Definicoes:

T

i) Seja f : (a,+00) — R. Diz-se que lir_{l f(xz) = L quando para todo ¢ > 0, existe A > 0
—T00
tal que |f(z) — L| < e se z > A.

ii) Seja f : (—oo,b) = R. Diz-se que lim f(x) = L quando para todo ¢ > 0, existe B > 0

T—>—00

tal que |f(z) —L| <esex < —B.

Exemplos:

1
1] lim — =0.

T—>+oco I

. . 1 .1 1
De fato, pois para todo € > 0 existe A > — > 0, tal que se z > A, entdao — < — < e e
€

T A
1 1
——0l=|—-|<e.
T x
1
2] lim — =0.
r—>—0o0 I
. . 1 |1 1
De fato, pois para todo € > 0 existe B > - > 0,tal quese x < —B,entao |—|=—— < ¢
T T

Observe que x — +oco implica > 0 e £ — —oo implica z < 0.

Proposicao 1 : Para todo nimero natural n e para b € R — {0}, tem-se:

1) lim i = 0;
z—+oo T
i) lim — =0

i) Devemos provar que para todo ¢ > 0 existe A > 0 tal que

b
—‘<asex>A.

xn

o/ 1Bl
3

— < € se

De fato, = ; logo basta considerar
[ ||

< /e ou seja se T >

i‘ _ Iyl vau
s N s . .
A= L—| A prova de ii) é andloga a do item 1i).

1 1
Gréficos de f(z) = — (azul), g(z) = — (verde) e h(z) = — (vermelho), respectivamente:

T zd

SHE-
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Proposicao 2: Se lim f(z)e lim g(z) existem, entdo, para todo o, 3 € R:

r—to00 r—to00

[1] lim (af(z)+Bg(z)) = lim g(=),

z—+o00 z—to00

2] lim (f(z)g(z)) = ( lim f(z))( lim g(z)),

r—+o00 r—+o00 r—+o00

lim f(x)
3] :CEI:EOO g(z) - EI:I? g(aj)’ 5 zgrziloog(x) 7 0.

As provas sao andlogas as das propriedades dos limites num ponto.

Exemplos:

3
[1] Calcule lim (—3 + 5). Aplicando diretamente a proposicao:
r—4+o00 \ T

lim <33+5>= lim (%>+ lim 5=0+5=5.
T—>+00 x T—>+00 € T—>+00

3
Gréfico de f(x) = — + 5 quando x — +o0.
x
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. 3 . . .~ . 3 . 1
[2] Calcule lim —. Aplicando diretamente a proposi¢do: lim — =5 lim — =0.
T——+00 ,’132 T—+00 {L‘2 T——+00 xz

Calculo de Limites de Funcoes Racionais:

Seja f(z) = gg;

..... + by sao polindmios de coeficientes reais de graus n e m, respectivamente, isto é a,, # 0
e b,, # 0. Afirmamos que:

,onde P(z) = apt™+an_12" 1 +.....4+ap e Q(x) = by ™ + by 1™ 1+

an _
. P(x) a se nNn=m
lim —< =
T—+oo Q(;Ij)
se n<m
De fato:
P(z)  apz™ 4 apn_12™ '+ . + agp
Q(z)  bpx™ + byy_1z™ + bg
z" (an ol T + @>
. x "
o by— b '
zm (bm 4ol + —i)
T T

Aplicando limites e as propriedades [1] e [2] da proposi¢do 2, obtemos o resultado. Para
n > m, veja o préximo paragrafo.

Exemplos:

: z®+1 ; w41
[1] Calcule mkr—ir—loo e ——E Como n < m, temos: :I:BI—EOO S e
2z + 3 243 _ 2

[2] Calcule lim
z——o00 31 + 2

) r+1 -, . -
[3] Calcule lim ; Neste problema, a fun¢ao nao é racional, mas utilizaremos a

z—+o00 y/px2 — §

mesma idéia dos exercicios anteriores.
Reescrevendo a expressao temos:

. Como n = m, temos: lim = —.
z——o0 3x+2 3
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1
14 =
. . r+1 . xr
entao: wl}l’iloo \/ﬁ = wgl’_{loo 7‘5 = 1.
1— =
22
(4] Caleule lim —~1_ Aparentemente este limite 6 andl d lo [4];
alcule lim W parentemente este limite é andlogo ao do exemplo [4]; mas
devemos ter cuidado, pois, © — —oc, significa que z < 0; logo, consideramos vVz2 = —z:
—1-—=
r+1
lim rrl lim —£ = 1.
z——00 4/p2 — § —z—+00 5
1 =
72

[5] Fractal de Koch A seguinte curva é chamada de Koch e é obtida a partir da
linha poligonal constituida pelos lados de um tridngulo equildtero de lado unitario. A cada
paso substitui-se o terco médio de cada segmento da linha poligonal por dois segmentos
que formariam um triangulo equildtero com o ter¢co médio que foi retirado, conforme os
desenhos abaixo:

V3

Denote por A,, a area comprendida pela linha poligonal ap6s n passos; logo, Ay = Vi
3 103 3 3 4\"
A = %, Ay = 2—\7/_, em geral A, = % <1+§ (1— <§> )), se n > 0; entao,
2
Ao = lim A, = ﬁ Fica como exercicio interpretar o limite.
n—-+oo 5

3.1.4 Limites Infinitos

Seja f uma funcao definida num dominio D, que pode ser um intervalo ou uma reuniao
de intervalos. Seja a um ponto que nao pertence necessariamente a I, mas tal que nas
proximidades de a existam pontos de D; em outras palavras, qualquer intervalo aberto que
contem a intersecta D de forma nao vazia.

Definicoes:

i) Diz-se que lim f(z) = 400, quando para todo A > 0, existe § > 0 tal que f(z) > A, se
r—a
0<|z—al<d.
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ii) Diz-se que lim f(x) = —o0, quando para todo B > 0, existe § > 0 tal que f(z) < —B,
r—a
se 0 < |z —a| < 0.

Exemplos:

) 1

1 1 1
> Ase (x—1)%2 < =, isto é, se |z — 1| < —; logo para todo , A > 0, existe
- (-1 < o =1 < i logo p
d=—=>0talque f(z) >Ase 0< |z —1] <4.

VA

2] 1i ! =+
:ul—I>I%)$2_ o0

1 1 1
— > B se |x| < —=; entao para todo B > 0, existe 6 = — > 0 tal que f(x) > B se
- || 75 P 7B que f(z)

0< |z| < 6.
Analogamente podemos definir limites laterais infinitos. Por exemplo:

i) Diz-se que lim f(z) = 400, quando para todo A > 0, existe § > 0 tal que f(x) > A se

Tr—a~

a—0<zx<a.

ii) Diz-se que lim+ f(x) = —o0, quando para todo B > 0, existe § > 0 tal que f(z) < —B
T—a

sea<xz<a-+d.

Como exercicio, defina os demais limites laterais.

Proposicao 1: Para todo nimero natural n, temos:

- 1
i) lim — = 4o00;
z—0+t "
. 1 400 se né par
1) im — = o
z—0— L™ —00 se mné impar

1 1
Gréficos de f(z) = — (azul), g(z) = — (verde) e h(z) = — (vermelho), respectivamente:

T zd

SHE-
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Proposicao 2 : Sejam f(z) e g(x) fungdes tais que lim f(x) # 0 e lim g(z) = 0. Entdo
r—a r—a

f(z) f(z)

i) lim —= = +o00 se =—— > 0 para valores de z préximos de a.
z—a g(z) 9(z)
ii) lim @ = —00 se f(@) < 0 para valores de = préximos de a.

2—a g(x) g(x)

As provas das proposi¢oes sao exercicios.

Exemplos:

-2
[1] Calcule lim L
o1 (7 = 1)?

2
Como lim(3z —2) =1 e lim (z — 1)? = 0, observando que se = > 3) Mas o # 1, entao

rz—1 z—1
57 = 2 > 0, aplicando o teorema, temos: li 5¢ =~ 2 +
— ican rem mos: lim ——— = +o0.
(@—12 " ! el (z— 1)?
. 2 — 5
[2] Calcule qul—)I% m
) -
Como lim (22 — 5) = —1 e lim (z — 2)? = 0, observando que se < —, mas = # 2, entio
z—2 z—1 2
2¢ — 5 ) ) 20 — 5
—— < 0, aplicando o teorema, temos: lim —— = —o0.
(z—2)? o (z—2)?

Analogamente podemos definir os seguintes tipos de limites:

Como exercicio, defina estes limites.

Observacao: Para funcoes racionais, temos:
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( +oo se n>m

. P(x) an,
m 0 () \ 5. S m=m
. 0 se n<m

Exemplos:

. . 3 1 1
(1] lim ($5+3x3+$+1). Como lim (1-1—;—1—;-1—;):1; logo,

T—+00 T—+00
T— 400 T—+400 :L'4 s T— 400

3 01 1
lim (2°+32°+2+1)= lim $5(1+—2+—+ >: lim z° = +oo0.
Z

T—>—00 T—>—00

3 1 1
2] lim (2°+32°+z+1). Como lim (1 + S+t —5) = 1; logo,
z?2 ozt oz

— 4+ _
T——00 T——00 2 4 zd T——00

1 1
lim (x5+3x3+x+1): lim a:5<1+ 3 — 4+ ): lim z° = —oo.

Tr—>—00 T—>—00

1 1
3] lim (2°+2%+1). Como lim (1 + =5+ —6> = 1; logo,
z3 oz

T——o00 T——o00 6 T——00

1 1
lim (a:6+a:3+1): lim x6<1+—3+—): lim z°® = +o00.
T

. x0+1
S (m)

5
z°+1
Como n > m, pela observacao anterior: lim | ————— | = +o00.
P vag T——400 <$4+5$3+2> T

[5] Na teoria da relatividade especial, a massa de uma particula é funcao de sua velocidade:

v
1=
C

onde mg é a massa da particula em repouso e ¢ é a velocidade da luz. Logo,

lim M(v) = 4o0;

v—>C

em outras palavras, se a velocidade de uma particula aumenta, sua massa aumenta

ralacao a sua massa inicial my.

em
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[6] Considere o fractal de Koch e denote por P, o perimetro da linha poligonal apés n
16 4\"
passos; logo, Pp = 3, P, = 4, P, = 5 em geral, A, = 3 g) , se n > 0; entao,

P, = lim P, = +o0. Fica como exercicio interpretar o limite.
n—+oco

3.1.5 Simbolos de Indeterminacao

Nas operacoes com limites, muitas vezes aparecem os simbolos:

o0 — 00, 00 - 0, 0%, 1°, o

o’ 0’
chamados simbolos de indeterminacao. Quando aparece um destes simbolos no calculo de

um limite, nada se pode dizer sobre este limite. Ele poderd existir ou nao, dependendo da
expressao da qual se estd calculando o limite.

Exemplos:

[1] Se f(z) =1+ S onde f e g sdo definidas em R — {1}, entéo,

1
@ T e
lim f(x) = alzl—)ni g(z) = 400, mas il_)ﬂi (f(z)—g(z)) =1

z—1

1 1 1 - .
2] Se f(z) = sen(x_ 1) + CESE e g(x) = CEEER onde f e g sao definidas em

R — {1}, entdo, lim f(z) = lim g(z) = 400, mas lim (f(z) — g(z)) nao existe.
z—1 z—1 z—1

(3] Se f(z) = % e g(z) = In(x), onde f e g sdo definidas para x > 0, entdo, lim f(z) =0

T——+00
e wl}rfoog(m) = 400, mas wEI—{I—loo (f(@)) (¢9(z)) = 0.
De fato, In(z) < x para todo z > 0; entdo In(z) = In(yv/z/z) = 2In(y/z) < 2\/x para

In(z 2 . . .=
(z) < ——=. Aplicando limite a ambas partes e usando a proposigao [7],
x

valida também para limites no infinito, temos o resultado.

x > 1; logo, 0 <

1 1
[4] Se f(z) = 5 © g(z) = 22 sen(;), onde f e g sao definidas em R — {0}, entao,

wh_r)r%) f(z) =400 e il_I)I(l)g(JJ) = 0, mas alcl—l% (f(2)) (g9(z)), ndo existe.
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3.1.6 Limites Fundamentais

sen(z
D | im 2
z—0 xT
o sen(z) ,
Antes de provar o limite fazemos uma tabela, usando o fato que f(z) = ¢ uma,

funcao par:

z 70 )
+1 0.8414
£0.5 0.9588
+0.2 0.9933
+0.1 0.9983
+0.01 0.99998
+0.001 0.99999

Prova: Considere o seguinte desenho:

Denotemos por A; e Ay as areas dos triangulos QOP e SOT respectivamente e por A a

area do setor circular SOP. Claramente 4; < A < As.

™

1 1
Por outro lado, se 0 < 0 < 3 A = Esen(ﬁ) cos(0), Ay = = sen(f) sec(f) e A = 59.

6); e, como sen(f) > 0 se

N |

Entao, da desigualdade acima: sen(f)cos(f) < 6 < sen(f) sec

~—

0 0
6 € (0, g), temos cos(f) < sen(®) < sec(f), ou cos(f) < % < sec(f) se 0 < 6 < g
. . B . sen(0) sen(0)
Como 91_1>%1+ cos(0) = 91_1>%1+ sec(f) = 1, segue que 91—1>I(I)1+ 0= 1. Por ser g uma
funcao par: lim sen(0) = 1; logo,
0—0—
lim sen(9) =1.

6—0 0
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Gréfico da funcao f(z) = sen(z) sex#0e f(0)=1:
x

T
i) | lim (14—
1 z—+o00 €T )

1

Facamos uma tabela usando a funcio f(z) = (1 + —)
T

x>0 f(z) x <0 f(z)
10t 2.59374 —10! 2.86797
102 2.70481 —10? 2.73200
103 2.71692 -103 2.71964
104 2.71815 —10% 2.71842

1 x
Gréfico de f(z) = (1 + 5) para = # 0:

_4 -2 2 4

. 1\”*
E possivel provar que: lim (1 + —) =e, onde e ~ 2.71828... é o numero de Euler.
x

z—1o0
A prova direta desta propriedade poderd ser encontrada na bibliografia intermedidria ou
avancada.
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a® -1

T

z—0

) =In(a),|onde a € R, a > 0, a # 1. Em particular, e é a Unica base da

iii) | lim (

exponencial tal que:

z—0 xT

Veja o exemplo [7].

Exemplos:

tg(z)

[1] Calcule lim
z—0

[2] Calcule lim M.
z—0 sen(3 )

lim sen(2 x) _ 2. sen(2 x)) lim ( 3z )=
20 sen(3z) 3 2-0 2z 250 sen(3x)

1 1
[3] Calcule lin% (1+2)°. Seja z = sises 0 entdo t — +oo; logo:
Tr—r

lim (1+$)% = lim (1+—)t:e.

z—0 t—+o0

b T
[4] Calcule lim (1 + —) , onde b é um nimero real.

r—+o00 €T

Seja — =t, entao: lim (1 + —> = ( lim (1 + —) ) = eb.
b z—to00 €T t—*to0 t

[5] Calcule lim (1+

r—Fo00

X
, onde b é um nimero real.
r+b

1 T 1 t—b
Seja x + b =1t, entao: lim (1 + ) = lim (1 + —) =e.
r+b t—=oo t

z—+o00
Aplicacao:
Sabemos que se uma quantia Ag é investida a uma taxa r de juros compostos, capitalizados

mt
m vezes ao ano, o saldo A(t), apds t anos é dado por A(t) = Ag (1 + L) . Se os juros
m

forem capitalizados continuamente, o saldo devera ser:
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mt t
A()= lim A, <1+i> = Ay lim ((1+i)m> = Age™.
m m

m—+oo

2 z+b
[6] Calcule lim <x i 1) , onde b é um nimero real.

rz—too \ I —
9 z+b T b
lim <x+ ) = lim <1+ 5 ) lim (1+ & ) =e
z—too \ . — 1 z—Foo r—1 z—Foo r—1
.a’—1 .
[7] Prove que hr% = In(a). (Limite fundamental iii)).
T—> T
In(t+1
Seja t = a® — 1; entao In(a®) = In(t+1); logo zin(a) =In(t+1) ez = %- Quando
z — 0 temos que t — 0 e:
r—1 t 1 1
lim & = lim T = In(a) lim —— =In(a) lim ———— = In(a)
=0 T t—0 In(t + 1) t>0 1 Int + 1) t=0 In((141)7)
In(a) t
X T

[8] Calcule 111% ,onde a, b>0ea,b#1.
r—r

z—0 xT z—0 x z—0

a® — b* . oa®—1+1-0b" (ax—l

9] Se 29 +29-1 =192 ¢ lim (1 + —)* = L, determine In(L).
T—-+00 €T
2
Primeiramente L = e ; entdo, In(L) = a®. Por outro lado 2 + 2~! = 3 x 2271; logo,

3 x 2271 =192, donde 297! = 2% e ¢ = 7. Portanto In(L) = 49.
3.1.7 Assintotas

Definigao: A reta y = b é uma assintota horizontal ao grafico da funcio y = f(z) se
pelo menos uma das seguintes afirmagoes é verdadeira:

lim f(x)=b ou lim f(z)=0.

T—~400 T——00

Exemplos:

A
[1] Esboce o gréfico da fungao logistica L(t) = 1T BeCt
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Dom(L) =R e a curva passa por (0, 1-1-73)

i) Por outro lado , lilern L(t) = A; logo, y = A é uma assintota horizontal.
——+o0

ii) , lim L(t) = 0; logo, y = 0 é uma assintota horizontal.

——o00
No caso em que L = L(t) descreve o crescimento de uma populagao, o valor A é dito valor
limite da populagao e corresponde ao nimero maximo de individuos que um ecossistema
pode suportar.

[2] A fungdo f(z) = sech(z) possui uma assintota horizontal y = 0.

Definigao: A reta z = a é uma assintota vertical ao grafico da fun¢ao y = f(x) se pelo
menos uma das seguintes afirmacoes é verdadeira:

lim f(z) =400 ou lim f(z)= +oc.

rz—at T—a—

Em geral, se o Dom(f) = R, entao o grafico de f nao possui assintotas verticais.

Aplicacao : Esboco Aproximado de Funcoes Racionais

Seja f(z) = % tal que a ¢ Dom/(f), isto é, Q(a) = 0; entdo, Q(z) = (x — a)™ Q1(z),
n > 1e Q1(a) # 0; analogamente P(z) = (x —a)™ Pi(z), m > 0e Pi(a) # 0. Se m < n,
fazendo k = n — m, temos f(x) = ﬁ fi(z), onde fi(z) = gll((j:)) é uma fungao

definida em a. Entao lim |f(z)| = oo.
Tr—ra

Se f1(a) > 0, os gréficos de f ao redor do ponto a, para k impar e par sdo, respectivamente:
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Se f1(a) < 0, os graficos de f ao redor do ponto a, para k impar e par sdo respectivamente;

~— \

Logo, a fun¢do possui uma assintota vertical em cada raiz do polinémio Q(x).

Exemplos:

x
2 -1

[1] Esboce o gréfico de y =

Dom(f) =R —{—1,1} e a curva passa por (0,0).

1
i) fz) = —— fi(z), onde fi(z) = — i i k=1e fi(1) > 0; entdo, lim f(z) = +oo,
1 T
I = —oo, Anal : = — = k=1
Jim f(x) oo, Analogamente: f(z) 51 fi(z), onde fi(x) 1 k e
f1(=1) > 0, entao:
lim f(z)=4occe lim f(z)=—o0;logo, z =1e x = —1 sdo assintotas verticais.
z——1% z——1"

ii) lim f(z)=0; logo, y = 0 é uma assintota horizontal.
z—*to00
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— — — — —
— — — —

2

[2] Esboce o gréfico de y = f .
e —1
Dom(f) =R —{—1, 1} e a curva passa por (0,0).
: 1 z? -
i) f(z) = " fi(x), onde fi(z) = L k=1ce fi(1) > 0; entao, wl_l)I{lJr f(z) = 400,
1 2
lim f(x) = —oo. Analogamente: f(z) = fi(z), onde fi(z) = ’ s k=1e
T—1- T 1 r—1
fi(=1) < 0; entdo, lim f(z)=-o00e lim f(x)=+o0;logox =1ez = —1 sdo
z——1t z——1—

assintotas verticais.

ii) lim f(z)=1; logo, y =1 é uma assintota horizontal.
z—+o0

I
I
e I —

}
!
!
!

— e = e
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3.2 CONTINUIDADE DE FUNCOES

A nocao de continuidade em Matematica é a que utilizamos no dia a dia, isto é, onde
nao ha interrupgao ou, entao, onde nao existem partes separadas umas das outras. Nos
paragrafos anteriores, estudamos o comportamento de uma fungao y = f(z) para valores
de z préximos de um ponto a. Pode acontecer que o limite de f(z) quando z tende a
a exista, mas que f nao seja definida em a; ou ainda, pode acontecer que o limite seja
diferente de f(a). Estudaremos, agora, uma classe especial de fungoes, onde se verifica

que: lim f(z) = f(a)

Seja f uma fungao e a € Dom(f), onde Dom(f) é um intervalo aberto ou uma reuniao de
intervalos abertos.

Definicao 1: f é dita continua em a, se:

i) mll_I}I}z f(x) existe.

ii) lim f(z) = f(a).

T—a

Se f nao verifica qualquer das condicoes da definicao, f é dita descontinua em a.

Exemplos:

2 _
¢ 11 se r#1

[1] Seja f(z) =4 *~
1 se = =1.

Dom(f) = R, mais f nao é continua em 1. De fato, lim1 f(z)= lin%(a:-l— 1)=2# f(1).
T— z—

Veja o desenho:

Observe que se redefinirmos a fungao, fazendo f(1) = 2, a fung¢ao serd continua em todos
os pontos de R. Verifique este fato.
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[2] Seja

() {1 se x>c
u(x) =
¢ 0 se zr<c

A funcdo y = u.(z) ndo é continua em ¢, pois nao existe lim u.(z). Veja o desenho:
r—C

Intuitivamente, a continuidade de uma fung¢ao em um ponto indica que o grafico da fungao
nao apresenta saltos nesse ponto (veja o desenho anterior).

2

3] f(z) = ? _1 é uma fun¢ao continua em todo ponto de seu dominio.
x pa—
De fato f(x) =z +1sex#1e lim f(z) =20+ 1= f(x0)-

T—>T0o

[4] O potencial ¢ de uma distribui¢do de carga num ponto do eixo dos z é dado por:

27r0(\/x2+a2—x) se >0
¢(z) =
210 (Va? +a? + 1) se z<0.

a, o > 0; ¢ é continua em 07

Como lim ¢(z) = ml_l)lglJr ¢(z) = 27 o a; logo, 31:1_1% ¢(z) existe e :ll_r)% #(z) = ¢(0). Entao, ¢

z—0
¢é continua em 0.
[5] Seja
20— 2 se < -1
fz)y=¢ Az+ B se —1<z<1
S5x+7 se x> 1.

Determine A e B tal que f seja uma funcao continua para todo z € R.
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Os pontos problematicos do dominio de f sao z = —1 e z = 1. Utilizando a definicao, f é
continua se:

lim f(z)= lim f(z)

T——1— r——1+

lim f(z)= lim f(=),

z—1- z—1t
, . ) A—-B= 4 3
que é equivalente ao sistema: ; logo, A =8 e B =4. Entao:
A+B= 12
20 —2 se < —1
flz)y=4 8x+14 se —1<z<1
dx+ 7 se x> 1.

-1 1

/

Observacao: A definicao de continuidade pode ser expressa em funcio de € e §. De
fato, lim f(z) = f(a) significa que: para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que, se x € Dom(f) e
r—ra

|lz—a| < §, entdo |f(x)—f(a)| < e. Em outras palavras, f é continua em a quando para todo
e > 0, existe § > 0 tal que f(x) € (f(a)—¢, f(a)+¢€) desde que z € (a—0d,a+6)NDom(f).

Proposicao 1: Sejam f e g funcdes continuas no ponto a. Entdo:

i) a f 4+ B g sao continuas em a, para todo «, 5 € R.
ii) f g é continua em a.

iii) / é continua em a, se a € Dom(i)
g )

As provas destas propriedades decorrem imediatamente das definicoes.

Definicao 2: Uma funcio f é dita continua em A C R se f é continua em cada ponto
do A.

Se f é continua em A e B C A; entao, f é continua em B.
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Exemplos:

[1] Os polindémios sdo fungdes continuas em R, pois s@o somas e produtos de fungoes
continuas em R.

2] As fungdes racionais sdo fungoes continuas no seu dominio.

3] As fungoes trigonométricas f(x) = sen(z) e f(z) = cos(z) sao fungdes continuas em R.

[
[
[4] As fungbes exponenciais sdo fungoes continuas em todo R.
[5] As fungbes logaritmicas sdo fungdes continuas em (0, +00).
[

6] A seguinte funcao é continua em todo R:

1
(@) = a:sen(;) se x #0

0 se x = 0.

Desenho do grafico de f:

In(z) + arctg(x)

[8] A funcdo f(z) = R

é continua em (0,1) U (1, +00).
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De fato, In(x) é continua em (0, +00) e arctg(x) é continua em R, logo In(x) + arctg(x) é
continua em (0, +00); o polindmio x% — 1 possui raizes reais z = +1 e —1 ¢ (0, +00), entao

f € continua em (0,1) U (1, +00), que é o dominio de f. Desenho do grafico de f:

3+

Proposicao 2: Sejam f e g funcdes tais que lim f(z) = b e g é continua no ponto b.
T—ra
Entao:

lim (g0 f)(x) = g( lim f(x)).

Tr—a

A prova segue das definicoes. Como aplicagao direta desta propriedade temos:
[1] A funcdo g(z) = e® é continua em R; logo, se existe lim f(x), entdo:
r—a
lim f(z)

lim ef®) = ez—a
r—a

[2] As fungoes g(x) = sen(x) e h(x) = cos(z) sao fungbes continuas em R; se existe
1i_r>n f(z), entdo:
x a

lim sen(f(z)) = sen( lim f(z)); lim cos(f(z)) = cos( lim f(z)).

T—a T—a Tr—a r—a

(3] A funcao g(z) = In(x) é continua em (0, 4+00); se lim f(x) € (0, +00), entdo:
Tr—a

lim In(f(z)) = in( lim f(z)).

Tr—a Tr—a

Exemplos:

) o+ 2341 .o +r34+1 3

(2] lim In(sen(z)) = In(

r—r

lim sen(z)) = ln(sen(g)) =In(1) =0.

ZE—)2
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22 lim(z -1
[3] liﬂie = e$—>1( ) =e' =1
T—>

[4] lim cos(z” + sen(z) + m) = cos(w) = —1.
z—0

Teorema 1: Sejam f e g funcoes tais que go f esteja bem definida. Se f é continua no
ponto a e g é continua em f(a), entdo go f é continua em a.

Prova: Im(f) C Dom(g). Como g é continua em b = f(a), para todo ¢ > 0 existe ; > 0
tal que se y € Im(f) e |y—b| < d1, entdo |g(y)—g(b)| < €. Por outro lado f é continua em a;
logo, existe d > 0 tal que se z € Dom(f) e [x—a| < 2, entdo | f(z)—f(a)| = |f(x)—b| < d;1.
Logo, se z € Dom(f) N (a — 02,a + 62), |9(f(z)) — g(f(a))| < e.

Exemplos:

[1] A fungao h(z) = |22 + 2z + 1| é uma fungao continua em todo R, pois h é a composta
de f(z) = 22 +2x + 1 e g(x) = |z|; ambas fungoes sao continuas em todo R. (Verifique !).
2] A fungdo h(z) = e T5%+2 ¢ continua. (Verifique !).

26 — 2
x2+4

[3] A fungao h(z) = sen( ) é continua. (Verifique !).

O teorema seguinte estabelece que; com hipéteses adequadas, uma funcao f, definida num
intervalo fechado [a, b], assume todos os valores entre f(a) e f(b); em outras palavras, para
que f passe de f(a) a f(b) tem que passar por todos os valores intermediarios.

A defini¢ao anterior de continuidade foi feita considerando como dominios intervalos aber-
tos ou reuniao de intervalos abertos; entao necessitamos da seguinte definig¢ao:

Definicao 3: Seja f : [a,b] — R; f é continua em [a, b] se:

i) f é continua em (a,b).

ii) lim f(z) existe e lim f(z) = f(a).

z—at z—at

iii) lim f(z) existe e lim f(x) = f(b).

z—b— z—b—
As condigdes ii) e iii), sdo chamadas continuidades laterais, & direita e & esquerda, respec-
tivamente.

Teorema 2 : (Valor Intermediario)
Se f : [a,b] — R é uma funcdo continua em [a,b] e f(a) < d < f(b) ou f(b) < d < f(a),
entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

Para a prova veja [3] da bibliografia avancada.

3

Por exemplo, seja f : [—1,1] — R tal que f(x) = z° — cos(mz) + 1; entao f assume o valor

3
3" De fato f é continua e 1 = f(—1) < 2 < f(1) = 3; logo, do teorema, temos que existe

3
c € (—1,1) tal que f(c) = 3" Desenho do gréfico de f:
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Corolario: Seja f : [a,b] — R uma funcio continua em [a,b]. Se f(a) e f(b) tem sinais
opostos, ou seja f(a) f(b) < 0, entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Observacao: Este resultado pode ser utilizado para localizar as raizes reais de um
polindémio de grau fmpar. De fato, seja f(z) = 2™ + a; 2" + ....... + ay_1 7 + a, uma
funcao polinomial de grau n impar, a; € R. Para os = # 0, escrevemos:

Como lim (1 + 8 + a—") = 1; entdo, lim f(z) =+occe lim f(z)= —o0,
x n T—+ -

r—+00

pois, n é impar. Logo, existem x; < x2 tais que f(z1) < 0e f(z2) > 0. f é continua no
intervalo [z1, z2]; pelo coroldrio, existe ¢ € (z1,z2) tal que f(c) = 0.

Se n é par, a conclusio é falsa. O polinomio f(z) = z? + 1 nao possui raizes reais.
Exemplos:
[1] A equagdo 23 — 4z + 2 = 0 possui 3 raizes reais distintas.

De fato: a funcao f(z) = 23 —4x + 2 é continua em R; logo, é continua em qualquer
intervalo fechado:
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f(=3) f(—2) = —13; logo, existe ¢; € (—3,—2) tal que f(c1) = 0.
0) = —2; logo, existe cy € (0,1) tal que f(c2) = 0.
2) = —2; logo, existe c3 € (1,2) tal que f(c3) = 0.

N

1
[2] A equacgao 2% In(z?+1)+x3logs(e™%) — 30 = 0 possui pelo menos 4 raizes reais distintas

/-2 1

no intervalo [—1,2].

De fato: a funcao é continua em [—1,2] e f(—1) ~ —0.23, f(—0.5) ~ 0.072, f(0) = —0.05,
£(0.5) ~0.23 e f(—2) ~ —8.57; logo:

f(=1) f(=0.5) < 0; logo, existe ¢; € (—1,—0.5) tal que f(c;) =0.
f(=0.5) £(0) < 0; logo, existe cg € (—0.5,0) tal que f(ca) = 0.
f(0) £(0.5) < 0; logo, existe cz € (0,0.5) tal que f(c3) = 0.

£(0.5) £(2) < 0; logo, existe cs € (0.5,2) tal que f(cq) = 0.

(
(
(
(

/TN

;T

1
[3] A fungao f(x) =1— 222 — arctg(x), atinge o valor 5 1o intervalo [0, 1]7

1
Considere a funcao g(x) = f(x) — 339 é fun¢ao continua no intervalo [0, 1] e
T+ 6
9(0)g(1) = - ;

8 )

1
logo, existe ¢; € (0,1) tal que g(c1) =0, isto é, f(c1) = 3"
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0.5

O seguinte algoritmo serve para determinar aproximadamente as raizes de uma equagao,
utilizando o corolério:

i) Seja f continua em [a,b]. Se f(a) f(b) < 0, entdo, existe pelo menos um ¢ € (a,b) tal
que f(c) =0.

b
ot ;se f(my) = 0, achamos a raiz. Caso contrario, f(a) f(m1) <0

ii) Considere m, =
ou f(m1) f(b) < 0.
a-+my

iii) Se f(a) f(m1) < 0, entdo, f(z) = 0 tem solugdo em [a,m;]. Considere mq = ;

se f(msg) = 0, achamos a raiz. Caso contrario f(a) f(ms) < 0 ou f(msz) f(m1) < 0.

iV) Se f(mQ) f(ml) < O, entéo, f(aj) = 0 tem SOlU.(;,aO em [m2’m1]; seja ma = w’

se f(ms) = 0, achamos a raiz. Caso contrdrio f(ms) f(ms) < 0 ou f(ms) f(mq) < 0.

Continuando obtemos m,, tal que |f(c) — f(my,)| é menor que a metade do comprimento
do dltimo intervalo.

Exemplo:
No exemplo [1] temos f(z) = 23 — 4z + 2.

i) f(1) f(2) < 0; seja my = §, como f(mq1) # 0 e f(m1) f(2) < 0, entdo, procuramos a

2
2 7
solucdo no intervalo [my, 2|; seja ma = m12+ =1
ii) Como f(ms2) # 0 e f(mq) f(m2) < 0, entao, procuramos a solugao no intervalo [my, ms];
seja mg = mtme 19
J 3= 9 =3
. . 27445 .
Assim, continuando podemos, por exemplo, obter m4 = 16384 2 1.675109 no intervalo

[1.67504,1.67517] e tal que f(m14) = —0.0000928.
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3.3 Exercicios

[1] Calcule os seguintes limites usando tabelas:
b) lim (3z — 2)

z—1
-1 2
¢) lim - d) Tim 22
z—1/xr—1 z—4 2+ 3
3 _ 2 2 —_4
e) lim 22 +1 f) lim = AL
z—1 z—1 r—1
) 2% . tg(4x)
2 —_—
8) lim (x 1000) h) lim =
9 2 2z
i) lim O i) lim —
z—1 €T z—=0 % + 1
30 —1 2_1
k) lim —> ) Tim &=
=022+ + 2 z—>1 ¢ —1

[2] Determine k tal que:

a) 1im(3ka:2—5’>k;z:+3k—1):§ b) lim(z®> -5z +6)=0
T—5 2

z—k
) lim(5z?—32>4+22-2)=k d) i koo’
@ QERRT Ter mar T e = e Tk
[3] Sao corretas as seguintes afirmagoes:
2+1-6 r2+1-6
- - ? m TP 70y 2
@) g —et3t b lm—o— = lim (e 3)
[4] Calcule os seguintes limites:
4z° + 9z + 7 . 234322 -9z -2
a) lim —————— b) lim
z—1 326 + 23 4+ 1 e—2 3 —1—6
2 - 222 — 1
¢) lim = 7 a) lim 223741
z—3 1 — 3x z—1 x—1
z? — a? 25 +2
| ) lim ——— =
Ay ) I 10072
2— t+h)?—1¢?
g) lim —~ h) lim (t+h)°" -t
=2 92 — /21 h—0 h
o zt —1 . 8—1x8
A ey e ) i o
1 Vv 77 —
K) T+ 1) 1 9+ 5z + 4z —3

lim
e—=—1+/622 + 3 + 3z

z—0 x
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L oVT 42 . 2—+r =3
m) lim — n) lim —
z—0 x z—7 1% —49
o) lim (V14+z22+2)™ — (V1+ 22 —2)™
z—0 x
)1. $4+$3_$—1 ) 1. ./L'+2
im im
P z—1 2 —1 4 T—>—2 \/x + 2
1 -
r) lim § lim YEZVA. oy
=0 \/cos?(x) +1—1 z—a /12 — a2

VE—VatVi—a

t) lim ;o a>0
T—a .’172—0/2

) 1 22—z
im-———

U =122 +5x—7

[5] Calcule os seguintes limites laterais:

1— cos(2
g) Tim YLz o0s(2)

z—0E xr z—0*

b) lim cos(E) c)

xr z—0*

lim [[z]]

[6] Verifique se os seguintes limites existem:

R |
a) lim
$—>1|,’17—1|
ooz —=3x+2
c¢) lim
rz—1 r—1
2 +3x—4

.
) i 3 +422 -3 —12

) lim (cos(x) — [[sen(z)])

b) lim |z — 3|
x—3

23 —6z2+6x—5
2 -5z

h) lim (sen(z) — [[cos(2)])

[7] Calcule os seguintes limites no infinito:

. 223 + 5z +1
a) lim —|/————
z—+oo 4 4+ 513 + 3
x2—2x+3
im ————
z——o0 322+ + 1
2 41
im ———
z—+oo 31 + 2

3
lim YEFVE

zo+oo 22+ 3

c)

e)

3

.
D (s

T—>—00

) dim [7]]
3zt —2

lim

) z—+00 /18 + 3x + 4

. T
lim ———
z—+oo 2 + 3z +1
2+ 1
im ——
r—>—00 3T -+ 2

lim (z—
T—400

x2+1)
vad+2zx—1

lim

) z—t+oo \/r2 + 1+ 1
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k) lim (Vo+1-vVz+3 D fm
oDtV 7 +3) ) M T
m) lm T IEE1 W) Gim YEE2
z—+oo g9 4+ 1 T—+00 3
) x? ) z—1
) Ve P =
) li 2.’E2—.’17+3 ) i 3.T2+8
Vi ™ 23 +1 Y e3¥e | 22 +z
S lim 2T 0 fim 2T totl
z—+oo 22 —4x + 3 z—+oo 4 —5h
u) lim il ) 1 v+l
—_ v) lim
z——o0 16 + 13 + 1 z——oco 19 + 26 + x4 + 1
) 2x+ 11 ) 6—-Tx
w) lim —— X)

1 -
s (2x+ 3)4

z—+00 /2 +1

[8] Calcule os seguintes limites infinitos:

) 22 +3z+1 . x4+ 3z
a) lim ————— b) lim
z—+oo 222+ +1 z—2+ 12 —4
) i w1 d) lim (5— 4z + 2% — 2°
¢ a:—l>r?+x2—2x+1 z-rtoo T+a—a)
. brd—6x+1 L
I LN B f) Jim %o
) 2z +1
li h) li
85 s VIR TS
i) lim 2213 lim 22+3
a1+ 22 — 1 z—1- 2 —1
2 2
- 4
k) lim T —3r D) lim —o
z—3+ 22 — 62 + 9 g2t 22 —dx + 4
l
m) lim S:f n(x)2 n) lim in(z)
z—0t T° — z—0t T
o) lim In(|z)) p) Tim &)
z—0 z—0 3
: |7
W lim, tg(o). 0) lim % sen(o)
z? 1
li . t) li - —
s) 2t 49472 ) Jim Ve -2
—1 1
u) lim v) lim

21+t \/x — 1 2" S5r—3

[9] Se f(z) =3z —5eg(z)=

, calcule:

Wl N

z
2



CALCULO VOL. I (IME-UERJ)

) lim (f + 9)(z)
) lim(g f)()

z—1

e) lim (2)(33)

r—1 f

g) lim (f o g)(z)

T—2

i) lim (fogo f)(@)

o (1)

™ im0

[10] Calcule os seguintes limites:

sen(3z)

a) lim

x—0 x

c¢) lim tg(3z)

(4z)
en(z)

1.z
1 14+ —
2z
—1
k) lim
z—0 x
R A |
m) lim
z—0 n
LI ebw
0) lim ,a,b#£0.

z—0 sen(az) — sen(bx)
- 2
p) alcli%a: cos”(x)
4
T\z+4
=)

LR

[11] Calcule lim

T—a Tr—a t—0

a) f(x) =2% a=2

c) f(x) =322 -2, a=0

f@-1@

b) lim (g — f)(x)
d) Tim ( g)(w)

f) lim (f f)()

h) lim(g o f)(z)

T—2

i) lim tn(|/(z))

1
1) lim z sen( )
z—0 g
) i t !
W Jimy ot | 5

2

|
b) 250 sen(x)
d) Tim 1 — sen(x)

=% 2xr—m

r—-+00 €T
i) lim (14 2z)>
z—0
$2 1
e
1) lim
z—0 xr
R A |
n) lim
z—0 .’172
t 2
) lim —2 (z)

, se:

133
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e) f(z) ==z, a=1 f) f@)=z(l-2), a=1
g) f(z) =cos(z), a=m h) f(z) =(z—3)% a=1
i) f(z) =in(z), a=1 i) flx)=e** a=0
[12] Se |f(z) = f(y)| < |z — y|>, para todo @, y € R, verifique que: lim w =0.

[13] Verifique que 11111 (\/x+ﬁ—\/x—f)—1

[14] No problema [51] do capitulo II, foi visto que o custo para remover % de residuos

0.8z
100.
100_$,0<$< 00

téxicos num aterro é dado por S(z) =

a) Calcule lim S(z).

z—100—

b) Interprete o resultado obtido.

[15] Suponha que 2000 reais sao investidos a uma taxa de juros anual de 6% e os juros sao
capitalizados continuamente.

a) Qual é o saldo ao final de 10 anos? E de 50 anos?

b) Quanto dinheiro deveria ser investido hoje a uma taxa anual de 7% capitalizados con-
tinuamente, de modo a se transformar, daqui a 20 anos, em 20000 reais?

[16] Durante uma epidemia de dengue, o nimero de pessoas que adoeceram, num certo
100000

1+ 19900 e—0-8¢"

a) Determine a quantidade méxima de individuos atingidos pela doenca.

b) Esboce o grifico de L.

bairro, ap6s ¢ dias é dado por L(t) =

[17] Esboce o gréﬁco das seguintes fungoes:

VU= G ) DV eI D@D
1 x

C)y_(x—l)(a:3+1) d)y_(a:—l)(a:3+1)

e)y ! f) y= -

T @-3)(z+2) (@2+1) (z—3)(z+2) (z2—1)

[18] Use a continuidade da fungdo para calcular os seguintes limites:

a) lim cos(z + sen(x b) lim
) T ( ( )) ) T—4 \/m
1 1
¢) lim emn@ d) lim ————
=5 z—1 arctg(x)
) lim sen(z? +2sen(cos(:v))) ) lim In cos?(r) +1
z—0 e+ 1 z—0 2 (332 + 1)
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[19] Verifique se as seguintes funcoes sdo continuas:

a) f(z)=argsenh(2z) b) f(z)=cos(2x)
c) flz) = v d)  f(z) = [sen(z)|

e) f(z)=sec(z®+1) f) f(z)=tg(a®+1)

) (@) {235 se <1
Tr) =
I 1 se z>1
x? —4
W f@=q w2 07
4 se x =2

Esboce os gréaficos correspondentes.
[20] Seja f(x) = 23 + . Verifique que:
a) |f(x)—f(2)]<20|x—2|se0<z<3 b) fécontinuaem 2.

21| Determine o valor de L para que as Se uintes funcoes sejam continuas nos p()llt()S
dados:

r°—x 0
a) y=f(z)= €T se w7 , no ponto = = 0.
L se =0
2?2 -9
b) y=f(z)= r—3 e z73 , no ponto r = 3.
L se =3
T+ 2L se x> -1
c = f(z) = o , ho ponto z = —1.
) y=/) {L2 se r<-1 P
4 3% se <0
d = f(x) = , ho ponto z = 0.
) y=7) {2L+x se >0 P
e —1
e) ’!/:f(ﬂf):{ T e z70 , no ponto z = 0.
L se =0
4—x+ 23 se <1
= = - , t = 0.
) y=f(=) {Q_sz e 751 no ponto x
[22] Verifique se as seguintes fungoes sao continuas.
sen(x)
) y:ﬂm={ 770
0 z=0
25246
%—5%%'$¢13
x? — 5
b) y=f(z)= 1 2z =9

9 r=3
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1—=x
—_— 1
) y=f(x)={1—m3 z#
1 r=1
(1 — 22 r< -1
n(2-—z%) —-1<z<1
Q) y=fz)={ " 1) Sos
a: z>1
\ r+1
(1
(222 +3) z<1
5
e) y=f(r)=1 6 — 5z 1<zx<3
Lz —3 r>3
et9(@) _ 1
f) y_ :etg(w)—l—]_
[[z + 3]] x <0
9) y=f@)=1 (x+1)3-1

x>0
T

[23] Determine em que pontos as seguintes fungoes sao continuas:

o) £() = aretg (NI b) o) = coslin(* 1)
P+t —a2?+1 ) = sen®(z?) + In(z? + 1)
¢) fz) = sec(z? + 1) d) flw) = xz2 arctg(x)
e® 4 gsen(@) cos(||x
) fle) =y O TR g ey = 20

(2% +6)(e” + 1) [[=]]

[24] Verifique se as seguintes equagoes admitem, pelo menos, uma raiz real:

a) 3+ 22 —4x—15=0 b) cos(z) —x =0
c) sen(z) —x+1=0 d)2*+22=0
e) 2’ —x3+22=0 f)z"+25+1=0

1
[25] Seja f(x) =1—=x sen(;), x # 0. Como escolher o valor de f(0), para que a funcao

f seja continua em z = 07

1
[26] Sendo f(z) = arctg<—2>, x # 2, é possivel escolher o valor de f(2) tal que a
m _

funcao f seja continua em x = 27
[27] Determine f(0) de modo que as seguintes fung¢oes sejam continuas em z = 0:

2) fz) = L2 by —win(a+ 1) — win — 1);

r2
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¢) f(z) =z cotg(x).
se x>0
[28] A funcdo sinal de z é definida por: sgn(z) = 0 se x=0
-1 se r <0.

Verifique se f(z) = sgn(z) e g(x) = x sgn(x) sdo fungdes continuas.
[29] Dé um exemplo de duas fungoes descontinuas cuja soma seja continua.

[30] Verifique que a equacdo z = tg(z) tem uma infinidade de raizes reais.

3

7
[31] Seja f(z) = a:z — sen(rx) + 3. A fungdo f atinge o valor 3 1o intervalo [—2,2]?
Justifique sua resposta.

[32] Uma esfera oca de raio R estd carregada com uma unidade de eletricidade estética.
A intensidade de um campo elétrico E(x) num ponto P localizado a z unidades do centro
da esfera é determinada pela funcao:

0 se O0<z<R
1
3x2

272 se z>R.

E(x) = se z=R

Verifique se a fungdo E = E(z) é continua. Esboce o grafico de E.

[33] A fungao de Heaviside é utilizada no estudo de circuitos elétricos para representar o
surgimento de corrente elétrica ou de voltagem, quando uma chave é instantaneamente
ligada e, é definida por:

0 se t<0
H(t) =
1 se t>0

a) Discuta a continuidade de f(t) = H(t> + 1) e de g(t) = H(sen(wt)). Esboce os
respectivos graficos em [—5, 5].

b) A funcio R(t) = ct H(t) (¢ > 0) é chamada rampa e representa o crescimento gradual
na voltagem ou corrente num circuito elétrico. Discuta a continuidade de R e esboce seu
grafico para c =1, 2, 3.

c) Verifique que u.(t) = H(t — ¢), veja pagina [96].

f(t) se 0<t<ec

o) se t>c o verifiaueaue h(t) = (1 —uc(t) f() +ue(t) 9(0)

d) Se h(t) = {

[34] A aceleragao devido a gravidade G varia com a altitude em relacao & superficie terreste.
G é fungao de r (a distancia ao centro da terra) e, é dada por:
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M

gRST se r<R
Gm=1 M

oy se r>R,

onde R é o raio da terra, M a massa da terra e g a constante gravitacional. G é continua?
Esboce o gréfico de G.

[35] Seja f :[0,1] — [0, 1] continua. Verifique que existe zy € [0, 1] tal que f(z¢) = o.

[36] Sejam f, g : [a,b] — R continuas tais que f(a) < g(a) e f(b) > g(b). Verifique que
existe zo € [a, b] tal que f(zo) = g(xo)-
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CAPITULO IV
DERIVADA

Introducao

Neste capitulo estabeleceremos a nocao de derivada de uma fungao. A derivada en-
volve a variacao ou a mudanca no comportamento de varios fenémenos. Inicialmente
apresentaremos a definicao de reta tangente ao grafico de uma fungao. Posteriormente,
definiremos funcoes derivaveis e derivada de uma funcao num ponto, dando énfase ao seu
significado geométrico. Ao final do capitulo serao feitas diversas aplicagoes.

4.1 Reta Tangente

Seja f : D — R uma func¢ao definida num dominio D que pode ser um intervalo aberto
ou uma reuniao de intervalos abertos, ou ainda, D tal que para todo intervalo aberto I
que contenha zg, se tenha: I N (D — {xo}) # 2.

Considere P = (zq, f(zo)) e Qi = (zi, f(z;)) (3 = 1, 2, 3......) pontos no grafico de f,
P # Q;; seja r1 a reta secante que passa por P e (J1; seu coeficiente angular é:

_ flx1) — f(xo).

1 — Xo

Fixemos o ponto P e movamos (); sobre o grafico de f em direcao a P, até um ponto
Q2 = (z2, f(z2)) # P; seja ro a reta secante que passa por P e (Qo; seu coeficiente angular
é:

_ f(z2) = flzo)

T2 — To
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Suponha que os pontos @; (i =1, 2, 3......) vao se aproximando sucessivamente do ponto P
(mas sem atingir P), ao longo do gréfico de f; repetindo o processo obtemos 7y, 79, r3, ...,
retas secantes de coeficientes angulares mq, mgy, mag, ..., respectivamente. E possivel provar,
rigorosamente, que quando os pontos (); vao se aproximando cada vez mais de P, os m;
respectivos, variam cada vez menos, tendendo a um valor limite constante, que denotaremos
por My, .

Definigao 1: A reta passando pelo ponto P e tendo coeficiente angular m,,, é chamada
reta tangente ao gréfico de f no ponto (xg, f(z0))-

Observacao: Se

existe, fazendo a mudanca t = r — xg, temos:

e = fit}

f(370+t)—f(330)‘
t

Como zy é um ponto arbitrario, podemos calcular o coeficiente angular da reta tangente
ao grafico de f para qualquer ponto (z, f(x)):

m, — lim fle+1) - f(z) |
t—0 t

Assim, m, s6 depende z.
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Definicao 2: Se f for continua em g, entdo, a equacio da reta tangente ao grafico de
f no ponto (zg, f(xop)) é:

Y- f(.’l?()) = Mg, (.’E - .Z'()),

se o limite existe,

Exemplos:
[1] Determine a equagao da reta tangente ao gréafico de f(z) = 4 — z2, no ponto (1, 3).

my é o coeficiente angular da reta tangente 3 pardbola y = 4 — z2 passando pelo ponto
(1, £(1)) = (1,3). Seja P = (1,3) e Q = (wg,4 — x3) pontos da pardbola; o coeficiente
angular da reta secante a pardbola passando por P e @) é:

mpgQ = % = —(.730 + 1).

O
P """ AT

Do desenho, é intuitivo que se @) aproxima-se de P (xo aproxima-se de 1), os coeficientes
angulares de ambas as retas ficarao iguais; logo: my = lim1 mpg = —2. A equacao da
To—>

reta tangente ao grafico de f, no ponto (1,3) é y —3 = —2(x — 1) ou, equivalentemente,
Yy + 2z = 5. Desenho:
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[2] Determine a equagao da reta tangente ao gréfico de f(z) = —, no ponto 3 2.
x
. . ) < 1

mi € o coeficiente angular da reta tangente ao grifico da funcao y = — passando pelo

1 1 1
ponto (5,2). Seja P = (5,2> e = (xo, —) pontos da curva; o coeficiente angular

T

0
da reta secante a curva passando por P e @ é:

Q

2\ ‘xo \

Novamente do desenho, é intuitivo que se () aproxima-se de P | zo aproxima-se de 5)

os coeficientes angulares de ambas as retas ficarao iguais; logo my = lim mpg = —4. A
mo—)§

1 1
equacao da reta tangente ao grifico de f, no ponto (5,2) éy—2=—-4 (x — 5) ou,

equivalentemente, y + 4z = 4. Desenho:

[3] Determine a equagao da reta tangente ao gréafico de f(x) = 23 — z + 1, no ponto (1,1).

Utilizemos agora diretamente a definicao:
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_ 2
lim fl+) = f() :limt(t +3t+2) =lim(t* +3t+2) = 2.
t—0 t t—0 t t—0

Logo my = 2. A equagdo da reta tangente ao grafico de f, no ponto (1,1) é y — 2z = —1.
Desenho:

Observacao: Da definicao segue que a equacio da reta normal ao grafico de f no ponto

(w0, f(wo)) é:

1

Mgy

y — f(zo) = —

(a: — a:o), se My, 7 0.

4.2 Funcoes Derivaveis

Seja f : D — R uma funcao definida num dominio D que pode ser um intervalo aberto
ou uma reuniao de intervalos abertos ou ainda, D tal que para todo intervalo aberto I que
contenha xg, se tenha: I N (D — {xo}) # 2.

Definicao 1: Uma funcio f é derivavel (ou diferenciavel) no ponto zy se
existe o seguinte limite:

fon) — tim T = F@0)

T—Xo xTr — _/I,'O

Observacao: Fazendo a mudanca t = z — zp, temos:

fl (.TIQ) = lim

t—0

f(@o +1) — f(xo)
" :
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f'(zo) é chamada a derivada de f no ponto zy. Como zg é um ponto arbitririo, podemos
calcular a derivada de f para qualquer ponto x € Dom(f);

f'(z) = lim

t—0

fla+t) = @)
t

Assim f’ é funcdo de z e f'(xp) € R.

Definigcao 2: Uma fungio f é derivavel (ou diferencidvel) em A C R, se é derivdvel ou
diferencidvel em cada z € A.

. d
Outras notagoes para a derivada de y = y(x) sdo: d_y oulD,f.
x

Exemplos:
[1] Caleule f’(i) e F(2), se f(z) =

_ 2 _ .2
f($)_}l_r)%f(m+ti f(m)zggno (m+t1 ? = lim(2z +t) =2
(L _1 ! —
f(Z)_Qef@)_
2] Calcule f’(%) se f(z) = VI— 2.

— \/1_ \/1—372_. _ 2 + 1t =
o= t o Vi—@+?+vVi-22  Vi-a?
(1 V3

=2
[3] Calcule f'(1) se f(z) =4 — z%

£/(z) = lim f(w+t1—f(a:) :}i_%_t(t-i;Zx) i (4 20) = 20
F(1) = -2,
[4] Calcule f’(%) se f(z) = %

1 1
; +i) - : Tz . -1 1
o) = g HEEGIE <y 22—y 2
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Observacoes:

. ) x)— f(x

i) A fungdo F : (D — {x0}) — R, definida por F(z) = M, representa, geo-
r — X

metricamente, o coeficiente angular da reta secante ao grafico de f passando pelos pontos

(zo, f(z0)) e (z, f(z)). Logo, quando f é derivivel no ponto zg, a reta de coeficiente an-

gular f'(z¢) e passando pelo ponto (zg, f(z)) € a reta tangente ao grafico de f no ponto

(w0, f(z0))-

ii) Se f admite derivada no ponto g, entao:

a) A equacdo da reta tangente ao gréfico de f no ponto (zg, f(zo)) é:

y — f(xo) = f'(wo) (x — o).

b) A equagdo da reta normal ao grifico de f no ponto (zg, f(xo)) é:

1
f'(wo)

RS
/N

y— f(zo) = —

(x —x0), se f'(mg)#DO.

Exemplos:

[1] Determine as equagoes das retas tangente e normal ao grafico de f(z) = 22 + 1, no
ponto de abscissa xy = 1.

Se £y = 1 entdo f(xzg) = 2; logo, a reta tangente passa pelo ponto (1,2) e seu coeficiente
angular é f'(1). Temos:

et = fl@) @)+l (2 +1)

i
=0 t t—0 t

= 2.

f'() =1

f'(1) = 2 e as respectivas equagoes sdo: y —2x=0e2y+x — 5= 0.
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~

[2] Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(z) = v/z que seja paralela & reta
2z —y—1=0.

Para determinar a equagao de uma reta, necessitamos de um ponto (zg, yo) e do coeficiente
angular f’(xg). Neste problema, temos que determinar um ponto.

Sejam r; a reta tangente, r a reta dada, m; e m os correspondentes coeficientes angulares;
como r; e r sdo paralelas, entdo m; = m; mas m = 2 e my; = f'(xp), onde zy é a abscissa

1
2z’

do ponto procurado; como f'(zg) = resolvendo a equagao f'(zg) = 2, obtemos

1 1 1

=— e f(=) = 506167 —8y+1=0.

T 16ef(16) 1 & equagdo é 6x—8y+ 0
q
/

/
/
1 L
/
/
/
/ 1 2
3
[3] Determine as equagbes das retas tangentes ao gréfico de f(z) = 5 1 que sejam

perpendiculares a reta y + x = 0.

Sejam r; a reta tangente, r a reta dada, m; e m os correspondentes coeficientes angulares;
como 7 e r sao perpendiculares, entdo mym = —1; mas m = —1 e my = f'(z¢), onde zg é
a abscissa do ponto procurado; resolvendo a equagio f'(zg) = 1, temos f’(z¢) = z3. Logo,
f'(zo) =1 é equivalente a g = 1 e as equagoes sao: 3y —3x+5=0e3y—3z+1=0.
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Teorema : Se f ¢é derivavel em z( entdo f é continua em .
Para a prova veja o apéndice.

Exemplo Seja f(z) = |z|. f é continua em todo R; em particular em zo = 0. Mas a
derivada de f em 0 nao existe; de fato:

f'(0) = lim f(z) - f(0) — lim @
z—0 €T z—0 I
Calculemos os limites laterais:
lim m = lim <§) =1
z—0t T z—0 \ T

lim =l = lim —<f) =1
z—0— T z—0 T
Logo, f’(0) nao existe. Para z € R — {0}, f'(x) existe e:

f'(m)Z{ 1 se z>0

-1 se x < 0.

Observacoes: Do teorema segue que nao existe a derivada de f no ponto z, se:

i) f é descontinua no ponto xy.

ii) Existe ”"quina” no grafico da fun¢ao continua no ponto de abscissa xy, como no ponto
zo = 0 do exemplo anterior.

iii) f é continua em zy e possui reta tangente vertical passando pelo ponto de abscissa xg.
Neste caso, lim |f'(z)| = oc.
T—>To
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]

Exemplos:
[1] Seja f(.’l?) _ { ,7;2 sen(%) se =T 75 0

0 se z=0.

fl(()) = lim M = lim (z sen(%)) = 0;

z—0 z—0 z—0

logo, a derivada em 0 existe; entdo, f é continua em 0. Veja a pagina [@], exemplo [8].

[2] f(x) = ¢/ é continua em todo R e nao é diferencidvel em z = 0. De fato:

z—0 z—0 z—0 3

Veja o desenho:




CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 149

4.3 Regras de Derivacao

Se:

[1] u(z) = ¢, entao u'(z) = 0.

2] u(z) = mzx + b; m, b € R, entdo u/'(z) =m.

A fungao é continua e seu grafico coincide com sua reta tangente em qualquer ponto; logo,

tem o mesmo coeficiente angular. Equivalentemente,

u(x +t) —ul(z) mt

= — =m.
t
[3] u(z) = 2™; n € N, entdo u'(z) = na" L
-1
De fato: u(x +t) —u(z) =2 +t(nx" ' +1 (% " 1"TE)) — e
_ n _ ,.n
t—0 t t—0 t
-1
t <nm”_1+t <% "2t +t”_2)>
== lim = ’na’;n_l
t—0 t

Proposicao: Sejam u = u(z) e v = v(x) fungdes derivéveis; entdo:

i) Regra da soma: u + v sio derivdveis e

(utv)(z) = (z) £0'().

ii) Regra do produto: u-v é derivével e

(u-v)(z) =4 (z) -v(z) + ulz) - V().

XX} . u , . ,
iii) Regra do quociente: — é derivavel, e
(Y

se v(x) # 0.
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Veja as provas no apéndice.

Observacoes:

[1] Da regra do produto temos: (ku(x))’ = ku/(x), para toda constante k.

[2] Da regra do quociente é usada para n < 0, temos: se u(x) = z", z # 0, com n € Z,
entdo v/ () = nz" L

Exemplos:

[1] Calcule #/(0), sendo u(z) = z® + 425 — 3z + 2. Aplicando as regras:

uw'(z) = (2 +42° - 32 +2) = (2% + (42°) — (3z)' + (2) = 625 + 4 (2°) — 3 (x)' + 0;
entdo, u'(z) = 62° +20x* — 3. Logo, u/(0) = —3.

1

2] Calcule u'(1), sendo u(z) = — + z* — 322 + 1. Fazendo u(z) = 276 + 2* — 322 + 1,
x

temos:

u'(z) = (270 +2* - 322 + 1) = (7% + (=)' — (32 + (1)';

logo, u'(z) = =6z~ " +42® — 3(2?)' + 0 = —62~" + 423 — 6z e v/(1) = —8.

a:4+3ac+1‘

[3] Calcule (), sendo u(z) = s ; x # 0. Fazendo u(z) = 27 %(z* + 3z + 1);
x

logo, u(z) = 27 + 3z7* + 275, temos:
w(z)=(z '+ 30 +275) = -2 - 12275 — 527F.
[4] Calcule v/(x) sendo u(x) = (23 + 2z + 1) (222 + 3).
u'(x) = ((23 + 22 + 1) (222 + 3))’; logo,
u'(z) = ((z®+224+1)) 222 +3)+ (23 + 2z +1) ((22° + 3))’

e, u(r) =10z* + 2122+ 42 +6.
2+

[5] Calcule u/(z), sendo u(z) = PR

() = <m2 +:c>’ _ @+ 2)(@+1) — (@ +a) (@ + 1)

P11 (@ + 1)? ’
! oyt =223 42041 122
0go, u'(z) = EEEE RCETFE

[6] Determine as equagoes das retas tangentes ao grafico de:

a) y = f(r) = 2 — 3 que passa pelo ponto (3, —4).
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b) y = f(x) = 23 — x, paralelas & reta y — 22 = 0.

a) O ponto dado nao pertence ao grafico de f. Por outro lado a equagao da reta tangente
ao grafico de f no ponto (zo, f(z0)) é y(z) = f(zo)+ f'(x0) (z—x0), onde f'(x9) = 2z0—3
e f(xo) = 3 — 3xo. O ponto (3, —4) pertence a reta tangente, logo, obtemos:

—4=y(3) :3??) —3z0+ (220 —3)(3—x) = —x8+6x0 - 9.

Resolvendo a equagao de segundo grau, obtemos: 2o = 1 e zg = 5. As equagoes obtidas
ssoy+z+1=0ey—7x+25=0.

b) O coeficiente angular da reta tangente no ponto xg é f'(x¢) = 322 — 1 e deve ser igual
ao coeficiente angular da reta dada; entdao 3z3 — 1 = 2; logo, 7o = +1. As equagoes das
retas tangentes sao y —2x+2 =0e y—2x —2 = 0. Desenhos de a) e b) respectivamente:

10 1 /
/
5 /
/
1 / 1
S\ 1 ] 5 /
/
5 / 1

4.4 Derivada da Funcao Composta

Suponha que desejamos derivar a seguinte expressao: u(z) = (2% + 2® + 1)10%0 com as
regras dadas. S6 temos a possibilidade de desenvolver o trindmio e aplicar sucessivamente
a regra da soma ou escrever como produto de 1000 polinémios e usar a regra do produto.
Como ambas as possibilidades sao tediosas, vamos tentar reescrever esta funcao.

Seja g(z) = %% e f(x) = 2® + 25 + 1; é claro que u(x) = (g o f)(z). Logo, se soubermos
derivar a composta de funcoes o problema estard resolvido. O seguinte teorema nos ensina
a derivar uma funcao composta g o f em termos das derivadas de f e g, que sao mais
simples.

Teorema 1:(Regra da Cadeia) Sejam f e g fungdes, tais que g o f esteja bem
definida. Se f é derivavel em z e g é derivdavel em f(z), entdo go f é derivavel em z e:

(go f)(z) =g'(f(2))- f'(z).

Outra maneira de escrever o tltimo pardgrafo é: se y = g(x) e z = f(t), nas hipbteses do
teorema, temos que:
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dy _ dy do
dt  dz dt’

Para a prova, veja o apéndice.

Aplicacgao: Seja v(z) = (u(z))”, onde n € Z. Entdo: v'(z) = n (u(z))" 1 u'(z).
Exemplos:

[1] Calcule v'(z) se v(z) = (x° + 28 + 1)1000,

Neste caso u(z) = 2% + 25 + 1; logo, v/(z) = 928 + 6 2° e n = 1000; entio:
o' (z) = ((u(z))'%%)" = 1000 (u(z))**° v/ (z) = 1000 (z° + 2° + 1) (92® + 6 2°).

d
[2] Calcule d_il sey=gx)=2>+z+lex=uz()=1t>+1.
Pela regra da cadeia:

dy dy dx 9 9 9
7 g 1)=06¢t(t 1 2t.
= 1o i 2t(3z°4+1)=6t(t*+1)* +

[3] Seja g uma fungao derivdvel e h(z) = g(z? + 1). Calcule h/(1) se g’(2) = 5.
Seja h(z) = (go f)(z), onde f(x) = z% + 1; pela regra da cadeia: h/'(x) = ¢'(f(z)) f'(x),
f'(xz) = 2z. Logo, h'(z) = ¢’(#*>+ 1) 2z. Calculando a tiltima expressdo em z = 1, temos:
h'(1) =24'(2) = 10.

3 2 2 dy
4] Se y =u®+u®+3 eu=2z"—1, calcule e

Pela regra da cadeia:

dy dy du 2
—=-=—=4 2
dr  du dx z(3u”+2u)
=4z (3222 -1)2+2(22% 1))

=4(122° - 82° + z);

ou, fazemos a composta das funcoes:
y=ud+u?+3=222-1)34+(222-1)2+3ey =4(122° — 823 + x).
[5] Determine f'(1) se f(z) = h(h(h(z))), h(1) =1e h'(1) = 2.
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Pela regra da Cadeia: f'(z) = h'(z) h'(h(z)) h'(h(h(x))); logo, f'(1) = 8.

Teorema 2: (Fungao Inversa) Seja f uma fungio definida num intervalo aberto
I. Se f é derivavel em I e f'(x) # 0 para todo x € I, entdo f possui inversa f~! derivdvel
e:

—1\/ _ ]‘
@) = Fimy:

Para a prova da primeira parte veja a bibliografia avancada. A férmula pode ser obtida
diretamente da regra da cadeia. De fato, (f o f~1)(x) = x para todo z € I. Derivando
ambos os lados, temos que:

(Fof™W(z)=f(f =) (f 1) (z)=1.

Exemplos:

[1] Seja f(x) = z2, z > 0; logo sua inversa é f~1(x) = /T e f'(x) = 22 # 0 se x # 0;
' (f~Y(z)) = 2y/z. Aplicando o teorema:

)@= 5 z#0

[2] Seja f(x) = x3; logo sua inversa é f~(z) = Yz e f'(xr) = 322 # 0 se z # 0;
' (fYz)=3 V2. Aplicando o teorema:

1
—1y7
r)=——+,x F#0.
(f7) (=) T #
1_
[3] Se n € N, entao: (¥z) = I , para todos os valores de z tais que {/z seja definida.
n

De fato, seja u(z) = x™; para n par, x > 0 e para n impar,  ndo tem restrigoes; a inversa
de u é u=(z) = Yz e v (r) =na" 1 u'(x) #0sex #0. Aplicando o teorema, temos:

(V2) = @) = o =

uw (u=1(x)) n

Em geral, pela regra da cadeia, se u = u(x) é uma funcdo derivavel e v(z) = (u(z))?,
a € Q; entdo, v'(z) = a (u(z))* 1u'(x).

[4] Calcule f'(z), se f(z) =Vx2 + 1.
Escrevemos f = go h, onde g(z) = \/z e h(z) = 2 + 1; logo, ¢'(z) =

entdao: f'(z) =g (h(zx)) W (z) =

xr

Vrz 1
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[5] Determine f'(0), se f(z) = h(z) &/h(z) + 1, h(0) = 0 e 1'(0) = 1.

W (x) (4+5h(z)) e
1 h)? ; logo, f(0) = 1.

Pela regra da cadeia: f'(x) =

Derivadas das Funcoes Elementares

4.4.1 Funcao Exponencial:

Seja a € R tal que 0 < a # 1 e|u(z) = a”. | Entao,

a*tt — g® .oat—1
u'(x) = lim =a” lim = In(a) a”®.
t—0 t—0 t
Em particular, se a = e, temos :
(ew)l — e.’c

Seja v = v(x) uma fungdo derivdvel e considere a funcio: u(z) = a*(®),

av(®) = ev(@)in(a); ysando a regra da cadeia para 9(z) = €® e f(z) = v(z) In(a), temos que
u(z) = (g o f)(z); entdo:
1) g/(gj) —eT e g'(f(a:)) — ev(@)n(a) — 4v(z)

ii) f'(z) = v'(z) In(a); logo,

u'(z) = (@) = In(a) a¥@ ' (z)|.

Em particular,

(e*@)Y =In(e) '™ v'(z) = @ v/ ().

Observacao: O crescimento ou decrescimento exponencial, expresso pela funcio

Q(t) = Qo e, (k #0)
tem a propriedade Q'(t) = kQ(t), isto é, a sua derivada é proporcional a fungao. Alids
isto é o que caracteriza a fungao exponencial.

Nos desenhos, a funcao exponencial em azul e sua derivada em vermelho; para 0 < a < 1
e a > 1, respectivamente:
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N~

/

Exemplos:
[1] Calcule ¥/, se:

i) y=eve,

, 1\~
i) y = <§> .
ev®

i) Fazendo v(z) = /x, temos y’ = (e“("’))’ — e¥(2) v'(z) = W

1
1 1\* 1\ 1
ii) Fazendo v(z) = = temos y' = —In(2) (5) v'(z) = In(2) (§> 2
[2] Determine a equagdo da reta tangente ao gréfico da funcao y = e~ no ponto de

abscissa 1.

Derivando 3y’ = 2ze ™ '(1) = —=2e e y(1) = e7}; logo, a equacdo da reta tangente

)
passando pelo ponto (1,y(1)),éy+2xe~! —3e~! =0.

"
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4.4.2 Funcao Logaritmica:

Sejaa € Rtal que 0 < a # 1 e |u(x) = logy(x). | Usando o teorema da fun¢ao inversa para

f"t=ue f(z) = a®, temos:

o (z) = 1 _ 1 _ log,(e)

f'(f7H =)  xin(a) z

Em particular, se a = e:

(inz)) =~

Analogamente ao item [1], usamos a regra da cadeia para calcular a derivada de u(z) =
= loge(v(x)), onde v(z) > 0 é uma fungao deriviavel. Em tal caso:

(&) = (loga(v(x)))' = W

Em particular, se a = e:

(In(v()))" =

Nos desenhos, a funcao logaritmica em azul e sua derivada em vermelho; para 0 < a < 1
e a > 1, respectivamente:

Aplicacgoes:

i) Para todo o € R, se u(z) = 2%, x > 0; entdo, u'(z) = (z%) = az®"L. De fato, seja
y = u(x). Aplicando logaritmo & expressao y = u(z) = z*: In(y) = In(u(z)) = aln(x).
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!/ / !/
Derivando, temos (In(y)) = w(a) = y—; ou seja, v _ g; logo,
u(z) y y =
y' =y<g) = 0T et
x x

ii) Em geral, se u(z) = (v(z))?, onde v(z) > 0 e a € R, temos:

v (z) = a(v(z)* T/ (2).

iii) Seja y = (u(z))"@®), onde u(x) > 0. Apliquemos logaritmo & expressio y = (u(z))*®;
logo, In(y) = v(z) In(u(x)). Derivando, temos:

L —v@nuo) + M e @) =y (v @) () + LOHD)

Entao:
v(z) I v(z) ! UI(SC)U(ZC)
(u(z)) = (u())"™ [ v'(z) In(u(z)) + u@ )

Exemplos:
[1] Calcule a derivada de y = 3z + 2% + 2 Va3, z > 0.

N N : logo: i = Sz _ pe—6 4 Sp—t
Aqui a = 2 a=-deq= 1 ,respectivamente; logo: y' = 2:U o~ + 2:() .

. B VzeV®

[2] Calcule a derivada de y = [T

Aplicando logaritmo a funcao e usando as propriedades da fungao logaritmica, temos:

In(y) = In(vz) + In(eV®) —4in(z® + v+ 1) = @ +vVz —4in(z® +z+1).

! 1 1 8 4
Derivando: y _ — + — Tt e,
y 2z 2z 224z+1

y,:y(m)(1 1 8z +4 ) Vzev® (1 1 8z +4 )

ﬁ+2\/§_a:2+$+1 :(a:2+x+1)4 ﬁ+2\/§_a¢2+x+1

[3] Calcule a derivada de y = 2%, = > 0.
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Aplicando logaritmo a expressao e usando as propriedades da fungao logaritmica, temos:
/!

In(y) = zIn(x). Derivando: LA In(z)+1e, ¢y =yz) (In(x)+ 1) = (In(z) + 1) z=.
Y
[4] Calcule a derivada de y = V%, z > 0.
Aplicando logaritmo a expressao e usando as propriedades da fungao logaritmica, temos:

v In(x) 1

In(y) = In(x) \/z. Derivando: g =5/ + \/_

o (85 1) = (H27)

[5] Ache a equacio da reta tangente ao grafico de f(z) = 2%, (z > 0) no ponto de abscissa
To = 1.

Aplicando logaritmo a ambos os lados de y = z® , temos: In(y) = z2In(z); derivando:
Y =yQRzxin(x) +x) = g@ +1 (2In(z) + 1); ¥'(1) = 1 e a equacao da reta tangente é
y—x=0.

[6] Seja f(z) = In(x). Sabendo que f'(1) = 1, verifique que: hm(t + 1)%

gy e J(EH 1) — f(1)
f )= lim t

entdo, 1 = ln(%ir%(t + 1)%) logo: hm(t + 1)% =
_)

Tabela: Sejam u(z), v(x) fungoes diferencidveis e k uma constante. Se:
[1] y = k, entdo y' = 0. [2] y = x, entao y' = 1.

[3] y = kv(x), entdo y' = ko'(z). [4] y = u(z) £ v(x), entdo 3y’ = v'(z) £ v ().
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[5] ¥y = u(z) - v(z), entao y' = u'(z) - v(z) + u(x) - v'(z).

u(z) ' (z) - v(z) — u(x) - v'(z)
v(x) (v(z))?

[7] Y= au(w), entao yl = ln(a) . U,(.’E) . au(a;)

6] y = , v(x) # 0, entao y =

u'(z)
u(z)

8] y = e*®) entdo ' = u'(z)e"®. [9] y = log,(u(z)), entdo 3’ = log,(e)

~—

u'(x
u(r)

[11] y = (u(z))*, o € R entdo y' = a (u(z))* '/ (z).

[10] y = In(u(z)), entdo y' =

4.4.3 Funcoes Trigonométricas:

i) Se y = sen(x), entdo:

l t
sen(z _ sen(z sen(=) cos(x + —
o gy e ) ) )
&)
sen(z)
~in () () =0

onde, para calcular o dltimo limite usamos um limite fundamental.
.. ™ ~ - .
ii) Se y = cos(x), sabendo que cos(x) = sen(§ — z), entao, utilizando a regra da cadeia

™
com u(zx) = 5~ temos:

y =/ (x) cos(u(x)) = —cos(g —z) = —sen(z).
sen(x) . . )
iii) Se y = tg(x), sabendo que tg(z) = T, entdo, utilizando a regra do quociente,
cos(x

temos:

, _ cos®(x) + sen®(x)

cos?(z)

= sec’(x).

Logo, se:
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a) y = sen(z), entdo y' = cos(x) b) y = cos(z), entdo y' = —sen(x)
c) y = tg(x), entao y' = sec?(x) d) y = cotg(x), entao y' = —cosec?(z)
e) y = sec(x), entdo y' = tg(z) sec(x) f) y = cosec(x), entdao y' = —cotg(z) cosec(x).

Tabela: Sejam u(z), v(z) fungdes diferencidveis e k uma constante. Se:

[12] Se y = sen(u(z)), entdao y' = cos(u(z)) u'(z).

[13] Se y = cos(u()), entio y' = —sen(u(z)) w'(z).

[14] Se y = tg(u(z)), entio y' = sec?(u(z)) v/ (z).

[15] Se y = cotg(u(z)), entdo y' = —cosec?(u(z)) ' (z).

[16] Se y = sec(u(x)), entio y' = tg(u(z)) sec(u(z)) - ' (z).

[17] Se y = cosec(u(z)), entdo y' = —cotg(u(x)) cosec(u(z)) ' (z).
Exemplos:

[1] Seja y = sen(ax), onde o € R. Fazendo u(z) = azx, temos u'(z) = «; utilizando a
tabela y' = a cos(azx).

Para as outras fungoes trigonométricas, o procedimento é andlogo.

[2] Seja y = sen®(azx), onde a, B € R — {0}. Fazendo y = sen(azx) = (sen(azx))?,
derivando como uma poténcia e usando o exercicio anterior, temos:

y' = Basen®(azx) cos(ax).
Para as outras fungoes trigonométricas, o procedimento é andlogo.

[3] Seja y = tg(sen(z)). Fazendo u(z) = sen(zx), temos u'(z) = cos(x); utilizando a tabela
y' = cos(z) sec®(sen(r)).

[4] Determine as retas tangentes ao gréifico de u = sen(z) que tenham o coeficiente angular

igual a —.
igual a o

Sabemos que se u(z) = sen(z), entdo u'(x) = cos(z); logo, devemos resolver a equagao

u'(x) = 570U seja, cos(x) = 5 due tem solugoes x = + g + 2km, onde k € Z. As equacoes
sao:

) 6y—3z+(1+6k)7—3V3=0, sem:g—l—ﬂm,kez.

i) 6y — 32+ (6k—1)7+3v3=0, sem:—g—l—ﬂm,kEZ. Na figura k = 0.



CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 161

- 3

[5] Determine os pontos onde o grifico da fungdo y = x + 2 sen(z) possui reta tangente
horizontal.

. . 1
Devemos resolver a equacao y’ = 0 ou, equivalentamente, cos(z) = —5; logo, os pontos

2
tem abscissas x = + ?ﬂ +2km, k € Z. Figura para k = 0.

N

N

4.4.4 Funcoes Trigonométricas Inversas:

a) Seja y = arcsen(x). A fungdo arco seno, definida para x € [—1,1] é a func¢do inversa
da fungao f(z) = sen(z), se —g <z< g f'(z) = cos(x) #0se x € (—g, g) Usando
a férmula do teorema da funcgdo inversa, temos: se y = f~1(z) = arcsen(z), ou seja,
sen(y) = x, entao:

1 1 1

- I (f~Y(=x)) - cos(arcsen(z))  cos(y)

1 1

T
Mas, cos(y) = /1 —sen?(y), pois y € (=7, 7). Entdo: y' = = ,
W ) ( 2 2) V1-sen?(y) V1-—a?

se z € (—1,1).

(f ) ()
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b) Seja y = arccos(x). Como arcos(z) = g —arcsen(x), temos: y' = —(arcsen(z))’; logo,

1
r_
Y=

se ze€(—1,1).

Tabela: Sejam u(z), v(z) fungdes diferencidveis e k uma constante. Se:

[18] Se y = arcsen(u(z)), entdo y' = #)2(@
u'(z)

V1—u2(z)

u'(z)

[19] Se y = arccos(u(z)), entao y' = —

[20] Se y = arctg(u(x)), entdao 3’ =

1+ u2(z)
[21] Se y = arccotg(u(x)), entao y' = —%.
S u'(z)
22| Se y = arcsec(u(x)), entao y' = , lu(x 1.
22] Soy = arcscc(u(z), entio = " u(r)| >

v ()

u(e)|yv/u?(z) =1

[23] Se y = arccosec(u(z)), entao y' = — , u(z)] > 1.

4.4.5 Funcoes Hiperbdlicas:

As derivadas das fungoes hiperbdlicas sao calculadas diretamente, pois todas elas envolvem
exponenciais; por exemplo:

1
Seja y = senh(z) = 3 (e” — e~ "); derivando, temos: y' = cosh(z).

Se u(z) ¢ derivavel. Usando a regra da cadeia, temos:

[24] Se y = senh(u(x)), entio ' = cosh(u(z)) v/ (z).

[25] Se y = cosh(u(x)), entio y' = senh(u(z)) v (z).

[26] Se y = tgh(u(x)), entdo 3 = sech?(u(x)) v (z).

[27] Se y = cotgh(u(z)), entio y' = —cosech?(u(z)) u'(z).

(28] Se y = sech(u()), entio y' = —tgh(u(z)) sech(u(z)) v (z).

[29] Se y = cosech(u(x)), entdo y' = —cotgh(u(z)) cosech(u(z)) u' ().
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Exemplos Diversos:

Calcule as derivadas y’, sendo:

[1] y = €t9(®), Fazendo u(zx) = tg(x), temos y = e*(*); usando a tabela: y' = u/(z) e*(®) e
y' = sec?(x) et9(®),
u'(x) 1

2] y = in(in()). Fazendo u() = In(z), temos y = In(u(2)); logo: ¢/ = 773 = —7 s

1 1.\ 1 1 , 1. 1 1
cos(;) = cos(u(x)); como (cos(; ) = sen(;), logo, y' = cos(;) + - sen(;).
[4] y = cos(sen(x)). Fazendo u(x) = sen(x), temos y = cos(u(x)); usando a tabela:

y' = —u'(z) sen(u(zr)) = —cos(x) sen(sen(x)).

[5] ¥ = arccotg(3 2%). Fazendo u(z) = 3 22, temos y = arccotg(u(x)); usando a tabela:

;L u'(z) 6x
v = L+u2(x)  1+9z%

1 1
(6] y = arctg(—). Fazendo u(z) = —, temos y = arctg(u(z)); usando a tabela:
T x

p_ w1
C14u?(r) 1422

Y

[7] y = sen(In(x)). Fazendo u(z) = In(z), temos y = sen(u(z)); usando a tabela:

cos(ln(m))-

- )). Fazendo u(z) = cos( .

9y = ln(cos(m ), temos y = In(u(x)); usando a tabela:

,_u’(x)__i z—1
y_u(:c)_ a:2tg( x )
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[10] y = arcsec(In(z)). Fazendo u(x) = In(z), temos y = arcsec(u(z)); usando a tabela:

1
Yy = se I >e

In(z) \/In?(z) — 1
1 -1
Yy =— se r<e ".
In(z) \/In?(z) — 1

[11] Calcule a érea do tridngulo determinado pelos eixos coordenados e pela reta tangente
a curva y = — no ponto x = 2.
x
\ —1 z 1 !
A reta tangente a curva y = f(x) = 27" no ponto z = 2 é: y — 5= f(2) (x —2). Como
1

f(2) = 1 a equacao da reta tangente é: 4y +x —4 = 0. Se x = 0, entao y = 1; se
y =0, entdao x = 4. A altura do triangulo é igual a 1 e a base é igual a 4. Logo, a area do
triangulo é: A = 2u.a.

[12] Uma particula move-se ao longo da curva y = 1 — 2x% Quando z = 3 a particula
escapa pela tangente a curva. Determine a equacao da reta de escape.

A equagao da reta tangente & curva no ponto de abscissa 3 é y— f(3) = f/(3) (x — 3), onde
f(z) =1—-22%logo, f'(z) = -4z e f'(3) = —12; a equacdo é: y+ 122 — 19 = 0.

RN
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4.5 Derivacao Implicita

Seja F(z,y) = 0 uma equagao nas varidveis e y.

Definigao : Uma funcio y = f(z) é definida implicitamente pela equacio F(z,y) = 0,
quando F(z, f(x)) = 0.

Em outras palavras, quando y = f(z) satisfaz & equagao F(z,y) = 0.

Exemplos:

[1] Seja a equacdo F(z,y) = 0, onde F(z,y) =23 +y —1; a fungao y = f(z) =1 — 23 é
definida implicitamente pela equagio F(z,y) = 0, pois F(z, f(z)) =23+ (1 —23) -1 = 0.

[2] Seja a equagao F(z,y) =0, onde F(z,y) = y* +x —1; a funcio y = f(z) = v1—x é
definida implicitamente pela equagao F(x,y) = 0, pois F(z, f(z)) = (V1 - z)*+2—1= 0.

[3] Seja a equagdo F(x,y) = 0, onde F(x,y) = 22 + y? — 25; esta equacgio define implici-
tamente uma familia de fungées; por exemplo f(x) = /25 — 22, f(z) = —v25 — z2; em
geral,

V25 —122 se —-5<z<c
y:fc(x) =
—V25—22 se 5>u1>c,

para cada c € (—5,5).
[4] Seja a equacdo F(z,y) =0, onde F(z,y) = y> — 3y — x — 7; entdo, as fungoes
1
y=f(z)= 5 (3 £ V4 + 37) sao definidas implicitamente pela equacao F(z,y) = 0, pois:
1
F(z, f(x)) = F(z, 5(3 + V4x +37)) = 0.

Observemos que nada garante que uma funcao definida implicitamente seja continua, de-
rivdvel, etc. Na verdade, nem sempre uma equacgao F'(z,y) = 0 define implicitamente
alguma func¢ao. Por exemplo, considere a seguinte equagao:

w3y® + 23 tg(zy?) + In(z +y) + sen(z) = 0.

4.5.1 Calculo da Derivada de uma Funcao Implicita

Podemos calcular a derivada de uma funcao definida implicitamente sem necessidade de
explicita-la. Para isto usaremos novamente a regra da cadeia.

Suponha que F(z,y) = 0 define implicitamente uma funcao derivdavel y = f(z). Através
de exemplos mostraremos que podemos calcular 3’ sem conhecer y.
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Exemplo Seja y = f(r) uma fungio derivdvel definida implicitamente pela equagio
z% 4+ y? = 1. Calcule y/'.

Como y = f(x), temos x2 + ((f(x))? = 1. Derivando em relagao a x ambos os lados da
igualdade e usando a regra da cadeia, obtemos:

(@) + (((f(2))") = 1)}
2z 42 f(z) f'(z) = 0.

Sabemos que f(z) = V1 — 22 é definida implicitamente pela equagao z2 + 32 = 1 e
x

FTO=—r—==="y

Método de Calculo

Dada uma equacao que define y implicitamente como uma fun¢ao derivavel de x, calcula-se
y' do seguinte modo:

i) Deriva-se ambos os lados da equagao em relacdo a z, termo a termo. Ao fazé -lo, tenha
em mente que y é uma funcao de x e use a regra da cadeia, quando necessario, para derivar
as expressoes nas quais figure y.

ii) O resultado serd uma equacao onde figura nao somente x e y, mas também y’. Expresse
y' em funcdo de x e y. Tal processo é chamado explicitar y'.

Exemplos: Calcule ¥’ se y = f(x) é uma funcio derivdvel, definida implicitamente
pelas equacoes dadas:

1] 23 - 322yt +y3 =62+ 1.
Note que 22 -3 22 y*+y3 = 6z +1 éigual a 23 -3 22 (f(z))*+ (f(z))® = 6 £+ 1; derivando
ambos os lados da equagdo, obtemos: (z2)' — (322 (f(x))*)' + ((f(x))3)' = (6 z+1)’; entdo,

32% =62 (f(2))* — 122° f'(2) (f(2))° + 3 f'(z) (f(2))* = 6.

Logo, 322 —6zy* — 12224y 4> + 3y’ y? = 6. Expressando 3’ em funcdo de z e y:

, 2—z?+2zyt
T U1y
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2] 22 + zy + x sen(y) = y sen(x).

/

Derivando ambos os lados 2z + y + zy' + sen(y) + zcos(y) Yy = y' sen(z) + y cos(z).

Expressando 3’ em funcdo de z e y:

’_ ycos(z) —2x —y — sen(y)
z + zcos(y) — sen(z)
3] sen(z +y) = y? cos(z).

Derivando ambos os lados (1 + ') cos(z + y) = 2y ¥y’ cos(x) — y? sen(x). Expressando '
em funcao de z e y:

, _ y?sen(x) + cos(z +y)
"~ 2ycos(z) — cos(z +y)’

O processo de derivar implicitamente pode ser usado somente se a fung¢ao determinada pela
forma implicita é derivavel. Mas, para os exemplos e exercicios, sempre consideraremos
esta exigéncia satisfeita.

Exemplos
[1] Determine a equacao da reta tangente ao grafico da funcdo implicita definida por:
11 /3
2 _ .2 2 t _ _ —
y? = 2% (z + 2), no ponto ( 55 2)
Derivando a equagao implicitamente: 2yy’ = x (33: +4). Expressando y' em fungao de x
3 4 1
ey: y = %; lembrando que z = —3 y = f'(z) e = \/7 f(—2) =y, temos
Yy
ue f’( 1) = > é o coeficiente angular da reta tangente no ponto (— 1 1 §) e
q 2 =% 8 & P 2'2 V2

a equacao desta reta é 416y + 10z — 1 = 0.

[2] Determine a equagao da reta tangente e a equacao da reta normal ao gréfico da funcao
11
implicita definida por: (22 + y?) (y* + z (z + 1)) = 4z y* no ponto (5, 5)
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Derivando a equacao implicitamente 2y’ y (2y?+222 —3x) = —(4dzy?+423+3 22 -3 y?).
Lembrando que z = =, ¢ = f'(z) e y = E,temos que fl(i) = 2 é o coeficiente angular da

2
11
reta tangente no ponto (—, 5) e a equacao desta reta é 2y —4x 4+ 1 = 0. A equagao da

reta normal é 4y +2x — 3 = 0.

~

[3] Determine a equacao da reta tangente e a equacao da reta normal ao gréfico da funcao

implicita definida por: — + 2= 1, em qualquer ponto; (a e b constantes nao nulas).
a
. e 22 2yy , N
Derivando a equacgao implicitamente —- + = 0. Expressando 3y’ em funcao de z=
a
bz
e y: ¥y =———; lembrando que © = zo, ¥ = f'(z) e yo = f(wo), se yo # 0, temos:
ay

bz . ~
(o) = — v O que é o coeficiente angular da reta tangente no ponto (0, ¥Y0) € a equagao

b2 To

2
a= Yo

desta reta é: y —yo = —( ) (z — xp). Ou, equivalentemente,

b2 Zo

a2
A equacgao da reta normal é: |y — yg = ( yo> (x — o) |, se xg # 0.

Estas equagoes nos dao as retas tangentes e normais num ponto qualquer (zq, yo) da elipse.
Em particular se a = b = r, temos todas as retas tangentes e normais num ponto qualquer
(20, yo) de um circulo de raio r.
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- N
S _/

[4] Determine a equacao da reta tangente e a equacao da reta normal ao gréfico da funcao
2

. , . . x ~ ~
implicita definida por: — — i 1, em qualquer ponto; (a e b sdo constantes ndo nulas).
a
. T 2 2yy’ .. b2z
Derivando a equagao implicitamente —- — 22,11 = 0. Explicitando y': 3y = —— € lem-
a a’y

b
brando que z = zg, ¥’ = f'(z) e yo = f(x0), se yo # 0, temos f'(zq) = 2$0, que é o
a“ Yo

coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcdo no ponto (xg,yo) € a equagao
desta reta é:

2
A equagao da reta normal é: |y — yo = — (a yo> (x —xmg) |, se xp # 0.

Estas equagoes nos dao as tangentes e normais a uma hipérbole num ponto (zg,yo) ar-

bitrario.

|
TN\

/ N
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[5] Ache a equacao da reta tangente ao grafico das fungoes implicitas definidas por:
i) 23+ 9> = 6z y, no ponto (3,3). (Folium de Descartes).

ii) 2 (22 + y?)? = 25 (2 — ¥?), no ponto (3,1). (Lemniscata de Bernoulli).

i) Derivando a equagdo implicitamente:

1 2y—$2

Y Coy2 -2z

No ponto (3,3), ¥’ = —1 e a equagao da reta tangente é x + y = 6.

ii) Derivando a equagao implicitamente:

, oz (—25+4z2 +4y?)
v = y(25 +422+4y?)

9 - )
No ponto (3,1), 3’ = 13 e a equacao da reta tangente é 13y + 92 — 40 = 0. Desenhos
do Folium de Descartes e da Lemniscata de Bernoulli, repectivamente:

-

4.6 Familias de curvas ortogonais

As familias de curvas ortogonais sao muito utilizadas em diferentes areas. Na Fisica, por
exemplo, as linhas de forca de um campo eletrostatico sao ortogonais as linhas de potencial
constante e as curvas isotérmicas (de igual temperatura) sao ortogonais ao fluxo do calor.

Duas curvas sao ditas ortogonais num ponto de intersecao se suas retas tangentes nesse
ponto sao perpendiculares. Uma familia de curvas é ortogonal a outra familia de curvas se
cada curva de uma familia é ortogonal a todas as curvas da outra familia.



CALCULO VOL. I (IME-UERJ)
Exemplos:
[1] A familia de pardbolas y2 = 4ax é ortogonal 3 familia de elipses 222 + y2 = b2.

Derivamos as equacgoes implicitamente e comparamos os coeficientes angulares.

171

Sejam

my 0s coeficientes angulares correspondentes a familia de pardbolas e msy 0s coeficientes

angulares correspondentes a familia de elipses. Logo,

emi-mg = —1.

[2] A familia de circulos 22 + y? = ax é ortogonal & familia de circulos 72 + y? = by.

Derivamos as equacoes implicitamente e comparamos os coeficientes angulares.

Sejam

my os coeficientes angulares correspondentes & familia 22 + y2 = ax e my os coeficientes

angulares correspondentes a familia 22 4+ y2 = by. Logo,

_a—2:v_y2—a:2

b

2y 2zy
2z 2xy
Cb—2y 2 —y2
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4.7 Derivadas de Ordem Superior

Definicoes: Seja f uma funcio derivével.

i) Se a derivada f’ é uma fungao derivavel, entao sua derivada é chamada derivada segunda
de f e é denotada por (f') = f”. Se f” é uma funcao derivdvel, entdo sua derivada é

chamada derivada terceira de f e é denotada por (f") = f".

ii) Em geral, se a derivada de ordem (n — 1) de f é uma fungao derivdvel, sua derivada é
chamada derivada n-ésima de f e é denotada por (f(»~1)" = f(»),

Notagoes: f© = f, f' = O, f" = f®, " = f®), etc.

Exemplos:

[1] Sendo f(z) = x* + 223 + z — 1, calcule f(™).

fl(x) =4z +62% + 1,

f@(z) =122 + 121,
O (z) =242 +12,
FO(w) =24,

fO(@) =0

Logo, f(™(z) = 0, se n > 5. Gréficos de y = f(z) (verde), y
(vermelho), y = f®(z) (amarelo) e y = f®* (z) (azul claro):

= f'(z) (azul), y = f"(z)
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[]]

ry

Em geral, se f é uma funcdo polinomial de grau n; entdo, f(z) = nla, e f®(z) =0
para p > n.

1
[2] Sendo f(x) = = calcule (™).

flz) = —a7%,
fP(@) =223,
@) =627
fO(z) = 24275,
fO(z) = —12027°

!
Logo, f™(z) = (—-1)" %, para todo n € N.

[3] Sendo f(z) = €%, calcule f(™),

['(w) = %;

RO 7
1) ;
f9(@) = 1—6
1O @) = .

w
N
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x

Logo, f™ (z) = ;—Z, para todo n € N.

[4] Sendo f(z) = sen(z), calcule f(™),

1'(z) = cos(w) = sen(w + 7,

F®(z) = —sen(z) = sen(z + 277),

FO(z) = —cos(z) = sen(z + 3;)’

F®(z) = sen(z) = sen(z + 47”),

7O (z) = cos(z) = sen(z + 57”),

FO(z) = —sen(z) = sen(z + 67”)-
Logo, f™ (x) = sen (w + ”2_”> , para todo n € N,

[5] Seja y = a4z + bx? + cx?In(x), a, b, c € R. Verifique que 2% y®) — 22y + 2y’ = z.

2
Derivando: 3 = cx + 2cxin(z) +2bx+ 1,y =2b+3c+2cin(z) e y® = —C; entao:
T

2
373?6 —22(2b+3c+2cln(z)) +z(cx+2czin(z) +2bx+ 1) = 2.

[6] Se y = e® (A x+ B) satisfaz & equacio 3y — 61" —2y' +4y = z €, determine o valor
das constantes A e B.

Calculando as derivadas:

y =¢e"(Az+ A+ B),

y' =¢e" (Az+2A+ B),

y() = ¢” (Az+3 A+ B);
logo a equagdo fica: —e” (Az+5A+ B) = ze” da qual obtemos A =—1e B =5.
[7] Calcule f®)(9), se f(x) =z g(Vz), g'(3) =6, 9"(3) =1 e g®)(3) = 2.

F@) = a(va) + % 4 (VE),
F/(@) = 1 (30'(VE) +VEg" (V).
(-39 (V) + 3V (VE) + £ gD (V)

8B
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1

logo, £ (9) = 7.

Observacao: Em geral, nada garante que quando calculamos sucessivamente as

derivadas de uma funcao, estas sejam funcoes derivaveis.

Exemplo: Seja f(z) = z?|z|. Entao,

322 se >0

—322 se <0

r@={

Logo f'(xz) = 3z |z|, para todo z € R; analogamente temos que f”(z) = 6 |z| para todo
z € R; mas f” nao é derivavel no ponto zo = 0. Verifique.

4.8 Aproximacao Linear de Funcoes

E intuitivo pensar que uma funcao derivavel restrita a um pequeno intervalo contido em
seu dominio ”comporta-se” como uma fun¢ao polinomial do primeiro grau.

Por exemplo, consideremos y = f(x) = 22. Estudando f num pequeno intervalo contendo
x = 1, por exemplo I = [0.99,1.01], obtemos:

z f(z)
0.99 0.9801
0.999 0.998001
1 1
1.001 1.0002001
1.01 1.0201
1.1 1.21

A reta tangente ao grafico de f no ponto z = 1 é dada por y = 22 — 1; seu coeficiente
angular é 2. Determinemos os coeficientes angulares das retas passando pelos pontos
(0.999, £(0.999)), (1, f(1)) e (1.001, f(1.001)), (1, f(1)), respectivamente:

my = / (13 : g (&399) = 1.9990

mg = f(liogéi — {(1) = 2.0010.
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my € mgy sao valores bastante préximos de 2. Observe que se |z — 1| — 0 (z perto de 1),
entdo f(r) = 2?2 fica préoxima de y = 2z — 1. De fato:

lim |f(z) —y| = lim |2® — 2z + 1| = 0.
rz—1 z—1
Isto nos leva a estabelecer a seguinte defini¢ao:

Definigao : Seja y = f(x) uma funcdo derivavel em xy. A aproximacdo linear de f em
torno de z( é denotada por I(z) e definida por:

l(z) = f(xo) + f'(z0) (z — z0),

se x € (xg —&,20 +¢€), € > 0 pequeno.

Observacoes :

i) I(z) também é chamada linearizagao de f ao redor do ponto .
ii) A proximidade de f(z) e I(z) nos permitird fazer algumas aplicagoes.
iii) A notagao para f(z) préxima a l(z) é: f(z) ~ I(x).

iv) O erro da aproximacao é E(z) = f(x) — l(x) e satisfaz a seguinte condigao:

E(z)

r — To

() = f(wo)

r — To

= lim

T—To

lim
T—>To

- fl(x()) = 0.

Exemplos:

[1] Suponha que ndo dispomos de calculadora ou de outro instrumento de cilculo e pre-
cisamos resolver os seguintes problemas:

i) Se f(z) =

m representa a temperatura num arame, calcule a temperatura
T
£(0.01).
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ii) Se f(t) = €93 representa o crescimento de uma populacio de bactérias, calcule a
populacao de bactérias para t = 20.012.
iii) Calcule, aproximadamente (1.001)7 — 2 ¢/(1.001)% + 3.

i) Vamos a determinar [(z) = f(0) + f'(0) z. Derivando: f/(z) = —ﬁ; entao:

1
Ar2a)t ~[(x) =1-8z, nointervalo (—e,¢),

tal que € > 0 (pequeno). Como 0.01 € (—¢,¢); logo, f(0.01) ~[(0.01) = 0.92 graus.

ii) Vamos determinar I(z) = f(20) + f'(20) (z — 20), com f(20) ~ 403.42.
Derivando: f(t) = 0.3 €%3¢; entao:

3t ~ 403.42 + 121.02 (¢t — 20), no intervalo (20 —¢,20 +¢),
tal que e > 0 (pequeno). Como 20.012 € (20 — ¢,20 + €); logo, se t = 20.012; entdo,
e0-3%20-012 ~ 403.42 + 121.02 x 0.012 = 404.87.
iii) Considere a funcio f(z) =27 — 2 Vz*+3 e z = 1.001.

Entdo, para o = 1: I(z) = f(1)+f' (1) (z—1); f(1) = 2, f'(z) = T2" 8 13

T —g\?’/iefl(l):

?a
logo,
1
l(x) = 3 13z —7),
para todo x préximo de 1. Em particular, para x = 1.001,
1
(1.001)" — 2 {/(1.001)4 + 3 ~ 3 (13 x (1.001) — 7) =~ 2.00433.
Graficos de i), ii) e iii), respectivamente:
T~ \-/
\
[2] Considere a funcao logistica L(t) = 1T B ot Determine sua aproximagao linear no
e

ponto tgp:
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AB —Ct
Derivando: L'(t) = (1+BC—6_Ct)2; logo,
e

I(t) = p(to) (B + €™ + BC (t — ty)),

Ae=Cto
onde p(to) = 1+ Be0) Desenhos para tg =0 e ¢ty = 1:

/
/

[3] Calcule o valor aproximado do volume de uma esfera, construida de uma folha de ago
de 0.05 cm de espessura sendo seu raio interno igual a 2 cm.

4 - . . .
O volume de uma esfera é V(r) = 571'7“3. Seja 7o = 2; entdo, a linearizagdo do volume é:

16
V(r) ~ 3 X (3r —4) m. Logo, V(2.05) ~ 11.46 m em?>. O verdadeiro volume da esfera é
V = 11.48 . Note que o erro cometido é: E(2.05) = V — [(2.05) = 0.06335543 cm?3.

4.9 Velocidade e Aceleracao

Da Fisica elementar sabemos que a velocidade percorrida por um movel em linha reta é
dada pelo quociente da distancia percorrida pelo tempo transcorrido. Usaremos a defini¢ao
de derivada para determinar a velocidade instantanea de um mével que se move ao longo
de qualquer trajetéria razoavel.

Suponha que uma particula move-se ao longo do gréfico da fun¢ao u = u(t). Se [a,b] é um
pequeno intervalo contido no dominio de u, a velocidade média da particula no intervalo
[a, ] é:

distdncia  u(b) — u(a)
Vab = =

tempo b—a




CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 179

a b C

vap € 0 coeficiente angular da reta passando por (a, f(a)) e (b, f(b)). wvep nao dé in-
formacao sobre a velocidade da particula no tempo ¢t = ty;. Se estamos interessados na
velocidade instantidnea em t = ty, consideremos o intervalo [tg,to + h], h > 0; entdo,
. ’U,(t() + h) — u(to)
h h

Definicao 1: A velocidade instantinea de uma particula que se move ao longo do
grafico da fungao derivavel u = u(t) em t = tg, é:

. Analogamente para h < 0.

u(to) = /(1))

De forma andloga definimos a aceleracao média:

v(b) —v(a)
b—a |

(7%))

Definicao 2: A aceleracio instantinea de uma particula que se move ao longo do
grafico da fungio duas vezes derivavel u = u(t) em t = ¢, é:

a(ty) = v'(t)

Observacao:
O movimento harménico simples s = s(t) é caracterizado por a(t) = —ks(t) (k> 0) eo
movimento harménico amortecido por a(t) = kv(t) + ps(t) (k, p € R).
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Exemplos:

[1] Uma particula move-se ao longo da curva u(t) = ¢3 —5¢%+ 7t — 3. Calcule a aceleragao
no instante em que a velocidade é zero.

7
Se u(t) =3 —5t2+ 7t — 3, entdo v(t) = 3t2 — 10t + 7; se v(t) = 0 temos que t = 3 ou
7
t = 1. A aceleragao no instante ¢ é a(t) = 6t — 10; logo a(g) =4 oua(l) = —4.

[2] Uma sonda é lancada para cima verticalmente, sendo a distdncia acima do solo no
instante ¢ dada por s(t) =t (1000 — t).

a) Determine em que instante e com que velocidade a sonda atinge o solo.
b) Qual é a altura médxima que a sonda atinge?

Solugao: a) A sonda atinge o solo quando s(t) = ¢ (1000 — t) = 0 ou seja quando ¢ = 0 ou
t = 1000; a sonda atinge o solo apds 1000 seg e a velocidade é v(t) = s'(t) = 1000 — 2t e
v(1000) = —1000m/seg. O sinal negativo é porque a sonda estd caindo.

b) Se v(t) = 0, entdo ¢ = 500 e s(500) = 250000 .

[3] Se um ponto se move ao longo do grafico de y = z? + 1 de tal modo que sua abscissa
x varia com uma velocidade constante de 3 cm/seg, qual é a velocidade da ordenada y
quando x = 4c¢m?

Sejam = = z(t) e y = y(t) a abscissa e a ordenada no instante t, respectivamente. Seja to o
instante tal que z(typ) = 4. Queremos calcular a velocidade de y no instante ¢y; em outras

d
palavras, queremos calcular d_gt/ para t = tp. Usando a regra da cadeia:

dy_dyd_:v 5 dx

dt  dvdt U dt

d
R 3 e, Y — 6x. Para z(tg) = 4

O ponto tem velocidade constante igual a 3; logo, 7 7

d
temos que d—‘qi = 24 cm/seg.

[4] Um homem de 1.80m de altura afasta-se de um farol com uma lampada situada a 4.5m
do solo, com uma velocidade de 1.5m/seg. Quando ele estard a 6 m do farol, com que
velocidade sua sombra estd crescendo neste ponto e qual o comprimento da sombra?

=
(0]
[EUEERC SR
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Seja y o comprimento da sombra e = a distancia entre o homem e o ponto do solo acima

4.5 1.8 1.
do qual estd o farol. Pela semelhanca de tridngulos: = —; logo, y = _x; entao:
T+y Y 2.7
dy _2 dy_dyds

dr 3 C At dz dt

x dx
Como i 1.5, temos: i 1m/seg e o comprimento da sombra y = 4m.

4.10 A Derivada como Taxa de Variacao

A velocidade de uma particula que se move ao longo do gréafico da funcao derivavel u = u(t)
no tempo ¢ é v(t) = u/(t) e representa a razdo do deslocamento por unidade de variagao
de tempo. u'(t) expressa a taxa de variagdo de u(t) por unidade de tempo:

W (t) = }13_% u(t+h) — u(t)

Se y = f(x) é fungio derivavel, entdo f'(z) é a taxa de variagao de y em relacao a x.

Observacao: A interpretacio da derivada como taxa de variacdo se aplica em diversas
areas da ciéncia. Por exemplo, se y = f(¢) mede a concentragao de glébulos vermelhos no

ft+h) - f()
f

sangue no instante , mede a taxa de variacao média da concentracao de

glébulos vermelhos durante o intervalo de tempo [k, h +t] e f'(a) mede a taxa de variagao
instantanea de glébulos vermelhos no instante ¢ = a.

Exemplos:

[1] Uma particula move-se ao longo do gréfico de y = z3 + 1, de modo que quando z = 6
a abscissa cresce a uma velocidade de 2c¢m/seg. Qual é a velocidade de crescimento da
ordenada nesse instante?

Seja z = x(t) a abscissa no instante ¢ e y = 23 + 1; devemos calcular:

dy dy dz
dt  dz dt’
d d d
Temos: 2 = 322 e @ _ 2; logo, il =622 = 216. A ordenada cresce a uma
dz dt dt|,_g b

razao de 216 cm/seg

[2] Um ponto move-se ao longo da elipse de equagao x? + 2y% = 6. Determine os pontos
. . . _ dz dy
da elipse que satisfazem a equacao TS
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Se x = z(t) e y = y(t) sdo a abscissa e a ordenada do ponto no instante ¢, Derivando

d -
implicitamente a equacao da elipse: 2z E +4y di/ = 0 e usando a condicao dada:
dx dy dx
2 — 44y =2 -2 =0
Ty T =2 2y) =0

logo, z = 2y. Da equagao da elipse obtemos: y = +1 e os pontos sao: (2,1) e (—2,—1).

. e 1 <o 1
[3] O tronco de uma drvore tem formato cilindrico cresce a razao de 7cm /ano e sua altura

cresce a razao de 1 m/ano (m=metros), determine a taxa de variagdo do volume do tronco
quando o didmetro é 3 cm e sua altura é 50 m.

Seja r = r(t) o raio no instante ¢ e h = h(t) a altura no instante t. O volume é V (t) = w12 h;

devemos calcular TR derivando implicitamente:

ﬂzw(Zrhﬁ%—ﬁ@);

dt dt dt
d 1 dh
o raio é a metade do diametro: r = §, h = 5000; logo, 2 o e — = 100; entao:
2 dt 4 dt
Cfi—‘t/ = 2100 em? /ano.

[4] Uma particula move-se ao longo da curva de equagado y = /. Quando a particula
passa pelo ponto (4,2), sua abscissa cresce a razao de 3 cm/seg. Com que velocidade estd
variando a distancia da particula a origem nesse instante?

Sejam = = z(t) e y = t(t) a ordenada e a abcissa no instante ¢ e p? = 22 + y? o quadrado
da disténcia da origem ao ponto (z,y). Derivando implicitamente ambos os lados:

dp dx dy
= 2p — 9y -2
T + 2y at’

2
P dt

a pois y = /z. Logo — cm/seg.

| dp 1 +1
0go, — =—|z+ = =
2 T p 2 dt| g 20

[5] Um reservatério de dgua estd sendo esvaziado. A quantidade de dgua no reservatério,
em litros, ¢t horas apds o escoamento ter comecado é dada por V(t) = 50(80 —t)2. Calcule:

)da: : dp 275

i) A taxa de variacao do volume da dgua, ap6s 8 horas de escoamento.

ii) A quantidade de dgua que sai do reservatério, nas primeiras 5 horas de escoamento.

dv
i) A taxa de variacdo é — = —100 (80 — ¢); calculando em ¢t = 8, temos que:
dt
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av
dt

tempo, ja que o reservatorio estd sendo esvaziado.

i) V(0) — V(5) = 38750 litros.

= —72001/h. O sinal negativo é porque o volume da dgua estd diminuindo com o

[6] De um funil coénico a dgua escoa a uma velocidade de 3dm3/seg. Se o raio da base do
funil é de 12dm e a altura é de 24 dm, calcule a velocidade com a qual o nivel de dgua esta
descendo, quando o nivel estiver a 6 dm do topo.

Sejam r o raio do circulo que forma o nivel da dgua e h a altura no tempo ¢, respectivamente.

2
r=rt), h=h(t)eV="""

¢ o volume do cone de raio r e altura h.

12\

24

h 1
Pela semelhanca de tridngulos, temos: f—2 = ﬂ; entao 2r =heV = ﬁwh‘g.

dV _dVdh _1_,dh

dt  dhdt 4" dt
av . C e .
Mas, i —3, pois o volume estd diminuindo e h = 24 — 6 = 18; resolvendo a equagcao
av dh 1
i —3, obtemos: P v dm/seg.

[7] Dois lados paralelos de um retangulo aumentam a uma velocidade de 4 c¢m/seg, en-
quanto os outros dois lados diminuem, de tal modo que o retangulo resultante permanece
com 4rea constante de 100 cm?. Qual é a velocidade com que o perimetro diminui quando
o comprimento do lado que aumenta é de 20cm? Quais sao as dimensoes do retangulo,
quando o perimetro deixar de diminuir?

i) Seja z o lado que aumenta e y o lado que diminui no tempo ¢; logo z = z(t) e y = y(t);
o perimetro é P = 2(x + y) e a drea é A = zy = 100. Derivando estas expressoes em £,
temos:

dP dxr dy dy dx
— 2 =
( * ) © Ta TV a
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. dx i1ie - d dx
Se x = 20, entao y = 5; como — = 4, da tultima equacao, temos que Y__ ¥ —1;
P dt dt x dt
logo: — = 6cm/seg.
go: — /seg
.. , . e e , ) dx dy
ii) O perimetro deixa de diminuir quando i 0, o que é equivalente a - —a; mas
dx

i 4; entao, 4z(t) — 4y(t) = 0; logo, z(t) = y(t); e o retangulo é um quadrado de drea
100 = z2; ou seja, um quadrado de 10 cm de lado.

[8] Uma escada de 10 m de comprimento estd apoiada numa parede vertical. Se a extrem-
idade inferior da escada comeca a deslizar horizontalmente & razao de 0.5m/seg, com que
velocidade o topo da escada percorrera a parede, quando a extremidade inferior estiver a
6 m do solo?

10

X

Sejam = = z(t) e y = y(t) os lados do tridngulo formado pela parede, a escada e o solo, no
instante ¢. Pelo teorema de Pitdgoras x2 + y? = 100; derivando implicitamente:

dx dy

— — =0.
Tw TV
dy - dr
Devemos calcular e Como y = 6, entao z = /100 —36 =8 e i 0.5; logo,

dy N dr 2
d  \y/d 3
. . . 2
a escada estd deslizando a uma velocidade de gm /seg.

[9] A dilatagdo de um disco de cobre aquecido é tal que o raio cresce com a velocidade de
0.01 em/seg. Com que velocidade cresce a area do disco quando o raio tem 2 cm?

Sejam x = z(t) o raio e y = y(t) a drea do disco no instante ¢, respectivamente. Entao
y = m22. Derivando:
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T d
paraxz =2 e i 0.01, tem-se: d—‘z = 0.04mcm?/seg. A drea do circulo cresce com uma
velocidade de 0.04 w cm?/seg.
[10] A lei de Boyle para gases confinados a uma temperatura constante C é PV = C, onde
V é o volume e P a pressdo. Se em certo instante o volume é de 600 cm?, a pressao é
de 150 k/cm? e a pressao cresce & razao de 20 k/cm?/min, com que taxa estd variando o
volume nesse instante?

Sejam V = V(t) o volume e P = P(t) a pressao no instante ¢, respectivamente. Escrevamos

o volume como funcao da pressao: V(P) = 23

av C dpP V dpP dpP
Usando ;;egra da cadeia: s =Pz ’r =5 E; para V =600, P =150 e ’r = 20,
temos: —— = —80 cm?®/min. O volume decresce & razio de 80 cm?3/min.

dt

[11] (Sistema de Lotka-Volterra) No estudo de ecossistemas, modelos de presa-predador sao
utilizados para estudar a interacao entre as espécies. Se uma populacao de lobos siberianos
é dada por L = L(t) e uma populagao de cervos por K = K (t), a iteracao das duas espécies
pode ser medida pelo sistema:

ﬁ:aK—bKL
dt
dL
— =—¢cL+dKL
7 clL + ,

onde a, b, ¢ e d sao constantes positivas. Determine K e L que levem as populacoes a ficar
estaveis para a = 0.05, b = 0.001, ¢ = 0.05 e d = 0.0001.

As populacoes ficam estdaveis quando suas taxas de crescimento sao nulas; entao devemos
resolver o sistema:

K
dd—t:aK—bKL:K(a—bL):O
L

_Cilt =—¢L+dKL=L(—c+dK)=0,

a c
com K, L # 0; a solugao é L = 7 e K = E; logo, para os valores das constantes dados

L =50 e K =500. As populacoes ficam em equilibrio quando tem 50 lobos e 500 cervos.

[12] Se uma barra é feita de material homogéneo, entdo sua densidade é uniforme e é dada
pela massa por unidade de comprimento, medida em quilogramas/metros. Se a barra nao
é homogénea, mas se sua massa é dada por m = f(z) do inicio ao ponto z da barra, entao,
a massa entre os pontos x; e z2 é dada por f(z2) — f(z1) e sua densidade média é dada
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f(z2) = f(z1)

por . A densidade linear da barra é a taxa de variacao da massa em relagao
T2 — I

. , dm
ao comprimento e é dada por: | p = T
T

Sabendo que uma barra de comprimento 1m tem massa dada por m = f(z) = 23 +x + 1,
determine a densidade no centro da barra.

d
m = (322 +1) =1.75Kg/m.

=0.5

pP= 5
dz |,_o .5

4.11 Exercicios 1

[1] Determine a equagao da reta tangente ao grafico das seguintes fungoes, na abscissa
dada:

a)y=1-—x% 2=3 b)y=2>-bx+1, =1
c)y=z+4in(z), z=1 d)y=23-622+112-6, =3
e)y=zt+23—2, =0 fyy=3z+sen(z), =0
gy=x"2% z=-2 hyy=yz+z7l, z=1
: : z?+1
Hy=vVx?2+2z, z=1 Ny=— T x=0
x_
k) y=In(z?), xz=1 Hy=tg(z+1), z=-1
m)y=sen((x+1)m), z=0 n)y=+ver, =0
x 1
o)y=———"—, =1 = — z=1
) z® —1 . ) 1 .
= — r = — T = Tr=
DY =T V= D)

[2] Calcule a constante b para que a reta y + 92 + b = 0 seja tangente & curva y = z 1.

2

[3] Determine as equagoes das retas tangentes a curva y = z*, nos pontos x = +3.

[4] Determine o ponto onde a curva y = x> tem tangente paralela & reta tangente & mesma
curva no ponto x = 4. Determine a equacao da reta tangente nesse ponto.

[5] Determine as equagoes das retas tangentes e das retas normais as curvas, nos pontos
de abscissas dadas:

a)y=tg(—z*+1), z=1 b)y=er, z=-1
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c) y:cos(g), x=0 d) y =arccos(2z), =0

z° +1
VY= g7 ¢ ) y = sen(e”), = ln(m)
g)y=In(z*+1), z=1 h) y= 4z} +3z+1)in(z), z=1

[6] Determine os pontos da curva y = 313 +14 22+ 3 £+ 8 onde as retas tangentes passando
por esses pontos intersectam a origem.

[7] Sabendo que as curvas y = 422 e y = —x~! tem retas tangentes paralelas com abscissa
comum, determine-as.

[8] Seja f uma fungao derivdvel e g(z) = f(e?*). Calcule ¢'(0) se f'(1) = 2.
[9] Seja f uma funcao derivdvel e g(x) = = f(x?). Calcule g'(z).
[

10] a) Seja f uma funcdo derivivel e g(z) = e*f(3z + 1). Calcule ¢’(0) se f(1) =2 e
(1) =3.

b) Seja F(x) = f(g(z)) em que f e g sao fungoes derivdveis. Se g(3) = 6, ¢'(3) = 4 e
f'(6) = 7, determine F’(3).

[11] Determine f'(x) se u(x), v(z) e w(x) sao fungoes derivaveis e:

a) f(z) = u(z) v(z) w(z) b) f(z) = %
o u(z) o 1
c) f(z) = (@) w(@) d) f(z) ) @) @)

[12] Use [11] para calcular f'(x) se:
a) fz) = (@®+z+1)(@® +2) (z+1)? b) f(z)=(2°+2° +1)%

x4+ 2
3x+1

) 1) = (

[13] Usando a regra da cadeia, determine 3’, sendo:

)@ +2) Q) 1) =

a)y=(3z+5)* b)y=(@42>+3z-1)7 ) y=(6-32)°
1
_ 2 4 4)5 _ ) v = (224 1)2(23 — 22)2
d) y=(3z° +4) e)y T S Jy=(z*+1)*(z )
3z —6)"1 3z —2
— sec?((z3—-6)3) h :( i) y = 8
g) y=sec*((z®—6)°) h)y @132 i)y (2x+1)
1 (x72+327 4 +727°)"8

N 1) o —
Vet @ )
[14] Calcule as derivadas das funcoes:

a) y =51, b) y = (10° + 10~7)2 c) y = logs(z?)
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d) y =zlogs(x) — x e)y= ln(x f_ 1) f) y = In(cosh(x))
g) y = In(10%). h) y = In(logio(x)) i) y = sen(e”)

J) y = e” sen(In(()))-

[15] Usando a derivada de logaritmo, calcule y':

a) y=vVa3+2
d) y = 3@
g) y=a"
y=a

[16] Calcule ¥’ se:
a) y = /1—tg*(z)

d)y= sen(g)
g) y = sec’(22?)

i) y = cos*(/x)

m)y= sen(%)

p) y = cotg(sec(z?))

r+4 6
b)y= (az+7>

e® (z3 —1)
e) y=———

V2z +1
h) y =27

b) y = /2 — cos?(x)

e) y =xcotg(2x)

h) y =tg(v1—2?)

sen(2 )
1+ cos(2x)

n) y = tg(sec(z?))

q) y = loga(in(z))

k)y=

cos(2x)

£)y= (1 = 0055(§)>2
i) y = (cosec(2z) — cotg(x))”
1) y = {/sen(t2)
0) y = 8602(%)

r) y = In(log.(z))

[17] Verifique que as derivadas das fung¢Ges hiperbdlicas inversas, sao:

a) Se y = argsenh(u(x)), entao y' =

b)Se y = argcosh(u(x)), entao 3y’ =

c) Se y = argtgh(u(z)), entdo y' =

d) Se y = argcotgh(u(x)), entdo 3y’ =

e) Se y = argsech(u(z)), entao y' =

u(a:) 1 —u?(x)

' (x)
1+ u%(z)
u'(x)
W, lu(z)| > 1.
) <.
U'(SU)
u2(x) lu(z)| > 1.
w(z) , 0 <u(z) <1
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()

lu(z)|y/u?(z) + 1

f) Se y = argcosech(u(z)), entdo y' = — , u(z) # 0.

[18] Calcule ¥’ se:

a) y = arctg(%) b) y = (arcsen(a:))2 c) y = arctg(x?)
d)y= arccotg(%) e)y= arctg(i _T_ 1) f)y= senh(g)

g) y = cosh®>(3x) — sen?(3x) h) y=tgh((42? - 3)?) i) y = sech(In(x))

2

j) y = zargcosh(z) —Vx2 -1 k)y= argtgh(%) 1) y = argcotgh(z?)
m)y= 1 (argcosh(a:2))2 n)y= cosech<;)
2 2+ 1
[19] Usando derivagao implicita, calcule '
a)r3+y3 =5 b) 3+ 2%y +9y2 =0 ¢) VT +/y=10
T —y
d) y3 = 3cos*(x+y)="7 )t =
=2t ¢) 3eos(z+) ) to(y) = oy
Q) eV =z +y h) In(y> +z)=y>—2>  §) (x+y)’=(z-y)?
i) (@2 —y?)? =9y? + 22 k) sen(zy) = z cos(y) D) In(y—xz) =In(y + x)
m) e2%7Y = 5 + In(x) n) In(yx) = e*¥ 0) ln(%) =ev
p) cos(yz?) = sen(y z?) a) vy® +3tg(y) = vy r) zarctg(y) + yarctg(z) =1

[20] Determine os pontos da curva 2% + 2z y + 3 y% = 3 nos quais as retas tangentes nesses
pontos sejam perpendiculares a reta z +y = 1.

[21] Em que pontos a curva y2 = 23 é ortogonal & reta 4z — 3y +1 = 07
3
x
[22] A reta x = a intersecta a curva y = 3 +4x+ 3 num ponto P e acurvay =22% +x
num ponto (). Para que valor (ou valores) de a as tangentes a essas curvas em P e ) sdo
paralelas?

[23] Determine a equagdo da reta tangente a curva =y = a, a constante, no ponto (xg, yo)-
Verifique que (zg, o) é o ponto médio do segmento de reta determinado pela reta tangente
no ponto e os eixos coordenados.

[24] Determine a equacio da reta tangente & curva vz2 + {/y2 = 1 no ponto (zo,%o)-
Calcule a distancia entre os pontos A e B, onde A e B sao as intersecoes da reta tangente
com os eixos coordenados.

[25] Verifique que as seguintes familias de curvas sdo ortogonais:
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a)r+2y=c, y—2x=0>b b)y—ce =0, y?—z—-b=0

c)y—cr>=0, 224+3y>—-b=0 d) p=acos(d), p=bsen(d)

SE3

e) yz—c_x =0, (*+y)*-b22%+9y*)=0

[26] Determine a segunda derivada de:

a)y =z b)y=a2"° c) y = sen(z?)
d) y =tg°(x) e) y = sen”(z) + cos(z) )y 1T
1\’ z oo
9u=(1+1) Jy= ) y="2
j) y = cos(sen(x)) k) y = In(ln(x)) 1) y = arctg(sen(x))
m) y = sec(y/x) n) y = arcsec(x?) 0) y = argcotgh(z® + 1)
[27] Calcule as seguintes derivadas sucessivas, até a ordem n dada:
a)y=3z*-2z, n=>5 b)y=3z*-2x, n=4
1
c)y=v3—z2, n=3 d)y= T n==4
.Z' —
e) y=e>tl n=3 f)y=1In(2z), n=4.
g)y:—2cos(§), n=>5 h) y =sen(axz), n=7,a€R
1
i)y:ln(g), n=3 HNy=ze*, n=7
k) y = x cosech(In(x)), n =4 ) y =z argtgh(z) —In(v/1—22) n=>5
m) y = cosh®(z), n=3 n) y = argsenh(e®), n=4
0) y = In(sech(z)), n=25 p) y = senh(cosh(z)), n=3

— - (Lot
q) y = z (sen(in(z)) — cos(In(z))), n=3 1) y= ln(1 — sen(x)) n=3
28] Seja f uma fungao duas vezes derivavel e g(x) = f(e2?). Calcule g"(x).

29] Se y = x €%%, mostre que y” — 4y = 4¢e?2.

31] Se y = e~ cos(2 ), mostre que y” + 2y + 5y = 0.

ax

[
[
[30] Para y = cos(ax) e y = sen(ax), mostre que y” +a?y = 0.
[
[

32] Determine « tal que y = e®® verifique a equagao: y” —4y = 0.
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[33] Seja y = ae® +be % + cx + x°. Verifique que:
B3y® 45229 + 2z — %)y — (2+2%)y = 402% — 425
[34] Calcule y"(x) se:
a) z*+y* =16 b) 22 +6zy+y? =28 ¢) #?y*=(y+1)%*(y—1vy?
d)y?=2(2—-2x) e) sen(y)+ sen(z)+sen(zy)=xz f) cos(y) —sen(z) =1
1
[35] Calcule f®(5), se f(x) = V& —Tg(x), 9(5) = ~1,¢'(5) = 3, g"(6) = 2e g (5) = 10.

[36] Calcule ¢ (—2), se ¢(z) = /1 — g(@), 9(=2) = =3, ¢'(=2) =3 e ¢"(=2) = 5

[37] Determine a linearizagao no ponto xo = 0, das seguintes fungoes:

a) sen(x) b) cos(x) c) tg(x)
d) vV +3 e) e~ 2@ f) Yz +1
g) %ﬁ—l h) In(z3+ 5z +5) i) (423 +3z—1)7

[38] Calcule aproximadamente:

a) v/0.126 b) V17 c) sen(619)

1
d) (1.002)7 + sen(1.002 x {/(8.01)% — £) 2:002
) (1.002)" + sen( m) ) V(8.0 - oo )

[39] Polinébmio de Taylor de ordem n no ponto x; : Seja f uma funcio
n vezes derivdavel no ponto zg. O polinémio de Taylor de ordem n, (n =0, 1, 2, ....), no
ponto xg é denotado por P,(z) e definido por:

fll (ZC[))

f(n) (z0)
2 LT

n!

Py (z) = f(xo) + f'(z0) (z — zo) +

(x — z0)".

Verifique que o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto xzy = 0, das seguintes funcao :

p2k+1
a) f(z) = sen(x) é Papi1(x Z( 1)* Sk Esboce o grifico de f, Pi(x), P3(z) e
Ps(x) no mesmo sistema de coordenadas
no ok
b) f(z) = e* é P,(x) = Z % Esboce o grafico de f, Pi(x), P3(z) e Ps(x) no mesmo

k=0
sistema de coordenadas.
n

1
c) f(z) = - é P,(z) = Z(—l)k k! (z — 1)*. Esboce o grifico de f, Pi(z), Ps(z) e Ps()
k=0
no mesmo sistema de coordenadas.
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d) Compare P,(z) e I(z). Que conclusdes pode tirar? E possivel utilizar P, para fazer
aproximacoes de f7

[40] Calcule o valor aproximado do volume de um cubo, se o comprimento de cada aresta
varia de 10 cm para 10.1 cm.

[41] Influéncias externas produzem aceleracao numa particula de tal forma que a equacao

4
de seu movimento é y = 2 + t, onde y é o deslocamento e t é o tempo.

i) Quais sao as equagoes da velocidade e da aceleragao da particula num tempo t?
ii) Quando a particula para de mover-se?

[42] Um estoque de sangue é guardado num freezer no instante t = 0. Apés t horas, sua
temperatura, em graus centigrados, é T'(t) = 30 + (¢t + 1)~! — 3¢%. Qual é a velocidade de
resfriamento apds 10 horas?

[43] Deve-se drenar uma piscina. Se @ é o nimero de litros de dgua na piscina ¢ minutos
apds o inicio da drenagem e Q(t) = 200 (30 — ¢)?, qual é a velocidade de escoamento da
agua ap6s 10 min?

: - : gt?
[44] Um corpo em queda livre tem como equagao do movimento: s(t) = 5 onde

g = 9.8m/seg?, s(t) é a distancia, (em metros), percorrida pelo corpo em ¢ segundos,
desde o inicio da queda. Determine a velocidade e a aceleracao do corpo em queda livre.

[45] Uma particula langada verticalmente para cima com velocidade de a m/seg, atinge a
altura de s(t) = at — 4.9t apés t segundos. Qual deve ser a velocidade inicial para que a
particula atinja 44 m antes de iniciar a queda?

[46] O lado de um tridngulo equildtero mede acm e cresce a razao de kcm/h. Com que
velocidade crescerd a area do tridngulo?

[47] Qual é a variacdo das diagonais de um cubo se os lados crescem a uma razao de
2cm/seg?

[48] O raio da base de um cone cresce a razao de 1 cm/min e sua altura decresce a razao de
2 em/min. Como variard o volume total do cone quando o raio é 4 c¢m e sua altura 6 cm?

[49] Um balao esférico estd sendo inflado. Seu volume cresce a razao de 100 cm3/seg.
Determine a razao com que varia o raio no instante em que o diametro é de 50 cm.

dL L
[50] Mostre que a funcao logistica L = L(t) satisfaz a equagao i CL (1 — Z) Se

L = L(t) representa o crescimento populacional, quando a populagao se estabiliza?

[51] A reducao de oxigénio na dgua de uma lagoa, devido ao despejo de esgoto, s6 volta

a niveis normais ¢ dias apds o despejo do esgoto. Sabendo que a quantidade de oxigénio

t24+10¢+ 100
que permanece, apés t dias é dada por P(t) = 500 3 _:_20 t;—_l— 500" medido em % do nivel

normal de oxigénio, determine a velocidade com que a quantidade de oxigénio estd sendo
reduzida, apés 1, 10, 20 e 50 dias apds o despejo.
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[52] Ao meio dia o barco A estd 64 km a oeste do barco B. O barco A navega para o
leste a 20 km/h e o barco B navega para o norte a 25 km/h. Qual é a taxa de variacao da
distancia entre os barcos as 13 h e 12min?

2L
o comprimento da corda, T' é a tensao sobre a corda e p é densidade linear de massa da
corda. Determine a taxa de vari¢do de f em relagdo a L (com T e p constantes); a taxa
de vari¢ao de f em relagdo a T (com L e p constantes); a taxa de varigdo de f em relagao
a p (com L e T constantes) e interprete os resultados.

[53] A frequéncia da vibragao da corda de um violino é dada por f = — /—, onde L é
p
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4.12 Variacao de Funcoes

Definicoes 1: Seja f uma funcio e o € Dom(f).

i) f possui um ponto de maximo relativo ou maximo local no ponto z, se existe
um pequeno intervalo aberto I que contem x( tal que:

f(xo) > f(z), paratodo z € InN Dom(f).

A imagem de zg, f(zo), é chamada valor maximo de f.

ii) f possui um ponto de minimo relativo ou minimo local no ponto z, se existe
um pequeno intervalo aberto I que contem xq tal que:

f(x) > f(xo), paratodo z € InN Dom(f).

A imagem de zg, f(zo), é chamada valor minimo de f.

Em geral, um ponto de maximo ou de minimo é chamado ponto extremo.

Exemplos:

[1] Seja f(z) = sen(z), x € R; z¢9 = g é um ponto de maximo relativo, pois sen(z) < 1

paratodoz € Re f(g) =1; 29 = —g é um ponto de minimo relativo, pois sen(z) > —1,
3
para todo x € R e f( — g) = —1. Observe que xy = ; + km, para todo k € Z, sao
3
também pontos extremos de f. De fato 8671,(771- + k) = —cos(km) = (=1)F*1,

[2] Seja f(x) = 2%, 2 € R; 2o = 0 é um ponto de minimo relativo, pois 2 > 0 para todo
z € Re f(0) =0. Na verdade 2o = 0 é o tinico ponto extremo de f.
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(3] Seja f(x) = |z|, z € R; 9 = 0 é um ponto de minimo relativo, pois |z| > 0 para todo
z € Re f(0) =0. Como no exemplo anterior, o = 0 é o tinico ponto extremo de f.
[4] Seja f(z) =z, x € R. f ndo possui pontos de mdximo ou minimo relativos em R.
i) Se f é restrita ao intervalo (— 1, 1}, entao f possui o ponto g = 1 de maximo relativo.

ii) Se f é restrita ao intervalo [0, 2], entdo f possui o ponto zg = 2 de maximo relativo e o
ponto zg = 0 de minimo relativo.

iii) Se f é restrita ao intervalo (0, 1), entdo f ndo possui pontos de méximo relativo ou de
minimo relativo.

Estes exemplos nos indicam a importancia dos dominios das fungoes quando queremos
determinar pontos extremos.

Proposicao: Se f ¢ uma fungio derivével no intervalo (a, b) e zo € (a,b) é um extremo
relativo de f, entao f'(zg) = 0.

A proposicao nos indica que num ponto de maximo ou de minimo relativo de uma func¢ao
f, areta tangente ao grafico de f nesses pontos é paralela ao eixo dos z. Para a prova veja
o apéndice.

A proposicao nao garante a existéncia de pontos extremos; por exemplo: f(z) = x> é uma

fungio derivavel em R e f’(z) = 3z2; logo f'(0) = 0, mas zo = 0 ndo é ponto de maximo
ou de minimo relativo de f; de fato, f(—1) < f(0) < f(1). A proposi¢ao nos dd uma
condicao necessaria para que um ponto seja extremo.

Definicao 2: Seja f uma funcdo derivavel em o € Dom(f). Se f'(zo) = 0, zo é
chamado ponto critico de f.

Pela proposigao anterior, todo ponto extremo é ponto critico. A reciproca é falsa. (Veja
exemplo anterior).

Exemplos:
[1] Calcule os pontos criticos de f(z) = sen(z).
Para calcular os pontos criticos da fungdo f, devemos resolver a equacao: f'(x) = 0, ou

™ .
seja, cos(z) = 0. Entdo, os pontos z = 5 + km, onde k € Z, sao os pontos criticos.

[2] Seja f(z) = x3; resolvemos f'(z) = 322 = 0; entdo x = 0 é o tinico ponto critico de f.
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[3] Seja f(z) = x> — 3 z; resolvemos f'(z) = 322 — 3 = 0; entdo, z =1 e z = —1 sdo os
pontos criticos de f.

Observacao: Na verdade um ponto ”candidato” a maximo ou minimo relativo de uma
funcao derivavel f sempre deve satisfazer a equagao:

f(z)=0]

Mais adiante saberemos descartar dos pontos criticos, aqueles que nao sao extremais.

Definigoes 3: i) O ponto onde uma func¢io atinge o maior valor (se existe) é chamado
méximo absoluto da funcdo. O ponto zg é de maximo absoluto de f quando para
todo x € Dom(f), tem-se f(xq) > f(x).

ii) O ponto onde uma fungao atinge o menor valor (se existe) é chamado minimo absoluto
da fun¢do. O ponto z¢ é de minimo absoluto de f quando para todo z € Dom(f),

tem-se f(zo) < f(z).

Um ponto de maximo absoluto é um ponto de maximo local. A reciproca é falsa; analoga-
mente para minimo absoluto.

max. abs

max. local

max. local min. local

min. local
min. abs
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Exemplos:

[1] Seja f(x) = 2z tal que z € [0,2]. O ponto zy = 2 é um maximo absoluto de f. De
fato: f(x) < f(2) = 4, para todo z € [0,2] e zp = 0 é um minimo absoluto de f, pois
f(z) > f(0) = 0, para todo z € [0,2]. Se f é definida em (0,2), f ndo possui maximos
nem minimos.

[2] Seja f(z) = x? tal que z € [—1,2]. g = —1 e Ty = 2 sdo pontos de maximos locais,
mas o = 2 é maximo absoluto de f, pois f(z) < f(2) =4, para todo z € [-1,2] e zg = 0
¢ um minimo absoluto de f, pois f(z) > f(0) = 0, para todo z € [0, 2].

O teorema seguinte, devido a Weierstrass, garante a existéncia de pontos extremos de uma
funcao, sem a hipétese de que a funcgao seja derivavel. A prova deste teorema serad omitida.
Para mais detalhes veja a bibliografia avancada.

Teorema 1: Seja f : [a,b] — R continua. Entao existem z; e x5 em [a,b] tais que
f(xl) < f(.T) < f($2)a para todo z € [aab]'

Observacao: No teorema as hipéteses de que o dominio seja um intervalo do tipo [a, b]
e a funcao seja continua sao condigoes essenciais. De fato, a fun¢ao continua f(z) = =
nao possui pontos de maximo ou de minimo em qualquer intervalo aberto. A funcao

descontinua f(z) = — se £ # 0 e f(0) = 0, ndo possui ponto de maximo ou de minimo no
T

intervalo [—1,1].

Teorema 2: (ROlle) Seja f : [a,b] — R continua, derivivel em (a,bd) e tal que
f(a) = f(b). Entao, existe pelo menos um zq € (a,b) tal que f'(z() = 0.

Prova: Se f é uma func¢do constante, entdo para todo z € (a,b), f'(z) = 0. Se f nao é
constante, entao, pelo Teorema de Weierstrass, possui pontos extremos. Suponha que xg €
ponto de méximo; entao xg € (a, b), pois, caso contrario, por exemplo se z¢ = b, teriamos:
f(a) < f(zo) = f(b). Mas pela hipétese, f(a) = f(b) e f seria constante; logo, z¢ € (a,b).
Analogamente se zy é ponto de minimo. Portanto, f'(z¢) = 0.

Exemplo: Seja f(z) = 2™ (z — 1)™ uma func¢ao definida no intervalo [0,1]; m, n € Z.
Prove que existe um tinico ponto que divide o intervalo [0, 1] numa razao de m
n
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A fungao é continua em [0, 1] e derivdvel em (0, 1); pelo teorema de Rolle, existe pelo menos
um 5 € (0,1) tal que f'(zg) =0. f'(z) =™ Yz —-1)""(m(z—1)+nz). f'(r) =0
. O ponto z( divide o intervalo

é equivalente a m (xg — 1) + nxo = 0, donde, zy = n
n
. x m
[0,1] em segmentos de comprimentos zg e 1 — zp; logo: . 0 ==,
— X n

Teorema 3: (do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R continua, derivéivel em (a, b).
Entao existe pelo menos um zg € (a, b) tal que:

7) = f(a)

f'(wo) = b—a

Em outras palavras, existe um ponto no grafico de f, onde a reta tangente nesse ponto
é paralela & reta secante que liga (a, f(a)) e (b, f(b)). Para a prova do teorema, veja o
apéndice.

Sabemos que uma funcao constante tem derivada nula. O Teorema do Valor Médio nos
fornece a reciproca desta propriedade, como veremos a seguir.

Aplicacgoes:

[1] Seja f uma fungado continua em [a,b] e derivivel em (a,b). Se f'(z) = 0 para todo
x € (a,b), entdo f é constante.

Prova: Sejam z1, x5 € [a, b]; suponha que z; < x5. Pelo Teorema do Valor Médio, temos
que existe xg € (x1,x2) tal que f'(zo)(xz2 — 1) = f(x2) — f(x1). Como, por hipétese,
f'(z) = 0 para todo z, entao f(z1) = f(x2). Como z; e x2 sdo arbitrarios, temos que f é
constante.
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[2] Sejam f e g fungoes continuas em [a,b] e deriviveis em (a,b). Se f'(xz) = ¢'(z) para
todo z € (a,b), entdo f(x) = g(z) + k, onde k é uma constante.
Prova: Basta considerar h(z) = f(z) — g(z) e aplicar [1].
Exemplos:

[1] Suponhamos que um carro percorre uma distancia de 180 km em 2 horas. Denotando
por s = s(t) a distancia percorrida pelo carro apds t horas, a velocidade média durante
esse periodo de tempo é:

s(2) —s(0) _ 180—10
2—-0 2

=90 km/h.

Do Teorema do Valor Médio, concluimos que o carro deve ter atingido a velocidade de
s'(to) = 90 km/h pelo menos uma vez nesse periodo de tempo.
[2] Seja f(z) = 622 — 3 definida em |0, 6]. Determine xy € (0,6) tal que f'(zg) = 0.

Usamos o Teorema de Rolle (f é continua em [0, 6] e derivivel em (0,6)); f(0) = f(6)
entdo, existe zo € (0,6) tal que f'(zg) = 0; mas f'(z) = 12z — 322 f'(xg) =
equivalente a 3xg (4 — zg) = 0; logo, 2o = 0 ou ¢y = 4; mas, somente 4 € (0,6).

0

[3] Seja f(z) = 2% + 222 + 1 definida em [0,3]. Determinar zo € (0,3) tal que a reta
tangente ao grifico de f no ponto (xg, f(zo)) seja paralela & secante que liga os pontos

(0, £(0)) e (3, f(3))-

Usamos o Teorema do Valor Médio (f é continua em [0, 3] e derivdvel em (0, 3)); entdo
existe zg € (0,3), tal que:

f3) - f(0)

= 15.
3—0

f(zo) =

Mas f/(z) = 322 + 4z; logo, temos 322 + 4z, = 15; resolvendo a equacao, temos que
g 0

) )
To = 5 ouzp = —3; mas, somente 3 € (0, 3).

/ ’

[4] Verifique que |sen(B) — sen(a)| < |8 — af; para todo «a, 5 € R.
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Se a = 3 é evidente. Suponha o < f; definamos a fun¢ao f(z) = sen(z). Pelo Teorema
do Valor Médio, existe 2o € (a, ) tal que f'(zo) = % logo:
cos(zo) = sen(ﬂﬁ) : Zen(a) ;

sabendo que |cos(zg)| < 1, obtemos o resultado.
4.13 Funcoes Mondtonas

Seja y = f(x) uma fungao definida num dominio D.

Definicoes:

i) f é crescente em D se para todo zg, z1 € D com zy < 1, tem-se f(zo) < f(x1).
ii) f ¢ decrescente em D, se para todo zy, 1 € D com zg < x1, tem-se f(xg) > f(x1).

Desenhos para f crescente e decrescente, respectivamente:

Em ambos os casos, f é dita mondtona.

Exemplos:

1 1 1
[1] Seja y = f(x) = —; D =R — {0}. Sejam x, z1 € D tal que g < z1; entdo: — < —

.’L‘ I .’17()
Logo, f(z1) < f(zo) e f é mondtona decrescente.

2] Seja y = f(x) = Vx; D = [0,+00). Sejam zg, z1 € D tal que xp < z1; entdo:
VZo < /Z1. Logo, f(zo) < f(z1) e f é mondtona crescente.

[3] Seja y = f(z) = 2%; D = R. Sejam x¢, 71 € D tal que zg < z1; entdo:
)z <a2?,se0<mpel <y

i) 22 <z, se 7o <0 e xy <O0.
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Logo, f(zo) < f(z1) em [0+ 00) e f(z1) < f(zo) em (—00,0); f é mondtona crescente em
(0, 4+00) e mondtona decrescente em (—oo, 0).

O exemplo anterior nos mostra que, em geral, uma funcao pode ter partes do dominio onde
é crescente e partes onde é decrescente.

Proposicao: Seja f uma fungio continua em [a, b] e derivével em (a,b).

i) Se f'(z) > 0 para todo z € (a,b), entdo f é crescente em [a, b].
ii) Se f’(z) < 0 para todo z € (a,b), entdo f é decrescente em [a, b].

—

Prova: i) Sejam xg, z1 € (a,b) tal que z¢ < z1; como f é continua em [zg,z1] e derivivel
em (g, 1), pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (xo,x1) tal que f(z1) — f(xo) =

= f'(x) (£1—x0). Como f'(x) > 0 para todo z € (a,b), temos que f(xg) < f(x1). A prova
de ii) é andloga.

Exemplos:

[1] Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de f(z) = z2? + 1.

Derivando f temos f'(z) = 2x; logo, f'(xz) > 0 se e somente se x > 0 e f'(z) < 0se e
somente se x < 0. Logo, f é crescente em (0,+00) e decrescente em (—oo,0); note que

f'(0) =0.
[2] Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de f(r) = x3 — 3z + 1.

Derivando f temos f'(z) = 32?2 —3 = 3(z + 1) (z — 1); logo, f'(z) = 0 se e somente se
xz = £1. Logo, f é crescente em (—oo, —1) U (1,+00) e decrescente em (—1,1).

4
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. . . . 1
[3] Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de f(z) =z + —.
x

(z+1)(x—1)

Derivando f temos f'(x) = ; logo, f'(z) =0 se e somente se z = +1.

Intervalos (z—1)(z+1) f(z)
0<zr<l1 <0 decrescente
-1<z<0 <0 decrescente
r>1 >0 crescente

r < —1 >0 crescente

f é crescente em (—oo, —1) U (1, +00) e decrescente em (—1,0) U (0,1).

[4] Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de f(z) = — —

Derivando f temos f'(z) = 23 — 22 — 22 = z (x — 2) (z + 1); logo, f'(z) = 0 se e somente
ser=0,r=2ex=-—1.

Intervalos z(zx—2)(x+1) f(z)
-1<x<0 >0 crescente
I<xr<?2 <0 decrescente
T > 2 >0 crescente

< -1 <0 decrescente

f é crescente em (—1,0) U (2, +00) e decrescente em (0,2) U (—oo, —1).
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[5] A funcdao Q(t) = Qoe** (k # 0) é crescente se k > 0 e decrescente se k < 0, o que
justifica seu nome.

[6] (Lei de resfriamento de Newton): A taxa de variagdo da temperatura 7' = T'(t) de
um corpo é proporcional & diferenca entre a temperatura ambiente A (constante) e a
temperatura T = T'(t), isto é:

dr

— =k(A-T(), (k>0).

dT
Se T > A, entao —
dt

temperatura do corpo é maior que a do ambiente o corpo esta resfriando.

< 0, de modo que a temperatura T = T'(t) é decrescente. Logo, se a

dT
Se T < A, entao o > 0, de modo que a temperatura T = T'(t) é crescente. Logo, se a

temperatura do corpo é menor que a do ambiente o corpo esta esquentando.
. dT ,
Se T = A, entao v 0, de modo que a temperatura 7T é constante.

[7] Crescimento populacional inibido: Considere uma colonia de coelhos com populacao
inicial Py numa ilha sem predadores. Seja P = P(t) a populagdo no instante ¢. Estudos
ecologicos mostram que a ilha pode suportar uma quantidade méxima de P; individuos.
Sabemos que este fendomeno é modelado pela funcao logistica que satisfaz a equacgao:

P

= =kP(PL—P), (k>0).

dP
Se P, > P, entdao —

o > 0, de modo que a populagdo P = P(t) cresce.

dP
Se P, < P, entdao —

o < 0, de modo que a populagdo P = P(t) decresce.
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dP
Se P; = P, entao o= 0, de modo que a populacao P = P(t) fica estdvel.

4.14 Determinacao de Maximos e Minimos

Teorema A: Seja f uma funcio continua em [a,b] e derivavel em (a,b), exceto pos-
sivelmente num ponto z.

i) Se f'(z) > 0 para todo z < zp e f'(x) < 0 para todo z > x(, entdo zg é ponto de
maximo de f.

' (5)=0

f (x)> f(x)<0

+§-
X0

ii) Se f'(z) < 0 para todo z < zg e f'(z) > 0 para todo z > g, entdo zo é ponto de
minimo de f.

'(x)>0

Prova: i) Se f’(z) > 0 para todo x < zg e f'(z) < 0 para todo x > xg, entdo f é crescente
em (a, o) e decrescente em (zg,b); logo, f(x) < f(zo) para todo x # z¢. A prova de ii) é
andloga.

Observacao: Do teorema A segue que num ponto de méximo ou minimo de uma funcio
continua nem sempre deve existir derivada.
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Exemplos:

[1] Seja f(z) = |z|, definida em R; claramente 2o = 0 é um ponto de minimo de f, mas
f'(0) ndo existe. De fato. Para todo z # 0, tem-se:

f'(x):{ 1 se >0

-1 se x<O.

[2] f(z) = 23. O ponto critico é a solugao da equagiao f'(xo) = 0 ou, equivalentemente,
322 = 0; entdo, zo = 0. Por outro lado, f'(z) = 322 > 0, se z # 0; logo, o = 0 nio é
ponto de maximo nem de minimo de f.

3] f(z) = 23 — 3z + 1. As solugoes da equagao f'(z¢) = 0sao xo = 1 e z9g = —1. Do
exemplo 2 do pardgrafo anterior, f'(z) > 0, se z € (—o0,—1) U (1,+00) e f'(z) < 0,

se x € (—1,1); entdo, £op = —1 é ponto de méximo e o = 1 é ponto de minimo de f.

Esquematicamente:

N\ NS

T T

N\

4] f(z) =1— V22, z € R f ndo é derivivel em 0. De fato, f'(z) = —
3z

outro lado, f'(z) <0sexz >0e f'(z) > 0sez < 0. Entdo, z = 0 é ponto de maximo e
f(0) =1 é o valor maximo.

Gréfico de f:

se x # 0. Por

=
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Teorema B: Seja f uma funcao duas vezes derivavel e £, um ponto critico de f. Se:

i) f"(zo) > 0, entdo xzg é um ponto de minimo relativo de f.

ii) f"(zo) < 0, entdo xp é um ponto de méximo relativo de f.

/
Prova: i) Como f'(zg) = 0e 0 < f"(xp) = lim f'()
T—To T — T
f'(z)
r — X
f'(z) <0, se g > x. Pelo teorema A, temos que xy é um ponto de minimo local de f.
ii) A prova é anéloga.

, entao existe 6 > 0 tal que:

> 0, para todo = € (xg — d,z9 + 0) (veja o apéndice); entdo, f'(z) > 0,se z > xp e

Observacoes:

i) Dos teoremas A e B temos que os candidatos a pontos de maximos e minimos sao:
a) Os pontos criticos.
b) Os pontos do dominio onde a fun¢do nao é derivavel.

c¢) No caso em que o dominio de f é um intervalo do tipo [a, b], ap6s determinar os pontos
de maximo e de minimo no intervalo (a,b), devemos calcular os valores da funcao nos
extremos do intervalo e comparar estes valores com os valores maximos e minimos obtidos
anteriormente nos pontos criticos; o maior valor corresponderd ao maximo absoluto e o
menor valor ao minimo absoluto da fungao e os pontos correspondentes serao, respectiva-
mente, os pontos de maximo e de minimo absolutos.

ii) No caso em que f”(z¢) = 0, 0 teorema B nao afirma nada; quando acontecer
isto, recomendamos usar o teorema A.

Exemplos:

[1] Calcule os pontos extremos de f(z) =az®>+bz+c;a,b,c€ERea#0.
Como f é diferenciavel em todo ponto, calculemos os pontos criticos de f: f'(z) = 2axz+b.
b

f'(xz) =0, se e somente, se: z = —g, due é o ponto critico de f. f”(xz) = 2a; entao,

f'"(x)>0 se a>0
f'(z)y <0 se a<O.

Logo, o vértice x = ~5. ¢ um ponto de maximo absoluto de f se a < 0 e um minimo
a
absoluto se a > 0.
2zt
[2] Calcule os pontos extremos de f(z) = T 9 +2sex€[-2,2].

Como f é diferenciavel em todo ponto, calculemos os pontos criticos de f:
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3
! z 2 / 2 =
r)=— 3z —4). z) =0, se e somente, se: x =0,z = ———= e £ = —, que 820 08
['(0) =5 (322 = 4). /(@) HeT= g
pontos criticos de f. f"(z) = ﬁ (52” — 4); entdo, f"( — i) >0e f”(i) > 0; logo
2 2 2 I bl \/g \/g I )
r =——= e x = —= sao pontos de minimo relativo de f.

V3 V3

Como f”(0) = 0 utilizamos o teorema A:

fl(z) >0sex<0e f'(z) <0sex>0;logo, z =0 é ponto de mdximo relativo de f.

2 46
Por outro lado f(2) = f(—2) =10, f(0)=2e f( + %) =57 logo, —2 e 2 sdo pontos de
2
maximo absolutos, ——— e — sao pontos de minimo absolutos. Veja o desenho:
V3 V3 p J
4
2 -1 1 2
23
[3] Calcule os pontos extremos de f(z) =6z — 322 + -
Calculemos os pontos criticos de f:
322 3(z—2)?
fa)=6-6z+=- = (”’2 )

Logo, f'(xz) = 0 se, e somente se, z = 2, que é o ponto critico de f. Calculando a segunda
derivada de f:

f'(z)=3z—6=3(z—2).

Entao f”(2) = 0 e o teorema nao pode ser aplicado; mas usamos o teorema A para analisar
a mudanga do sinal da primeira derivada de f. Como f’(x) > 0, entdo f é sempre crescente;
logo, no ponto £ = 2 nao muda o sinal da primeira derivada de f; portanto x = 2 nao é
ponto de maximo nem de minimo relativo de f. Veja o desenho:



208 MAURICIO A. VILCHES - MARIA L. CORREA

16 2°
[4] Calcule os pontos extremos de f(z) = z* — 3$ .

Calculemos os pontos criticos de f:
f'(z) =422 (x—4). Logo, f'(x) = 0 se x = 0 ou z = 4. Calculando a segunda derivada de

f: f'(z) =1222 - 322 =42 (32 — 8). Entdo f”(4) > 0; logo, x = 4 é ponto de minimo
relativo de f. f”(0) = 0 e o teorema nao pode ser aplicado; mas usamos o teorema A para
analisar a mudanca do sinal de f’. Como f’(z) < 0 para todo z € [—1, 1], entdo = 0 ndo
é ponto de maximo nem de minimo. Veja o desenho:

o

[5] Calcule os pontos extremos de f(x) = sen(2z) — 2 sen(z), —7 <z < 7.

Calculemos os pontos criticos de f em (—m, 7). Derivando,

I (z) =2cos(2x) — 2 cos(x) = 2 (2 cos®(z) — cos(z) — 1) =4 (cos(x) — 1) (cos(x) + %)

2
Entao, os pontos criticos sao x = 0, x = —?W er= ?ﬂ- Calculando a segunda derivada
2 2 2
de f: f"(z) = —4sen(2z) + 2sen(z). f"( - ?ﬂ) <0e f”(?w) > 0; logo, © = — 37"

7’ ’ . . 7r I 7 . .
¢é ponto de maximo relativo e x = =3 ¢é ponto de minimo relativo de f. Por outro lado,
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f"(0) = 0, e o teorema nao pode ser aplicado; mas, usamos o teorema A para analisar a
mudanga do sinal de f’. Como f’(z) < 0 para todo x pertencente a um intervalo de centro

27 - -,
0 contido em ( -3 7r), como, por exemplo, ], entao x = (0 nao é ponto de

T
20’ 20

2
maximo nem de minimo. Por outro lado f(+m) = 0; logo, ?ﬂ é ponto de minimo absoluto

2w . .
e —3 é ponto maximo absoluto. Veja o desenho:

4.15 Concavidade e Pontos de Inflexao de Funcoes

Seja y = f(x) uma funcdo derivivel em D, onde D é um intervalo aberto ou uma reuniao
de intervalos abertos.

Definicoes 1:

i) f é dita coOncava para cima em D se f'(z) é crescente em D.
ii) f é dita cOncava para baixo em D se f'(z) é decrescente em D.

Observacoes

i) Intuitivamente, quando um ponto se desloca ao longo do grafico de uma funcdo f, da
esquerda para a direita e a reta tangente nesse ponto vai girando no sentido anti-horario,
isto significa que o coeficiente angular dessa reta tangente cresce a medida que x aumenta.
Neste caso a funcao tem a concavidade voltada para cima.




210 MAURICIO A. VILCHES - MARIA L. CORREA

Analogamente, quando um ponto se desloca ao longo do grafico de uma funcao f, da
esquerda para a direita e a reta tangente nesse ponto vai girando no sentido horario, isto
significa que o coeficiente angular dessa reta tangente decresce & medida que z aumenta.
Neste caso a fungao tem a concavidade voltada para baixo.

ii) Nao confundir concavidade com crescimento ou decrescimento de uma fungdo. No
desenho a seguir, o grifico de uma funcao crescente e concava para cima e o de uma funcgao
decrescente e concava para cima, respectivamente.

No desenho abaixo, o grafico de uma funcao crescente e concava para baixo e o de uma
funcao decrescente e concava para baixo, respectivamente.
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Proposicao: Seja y = f(z) uma funcio duas vezes derivavel em D.

i) Se f”(z) > 0 para todo = € D, entao f é concava para cima em D.
ii) Se f(x) < 0 para todo x € D, entdo f é concava para baixo em D.

A prova segue diretamente das defini¢oes.

Exemplo:

Considere a funcio f(z) = x* — 2. Calculando a segunda derivada: f”(z) =2 (622 — 1).

L)U(L +o00) e f'(z) < 0sex € (——=,—=).

V6 \/15’ V6’ V6

Entao, f é concava para cima em ( — oo, ———) U (—=, +00) e é cOncava para baixo em
f P ( 75 Y (5 ) P

(- %, %) Gréficos de f' (vermelho) e f” (azul):

Logo, f"(z) > 0 se z € (— o0, —

Definicao 2: Um ponto (zg, f(zo)) do grafico de uma fun¢do f é um ponto de in-
flexao de f, se existe um pequeno intervalo (a,b) C D tal que zy € (a,b) e:

i) f é concava para cima em (a,xg) e concava para baixo em (zg,b), ou
ii) f é concava para baixo em (a,x() e concava para cima em (zg, b).

Observacoes:

i) Se a fungao é duas vezes derivdvel, para obter os pontos zg, candidatos a pontos de
inflexao, resolvemos a equacao:

f”(l'o) =0

e estudamos o sinal de f”(z) para > zg e z < xp.

ii) f""(zo) = 0 nfo implica que x( seja abscissa de um ponto de inflexdo; de fato, f(z) = z*,

f"(z) = 1222%; logo, f"(z) =0se z =0 e x =0 é um ponto de minimo (verifique!).

iii) Note que i) é equivalente a se f"(zo) = 0 e f®(x0) # 0, entdo, zy é um ponto de
inflexao
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iv) Num ponto de inflexdo, ndo necessariamente existe a segunda derivada da fun¢ao. De
fato, seja f(z) = z |z|; se x > 0 temos f"(z) =2 e se x < 0 temos f”(z) = —2; entdo, 0 é
um ponto de inflexao e f”(0) nao existe. Como exercicio esboce o gréfico de f.

Exemplos:

[1] Seja f(z) = x3; entao: f"(x) = 6.

f"(x)y>0sex>0e f’'(x) <0sexz < 0;logo, zo = 0 é ponto de inflexado de f.
[2] Seja f(x) = x* — 22; entdo: f'(z) =2(62% —1).

f(z) >0 se me(— ,——)U(

1 L)
V6 V6

f'(z) <0 se ze(

1
= ——— sao os pontos de inflexao de f.

1
V6 T T e

Entao z =

(3] Seja f(z) = sen(2x) — 2 sen(z), —m < z < m; entao:

f"(z) = 2 (sen(z) — 2 sen(2)) = —2 sen(z) (4 cos(z) — 1).

f'(@)>0 se ze(- arccos(%),O) U (arccos(%),w).
f'(@) <0 se ze(-—m, —arccos(%)) U (O,arccos(i)),

1 1
Entaoz =0,z = —arccos(z) exr = arccos(z) sao os pontos de inflexao de f.
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4.16 Esboco do Grafico de Funcoes

Para obter o esbogo do grafico de uma funcao, siga os seguintes passos:
a) Determine o Dom(f).

b) Calcule os pontos de intersecao do grafico com os eixos coordenados.
c¢) Calcule os pontos criticos.

d) Determine se existem pontos de maximo e minimo.

e) Estude a concavidade e determine os pontos de inflexao.

f) Determine se a curva possui assintotas.

g) Esboco.

Exemplos:
[y = f(z) = (2> -1)%

a) Dom(f) =R

b) Intersecoes com os eixos coordenados:

se x =0, entdo y = —1 e se y = 0, entdo x + 1; a curva passa pelos pontos (1,0), (—1,0) e
(0,-1).

c) Pontos criticos de f:
f'(z) = 62 (22—1)2; logo, resolvendo a equacgao f’'(x) = 0, obtemosz =0,z =1ez = —1,
que sao os pontos criticos de f.

d) Maximos e minimos relativos de f:

f'(z) = 6(x® —1)(52% — 1). Logo, f’(0) > 0 e 0 é ponto de minimo relativo de f.
f"(£1) =0 e o teorema B nao pode ser aplicado; mas, usamos o teorema A para analisar
a mudanca do sinal da primeira derivada de f.

f'(z) < 0 para todo = < 0; entdo = —1 néo é ponto extremo de f.
f'(z) > 0 para todo z > 0; entao z = 1 nao é ponto extremo de f.

e) Estudemos a concavidade de f:
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V5

f'(z) =6(x2—1) (522 —1) = 0 implica em = +1 ex:i?.

f € concava para cima em ( — 00, —1) U <

5 5
f € concava para baixo em ( -1, —%) U <\/_

V5

As abscissas dos pontos de inflexao de fsaox =+l ez = :I:?.

f) A curva nao possui assintotas.
g) Esbogo do gréfico:

O gréfico de f passa pelos pontos (1,0), (—1,0) e (0, —1), onde (0, —1) é o ponto de minimo
de f.

[2]y:f(x):#o(:()x),—7r§x§7r.

a) Dom(f) = [=m, .
b) Intersecoes com os eixos coordenados:

se y = 0, entdo sen(z) = 0 o que implica em £ = =7 ou & = 0; a curva passa pelos pontos
(0,0), (—m,0) e (m,0).

c) Pontos criticos de f em (—m,7):
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2 1 2
fl(z) = %; logo, resolvendo a equacao f'(z) = 0, obtemos z = i% que sao

0s pontos criticos de f.

d) Miéximos e minimos relativos de f em (-7, 7):

2sen(z) (cos(z) — 1) 27 -2 - 27
" = L " 0 " 0_ t — /
f"(x) 2 cos(@))? ogo, f (3) <0ef (—3 ) > 0; entdo z = 5 ¢
ponto de maximo relativo e x = ——37T é ponto de minimo relativo de f. Por outro lado,

2 2
f(=m) = f(m) = 05 logo, ?ﬂ- é ponto de méaximo absoluto e —?ﬂ é ponto de minimo
absoluto de f.

e) Estudemos a concavidade de f em (—m,7):

f"(x) = 0 implica que sen(z) = 0 ou cos(x) = 1; logo, zo = 0; x = +x. Entao,

f"(£) >0 se z€(—m,0)
f'"(x) <0 se z€(0,m).

f é concava para cima em (—7,0) e f é concava para baixo em (0,7); logo, x = 0 é a
abscissa do ponto de inflexao de f.

f) A curva ndo possui assintotas.

g) Esbogo do gréfico:

2 2 2
O gréfico de f passa pelos pontos (0,0), (—,0), (,0) (%,f(?ﬂ)) = (?ﬂ, ?), que
V3

f(%)) = (—g, —?>, que é o ponto de minimo

27
3 7
de f; (0,0) é o ponto de inflexao de f.

é o ponto de maximo de f;
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By =f) =50t

a) Dom(f) =R - {-1, 1}.

b) Intersecoes com os eixos coordenados:

se x = 0, entdo y = —1; logo, a curva passa pelo ponto (0, —1).
c) Pontos criticos de f:

4
fl(z) = —ﬁ; logo f'(x) = 0 implica em que x = 0, que é o ponto critico de f.
.Z' —_—

d) Méaximos e minimos relativos de f:

9 1222 + 4
f (x):(xgxfl)g'

e) Concavidade de f:
(@) >0sez e (—oo0,—1)ouwe (1,00), f'(z) <0sex e (—1,1).

f"(0) < 05 logo, 0 é ponto de maximo relativo de f.

f € concava para baixo em (—1,1) e concava para cima em (—oo, —1) U (1, +00).
+1 ¢ Dom(f); logo, o gréfico de f nao possui pontos de inflexao.

f) Assintotas:
z?+1

lim = 1. Logo, y = 1 é uma assintota horizontal da curva.
zo+oo 22 — 1
2 2
441 e +1
lim =400 lim = —00.
zo1t+ 22 — 1 ’ z—1- 2 — 1
5 2 +1 5 22+ 1 N
im = —00 im = +o00.
zo—1+ 12 — 1 ’ z>—1- 22— 1
Logo, z =1 e z = —1 sao assintotas verticais da curva.

g) Esbogo do gréfico:

— — — — s—
— — — — —



CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 217

[4] y = f(2) = Va2 (1 - 2?).
a) Dom(f) =R
b) Intersegoes com os eixos coordenados:
Se z = 0, entdo y = 0; logo, a curva passa pelo ponto (0,0). Se y = 0, entdo z = 0 ou
x = +1; logo, a curva passa pelos pontos (0,0), (—1,0) e (1,0).
2z (1—42?%
T 3@):
Observacdo: A funcio f(z) = V22 (1 — 22) é continua para todo z € R. Mas néo
existe f’(0); logo, no ponto (0,0) do grifico deve existir uma ”ctispide” como foi observado

¢) Pontos criticos de f: Se x # 0; entao, f'(z)

1 1

no grafico do valor absoluto. Se = # 0, os pontos criticos de f sdao z = —5eT=75.

d) Méaximos e minimos relativos de f:

2(202% 41
i) Se z # 0; entdo, f"(z) = —(x—t).
9(z2)3
1 1 1 - (s .
f”(—i) <0e f”(i) < 05 logo, z = —g5 ez = sdo pontos de maximos relativos de f.

ii) Se £ = 0, estudamos o sinal da derivada de f para valores & esquerda e & direita de
z=0:

fl(z) >0se 0 <z < % e f'(x) <0, se —% < z < 05 logo, x = 0 é um ponto de minimo
local de f.

e) Concavidade de f:

f"(xz) < 0 para todo z € R — {0}. f é concava para baixo em R — {0}.

f) Assintotas: lirjlza Va2 (2* — 1) = +00. Logo, f ndo possui assintotas horizontais e nem
T—>T 00

verticais.

g) Esbogo do gréfico:
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(a:—a)2 . , -
5]y = f(z) =e & ,onde b > 0, representa uma familia de curvas é e chamada funcao

densidade de probabilidade normal padrao, que tem um papel relevante em Probabilidade
e Estatistica.

a) Dom(f) =R

a2
b) A curva passa pelo ponto (0,e™ % ).

2(z—a) _@-a?

c) Pontos criticos de f: f'(z) = ——p e T logo, © = a é o ponto critico de f.
2 -2 [(2(z—a)?
d) Méximos e minimos relativos de f: f"(z) = 3¢ 7 (% - 1).

f"(a) < 05 logo, a é ponto de méaximo relativo de f.

b
e) As abscissas dos pontos de inflexao sdo: z =a + \/;

. _ (cc—a)2 , , .
f) Assintotas: 111;{1 e & =0. Logo, y = 0 é a assintota horizontal da curva.
T—>L 00

g) Esbogo dos graficos paraa=0,b=1,a=b=1,a=2,b=1ea=1,b=2.

1“

6] y = (c € R), que representa uma familia de curvas.

242z +c’
a) A solucdo da equacdo z2 +2x+c=0¢é z = —14+ /1 — ¢, entdo:
i) Se ¢ > 1, Dom(f) = R.

ii) Se c=1, Dom(f) =R - {-1}.

iii) Se ¢ < 1, Dom(f) = R — {—1 + vT—c}.

1 1
b) Se z = 0, entdo y = —, se ¢ # 0. Neste caso, a interse¢do com o eixo dos y é (0, —).
c c

2(x+1)
(22 +2z+¢)?’

c¢) Pontos criticos: f'(z) = —
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1
f'(z) =0se x=—1, (¢ #1). Neste caso, o ponto critico é (—1, —1)
C_
_23z?4+62x+4—c

(z2+2x+¢)3

d) Méximos e minimos: f”(z) ,

2
f(=1) = —m < 0; logo, x = —1 é ponto de maximo relativo se ¢ # 1.

-3+ +/3(c—-1 )
e) Resolvendo f”(z) = 0, obtemos z = 3 ( ) Se ¢ > 1, temos dois pontos de
inflexao.
f) Assintotas.
1 ~ , , .
Assintotas horizontais: lim ———— = 0; entao, y = 0 é assintota horizontal.

zotoo 2 +2x + ¢

Assintotas verticais:

. 1 ) 1
Sec=1, lim ————— =o0esec<]l, lim — =
z>—1 2 4+22x+1 so—1+v/i—c T2+ 2z + ¢
r = —-1ex = —1++/1—c sao assintotas verticais da curva, para ¢ = 1 e ¢ < 1,
respectivamente.
g) Esboco dos graficos para ¢ = —2, ¢ = 1 e ¢ = 2, respectivamente.
5,
4,
4,
2,
3,
4 3 g i 1 2 3 2l
_2,
1
-4t
3 -2 1 1
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7l y = ———, (c € R), que representa uma familia de curvas.
14 c2 x?

a) Dom(f) =R
b) Intersecoes com os eixos coordenados: (0,0).

c¢) Pontos criticos de f:

-1 1 1 1 by
fl(z) = _c(czvl n 6)2(;233; ); sec#0, z= - T =—— 58008 pontos criticos de f.

d) Méaximos e Minimos:

23 z(2a?-3) ,, 1 2 1 ,
(z) = C(li(_cczxﬂ)s ); f”(z) = —%; logo, = = . é ponto de méximo relativo de f e
" 1 C2 1 , s . .
f'(—=) = 5 logo, £ = —— é ponto de minimo relativo de f.
c c

3 3

e) Pontos de inflexdo: z =0, z = —i exr= £
c c

f) Assintotas: y = 0 é assintota horizontal da curva.

1
g) Esbogo dos gréficos para ¢ = :I:E, c= =1, ec= =42, ¢c=+4. Observe que a funcao é

impar.
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4.17 Problemas de Otimizacao

Nesta secao apresentaremos problemas de maximizagao e minimizacao aplicados a diversas
areas. O primeiro passo para resolver este tipo de problema é determinar, de forma precisa,
a funcao a ser otimizada. Em geral, obtemos uma expressao de duas varidveis, mas usando
as condicoes adicionais do problema, esta expressao pode ser reescrita como uma funcao
de uma variavel derivavel e assim poderemos aplicar os teoremas.

Exemplos:

[1] Determine dois nimeros reais positivos cuja soma é 70 e tal que seu produto seja o
maior possivel.

Considere z, y > 0 tal que = + y = 70; logo, z, y € [0,70]; o produto é: P = zy. Esta é a
funcao que devemos maximizar. Como y = 70 — x, substituindo em P:

P(z)=zy=2(70 —z).

P :[0,70] — R é uma fungao derivavel. Derivando: P'(x) = 70 — 22 = 2(35 — z); o
ponto critico é x = 35. Analisando o sinal de P’, é claro que este ponto é ponto de maximo
para P e y = 35; logo, P = 1225. Note que P(0) = P(70) = 0.

[2] Determine os pontos da curva zy = 1 mais préximos da origem.

Seja (z,y) um ponto da curva e considere:

d((0,0), (z,y)) = V&* + .

Minimizar d é equivalente a minimizar d?((0,0), (z,y)) = 22 +y?; mas como (z,y) pertence
A curva, temos que y = z~!; logo, obtemos a seguinte funcao :

1
— 2
f($) =z + 2132
. . I 2
Derivando e igualando a zero: f'(z) = 2z — — = 0, obtem-se z = +1. Calculando a
x

. 6 , . .
segunda derivada de f: f"(z) =24 —;, que é sempre positiva; logo, z = +1 sdo pontos
z

de minimo; os pontos mais préximos da origem sao (1,1) e (—1,—1).
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[3] Determine as dimensoes do retdngulo de maior drea que pode ser inscrito na elipse
2 2

x Y .

¥+b—2=1,a,b>0

Pela simetria da figura, estudaremos o problema no primeiro quadrante e multiplicaremos
o resultado por quatro. A area do retangulo é 4 x y, mas otimizaremos o quadrado de area

2
xr -

A =162y? como y*> = b* (1 — =), entdo:
a

2

A(z) =16b" 2% (1 — 2—2), z > 0.

32 b2
a2

2
(z (a* — 22%)) = 0, obtem-se z = \/;a. Es-
V2a \/ib'

é ponto de maximode Ae y = 5

Derivando e igualando a zero: A'(x) =

tudando o sinal da derivada de A temos que z =

logo, a area do maior retangulo que pode ser inscrito na elipse é: A = 2ab.

[4] Uma lata cilindrica sem tampa superior tem volume 5 cm3. Determine as dimensoes da
lata, de modo que a quantidade de material para sua fabricacao seja minima.
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Devemos minimizar a area. A area do cilindro e da tampa inferior sao, respectivamente:

Ay =27nrh e Ay = 7r?, onde r e h sdo o raio e a altura do cilindro; logo, devemos
minimizar: A = A; + Ay = 27rh + wr2. Mas o volume é 5; logo, 5 = V = 7r2h e

5 _ ~ .
h = —; substituindo A na expressao a minimizar, temos:
r
10
A(r) = = + 7r?.
r
. . / 3 5
Derivando e igualando a zero: A'(r) = —— + 27r = 0, obtem-se 7 = {/ —.
r T

20 5 5 -
Al(r)= 5 +2r>0;r = {’/j é o ponto de minimo e h = \3/ —. Logo, as dimensoes da
r ™ T

5
lata sao r = h = i/j
T

[5] Quadrados iguais sdo cortados de cada canto de um pedago retangular de cartolina,
medindo 8 cm de largura e 15¢m de comprimento. Uma caixa sem tampa é construida
virando os lados para cima. Determine o comprimento dos lados dos quadrados que devem

ser cortados para a produgao de uma caixa de volume méximo.
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15
- =
152 x
A
X
8-2x 8
X

y

A altura da caixa é x; a largura é 8 — 22 e o comprimento é 15 — 2z, observando que
0 < z < 4. Logo, devemos maximizar:

V(z)=2z(8—-2z)(15—2z) =423 — 46 2° + 120 2.

Derivando e igualando a zero: V'(z) = 1222 — 922 + 120 = (z — 6) (122 — 20) = 0,
) .
obtemos £ = 6 ou z = 3 Mas. 6 ¢ (0,4); entdo, z¢ = 3 é o tinico ponto critico de V;

logo, estudando o sinal de V', xy é ponto de maximo. Entao, g = 1.6cm e V = 90.74 cm?3.
(Verifique!).

[6] Calcule as dimensoes de um cone circular de volume maximo que pode ser inscrito numa
esfera de raio a.
Uma vista bidimensional da situacao é:

Usando o teorema de Pitdgoras temos que 72> = a? — (h — a)? = 2ah — h%. O volume é

r’hn hm 9 . .
V = ; logo, V(h) = 3 (2ah —h ), sendo 0 < h < 2a. Derivando e igualando a
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4h 3h 4
zero: V'(h) = 371' (a— T) =0, obtemos h =0 ou h = ?a; h = 0 nao é solucdo; entao,

4da 202

h = — ¢é o ponto de maximo e r = 3

[7] Um tanque conico de aco, sem tampa, tem capacidade de 1000m3. Determine as
dimensoes do tanque que minimiza a quantidade de aco usada na sua fabricagao.

A 8 Ay =mrl =7 1lti 1
A area do cone é: A rl rv/r2 + h2, onde na ultima igualdade usamos o teorema

1
de Pitdgoras. Por outro lado, o volume do tanque é de 1000 m3; logo, 1000 = V = 3 mrZh

3000
oar?’

eh

substituindo A na expressao a minimizar:

3000)2
Alzwr\/r2+7( 5 4) i
w2r

Como antes, minimizaremos A = (A;)2. Logo: A(r) = n2r* + kr~2, onde k = (3000)2.

k k
Derivando e igualando a zero: A’(r) = 47%7r® — 2 — = 0, obtemos r = v/ Pyt Usando
r ™

|k [4k
o teorema A, temos que 7 = { 9.2 é o ponto de minimo e h = ¢ — - As dimensoes do
T s
tanque s3o r 2 8.773m e h =2 12.407m e A; =2 418.8077 m>.

[8] Um pescador a 2km de um ponto A de uma praia deseja alcangar um depésito de
combustivel no ponto B, a 3km de A. Sua velocidade na dgua é de 5km por hora e
na terra é de 13 km por hora. Determine o ponto da praia que deve ser alcancado pelo
pescador para chegar ao depdsito no tempo minimo .
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|

No desenho y = v/4 + z2. A fun¢do a minimizar é:

Vid+z22 33—z

fo)= =5+ "3
Derivando e igualando a zero: f'(z) = _L = 0, obtemos z = o e, calculando
i3 5vV4 + z2 ; 6 .
a derivada segunda de f: f’(z) = ————— > 0. Logo, f’(=) >0 ez = — é o ponto
g (z) 5($2+4)% g (6) 6 b

procurado.

[9] Uma folha de ago de 10 metros de comprimento e 4 metros de largura é dobrada ao
meio para fazer um canal em forma de V de 10 metros de comprimento. Determine a
distancia entre as margens do canal, para que este tenha capacidade maxima.

w - ) A
Observemos que 5= 2 sen(a) e h = 2 cos(a). Entao, podemos escrever a drea do triangulo

h
como funcdo de a. De fato, A(a) = wT =2sen(2a), a € (0, g)

Derivando T = 4cos(2a) e igualando a zero, obtemos que cos(2a) = 0 se a = %
o'
2
Calculando a derivada segunda: o7 = —8sen(2a) < 0; logo, a = % é ponto de maximo
o"

ew = 4sen(g) = 2/2 metros.
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[10] Em que ponto da curva y = 1 — z%, a reta tangente & curva nesse ponto forma no

primeiro quadrante um triangulo de drea minima? Determine a area.

Seja P = (x,yo) o ponto procurado. A equagdo da reta tangente & curva passando pelo

ponto P é y —yo = —2x0 (x — xp). Como yo = 1 — 22, temos y = 2z + x2 + 1.
2
1
Sexr=0,y=1+z2esey=0,z= xg T 0 triangulo ABC é formado por A = (0,0),
Zo
2
1
B = (x0+ ,0) e C=(0,1+2). A drea é
2.770
(#5 + 1)
A = > 0.
(.’170) 4330 70
dA  (Bz3—1)(z3 +1 3
Derivando, = (37 )gxo +1) e igualando a zero, obtemos zo = —. Calculando
dzg 4 xj 3
a segunda derivada:
d?A 3zj+1
det 2z}

d?A V3 V3

como para todo zg > 0, F(3;) >0, 7o = 5 é ponto de minimo. A 4rea é A(—3 ) -
Lo

43

=5

[11] Um f6ton (raio de luz) parte de um ponto A para um ponto B sobre um espelho plano,
sendo refletido quando passa pelo ponto P. Estabeleca condigcoes para que o caminho APB
seja o mais curto possivel.
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B
1
1
1
A '
1 1
1 1
1 1
a, )
1 1
: :
: a B :
X P d-x
Devemos minimizar o comprimento L do percurso: L(z) = Va2 + x2 + /b + (d — x)2.
Derivando, = a iz igualand bt
erivando, — = — e igualando a zero, obtemos:
dz /a2 + x2 b2 + (d — )2 8
T _ d—x
Va+z2 02+ (d-x)?
que é equivalente a ¢ _ , donde obtemos que o = . Esta é a condigao para que o
x —x
caminho APB seja o mais curto. De fato, o ponto critico z = a+ 2 ¢ de minimo, pois,
a
d?L a? 4 b2 >0
dz? (@2 +a2)s  ((d—2)2+b2)3

d’L , ad

— ( ) > 0.

dz?2*a+b

[12] A luz se propaga de um ponto a outro segundo uma trajetéria que requer tempo

minimo. Suponha que a luz tenha velocidade de propagagao v1 no ar e vo na dgua (v > vs).
Se a luz vai de um ponto P no ar a um ponto ) na agua, que lei determina este percurso?

em particular,

P
o
a
o R D
X b:B
' B:
Lmmmemmmmmm==== o)
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Sejam a = |OP|, b= |DQ|,d = |0OD|, z = |OR|, « = Z(OPR) e f = Z(RQD). Os tempos
necessarios para o raio de luz ir de P a R e de R a () sao, respectivamente:

2 2 d_ 2 b2
O Al U S VA C k) e il

U1 V2

O tempo total de percurso de P a Q é T = Ty + T5. Minimizemos T'(z), z € [0, d].

ar _ x B d—x B
dz vivVz?+a?® wve/(d—z)>+b2 U1 V2

sen(a)  sen(B)

dT’ sen(a sen - . .
— =0se () = (B), equacao conhecida como lei de Snell.
dx U1 U2
. . sen(«a sen .
Para verificar que a condigao () = 8) corresponde ao percurso de tempo minimo,

U1 V2
mostraremos que T é concava para cima em todo ponto.

T a®vy (B* + (d - )23 + b2 vy (a® + 22)3
dx? v1 v (a2 + 22)2 ((d — 2)? + b2)3

T"(x) > 0 para todo x, pois todas as quantidades envolvidas sdo positivas.

[13] Um quadro de altura a estd pendurado em uma parede vertical, de modo que sua borda
inferior estd a uma altura h acima do nivel do olho de um observador. A que distancia
da parede deve colocar-se o observador para que sua posicao seja a mais vantajosa para
contemplar o quadro, isto é, para que o angulo visual seja maximo?

Perfil do problema:

A
' a
v
A
. h
a :
B \
: tg(0) —tg(B) - a+h
Seja 6 = a+ 3. Logo, tg(a) =tg(0 — B) = . Entao, tg(0) = etg(fB) =
] 8o, tg(a) =tg(6 — B) T+ 190)tg (B) 9(0) = —— etg(h)
_ N logo, tg(a) = 9% Maximizemos a seguinte funcio :
_.'L" gig _$2+U/h+h2. g (; .
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ax

@)= e

Derivando f: f'(z) a(h’+ah—2) O ponto critico é g = \/h(a + h); observe que a
V : = . — . v

(22 + ah + h2)? P 0 ’ d
e o dominador de f’ sao positivos; logo, examinemos o numerador de f’.

f € crescente se x < \/h(a+ h) e f é decrescente se \/h(a + h) < z; entdo, xo é o ponto

de méximo de f. Para que o angulo visual seja maximo, o observador deve colocar-se a

distancia de y/h(a + h) da parede.

[14] Implante de Vasos Sanguineos:

Suponha que um cirurgiao necessite implantar um vaso sanguineo numa artéria, a fim de
melhorar a irrigagao numa certa area.

Como as quantidades envolvidas sao pequenas, podemos considerar que vasos e artérias
tem formato cilindrico nao eléstico.

Denotemos por A e B o inicio e o final da artéria e suponhamos que se deseje implantar
o vaso num ponto da artéria, de modo que a resisténcia ao fluxo sanguineo entre A e B
seja a menor possivel. A lei de Poiseuille afirma que a resisténcia R do sangue no vaso é:

R = —, onde d é o comprimento do vaso, r € o raio do vaso e k uma constante positiva

que depende da viscosidade do sangue. Nossa estratégia serd determinar o melhor angulo
do implante. Para isto, consideremos o seguinte diagrama:

Sem perda de generalidade, podemos supor que 71 > 72 € « € (0, g)

Denotemos por dy o comprimento do segmento BD, d; o comprimento do segmento AC, do
o comprimento do segmento CD, z o comprimento do segmento CB e 8 o angulo ZCAD:
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D

A

// 4

7 d
Vd d
’ //
d, ’
,/ 2 /’ do
Vd d
Vd 4
P4 d
ya d

I-\ ____________________ C ________ I-.\

[ | I
AP g B

(R C v

VN e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e o e = A\ %4

dq X
NP , dp  ds .
A resisténcia total é: R = k{ — + —; |. Observamos que do, 71, 2 e 3 sao constantes.
L T2

Escrevamos R em func¢ao de a.
d d
Do desenho: sen(a) = —2; logo, dy =
S

0
dy en(a)’
1 1 ~ cotg(a)  cosec(a)
dy =d — . Ent — _ _
' ’ (tg(ﬂ) tg(a)) utao, fifa) = e <C2 7.411 + 7,3 , onde ¢; = kdy

d, d
tg(B) = ﬁodl etg(a) = ;0; logo,

4
t t
g = w. R'(a) = ¢ cosec(a) (cosez(a) _ @ g4(a)> = 0; entdo, cos(a) = (Tﬁ)
T2 \41) , "
€ g = arccos <(r_) € 0 ponto critico.
1
R'() = & -2 cos(a)4r‘214+ cof(a) ri+ri
riry sen3(a)
Sabendo que sen(arccos(z)) = V1 — x2, temos que: R"(ap) = 46—1 > 0, onde

—m?2
roV1I—m

4

r . ) )

m = <—2> . Logo, o melhor angulo para fazer o implante é ag = arccos(m).
™

1 1
Por exemplo, supondo que r; é 3 vezes rs, obtemos m = 31 e a = arccos (8_1>

4.18 Teorema de L’Hopital

Comumente, ao estudar limites, aparecem expressoes indeterminadas. Por exemplo:

) x
lim ———,
z—0e? — 1

onde a expressao indeterminada ¢ do tipo (3). O teorema de L’Hopital nos indica um

método para ”eliminar” estas indeterminacoes e calcular limites de uma forma mais efi-
ciente.
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Teorema (L’Hopital): Sejam f e g funcoes derivaveis num dominio D que pode
ser um intervalo aberto ou uma reuniao de intervalos abertos, exceto possivelmente num
ponto a e g(z) # 0, para todo = # a.

i) Se lim f(z) = lim g(z) = 0 e lim #(z)

z—a T—a z—a g’(x)

= L, entao:

ii) Se 311_1% f(z) = wh_r)ré glx) =0 e 311_1}% ﬁ:g; = L, entdo
lim @ li f(x) L

Observacoes:

i) Para a prova do teorema veja o apéndice.

ii) O teorema também é vélido para limites laterais e para limites no infinito.

1"
iii) Se f’ e ¢’ satisfazem as hipGteses do teorema e lim f” (z) = L, entao:
z—a g (x)
!/ 1"
tim 2@ gy L@
z—a g'(x)  z—a g (z)
1
logo; lim @ = lim f—(x) =
T—a g(aj) T—a g”(x)
F0) ()

Em geral se f(™ e ¢(™) satisfazem s hip6teses do teorema e lim

2 ) () = L, entao:

. fl@) . ™)
mll_l’)l’(ll m o :I:h—I)I(lz g(")(x) o

iv) Se a fungao da qual estamos calculando o limite é n vezes derivavel, podemos derivar
sucessivamente até ”eliminar” a indeterminacao.

v) Para indicar o tipo de indeterminagio, denotamos (3), (£2), etc.

Exemplos:

2
oozt —dr+4 L . :
[1] Calcule 11111 . g Primeiramente observamos que o limite apresenta uma in-
T—>+oc0 T — T —

determinacao do tipo (£2). Aplicando o teorema, derivamos o numerador e o denominador
da funcao racional duas vezes; entao:
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) 22 —4zx+4 ) 20 —4 . 2
lim —5— 5 = lim = lim - =1.
z—+oo 2 — — 2 z—+oo 2x —1 z—+o0 2
x
[2] Calcule lin}) a . O limite apresenta uma indeterminacao do tipo (g). Aplicando o
T— xr
teorema:
-1 z]
lim & = lim 2 n(a) = In(a).
z—=0 I z—0 1
[3] Calcule lin%) &(x). O limite apresenta uma indeterminagao do tipo (g). Aplicando o
T—> T
teoremas:
lim 2P0 _ gy, 050 _
z—0 xT z—0 1

Outros tipos de indeterminacoes

O teorema de L’Hopital nos indica somente como resolver indeterminagoes do tipo (8) e
(22). Outros tipos, como (0-00), 00?, co—o0, 0° e 1°°, podem ser resolvidos transformando-
os nos tipos ja estudados no teorema.

[A] Caso (0- )

[1] Calcule lim zln(xz). O limite é uma forma indeterminada do tipo (0 - 00); entdo

z—0+
fazemos:
l
lim zln(z) = lim n(x)
z—07t z—0+t 1
x
. n(z) . . . .
lim é uma forma indeterminada do tipo (22). Aplicando o teorema:
z—0+ 1 o0
x
, 1
l In(z p
lim zin(z) = lim n(z) = lim M = lim —% = lim (-z) =
z—0t z—0t l z—0t 1 z—0t i z—0t
x z z?

[2] Um objeto de massa m é deixado cair a partir do repouso. Sua velocidade apdés ¢
A , m _ct

segundos, tendo em conta a resisténcia do ar, é dada por: v = mg (1—e nf), onde g

c

é aceleragao devida a gravidade e ¢ > 0. Calculemos 1iI£ v. O limite é uma forma
m—r—+0Q

indeterminada do tipo (0 - 00); entdo fazemos:
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32

. g . 1—e"
lim v== lim ,
m—+oo Cc m—+oo 1
m

que é uma forma indeterminada do tipo (). Aplicando o teorema:

3R

: g . l—e g . et
lim v== lim == lim cte ™ =gt.
m——+oo ¢ m—+oo i ¢ m—-+4oo
m
Como exercicio, interprete este limite.
[B] Caso (oo — o0)
) 1 1 c e . . .
[1] Calcule lim [ — — ————]. O limite é uma forma indeterminada do tipo (0o — c0);
z—0 \ 22 22 sec(x)

entao fazemos:

1 1 1
lim (— _ 7) _ i Se0®) — 1

z—0 \ 22 22 sec(x) 0 12 sec(x)

-1

lim seclz) — 1 é uma forma indeterminada do tipo (2). Aplicando o teorema:
z—0 z2sec(x)

. sec(z) —1 tg(x)

1 1
lim (| — - —— ) =lim 2" = — lijm — 27
250 (a:2 z2 sec(m)) 250 12 sec(z) 250 22 + 22 tg(x)

. tg(w . : . .
Observamos que lim GO ¢ uma forma indeterminada do tipo (2) e novamente
z—0 22 + 22 tg(x)

aplicamos o teorema ao ultimo limite:

tg(z) L sec?(x) 1

— =] .
z—0 2x + 22tg(x) 2502+ 2 xtg(z) + 22 sec?(x) 2

2] Calcule lim (sec(z) — tg()). O limite é uma forma indeterminada do tipo (oo — 00);
T 5

entao fazemos:

wgr%l_ (SeC(x) - tg(:v)) - wlfg— (cosl(a:) B iz;b((;))> - wgrg_ 41 ;Oie(zgx)

lim 1 — sen(x)
z—»z-  cos(z)
rema:

¢ uma forma indeterminada do tipo (g) e novamente aplicamos o teo-
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1—
lim 1= sen(z) = lim cotg(z) = 0.
z—z—  cos(z) PR

[C] Caso (1%)

[1] Calcule lim (1+2) ©9(®) O limite ¢ uma forma indeterminada do tipo (1°°); fazendo:
Tr—r

u(z) = In((1+ x)wtg(w)) = cotg(x)In(z + 1),

temos: lin%) u(x) = lin%) cotg(z)In(z + 1). Este limite é uma forma indeterminada do tipo
T— T—>

(0 - 00); entdo, aplicamos o caso A:

_ . In(z+1)
ilg(l) cotg(z)in(z+1) = ilg(l) @)

lim In(z+1)

¢ uma forma indeterminada do tipo (g). Aplicando o teorema:
z=0  tg(z)

. In(z+1) ) 1
lim ————= = lim =1;
0 tg(x) z—0 (1 + x) sec?(x)

cotg(w))

logo; il_rg% u(z) = ii_r)%ln((l + z) = 1. Como In(z) é uma fungao continua em seu

dominio, temos:

lim ln((l + a:) COtg(x)) = ln( lim (1 + a:)wtg(gc)) =1.

z—0 z—0

cotg(x) _

Da tltima igualdade: lim (1 + a;) €.

x—0

1\” <
[2] Calcule lim (1 + —) . O limite é uma forma indeterminada do tipo (1°°); entao
T—+00 T

fazemos:
=1 ((1+ 1)””) =zin(l+ 1)-

1 . . .
entao, liIJIrl u(z) = liIJIrl xln(l + —). O limite é uma forma indeterminada do tipo
r——+00 r——+00 €

(0 - 00); entao aplicamos o caso A:

lim a:ln(l—i—%) = lim

T—>+00
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O limite é uma forma indeterminada do tipo (g). Aplicando o teorema:

1

ln(l + —)

lim ———2% = lim .
T—+00 1 z—+oo 1 + 2

xz

x

O limite ¢ uma forma indeterminada do tipo (22) e novamente aplicamos o teorema:

lim u(z)= lim —— = lim 1=1.
T—+00 z—+oo 1 + 2 T— 400

Como In(x) é uma fun¢ao continua em seu dominio, temos:

lim In((1+ i)w) =In( lim (1+ i)””) =1.

T—>+00 r—+o0

1
Da tltima igualdade: lim (1+

T—>+00 ;
D] Caso (x?)

[1] Calcule lim (z)® ~. O limite é uma forma indeterminada do tipo (cc?); fazemos:

) =e.

T——+00
o In(x)
u(z) = tn((r) ") = T,
< . n(x) o . . .
entdo, lim wu(z)= lim O limite é uma forma indeterminada do tipo () e
T—+00 z—+oo ev o0

novamente aplicamos o teorema:

l
lim wu(z)= lim n() = lim
T—+00 z—+oo e z—+oo T et

= 0.

Como In(z) é uma fun¢io continua em seu dominio, temos:

lim ln((x)eﬁ) =In( lim (a:)efm) = 0.

T—>+00 T—+00

Da tltima igualdade: lim ()¢~ = 1.
T—>+00

tg(x)
[2] Calcule lim (—) . O limite é uma forma indeterminada do tipo (00?); fazemos:

wr=n((5)") = Zticz);

SHE
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ln(—

entao, lim u(z) = lim .
z—0+ z—0+ cotg(x)

novamente aplicamos o teorema:

O limite ¢ uma forma indeterminada do tipo () e

ln(l) sen?(x)
lim u(z) = lim T _ = lim

= =0.
z—0t z—0t cotg(x) z—0t X

Sendo In(z) uma fungao continua em seu dominio, temos:

1 ta) N7
lim ln((—) ) :m( lim <_> ) _o.
z—0t T z—0t \ T

1 tg(z)
Da ultima igualdade: lim (—) = =1

z—0t \ T

[E] Caso (0°)

[1] Calcule lin%) z”. O limite é uma forma indeterminada do tipo (0°); fazemos:
T—r

u(z) = In(2®) = zin(x);

entao: lir% u(z) = liII(l) zln(z). O limite é uma forma indeterminada do tipo (0 - 00) e
b d T—r

novamente aplicamos o teorema:

In(x)

lim u(z) = lim
z—0 z—0

1 = il_I)I%) (—x) =0.
T

Sendo In(z) uma fungdo continua em seu dominio, temos:

lim In(z®) = In(lim %) = 0.
z—0 z—0

Da dltima igualdade: lim 2% = e = 1.
z—0

[2] Calcule mliml (cos(z))

2

r__
2

. O limite é uma forma indeterminada do tipo (0°); fazemos:

u(z) = ln((cos(x)) E m);

entdo: lim u(zr) = lim (g — ) In(cos(z)). O limite é uma forma indeterminada do tipo
2 2
(0 - o0) e novamente aplicamos o teorema:
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' T T 2 sen(x)
mh—{% u(z) = z11_1)% (2 z) In(cos(z)) = mh_)n% (2 z)

Sendo [n(z) uma fungdo continua em seu dominio, temos:

lim ln((cos(m))%_w) = In( lim (cos(x))%_m) =0.

™ o
=% T3

Da tltima igualdade: lim (cos(z)) 5w
T 5

=’ =1.

Em geral, nos casos de poténcias indeterminadas, usamos a funcao logaritmica y = In(z)
para poder aplicar o teorema de L’Hopital. A continuidade da funcao logaritmica y = In(z)
e de sua inversa y = e” permite resolver este tipo de limite.

Diferencial de uma Funcao
A diferencial de uma funcao serd introduzida de maneira formal. Ao leitor interessado

recomendamos a bibliografia avancada.

Seja y = f(z) uma func¢do definida num dominio D e diferencidvel no ponto zo € D.
Denotemos por dz o nimero (ndo nulo), tal que dzx + zo € D.

Definicoes:

i) Para cada z¢ € D, a diferencial de y = f(z) no ponto zg é denotada por dy ou df (zo) e
definida por dy = f'(z¢) dz.

ii) O incremento de y = f(z) em zy é denotado por Ay e definido por Ay = f(xg + dz)—
—f(zo).

Para z¢ fixado, dy é uma funcao linear sobre o dominio de todos os valores possiveis de dz
e Ay é uma funcao sobre o dominio de todos os valores possiveis de dzx.

Propriedades: Seja dz = = — z, entdo:
Ay—dy _

i) lim 0.
z—=xr0 T — I
Ay
.o I . . —
ii) Se f'(xo) # O: wli)rgo m 1.

R(x —
+R(x — x9), onde R(xz — xp) é uma fungio tal que lim Rlz = 20) =
T—>T0 r — X

De i) e ii) segue que dy é uma "boa” aproximacao para Ay: f(z) = f(xo) + f'(z0) dz+
0.

Compare com linearizacao.

Exemplo : Seja y = f(x) = 2?; dy = 2 2 dx; no ponto zo: dy = 2x9dr e Ay =
= f(zo + dx) — f(x0) = (o + dz)? — 23 = 239 dz + (dz)?.
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Ay —d
i) lim V7% lim (x —xp) = 0.
z—=x0 T — T T—>TQ
i) Jim 2y = m () = 1
v 9 o . R(x—1z9) x%—1%—-2z0dx
iil) 2% = x5 + 2x0dx + R(x — x0), entao = =x—xp €
r —Xp r — X
Rz —
lim 220 () =

T—>TQ r — X T—>XTQ

Propriedades:

Sejam y = f(x) e y = g(x) funcoes definidas num dominio D e diferencidveis no ponto
xo € D, entao:

i) d(f + 9)(x0) = d(f)(x0) + d(g)(20)-
i) d(f g)(2o) = g(z0) d(f)(z0) + f(20) d(g)(20)-

4.19 Exercicios 11

[1] Nas fungoes dadas, pede-se:
i) Verifique as condigoes do teorema de Rolle.
ii) Determine os z correspondentes a conclusao do teorema.

a) f(xz) = 2% — Tz + 10, no intervalo [0, 7] b) f(x) = x? — 4, no intervalo [—1, 5]

¢) f(z) =2® — 522 — 172 + 21, no intervalo [—3, 7]

d) f(z) = sen(z) + cos(z), no intervalo [—%, Z%r]

[2] Nas fungoes dadas, pede-se:

i) Verifique as condigbes do teorema do valor médio.

ii) Determine os z correspondentes & conclusido do teorema.

a) f(z) = 23 — 222, no intervalo [1, 3] b) f(z) = z* — 8 22, no intervalo [—1, 1]

¢) f(z) =2? — 5z + 6, no intervalo [1, 6] d) f(z) = sen(2z), no intervalo [0, 7]
[3] Calcule os pontos criticos (se existem) de:

a)y=3r+4 b) y =% -3z +8
c)y=2+2r— d)y=(z—-2)(z+4)

e)y=3—13 f)y =23+ 222+ 52 +3
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g) y =" +4z°
i) y = cos(z)
kyy=e"—z
m)y= z
=

0)y= (422 -3z —-1)7

h) y = sen(x)

j) y = sen(z) — cos(x)

n) y = |2z — 3|

py=xz"(a—z)",n,meZea>0

[4] Usando a primeira derivada, determine os intervalos de crescimento e/ou decrescimento

das seguintes funcoes:

a) flx)=6x*—202% — 622+ 722 + 12 b) f(z) =423 -3z

c) flx)=e€®—x

e) f(z) =2’ In(z)
gy=2z-1
)y=322+6x+7

k) y=(z-1)(z—-2)(z+3)
m) y = 27

o)y=xze "

d) f(z) =In(z2+1)

f) f(x):as%—i-l

h) y=3—5z
y=23+222 -4z +2

) y = sen(z) + g

-1

[5] Calcule os pontos de méximos e de minimos relativos (se existem) de:

a)y="Tz*— 6z + 2

23
c)y:§—|—3x2—7m+9

e)y = V6x2 -2z
g) y=3+ 3/ (2z + 3)*

B x+1
242z +1

k) y=2%/16 — x

i)y 2z

) 3+ 2
m)y=zx— —_—
Y r+1

b) y = 4z — x?
zt 5
d -z < .3 2
)Y 7 T3% + 4z
fly=5+3/(z—2)7
4z
h)y=—2
VY=g

Dy=(@+2>*z-1)°

4 3
l)y:$4+Tx+3x2
n) y=z2v3 —a?



o)y=z2\/5+=x

Qy=(z+2)(z-2)°
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p)y= Yz (r+2)%

2
r)y:2x2+ﬁ

[6] Calcule os pontos de inflexao (se existem) e estude a concavidade de:

a)y=—23+52%— 62

) 1
C =
y xr+4
1
_ .2 L
e)y 3.2
gly=e"
z+1
i)y =
T

k) y = sen(mx)

m) y = cos(mx)
[7] Esboce os gréficos de:
a)y = —x2+4z +2

¢)y = 3z+1
YT @+ 2)(@—3)
) 4
e =
4 VI +2
gy=2Vz—z
. 1
Dy=a+—
x
k) y=x°—13
m) . r+1
y 2421
0) —71
Y Vs +1
z+1)?
q) ( )

b)y=32z*-1023 - 1222+ 102+ 9

d)y=2ze3"

2
h) y = (z +4) et
Hy=zv1-22
) y=In(z®>—-2x+2)
n)y=e® !

L1
JY 2
) y=ab— 2

_ x2 +2
) 22—z —2

_x2—4x—5
r) y P

241
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W)y =3 x) y = (z* - 2?) In()

y) y = Va2 — Vat 7)y={/(z—1)

[8] Determine o valor de k tal que a funcdo y = x® + kx? + = + 1 admita um ponto de
inflexao em z = 1.

9] Seja y = ax® + bx®> +cr+d;a, b, c,d€Rea0.

a) Determine o dnico ponto de inflexdo de y.

b) Verifique que y tem um ponto de maximo e um ponto de minimo se b2 — 3ac > 0.
[10] Seja y = 2™ (1 — z™), onde m, n sao nimeros naturais. Verifique:

a) Se m é par, y tem um ponto de minimo em z = 0.

b) Se n é par, y tem um ponto de minimo em z = 1.

[11] Esboce o grafico da familia de curvas y = 2* + 23 + c2?, c € R.

Problemas de Otimizacao

[1] Determine a drea do retdngulo méximo, com base no eixo dos x e vértices superiores

sobre a pardbola y = 12 — 22.

[2] Com uma quantidade A de material dada deve-se construir um depdsito de base
quadrada e paredes verticais. Determine as dimensoes que dao o volume maximo.

[3] Uma reta passando por (1,2) corta o eixo dos x em A = (a,0) e o eixo dos y em
B = (0,b). Determine o triangulo AOB de drea minima para a e b positivos.

[4] Um cartaz deve conter 50 cm? de matéria impressa com duas margens de 4 cm cada,
na parte superior e na parte inferior e duas margens laterais de 2 cm cada. Determine as
dimensoes externas do cartaz de modo que sua area total seja minima.

[5] Faz-se girar um triangulo retdngulo de hipotenusa h em torno de um de seus catetos,
gerando um cone circular reto. Determine o cone de volume maximo.

[6] Determine o ponto da curva y = 2(1 — x) situado a menor distancia da origem.

[7] Determine o volume do maior cilindro circular reto que pode ser inscrito numa esfera
de raio 7.

[8] Deseja-se construir uma piscina de forma circular, com volume igual a 1257m3. Deter-
mine os valores do raio r e da profundidade A (altura), de modo que a piscina possa ser
construida com a menor quantidade de material possivel.

[9] Determine a altura do maior cone que pode ser gerado pela rotacao de um tridngulo
retangulo de hipotenusa igual a 2 cm em torno de um dos catetos.

[10] Determine o ponto do eixo dos x cuja soma das distancias a (4, —5) e (—2, 3) é minima.

[11] Entre todos os retangulos de drea dada a, qual o que tem menor perimetro?
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[12] Determine os catetos de um tridngulo retdngulo de drea maxima sabendo que sua
hipotenusa ¢é h.

[13] Uma janela tem formato retangular com um semi-circulo no topo. Determine as
dimensoes da janela de drea méxima, se o perimetro é de 12 metros.

[14] Determine a drea do maior retdngulo com lados paralelos aos eixos coordenados e que
pode ser inscrito na regiao limitada pelas curvas y =1 —z2 e y = 0.

[15] Para fazer um cilindro circular reto de um retdngulo de folha de ago colam-se duas
bordas paralelas da folha. Para dar rigidez ao cilindro cola-se um arame de comprimento
l ao longo da diagonal do retangulo. Ache a tangente do angulo formado pela diagonal e
o lado nao colado, de tal modo que o cilindro tenha volume maximo.

[16] Um sélido é construido, colando um cilindro circular reto de altura h e raio r a uma
semi-esfera de raio r. Se a area do sélido é 5, determine r e h para que o volume seja
maximo.

[17] Suponha que a resisténcia de uma viga retangular ¢ dada pela férmula: R = [ h%, onde
l e h sao, respectivamente, a largura e a altura da se¢ao da viga. Determine as dimensoes
da viga mais resistente que pode ser cortada de um tronco de arvore cilindrico de raio a.

[18] Uma janela tem forma de um retangulo, tendo acima um tridngulo equildtero. Sabendo
que o perimetro da janela é igual a 4 metros, determine as dimensoes do retangulo que
proporciona a area maxima para a janela.

[19] A diferenca de dois nimero é 20. Determine os nimeros de modo que o produto seja
0 menor possivel.

[20] A soma de duas vezes um nimeros e cinco vezes um segundo nimero é 70. Determine
os numeros de modo que o produto seja o maior possivel.

[21] Determine as dimensoes do retdngulo de maior perimetro que pode ser inscrito na
2 2

) x
elipse §+Z—2:1; a, b#0.

[22] Suponha que numa experiéncia realizada foram coletados os seguintes pares de dados:
(Z1,Y1), (T2,Y2);s ceeveeeereanannnn  (Tn—1,Yn-1), (Tn,Yn), tais que os z; ndo sdo todos iguais.

A teoria subjacente & experiéncia sugere que os dados devem estar ao longo de uma reta
y = mx. Devido a erros experimentais, os pontos nao sao colineares. O problema consiste
em determinar a reta que melhor se ajusta aos dados, ou seja, consiste em determinar m
de modo que a soma dos desvios verticais seja minima. O ponto sobre a reta y = mz que
estd mais préximo (distancia vertical) dos pontos dados tem coordenadas (z;, m x;); logo
o quadrado da distancia vertical a estes pontos é: E; = (mz; —y;)%, 1<i<n.

a) Minimize a fungdo: f(m) = E; + FEs + ........ +E, = Z(m T — )2

=1
b) Ache a reta que melhor se ajusta aos pontos (—2,—1), (0,0), (1,2), (3,1) e (4, 3).

[23] Se a velocidade de uma onda de comprimento L, em aguas profundas, é dada por
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L - - , .
v=M B + T onde M e B sao constantes positivas, qual é o comprimento da onda
que minimiza a velocidade?

110 (In(z) — 2)

I

[24] A taxa aerébica de uma pessoa com z anos de idade é dada por A(z) =

sendo z > 11. Em que idade a pessoa tem capacidade aerébica maxima?

[25] Com um fio de comprimento 2 a constroi-se um arco de circulo de modo que a drea do
segmento circular que determina seja maxima. Qual é o raio?

[26] Se uma droga é injetada na corrente sanguinea, sua concentragao ¢ minutos depois é
dada por C(t) = k (e72t — e73), onde k é uma constante positiva.

a) Em que instante ocorre a concentragdo maxima?
b) Que se pode dizer sobre a concentragdo apdés um longo periodo de tempo?

[27] Determine o maior comprimento que deve ter uma escada para passar de um corredor
de 5 metros de largura a outro, perpendicular, de 8 metros de largura?

[28] Usando L’Hopital, calcule os seguintes limites:

z? -1 22 —6x+7
1) lim ——08u— 2) lim —H———
. In(z) '
3 Mm 4) lim_sen(z) In(a)
5) L 1-— ) 6) i 2. 1
) lim, (1~ cos(z) Inz) ) tim (%4 1)
7) lim e 8) lim (1 - -
) e ) g (1= cos(a))
9) lim z®e* 10) lim zt9(")
T—+00 z—0t
11) lim In(z) In(z — 1) 12) lim psen(@)
z—1 z—07t
13) 1 T e) 14) i tg(x)
) Jim, ) Jim (sen(z)

B~

15) lim (" + x) 16) lim (cosec(x) — %)

= z—0
17) Tim SePME) 18) fim @)
o400 I z—+oo T + In(x)

)

19) lim (1 + senh(x)) 20) lim (e% cos(av))f‘1

z—0 z—0
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. 1 In(ln(x))
21) 1 6 51 4)5 — 22 o it 2
) Jim (@ 4 327 +4)5 — 2) ) AR T+ ()
2zt — 222
23) lim 2202 2) L9(2) 24) lim T 27
z—0 3z T—+00 x
) 1 ) In(In(x))
25) 1 tg?(z) — — 26) 1
_ n+1 1) ™ 1
27) lim 0 =7 28) Timg "~ (DI
z—0 €T t—1 (t — 1)2
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CAPITULO V
INTEGRA(}AO INDEFINIDA

5.1 Definicoes

Na primeira parte do capitulo mostraremos como obter uma funcao conhecendo apenas a
sua derivada. Este problema é chamado de integragao indefinida.

Definicao 1: Uma funcio F(z) é chamada uma primitiva da funcio f(z) no inter-
valo I se para todo x € I, tem-se:

Muitas vezes nao faremos menc¢ao ao intervalo I, mas a primitiva de uma funcao sempre
serd definida sobre um intervalo.

Exemplos:

4
[1] Se f(z) = 3, entdo F(z) = % é uma primitiva de f em R, pois F'(z) = 23 = f(z).

$4

F(z) = = +5 é também uma primitiva de f em R, pois F'(z) = 2° = f(z). Na verdade,
4
F(r) = xz + ¢, para todo ¢ € R ¢ primitiva de f pois F'(z) = z° = f(z).

(2] Se f(x) = cos(z), entdo F(z) = sen(z) + ¢, para todo ¢ € R é primitiva de f, pois
F'(z) = cos(x) = f(x).

3] Seja £(x) { o ; H} .

Nao existe fun¢ao definida em todo R cuja derivada seja igual a f(z).

[4] Considere a seguinte funcao:

0 r<a
Flz)=¢ z—a x€ [a,b]
b—a x>0
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F(x) é uma fung¢ao continua em todo R e F'(xz) = f(x) se z € (a,b). Logo, F é uma
primitiva de f em (a,b).

Em geral, uma funcao f admite uma infinidade de primitivas sobre um intervalo. Eo que
assegura a seguinte proposicao:

Proposicao 1:
Seja F' uma primitiva da fun¢do f no intervalo I. Entdo, G(xz) = F(z)+ ¢, ¢ € R, é
também primitiva de f no intervalo I.

A pergunta natural que surge, a seguir, é: se F' e G sao primitivas de uma funcao f sobre
um intervalo, serd que F' e G estao relacionadas de alguma forma? A resposta a esta
questao ¢ dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 2:
Se F' e G sao primitivas de uma funcao f num intervalo I, entao existe ¢ € R tal que
G(z) = F(z) + ¢, para todo x € I.

Prova: Seja H(z) = F(z) — G(x); entado, para todo z € I: H'(z) = F'(z) — G'(z) =
= f(z) — f(z) = 0. Como consequéncia do Teorema do Valor Médio, para todo z € I,
H(x) = c; entao, para todo z € I, F(z) — G(z) = c.

Em outras palavras, duas primitivas de uma funcao diferem por uma constante. Logo, se
conhecemos uma primitiva de uma funcao, conhecemos todas as primitivas da funcao. De
fato, basta somar uma constante a primitiva conhecida para obter as outras.

Exemplos:

[1] Seja f(z) = cos(z). Uma primitiva desta fungdo é F(z) = sen(x); logo, toda primitiva
de f é do tipo G(z) = sen(z) + ¢, ¢ € R. Gréficos de f e algumas primitivas de f:

axr
(2] Seja f(z) = e*®, a # 0. Uma primitiva desta fungao é F(z) = e—; logo, toda primitiva
a
axr

defédotipoG(:c):e—-l-c,ceR
a

Definicao 2: Seja F(r) uma primitiva da funcido f(z) no intervalo I. A expressio
F(z) + ¢, c € R é chamada a integral indefinida da fungao f e ¢ denotada por:
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Observacoes:

i) /f(:c) dx = F(z) + ¢, se e somente se F'(x) = f(x).

ii)/f’(:v)dm:f(x)+c.

Teorema: (Linearidade): Sejam F', G primitivas de f e g, respectivamente, num
intervalo e o, # € R. Entao, a F' + G é uma primitiva de o f + [ g, e:

[ (@s@) +s9@)ds=a [ 1@ da+5 [ g o

Prova: i) Se F' e G s@o primitivas de f e g, respectivamente, entdo a F(z) + S G(x) é
primitiva de «a f(z) + 8 g(z); logo:

/(af(a:)-l—ﬂg(x))da:: (@F(z)+BG(z)) +c=a(F(z)+c)+ B (Gz) + c2)
:a/f(a;)da:—}—ﬁ/g(x)dm.

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:

(1] / (sec(z) tg(z) + cos(z)) dz.

9] / <10e$+ \}5) da.
3] / sen?(z) dz.

[1] Usando o Teorema, podemos decompor a integral em duas outras integrais:

/ (sec(z) tg(z) + cos(x)) dz = /sec(x) tg(z)dz + /cos(m) dx.

Sabemos que (sec(as))l = sec(x)tg(z) e (sen(z))’ = cos(x), entdo:

/ (sec(z) tg(z) + cos(x)) do = /sec(m) tg(x) dx + /cos(x) dx = sec(x) + sen(x) + c.
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[2] Usando o Teorema de linearidade, podemos escrever a integral como:

1 dx
10e°+ — | dz =10 [ ¢* :
/(()e-l—%)da: O/eda:-l— Iz

4 1 1 4
Como (e””)l =ec%e 3 (4 373), = %, entao: / <10ex + %> dr =10e" + 3 Va3 +c.

(1 — cos(2x)); logo:

N |

[3] Observe que sen?(x) =

/sen2(ac) do = % /(1 ~cos(2a))dr = £ - "2 4

Observacoes :

i) Assim o processo de integrar se reduz a descobrir uma fungdo conhecendo apenas sua
derivada; usando a tabela de derivadas do capitulo anterior, obtemos uma lista de integrais
chamadas imediatas. Esta lista pode ser comprovada derivando cada resultado da integral
e consultando a tabela de derivada.

ii) Por exemplo, na tabela de derivadas do capitulo anterior temos que:

1 d
(arctg(z)) = 1522 entao, / H_ia;ﬁ = arctg(x) + c.

iii) No entanto, nao incluimos como imediatas, por exemplo, integrais do tipo / In(z) dz,

pois ndo é evidente encontrar uma fungao que tem como derivada In(z). Para resolver este
impasse, estudaremos os chamados métodos de integracao, que nos permitirdo
calcular integrais nao imediatas.

Tabela
Usaremos como variavel independente wu.
d
1] / du=u+tec 2 [ = in(u) +c.
U

a+1
[3] /uadu: Z-l—l +c,a e R—{-1}.

[4]/a”du: au)—l—c,a>0, (a #1). [5]/e“du:e“+c.

In(a
[6] /sen(u) du = —cos(u) + c. [7] /cos(u) du = sen(u) + c.
[8] /secz(u) du = tg(u) + c. [9] /608662 (u) du = —cotg(u) + c.

[10] /sec(u)tg(u) du = sec(u) + c. [11] /cosec(u)cotg(u) du = —cosec(u) + c.
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[12] / \/ﬁiz = arcsen(u) + c. [13] / : j_uuz = arctg(u) + c.
[14] / u\/qﬂi = arcsec(u) + c. [15] /Senh(u) du = cosh(u) + c.
[16] /cosh(u) du = senh(u) + ¢ [17] /sech2 )du = tgh(u) + ¢

[18]/cosech2(u)d = —cotgh(u) +c.  [19] /Sech Ytgh(u) du = —sech(u) + c.
[20] /cosech(u) cotgh(u)du = —cosech(u) + c.

= argcosh(u) + c.

[21] /\/% = argsenh(u) + c. [22] \/7
(23] /U\/%—?ﬂ = —argsech(|u|) + ¢

5.2 Métodos de Integracao:

5.2.1 Método de Substituicao:

O método é baseado na regra da cadeia.
Sejam F' uma primitiva de f num intervalo I e ¢ uma funcao derivavel tal que F' o g esteja

definida. Usando a regra da cadeia; temos, (F(g(x)))/ =F'(g(x))-¢'(x) = f(g(x)) - ¢'(x).
Logo, F(g(x)) é uma primitiva de f(g(z))-g'(z), entao: /f(g(a:)) g (z)dz = F(g(x)) + ¢

fazendo u = g(z), tem-se du = ¢'(z) dz; substituindo na expressao anterior:

[ 16 g ds = [ fdu= )+

Exemplos:

Calcule as seguintes integrais:

2
(1] / ?332 dr. Se u = 1+ x2, entdo du = 2x dz. Substituindo na integral:
x

2z du 9
/1—1—3:2 dz " In(Jlul) +ec=In(z"+1)+¢

2] /sen2(:c) cos(z)dz. Se u = sen(z), entdo du = cos(x) dx. Substituindo na integral:
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3 3
[sen*@costaydn = [udu="5 4 o= "0

d d
[3] / ﬁ Se u = 3z + 7, entdo du = 3 dx ou, equivalentemente, ?U — dr

Substituindo na integral:
/ dz _/du_l/du__ 1 e 1 Le
Bz+77 ) 347 3 ) u  18us 183z +T7)8

2
d
[4] / sec’(vr) dz. Se u = +/z, entdo du = % Substituindo na integral:
Nz 2\

&\/(%/37) dx =2 /8662(’u) du = 2tg(u) +c=2tg(Vz) +c.

l d
(5] /%x) dz. Se u = In(z), entdo du = ?:c Substituindo na integral:

/ln(m)da::/udu:u;-l-czw"l"c‘

x 2
. sen(ax)
6] [ tg(ax)dx; a € R Reescrevemos a integral fazendo: tg(ax) = ———.
cos(ax)
d
Se u = cos(ax), entdo du = —a sen(ax)dx ou, equivalentemente, g sen(ax) dz.
o'

Substituindo na integral:

/tg(owt:)dalc:/Mdmz—l @:—éln(|u\)+c:—éln(\cos(axﬂ)—i—c.

cos(aux) a) u

d d 1 d
(7] / W%; a # 0. Reescrevendo a integral como: / W% = / xzix

x - dz - .
Se u = —, entao du = —. Substituindo na integral:
a a

dx 1 du 1 t()-i——l t(x)+
g Bl u2+1_aarcgu c—aarcga c.

Muitas vezes, antes de efetuar uma substituicao adequada, é necessario fazer algumas
manipulagoes, como por exemplo, a completamento de quadrados.
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Exemplo :
d
Calcule / | Completando os quadrados z2 + 2z + 5 = (z + 1) + 22; entdo,
z2+2x+5

/ dz _/ dz
2+22+5 ) (z+1)2422

Fazendo u = = + 1, teremos du = dz. Substituindo na integral:

du 1 U 1 r+1
/mzﬁarctg(i)—i-cziarctg( 9 )+c.

Outros Tipos de Substituicoes:

Exemplo s:
) Calcule as seguintes integrais:
rdr dx
Seu:\/:v—l—l,entéox:u2—1e2du: ;
] / vr+1

d 2u3 2
\/a;% (uz—l)du:Tu—2u+c:§(x +1)3%2 2z +1+ec.

Seu=1+ ¥z, entdo z = (u—1)3 e doz = 3 (u — 1)% du;

[2]/\/%—3\/5
/\/T / u—1) du:3/(u2—2u+1)u_%du

5/2 3/2
:6( 5 _ Zu +Vu) +c

:6(%y/(l%—{‘/a_s)‘”’—g\/(1+\3/5)3+\/1+\‘°/5 )+c

Seja u = ¢ (ac+3);ent5,0,x:u3—3edac:3u2du; 22 +1=ub—6u®+10.

2+ 1
dxr =3 u® — 6ud +10)udu
Jr+3 /( )
:3/(u7—6u4+10u)du
_ 3t 184°
8 5

=5 /(z+3)2 (52% — 182 + 101) + .
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4] /yj—y_l

2
Fazendo u = /93 — 1, u2 =y3 —1 e y> =u? + 1. Logo, 2udu=3y2dy e y>dy = gudu.

/ dy _/ y? p _2/ du
yyP—1 BV -1 3] w1
2
:§a7'ctg(u)+c

2
=3 arctg(vVy3 —1) +c.

5.2.2 Integrais que Envolvem Produtos e Poténcias de
Funcoes Trigonométricas

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:
(1] /sen(a x) sen(B ) dz.

cos((a — B) z) — cos((a + B) z)

; entao:
2

Se « # B, utilizamos sen(ax) sen(Bx) =

/sen(a x)sen(fz)dr = % / (cos((a — B) z) — cos((a+ B) z)) dz

% (sen (((la_—ﬁﬂ) ) sen(ia:ﬂﬁ) x)) |

1—cos(2ax)
2

/senz(aaz) dz = % /(1 — cos(2ax)) dz = % (m B senfaax))

Se a = 3, utilizamos sen?(ax) = ; entao:

2] / sen? () cos® (x) dz.

Como sen?(z) cos®(z) = sen?(z) (1 — sen? (a:))2 cos(x), fazendo u = sen(z), temos du =
= cos(z) dx e:
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3 92 5 7
:/(u2—2u4+u6)du: %——g +u7+c
sen®(z) 2sen’(z) sen’(x)
= 3 - 5 + 7 + c.

(3] /tg?’(a:) dz.

Fatorando tg3(z) = tg(x) tg*(z) = tg(x) (secz(m) — 1);

(tg*(z) + 2 ln(‘cos(az)‘)) +c.

(NN

/tg3(a:) dr = / (tg(z) sec®(z) — tg(z)) dx =

[4] / sec(z) dz.

/sec(az) dp — /sec(x) (tg($) + 360(3:)) dp — / sec(z) tg(x) + sec?(x) .

tg(x) + sec(x) tg(x) + sec(x)

Fazendo u = sec(z) + tg(z), temos du = (sec(x)tg(x) + sec?(x))dr. Substituindo na
integral:

sec(z)tg(x) + sec?(x) _ [ du
/ dz / "

tg(z) + sec(z) o = nul) + ¢ = In(|sec(z) + tg(2)]) + c.

Estes exemplos nos mostram que para determinar a primitiva de uma integral que en-
volve produtos ou poténcias de fungoes trigonométricas é necessario, em primeiro lugar,
transformar a funcao a integrar por meio de identidades trigonométricas conhecidas, para
depois usar alguns dos métodos.

5.2.3 Método de Integracao por Partes:

Sejam f e g fungoes derivaveis no intervalo I. Derivando o produto f - g:

(f(z)g(z)) = f'(z) g(z) + f(z) g'(2),

ou, equivalentemente, f(x) ¢'(z) = (f(z) g(z)) — f'(x) g(z). Integrando ambos os lados:

/ﬂ@yqu=ﬂmmm—/ﬁmmmma
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fazendo: u = f(z) e dv = ¢'(x) dz, temos: du = f'(x) dx e v = g(x). Logo:

/f(x)g'(m)d:v:/udv:uv—/vdu.

Este método de integracao nos permite transformar a integragao de u dv na integracao de
vdu. E importante saber “escolher” a substituicao u e dv na integral de partida.
Devemos escolher v’ tal que permita determinar v. As expressoes de u’ e v devem ser mais
simples que as de u e v’, respectivamente.

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:

d
(1] /ln(x) dz. Facamos u = In(z) e dv = dzx; entao, du = f e v = x; logo:

/ln(a:)dx:/udv:uv—/vdu:xln(x)—/da::acln(a:)—x—l-c.

2z
(2] /5662“c dz. Facamos u = x e dv = €2* dx; entdo, du = dzr e v = - logo:
2z 1 2z 2z
/xe2$dac:/udv:uv—/vdu: x; —§/e2$da:: x(; —eT-i-c.
(3] /372 sen(x) dz. Facamos u = 2% e dv = sen(z) dz; entdo, du = 2z dr e v = —cos(x);

logo:
/x2 sen(z)dx = /udv =uv— /vdu = —22 cos(z) + 2/3:005(3:) dzx.

Calculemos agora / x cos(x) dx, novamente por partes. Fazendo u = z e dv = cos(z) dx,

temos du = dx e v = sen(z); logo:

/xcos(x) do = /udv —ww— /vdu — 5 sen(z) — /sen(x) di: = & sen(x) + cos(x).

Entao: /332 sen(z) dr = —x° cos(z) + 2(z sen(z) + cos(z)) + c.

[4] /e‘“C sen(bx)dx; a,b # 0. Fagamos u = €** e dv = sen(bx) dx; entdo, du = ae®® dx e

Y- _coséb :c); logo:
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__ ,azc b
/e‘” sen(bx)dmz/udv:uv—/vdu: %‘M—i—%/e”cos(bx)dx.

Calculemos / e cos(bx) dz, novamente integrando por partes.

sen(bx)

b

ar b
/e‘”cos(bx)dm:/udv:uv—/vdu: Ln(x)—g/e‘”sen(bx)dm;

Fazendo u = e** e dv = cos(bx) dx, temos du = ae® dx e v = ; logo:

b b
- —e®cos(bx) a [ ..
como [ e** sen(bx)dx = — + 5 /€ cos(bzx)dz,

ae*®sen(bx) e cos(br) a?

teremos: /e‘w sen(bx)dx = — e /e‘” sen(bx) dx.

b2 b
A dltima integral é exatamente a integral procurada e podemos passa-la ao outro lado da
igualdade:

a? - ae® sen(bx) € cos(br)
(1 + b_2) /e sen(bx)dr = 72 - 5 ;

eacc

/e‘“: sen(bx) dz = 2 (asen(bx) —bcos(bx)) + c.

(5] / 23 cos(z?) dz. Aqui usamos os dois métodos:

. o~ . - dt
i) Substituicdo: seja t = x?; entdo, dt = 2z dx ou 5 = rdr;

1
/x3 cos(z?) dx = 5 /tcos(t)dt.

ii) Integrando por partes, fazemos u =t e dv = cos(t) dt; entdo, du = dt e v = sen(t):

/a:?’cos(as2) dx = %/tcos(t)dt: %/udv = (uv—/vdu)

1
2
= % (t sen(t) — /sen(t) dt) = % (cos(x?) + 22 sen(z?)) + c.
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2 . . ’
(6] / z3e® dz. Aqui usamos, novamente, os dois métodos:

i) Substituicdo: seja t = x?; entdo, dt = 2z dx ou 5 = T dx;

1
/x3e$2 dr = E/tetdt.

ii) Integrando por partes: fazemos u =t e dv = e dt; entao, du =dt e v =€

2 1
/$3€m dle/tetdt:—/udv
2 2

t.

:% (uv—/vdu)
1 t t
25 (te —/e dt)
:l(tet—et)zi(ﬁ—l)-i-c
2 2 ’

(7] / 23 sen(22?) dz. Aqui usamos, novamente, os dois métodos:

t
i) Substituicdo: seja t = 2x?; entdo, dt = 4z dz ou 77 dr e 2% = X
3 2 1
x° sen(2z°) dx = 3 t sen(t)dt.
ii) Integrando por partes: fazemos u =t e dv = sen(t) dt; entao, du = dt e v = —cos(t):

1
/333867?,(2.732) dr = 3 /tsen(t) dt

:1/ dv:%(uv—/vdu)

== (sen(22*) — 22” cos(2x?)) + c.

= GO

oo

5.2.4 Método de Substituicao Trigonométrica:

Este método é usado quando a expressao a integrar envolve alguns dos seguintes tipos de
radicais:
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\/a2—u2, \/a2+u2, \/u2—a2,
onde a > 0.

Caso 1: Va2 — 2

Para —g <0< g, seja u = a sen(0); entdo, du = a cos(f) df. Logo Va2 —u? = acos(0).

2 2

Denotando por ¢ = va? — u?:

a u

D)

Caso 2: Vo + 42

Para —g << g, seja u = atg(f); entdo, du = a sec?(0) df. Logo Va2 + u? = a sec(f).

Denotando por d = Va2 + u?:

Caso 3: vuz—a2
3
Para 0 < 0 < g our <0< ;’ seja u = a sec(f); entdo, du = a sec(6) tg(f) db.

Logo vu? — a? = atg(f). Denotando por e = Vu? — a?:

a

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:

] / N
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Seja x = a sen(); entdo, dx = a cos(0) db; (—g <6< g) e vVa? — 2?2 = acos(0).

/mdmza2/cos2(9) d9:a2/(1 n cos(29))d0: a; 6+ sen(29)) _

2 2 2
a2
=3 (0 + sen(8)cos(d)).
™ s s x
x = asen(f) e 5 <6< 3 entdo, = arcsen(—); estamos no caso 1: s ;
a
2 _ .2
onde ¢ = va? — z2; logo, sen(f) = = e cos(f) = V& 7% Substituindo no resultado da
a

integral:
/\/ —x2dxr = % (arcsen( ) —l— a2 — mZ) +c.

2] /\/(:cfixw Seja = = v/3tg(); entdo, dr = /3 sec?(f) db; (—g <f< g)
Em tal caso /(22 + 3)3 = (V/3 sec())>:

1 1
=3 /003(9) df = —sen(0) + c.

\/_8662((9) 1/ df
3

/ V( 372 +3)3 323603(9) ~ 3] sec()

d X
Estamos no caso 2: 3 ;onde a = \/3 ed=+vz%+
x
Logo, sen(0) = . Substituindo + c.
g0 senll) = s \/W N
3 / V 16 9x2
4
Seja x = 3 sen(@) entdo, dr = 3 cos(0) do; (—g <0< g) Neste caso, V16 — 922 =
= 4cos(0):

/ da —l/w 9
V16—-922 3 3
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V16 — 922 3z

Estamos no caso 1: < ; onde ¢ = f; logo, sen(0) = I; entao, 0 =

3
= arcsen(f). Substituindo no resultado da integral:

/ dx 1 3z n
— = —qrcsen| — C.
V16 — 9 2 3 4

d d
4] I = / "% Reescrevendo a integral: I = / 7331
9z2 -1 9(z2- 1)
. 1 . 1 ™ 3
Seja x = 3 sec(f); entdo, dr = 3 sec(f) tg(0) db; (0 < 0 < 5) ou (m <6< 7) Neste

1 1 1
2_Z = — 2 —1)= - 2 :
caso, ¥ — o = ¢ (sec®(0) — 1) 9 tg=(0)

/ gxczla’_ - = % / Stzc((;)) do = % /cosec(@) df = %ln(\cosec(g) - cotg(9)\> +c.

- R¥
Estamos no caso 3: ;onde e = y/z2 — = ; logo, cosec(f)) = ———— e
1 g g’ log (9) Y]
cotg(f) = ————. Substituindo no resultado da integral:
d 1 1 3x—1
/Wix—l =3 In(|cosec(0) — cotg(0)]) + ¢ = 6 ln( 3z+ 1 D +c.

5] /dix

3vr2 — 16
Seja x = 4 sec(0); entdo, dr = 4 sec(0)tg(0) db; (0 << g ourm << 3;) Neste caso
Va2 —16 = 4tg(0) e:

dz 1 df 1
/m =% /3602(0) = 198 (0 + sen(0)cos(0)) + c.

X e

422 - 16
Estamos no caso 3: 7 ; onde e = Vz2 — 16; logo, sen(f)cos(0) = 2VET T

xr2
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Para calcular 6, devemos ter cuidado, pois V22 — 16 é definida para z > 4 e z < —4.

Se z > 4, entao sec(f) = % >lef= arcsec(%), onde 0 < 0 < g

Se z < —4, entdo sec(f) = g <—-lef= arcsec(%), onde g <0 <m.
3
Mas ™ < 0 < g e sec(2m — 6) = sec(f); logo, para x < —4, 0 =27 — arcsec(%), onde

3T - .
<< 5 substituindo no resultado da integral:

) dx 1 T 4v/x2% — 16
i) >4 BJr 15 128 (arcsec(z) + T) -
T 4v/x2 — 16
:v< —4: /$3m 128(—arcsec(z)ﬁ—T)—kcl,ondecl 6—4+c

d

(6] / T —. Primeiramente completamos os quadrados: 5—4 r—x2 = 9—(a:+2)2;
(5b—4z—1x2)>

fazendo u = = + 2, temos du = dz. Substituindo na integral:

/(5—4Zx—x2)% :/(93%)%

Seja u = 3 sen(f); entdo du = 3 cos(6) db; (%ﬂ << g) e (9 —u?)? =27 cos3(h).

dz 1 9 _ tg(0)
/(5—433—3:2)% —g/sec (0)do = g T

2
Estamos no caso 1: tg(f) = “ = v . Substituindo no resultado da

V9 — u? Vh—4dx — 22

integral:

/ dz _ T+ 2 te
(5—4z—22)% 95 —4dz—a2

dz. Completando os quadrados: 4z2+8x+5 = 4(z+1)2+1; fazendo

7] / Vaz2+8x+5

u =z + 1, temos du = dx. Substituindo na integral:

/ z do = Mdu
Vaz2+8xz+5 VauZ +1

tg(6 1
Seja u = #; entdo du = 2 sec?(0) df e VAu2 + 1 = sec(f):
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\/(% du = % / (tg(0) sec(0) — 2sec(f)) df = 2566(0) - %l"(lsecw) +9(0)]) +e.

Estamos no caso 2: tg(f) = 2u = 2(x + 1) e sec(d) = V42?2 + 8z + 5. Substituindo no
resultado da integral:

—_

x — = /1,2 L a2
/ 4x2+8x—|—5d$—4 422+ 8x+5 2ln(| 422+ 8z +5+2(z+1)|) +ec.

5.2.5 Método para Integracao de Funcoes Racionais:

Um polinémio P(z) de coeficientes reais pode ser sempre expresso como um produto de fa-
tores lineares e/ou quadraticos. Naturalmente esta decomposi¢ao depende essencialmente
do grau de P(z).

i) P(z) = (x —a1) (x — ag).ceeeee. (x — ay) ou

ii) P(z) = (x — a)" (£ — by).e...... (x — bs) ou

iii) P(z) = (ax®> + bz +¢) (x — dy)......(x — d;) ou

iv) P(z) = (az? + b+ ¢)" (x — dy).....(x — dy)-

Exemplos:

i) Plx)=22>-3z+2=(x—2) (z—1).

i) P(x) =23+ 42?2 + 52 +2 = (. + 1)? (z + 2).

iii) P() =23 — 2>+ —1= (22 + 1) (z - 1).

iv) P(z) =28 + 27 — 925 + 325 — 332* + 323 — 3522 + 2 — 12 = (22 + 1) (x — 3) (z + 4).
Seja uma funcgao racional % A decomposicao de uma funcao racional em fragoes mais
simples, depende do modo elrr:ic que o polinémio Q(z) se decompde em fatores lineares e/ou

quadraticos. Se numa funcao racional o grau de P(z) é maior ou igual ao grau de Q(z),
entdao podemos dividir os polinémios. De fato, se grau(P(z)) > grau(Q(x)) entao

P(z) = Q(z) A(z) + R(z),

conza L) R(z)
onde grau(R(z)) < grau(Q(x)); entao, Q@) A(z) + Q@) Logo, basta estudar o caso

em que grau(P(x)) < grau(Q(z)), pois, caso contririo efetuamos a divisao dos polindmios.

Caso 1: Q(z) se decompde em fatores lineares distintos.
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Qx) = (z—a1)(z — ag).....(x — ayp),

onde a; € R sao distintos dois a dois; entao

o P(x) o A1 A2 A'n,
f(a:)_Q(x)_(x_al)+(x_a2)+ .......... +——

onde Aq, Ao, ....... A,, sao constantes a determinar.

263

/f(x)d:cz/gg;dm:/h/(xd_ixal)JrAg/(md_ixw)jt .......... +A"/(miiman)'

dzx
(.’L‘ - ai)'
du _

Fazendo u = x — a;; entdo, I = = In(Jul) + ¢ = In(|z — a;]) + ¢; logo:
u

Calculemos I = /

/f(a:) dr = Ay ln(|x — a1]) + A2 In(|z — az|) + ....... + Ay lIn(|z — ay)) + ¢,

onde Ay, Ao, ....... A,, sao constantes a determinar.

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:

34 52 — gz — 22
n)rI= / i ;;i_x?’x f 10 dx. Observe que grau(P(x)) > grau(Q(z)).

Dividindo os polindmios: 3 + 512 —2 —22 = (22 +32—10) (z +2) + 3z —2) e

3+ 552 — 1 — 22 3x —2
22+ 32— 10 @+2)+ 10

A seguir aplicamos o método a tltima parcela da direita:

3z —2 x? 3z —2
I= 2)d _Br-2 LT, _3z-2
/(JH ) x+/x2+3$—10 r=g $+/x2+3x—10 o

3z —2 9
Calculemos / 530 -10 dz. Fatorando: 2 + 3z — 10 = (z + 5) (z — 2); temos:

2413210 245 z-2_ 22+ 32— 10
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Comparando os numeradores: 3z — 2 = A;(x — 2) + Aa(z + 5). As raizes do polindémio
Q(x) sao x = 2 e x = —b; agora substituimos cada raiz na dltima expressao.

4 17
Sex =2 teremos 4 =7A5 e Ay = 1 Sexr = —-5,entdao —17=—T7A, e A; = - Logo,

podemos decompor a fracao inicial em:

3e-2 _ 11 4
r2+3x—-10 T(x+5) T7(z-2)

3z —2 17 4
Entao, pelo Caso 1: / m dx = - In(|lz + 5]) + 5 In(|z — 2[). A integral procu-
rada é:
’ 17 4
I:E 2x+7ln(|:c+5|)—l—?ln(\x—%)—{—c.

3 2

— — -1

9] 1 /53: 6z“ — 68z — 16 ‘
x3 — 222 — 8z

Note que grau(P(z)) = grau(Q(z)). Dividindo os polinémios:
523 622 - 687 — 82 =>5(2> —22% — 82) + (42° — 282 — 16).

53:3—63:2—68:1:—16_5 4% —28x — 16
73— 222 -8z N 23 —222 -8z

422 - 282 — 16 422 - 282 — 16
I=|[5d dr =25 dz.
/ x+/x3—2x2—8x v m—i_/a;?’—2332—833 v

Entao:

42 — 281 — 16
Aplicando o método a ltima parcela da direita, calculemos I1 = / a v dx.
x3 — 222 — 8z

Primeiro observemos que z2 — 21% — 81 = z (x — 4) (z + 2):

23 —-222—-8x x x—4 x+2 x3—222 -8z '

Comparando os numeradores: 422—28x—16 = A; (z+2) (r—4)+ A z (z+2)+ Az x (z—4);
as raizes do polindémio Q(z) sao x = 0, z = 4 e x = —2; agora substituimos cada raiz na
ultima expressao.

- - 8 . 14 -
Se x = 0, entao, Ay = 2; se x = 4 entao, A = —3 e se r = —2, entao, Az = 3 A fracao

inicial pode ser decomposta em:

42> —28x—-16 2 8 14
3—222-8z 1z 3(x—4) 3(x+2)
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14
Pelo Caso 1, temos: II = 2In(|z|) — ;ln(\x —4)) + 3 In(|z + 2|) + c. A integral procu-

8 14
rada é: I =5z + 2in(|z|) — 3 In(lz —4|) + 3 In(lz +2|) +c.

Observacao:

Nos exemplos anteriores a forma de determinar os coeficientes é equivalente a resolver um
sistema de equacgoes. Consideremos o exemplo 3.

42%2-280—16 = Ay (£+2) (1—4)+ A2z (z+2)+ A3z (z—4). Ordenando o segundo membro
em poténcias de z, temos: 42228 1—16 = (A;+As+A3) 22+ (-2 A1 +2 Ay—4 A3) t—8 A
Comparando os polindmios e sabendo que dois polindmios sao iguais se e somente se 0s
coeficientes dos termos do mesmo grau sao iguais, temos que resolver o seguinte sistema:

A+ As + As =4
2A; —2Ay+4 A3 =28
8 A, = 16,
- 8 14
que tem como solugao: A; =2, As = —3 e Az = 3

d
[3]/rua2,a7é0.

grau(P(u)) < grau(Q(u)); e u? — a® = (u — a) (u + a); aplicando o método:

1 A1 A2 Al(u + a) + AQ(U - a)

u2—a2 wu—a u-ta u? — a2

Comparando os numeradores: 1 = Ay (u+a)+ As (u — a); as raizes do polinémio Q) (u) sdo
u = a e u = —a; agora substituimos cada raiz na ultima expressao.
. ~ 1 e
Se v = a, entao, A; = % e se u = —a, entao, Ay = ~5a A fracao inicial pode ser
a

a
decomposta em:

1 1 1

u2—a?2 2a(u—a) 2a(uta)

Pelo Caso 1, temos:

/diu = 2i (In(lu—a) — In(lu+al)) + c = —ln(

u?2 — a2 a 2a

Aplicamos esta tltima férmula para completamento de quadrados.

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:

=
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d d
Como 2 — 4z = (v — 2)? — 4: /ﬁ = m Fazendo u = z — 2, temos

du = dz. Substituindo:

/ dx _/ du —ll u—2 —l——ll r—4 n
2—dg ) w2—4 3"\|ut2 =3 x .
onde as ultimas igualdades sao obtidas pela férmula anterior.
dx
2 — .
2 / 5—1x2 —4x
Completando os quadrados 5 — 22 — 4z = 9 — (z + 2)%: / A / _dr
P d B ") 5—a22—dr ) 9— (z+2)%

Fazendo u = x + 2, temos du = dz. Substituindo:

/ - __/ dU _—lln u=3 +c——1ln
5— 122 — 41 w?2—9 6 u+3 6

onde as ultimas igualdades sao obtidas pela férmula anterior.

x—1 n
c
z+5 ’

Caso 2 : Q(x) se decompde em fatores lineares, alguns deles repetidos.

Seja x — a; o fator linear de Q(x) de multiplicidade r e r a maior poténcia da fatoracao.
Entao, a cada fator linear repetido associamos uma expressao do tipo:

Bl + B2 + + B'r
@_a) T @oaye T @—a)
onde By, B, ....... B, sao constantes a determinar. Em tal caso, integrando esta expressao
obtemos:
By B,
Byl —a;l) — ——+ ... :
vin(je = ail) T —a; + * (1—=r)(x—a;)r T

Os fatores lineares nao repetidos sao tratados como no caso 1.
Exemplos: Calcule as seguintes integrais:

] / 32244z 42

3+222+x

grau(P(z)) < grau(Q(x)) e 3+ 222 +x = z (x +1)%. O fator (z + 1) tem multiplicidade
2 e o fator x é como no caso 1.

Z.

3.’IJ2+4.’IJ+2_A1+ Bl + Bg
B3+2x2+2 x4+l (z+1)2




CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 267

Comparando os numeradores: 3x2+4z+2 = Ay (z+1)2+ By z (r+1)+ Bz z. As raizes do
polinémio Q(x) sao: x = 0 e z = —1; agora, substituimos cada raiz na dltima expressao.
Se z = 0, entao Ay = 2 e se = —1, entao By = —1. Falta determinar B;. Para
calcular o valor da constante B;, formamos o sistema de equacoes, obtido da comparacao
dos coeficientes dos polindémios. 312 +4x +2 = (A; + By) 22 + (241 + By + By) x + Ay;
entao:

A+ By =3
2A1+ B2+ B, =4
Ay =2

Como sabemos os valores de A; e By obtemos, facilmente, B; = 1; entao:

322 4+4x+2 2 1 1

- o T + _ :
3+2224+2x z z+1 (x+1)2

3z +4z+2 3 9 1
logO,/mdx:ln(‘x +x |)+x—+l+c.

73
+3z—-1
2] / Ty dx.
grau(P(z)) < grau(Q(z)); z* —42% = 2% (z — 2) (z + 2). O fator = tem multiplicidade 2
e os fatores £ — 2, x + 2 sao como no caso 1.

22 +3x—1 A A B B
+ _ LI Tl S
— 42 r—2 zx+2 T 2

Comparando os numeradores:

3+3r—-1=A4122(1+2)+ A222 (x —2)+ B1z (v +2) (z — 2) + By (z — 2) (z + 2);

as raizes do polinémio Q(z) sdo: x = 0, z = 2 e z = —2. Agora substituimos cada raiz
. - - 1 13
na tltima expressdao. Se x = 0, entao By = Z; se r = 2, entao A; = 16 eser = —2,

15 .
entao A = —. Falta determinar B;. Para calcular o valor da constante By, formamos o

sistema de equagoes obtido da comparacao dos coeficientes dos polindmios.

$3+3£L'—].: (A1+A2+B1)£C3+(2A1—2A2+B2)£L‘2+,

note que o coeficiente da poténcia cubica nos déa o valor de Bj.
3

De fato, sendo A; + Ay + By = 1, entao BIZ_Z'
?+3z-1 13 L1 3 .1,
—4z2  16(x—2) 16(x+2) 4z 4z%’
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3 +3zx-1 13 15 1
10g05/wd$=ﬁln(|$—2| +—ln |x+2| ——ln| | ——+c

Caso 3: Q(x) se decompoe em fatores lineares e fatores quadraticos irredutiveis,
sendo que os fatores quadraticos nao se repetem.

A cada fator quadrético az? + bz + ¢ de Q(x) associamos uma expressao do tipo:

Cx+ D
ax2+bxr+c’

onde C, D sao constantes a determinar. Os fatores lineares sao tratados como no caso 1 e
2.

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:

[1]1_/ 822+ 3z +20
) B+ a2+4x+4

grau(P(z)) < grau(Q(z)). Fatorando 23 + z? + 4z +4 = (z + 1) (z® + 4). O tnico fator
quadratico irredutivel é 22 + 4; o fator  + 1 é como no caso 1.

dx.

8z +3z+20 Ay L Co+D
3+a2+4r+4 z+1 x2+47

Comparando os numeradores:
822 +3x+20=A; (22 +4)+ (Czx+D)(x+1)= (A1 +C)2?+ (C+ D)z +4 A, + D.

A raiz real do polinémio Q(z) é z = —1; agora substituimos esta raiz na tltima expressao.
Se r = —1, entao A; = 5. Formamos o sistema de equagoes, obtido da comparagao dos
coeficientes dos polinémios: A; + C =8, logo C =3 e C+ D = 3 implica em D = 0.

8z +3z+20 5 N 3z
w4+r2+4rx+4 z+1 2244

Portanto: I = 5in(|lz+1]) +3 / 4d$ = In(|(z 4+ 1)° /(22 + 4)3|) + ¢, onde a 1il-
x?
tima integral é resolvida usando substltul(;ao simples.

222 +5x+4
2|1 1= dzx.
2] /x3+$2+x—3 v

grau(P(z)) < grau(Q(z)). Fatorando 23 + 22+ — 3 = (z — 1) (#®> + 22 + 3). O tnico
fator quadratico irredutivel é 22 + 22 + 3. O fator z — 1 é como no caso 1.

222 +5x+4 A Cx+ D

m3+x2+x—3_$—1+m2+2x+3'
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Comparando os numeradores:

222 +5x+4 = Ay (22 +22+3)+(Cx+D) (x—1) = (A1 +C) 22+ (2 A1, —C+D) x+3 A; — D;

a raiz real do polindémio Q(z) é z = 1; substituindo esta raiz na ultima expressao:

Se z =1, entdao A; = 5 Formamos o sistema de equacoes, obtido da comparacao dos
1 3

coeficientes dos polinémios: A; + C = 2; logo C = 6 e 341 — D =4;logo D = 7"

Entao:

?+5z+4 11 1( r+9 )

Br?+o-3 6(@—1) 6\a?+22+3

logo:

11 1 z+9
="z —1|) _rre
g e =1D)+ 6/?ﬁ+2x+3 %

onde a tltima integral é resolvida usando substituigoes; de fato: z2+2x+3 = (z+1)% +2.
Entao, considere u = x + 1; logo du = dz e:

z+9 u+8 U 8
" " dr= du = d du.
/x2+2x+3 v /u2+2 “ /u2—|—2 u+/u2+2 b

A segunda integral é imediata, pois:

/Ldu—iamt(i)—i—c 8
w2 TR TR T A

arctg( ) +c1.

T

Na primeira integral fazemos ¢ = u? + 2; logo 5 = du:

u 1 [dt 1 1,
- = — — = — = — 2
/u2+2du 5| 7 2ln(|t|)—i-02 2ln(|:1c +22+3|)+co

11 1 24/2 1
e: I = Fln(‘x— 1‘ + ﬁln(‘xj +2x+3|) + %arctg(i}% ) +c.
S+1lx—1
[3]12/ 3z°+ 11z — 16
(22 4+ 1)(z%2 4+ 42+ 13)

grau(P(z)) < grau(Q(z)); 22 + 1 e 2 + 4x + 13 sido fatores quadraticos irredutiveis.
Temos:

3$3+11.’L'—16 _01$+D1+ Cz$+D2
(x2+1) (22 + 42 +13)  22+1 2 +4x+13°
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Comparando os numeradores:

3+11.’13—16: (Cl+02).’173+(401+D1+D2)$2+(1301+4D1+02).’17+(13D1+D2)

Formando o sistema de equagoes, obtido da comparacao dos coeficientes dos polinémios:

Ci1+ Oy =3
4C1 4+ D1+ Dy =0
13C1+4D,+Cy =11
13 D1 4+ Dy = —16

Resolvendo o sistema: Cy =1, D;=-1, Cs =2, Dy = -3; logo:

33 +11xz—16 r—1 20 —3

(x2+1) (x2 + 42+ 13) x2+1+x2+4x+13'

Integrando, apés a decomposicao da funcao integranda, obtemos quatro integrais, a pri-
meira é resolvida por substituicao simples, a segunda é imediata, a terceira e quarta sao
resolvidas por completamento de quadrados.

7 2
I=In((z*+42+13) V22 +1) - 3 arctg(%) —arctg(x) + c.

Caso 4: Q(x) se decompoe em fatores lineares e fatores quadraticos irredutiveis,
sendo que alguns dos fatores quadraticos se repetem.

Se um fator quadrético az? + bx + ¢ de Q(x) tem multiplicidade k, a esse fator quadratico
associamos uma expressao do tipo:

Ciz+ D, Cox + Dy Crx+ Dy
az?+bx+c  (az?+bx+c)?2 T (az?2+bx+ )k’

onde C;, D; sao constantes a determinar, 2 = 1, ...., k. Os outros fatores sao tratados como
nos casos 1, 2 e 3.

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:
224+ +2

[1] Calcule /mdm

grau(P(x)) < grau(Q(z)) e z2+1 é o tinico fator quadratico irredutivel, de multiplicidade
2.

34+ +2 _ A+Clx+D1 +02$+D2
r(x2+1)2 =z z24+1 (z2+1)2°
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Comparando os numeradores:
B+r+2=(A+C)r*+ D123+ 24+ C1+Cy) 22+ (D1 + Do)z + A.

Formando e resolvendo o sistema de equagoes obtido da comparagao dos coeficientes dos
polinémios e lembrando que Q(z) tem uma raiz real x = 0, obtemos, A = 2, C; = —2,

2+r+2 2 2zx—1 2x
D;=1,Cy=-2e Dy =0. Logo: ——- == — —
' 2 i 080 z(z?2+1)2 = 2241 (22+41)2

. Calculando as

integrais correspondentes:

3+ +2 x? 1
/md.’ﬂ:ln( )+a7‘ctg(x)+$2+1 + c.

5 44423 4+42248 4
(2] CalculeI:/x R e e e dzx.
($2+2)3

grau(P(z)) < grau(Q(z)) e 22 +2 é o tinico fator quadrético irredutivel, de multiplicidade
3.

x5+x4+4$3+4x2+8x+4_Aa:+B+Cac-i—D+Ex+F
(22 +2)3 2242 (22+42)2 0 (22+42)3

Formando e resolvendo o sistema de equacoes obtido da comparacgao dos coeficientes dos
polinémios; obtemos, A =1, B=1,E =4e C = D = F = 0. Logo:

T dzx T
I = d — 44 | ———d
/:v2+2 x+/x2+2+ /($2+2)3 T,

el =In(vz2+2)+ ? arctg(%) - ﬁ +c.

5.2.6 Mudancga: Tangente do Angulo Meédio

Se a fungao integranda envolve expressoes do tipo: a+b sen(z), a+b cos(z) ou combinagoes

destas, utilizamos a mudanca u = tg(g); logo:

2u
Sen(x) = m,
1 —u?
COS(SU) = 1_’_7”2,
2d
dr = Y

14 u?
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Por exemplo:

/a—l—bsen
/a+bcos

/ 2du
a(l+u?)+2bu’

/ 2du
a(l+u?)+b(1—u?)

Exemplos:
dx

[1] Calcule /m

Neste caso a =2 e b = 1; logo:

/ dx _/ du _/ du
2+sen(z) J u24+u+1 1,2
Font) ) e =

1.3
2 4
2
3 3
9/3 (\/3(2tg( )+1)>
= arctg +c.
3
dx
2| Calcul .
2] Caleule / 1 — cos(z) + sen(x)
d d 1 1
Utilizando as mudancas: z = u =|-- du; logo
1 —cos(z) + sen(z) wu(u+1) u u+1

/1—cos(:£l)x+sen(x) :/G_uil)du

= ln( 1 — cos(z) ) +ec

1 — cos(x) + sin(x)

5.3 Aplicacoes da Integral Indefinida

5.3.1 Obtencao de Familias de Curvas

Seja y = f(x) uma fungao derivdvel. O coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de f
no ponto (z, f(z)) é f'(z). Inversamente, se um coeficiente angular é dado por m = f/(z),
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por integracao determina-se uma familia de fungdes: y = f(x) + ¢, onde ¢ é uma constante
arbitréria.

Exemplos:

[1] Obtenha a equagdo de uma familia de curvas, sabendo que o coeficiente angular da
reta tangente a cada curva, num ponto, é igual a menos duas vezes a abscissa do ponto.
Obtenha a equacao da curva que passa pelo ponto (1,1).

Temos y' = —2 z; integrando: y = — / 2z dr = —z + ¢. No ponto (1,1), tem-se
1=y(1)=—-1+c;entdo,c=2ey = —x2+2.

[2] Em todos os pontos de uma curva y = f(z) tem-se que y’ = 2 —1. Obtenha a equacio
da curva, se esta passa pelo ponto (1,1) e a reta tangente nesse ponto é paralela & reta
T+ 12y = 13.

3

Temos 4" = x? — 1; integrando: y' = /(:1:2 —1)dx = % —z+c.

O coeficiente angular da reta: z + 12y = 13 é 1 e a reta tangente a curva no ponto

(1,1) é paralela a esta reta L (1) 1 1+ ¢; logo 7 ey z’ + 7
’ r retar —-5 = =5 1+qg y €= = =—-z+ .
P 12 Y 3 )08 12°Y 73 12

zt 2?2 Tx 5
Integrando novamente: y = B 9 Tte (azul). Usando o fato que y(1) =lec= 6

zt 22 Tz 5
temos, y = 5 — > + 5+ ¢ (verde).

5.3.2 Outras aplicacoes

Exemplos:

axa de produgao de uma mina de cobre ¢ anos apds a extracao ter comecado é dada
1] A taxa d ducao d ina de cobre t 5 tracao t do é dad
por R(t) = 50t €% mil toneladas por ano. Determine a producao total de cobre ao final
do ano t.

Seja P = P(t) a producao total ao final do ano t; entao, a taxa de produgao é P’ = P'(t);
logo, P'(t) = R(t) = 50t €%t integrando:
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P(t) = 50 /te°~” dt + ¢ =5000¢e>" (0.1¢t — 1) + c.

Ao final do ano zero a produgao é zero; logo, P(0) = 0, donde obtemos ¢ = 5000; portanto,
a producao total de cobre ao final do ano t é dada por:

P(t) = 5000 (0.1t — 1) + 5000.

[2] A temperatura de um liquido é 75°. Coloca-se o liquido em um depésito cuja temper-
atura, mantida constante é igual a 25°. Passados 5 minutos a temperatura do liquido é
50°. Sabendo que a velocidade de resfriamento é proporcional a diferenca que existe entre
a temperatura do liquido e a do depésito, qual é a temperatura do liquido apdés 15 minutos?

Seja T = T(t) a temperatura do liquido no instante ¢, T(0) = 75° e T'(5) = 50°. A
velocidade de resfriamento é proporcional a diferenga que existe entre a tenperatura do
liquido e a do depésito. Entao, T'(t) = k (T'(t) — 25), k > 0. Devemos determinar 7T'(t).

T'(t) : .
T — 25 dt =k [ dt + c. Como dT = T'(t) dt, entdo:

(t) — 25
/ T - % dt = / —or = In(T(t) — 25);

logo, In(T'(t) — 25) = k't + c; entdo:

In(T(0) — 25) = In(50) = ¢
In(T(5) — 25) = In(25) = 5k + In(50),
1
donde k = = In(2); logo, In(T'(t) — 25) = In(50 x 27%) e T(t) = 25 + 50 X 27%; entdo:

T(15) = 31°15'.

[3] (Lei de resfriamento de Newton): A taxa de variacdo da temperatura T = T'(t) de
um corpo é proporcional a diferenca entre a temperatura ambiente A (constante) e a
temperatura T = T'(t), isto é:

dr

= =k(A-T@), (:>0. (¥

Para determinar T, integramos (*) em relagao a t:

T
/TdiAz—k/dt—l—c; obtendo In(T — A) = —kt+c;
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logo, T'(t) = A+ C e~ *t. Se a temperatura inicial é T'(0) = Tp; entdo, C = Tp — A e:

T(t)= A+ (Ty— A) e .

[4] Crescimento populacional inibido: Considere uma colonia de coelhos com populacao
inicial Ny numa ilha sem predadores. Se a populacdo N = N(t) é pequena, ela tende
a crescer a uma taxa proporcional a si mesma; mas, quando ela se torna grande, ha
uma competicao crescente por alimento e espaco e N cresce a uma taxa menor. Estudos
ecologicos mostram que a ilha pode suportar uma quantidade maxima de N; individuos,
se a taxa de crescimento da populacao N é conjuntamente proporcional a N e a N; — NV;
logo:

AN
—r=kN(N=N), (k>0). ()

Para determinar N, integramos (**) em relacdo a ¢, aplicando o método de fragbes parciais:

/L—k/dt—k' logo 1 /@—I- _av_ =kt+c
N(N.—N) G 8% N N N_N)TFTE

N N
obtemos: ln(m) =kt Ny + ¢;. Como N(0) = Ny, ¢1 = ln(ﬁ); entao,

N Ny
In| ——= | =MNkt+in| ———); 1
n(Nl—N) 1kt + n(Nl—N())’ 0g0,

N Ny ekt

= d de:
NN N, N e onde

B NoN;
- N() + (Nl — N()) 6_N1kt’

N(t)

que é uma funcao logistica de populagao limite N;.
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5.4 Exercicios

[1] Calcule as seguintes integrais usando a tabela e, em seguida, derive seus resultados para

conferir as respostas:

) /a:(a: +3) (@ + 1) de

1
c) | —+dx

Trn

e)/(\/E—I-l)(:v—\/E—Fl)dx

bk/@ﬁ+ﬁfdx
d) /(x%+1)2da,-
f) / (x2 4+ 1)(z? - 2) .

2
3

r) /xS\“/Eda:

5 22_1
t)/H_xdx

r

[2] Calcule as seguintes integrais usando o método de substituicao:

a)/{i/%da:
c)/\/mdx

e) /y(b — ay®) dy

6z
4
8 | Gz ™

i) /xS\/a + bzt dx

k) /sen(2x) cos®(2z) dx

cos(ax)

\/ b+ sen(ax)

dx

m)

3x
b)/x2+1dx
d)/ dy

Vb —ay

4 2
f)/ T dx

3+ 8

D [
i) /ln(x)+2da:

X

1) /tg(g) sec2(g) dx

n) /mdx



T dx
V14t
arcsen

q)/ (w@

2¢/1 —9?
) | &t
)/xln

W) /sen n(x)) de

T

Y) | sz
xb + 4
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p) /x2e$3 dx
ea:
—d
ﬂ/&%ﬂﬁm

z+3
t ——d
) / (22 4 6x)2 o
earcsen(m)
——dx
Vv1—a2
cos(vx +1)
Vi+z

7) /3”” cos(3%) dx

X) dz

[3] Calcule as seguintes integrais, usando as substitui¢oes dadas:

) |

d
c) el , uset=+vVzr+1

vVe+1

d
e)/im,usezzl—k\/f

1++z

use z = V2 sec(t)

dz
b) / oo g 1) UseT = —In(t)
d)

T dx

V1—z?’
dx
\/l—l-a:%’

use x = sen(t)

usez =1+ Jx

[4] Calcule as seguintes integrais usando o método de integracao por partes:

a) /xem dz

c) /%dm

e) /sen(ln(m))daz
g) /3”” cos(x) dz

b) / 22 sen(z) dz
a) / et cos(nt) dt
f) / arccos(2) dx
h) / s arctg(z) dz
i) /(a:—l)e_‘”da:

1) / \/%da:
n) / 5 sec(s) tg(z) do

D) / o4 cos(22) dx
r) / (° -2+ 2)e " dz
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s) /a:2 senh(x) dx t) /x argsenh(2z) dz

4 g x arcsen(z)
u x e Tdx ——dx
) / v) V1— 122

w) / 5 sec(z) dz %) / In® () dz
» [Vain@)ds ) [evetia

[5] Calcule as seguintes integrais usando primeiramente o método de substituicao e depois,
integragao por partes:

a) / V14 22dx b) /:cucos(x4) dz
c) /cos(ln(x))dx d) /eﬁdx
e) /sen(\/E) dx f) /:Us e” dw
[6] Calcule as seguintes integrais que envolvem poténcias de fungoes trigonométricas:
sen?(x) 5 3
a) / cos(z) dz b) /tg (x)sec®(z) dx

c) /sen2(x)cos2(x) dx d) sen’(z) dz

» \/cos(x)
e) / 192(2) dx f) /(cotg2(2x) + cotg*(2z)) dx

g) / jzzz((z)) dz h) / sen*(az) dz
) [ senw) cos* () dy [ g,

cosb(z)

[7] Calcule as seguintes integrais, usando substituigao trigonométrica:
V16 — 22 dz

a) [ —5—dx b) | ——

x 3vVz2 -9

) dz a) dzx
224/5 — 12 VI —7

dz z2
e) | ——— f) /7 dx
V25 — 22 V2x — 22

o [ ) | G

D /mdx j’/@mﬁh
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k)/(1—x2c)lf/1+7a:2
m)/(4x£+9)%dx

dx
ver+1
dx

V| avira

) [ =
n) /(\/1-1—7322+2x)da:

rz+1

p) |

[8] Usando primeiramente o método de substituigao simples, seguido do método de substi-
tuicao trigonométrica, calcule as seguintes integrais:

cos(x)

/ (25ji;zs2 e /

z((In(z))? — 4)2 9 V4 + sen?(z

[9] Completando quadrados e usando substitui¢ao trigonométrica, calcule as seguintes in-

tegrais:

a)/\/—?)-l—;x—élafz
C)/(a:2+z2’i+4)2 e
e)/\/a%

dx
g)/m
”/W_xg—“z;dx

b)/#dx
V1—z+ 322
dx
d)/ _
Ve +3x+5

5x+3

f) >
vVdr?+3x+1

1-9
h) ‘”

\/W

) r+ 2
\/a:2+633+3

[10] Calcule as seguintes integrais, usando fracoes parciais:

dx
a) 3+ 8

5 + 423
) / Dk

e) / dz
zt 4 22

)/a:4+83:3—a:2+2a:+1
& (2% + 2)(z3 + 1)

dx

1)/ z+1 d
(% + 4z + 5)2 v
2 +1

k
)/(x2—4:c+5)2d$
m)/ dx

8 + 6

b [
3
) [ Gt
3 _
f) /727(30;——?1)21 dx
9 [ ety
i) /$3+x+1dx

21+ 22)

1)/(x+1)(;§$+x+1)2
n) /ﬂdm

2 —z+1
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) dx
© 4 — 323 + 322 -7

)/5x3—3x2+2x—1d
T
4 z* + 92

2r 4+ 2

d
S)/a:(a:2+2a:+2)2 v
22 -3z +2

d
u)/x3+6x2+5x v

[11] Calcule as seguintes integrais:

cos(x) In(sen(x)) dx

$U5 COS

cos(3x) cos(4x) dx

\\\

/\/332-1-43:-1—8
/ 24921
x3+3x2+4
4
+1
k e T
)/as(x2+1)dx
2
z
m)/i(x—i-l)?’ dz
2
o)/ a:+3dx

34+ 3z

V[ e
dz
S)/(x2+9)\/x2—+4

dx

u) / 1+ 2 sen(z) cos(x) + sen?(z)
W)/ 1-tg°(z)

sec?(z) +tg(x)

[12] Calcule as seguintes integrais:

a) / senilx)dx cos ()
) [ 5o

p)/$4_1dx

)/x +4z3 + 322 — 2+ 2
T
% + 43 + 4z

t)/ dx
3+ 322+ Tx+5
3 2
—1
V)/3:U +z°+x e

4 —1

b) /x5$dac

d) /tg(x) sec®(x) du

f)/\/ﬁdax
h)/etmdt

. r—3
J)/ a:2+2a:-l—4) de

1)/8677, cos?
5+ cos?(x
)/4x2+12x—7

3z —4x+5
p)/(x—1)(x2+1)d”

r) Ve dz

rz+1

t)/ dz
(-1 Vz2+2z -2

2 0032(§)
2 gy
v) / x + sen(x) d

dx
X)/($+3)\/x—1dm

b) /sen(m)cffcos(x)
cos(z) dz
d) /sen(x)(—)cos(x)

dx
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[13] Verifique, utilizando exemplos, se é verdadeiro ou falso que se P = P(z) é um polinémio
n

de grau n, entao: /P(a:) e’ dx = Z(—l)i PO (g)e.

i=0
[14] Em todos os pontos de uma curva y = f(z) tem-se que y’ = cos(2z) — sen(x).
Obtenha a equagao da curva, se esta passa pelo ponto (0,1) e a reta tangente nesse ponto
é perpendicular a reta y — z = 0.

[15] Em alguns estudos, a degradagdo ambiental produzida por detritos téxicos é modelada
pela equacao de Haldane:

@_ as
dt  b+cs+s?

onde a, b, ¢ > 0, S = S(t) é a concentragao do substrato ( a substancia do residuo na qual
as bactérias agem). Determine S = S(t).
b) Qual é a probabilidade dos circuitos continuarem funcionando apés 600 horas?
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CAPITULO VI
INTEGRACAO DEFINIDA

6.1 Intoducao

Neste capitulo introduziremos a nog¢ao de integral definida, cuja origem foi a formalizacao
matemadtica da idéia do cédlculo de areas de regioes planas delimitadas pelos gréaficos de
funcoes. Observemos que somente ”"sabemos” calcular, efetivamente, a drea de regioes
limitadas por segmentos de retas como retangulos, triangulos ou composigoes destes. Como
motivagao, comegaremos com um problema.

Sejam f, g : [a,b] — R fungoes continuas.

Problema: Calcule a drea da regido plana R delimitada pelo grifico das funcoes
continuas y = f(z), y = g(x) e pelas retas z = a e x = b.

Solucao do Problema:

O subconjunto P = {zg, x1,...... ,Tn} C [a,b] é chamado de particao de ordem n
do intervalo [a, b] se:

a=2)<T1 <ZT2 < .eennnnn < Tp_1 < Ty =Db.

Subdividamos o intervalo [a,b] em n subintervalos, escolhendo os pontos da particdo P.
Formemos os seguintes subintervalos:
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[0, 1], [®1, 2], oeeeee. y[Tn—1, Zn]-

Denotemos qualquer destes subintervalos por [z;_1,x;], i variando de 1 até n.

Seja Ax; = x; — x;_1 o comprimento do subintervalo [x; 1, z;], ¢ variando de 1 até n.
Note que estes subintervalos nao tem necessariamente o mesmo comprimento. Para cada
1, variando de 1 até n, consideremos o retangulo R; limitado pelas retas x = z;_1, * = z;,

y=f(c;) ey=g(c), onde ¢; € [x;_1, ;]

Obtemos assim n retangulos R;. E intuitivo que a soma das dreas dos n retangulos é uma
”aproximagao” da area da regiao R. Se n é muito grande ou, equivalentemente, se n cresce,
entao Ax; ou seja a base do retangulo correspondente é muito pequena e a soma das areas
dos n retangulos aproxima-se cada vez mais da area da regiao R.

1

N

A area de cada R; é |f(c;) — g(c;)| X Az; (base por altura); a soma S,, das dreas dos n
retangulos é:

n

Sn =Y 1f(ci) — g(ci)| Az

=1
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Sy, € chamada soma de Riemann da funcio |f — g|. Denotemos por |Az;| o maior dos Ax;.

A &rea de uma regido plana R delimitada pelo gréfico das fungoes continuas y = f(z),
y = g(z) definidas no intervalo [a,b] e pelas retas z =a e x = b é:

n

AR) = lim > [f(c) — g(ci)| Az

o Az;|—0
|Azi| =1

E possivel provar, com rigor matematico que este limite sempre existe e é igual a area de
R; mais ainda, este limite ndo depende da escolha da particao do intervalo [a,b] ou da
escolha dos pontos ¢;. Para mais detalhes veja a bibliografia intermediaria e avancada.

Exemplos:

[1] Calcule a area da regido limitada pelo gréfico da fungdo y = f(z) = =
pelas retas t =0 e x = 1.

2 0 eixo dos z e

O intervalo de integragao ¢ [0,1], f(z) = 22 e g(x) = 0; entdo h(z) = |f(z) — g(z)| = z2.

a) Consideremos a seguinte parti¢do de ordem 4 de [0, 1]:

1 1 3
i) Se escolhemos ¢; = 0, co = BT gea= Entdo, h(c1) = 0, h(c2) = —

1 9
h(es) = 7 h(cq) = E; logo:
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1 1 3
ii)Seescolhemosclzz,0225,0321604:1:
1
0.25 0.5 0.75 1
h(ex) = ¢, h(en) = . hles) = 1, hlea) = 1; logo:
C1) = 63 Ca _43 C3 163 C4) = 15 10g0:
gl 1ttt 1 9 1 15
*Ta4716 47124716 47T 32
E intuiti 7<A(R)<1
intuitivo que — —.
A€ 59 = = 32
b) Consideremos a seguinte particao de ordem n:
1 2 3 n
To=0<21=—<23=—<23=— < soiitiirnrunrnn.n. <zp=-—=1.
n n n n
1
ASL‘i:—.
n
1 2 3
i) Se escolhemos ¢; = —, cg = —, €3 = —,eeruureeenn. , Cp = n,
n n n n
g L 1 1 22+1 32+ +1Xn2
n= X gt X gt X g el
= < (P+22 43+ +n?)
(n+1)(2n+1)
6n2
1 2 -1
ii) Se escolhemos ¢; =0, ca = —, c3 = —,eeecuueeeen. , cn:n :
n n n
L9 2 2 2 (n-1)(2n-1)
Snzﬁ(l +2°+3" 4+ . +(n—1)%) = 62 .

285
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' 7
/
[/
/]
/7
iy
77
1
1
—-1)2n—-1 1) (2 1
Entao, (n=1)@n-1) < A(R) < (n+1)@n+ ) Por outro lado:
6n? 6 n?
— — 1) (2 1 1 1
fim P=DEn=b o ED@rtl) L AR = L
n—+o0 6n? n— o0 6 n? 3 3

3

[2] Calcule a area da regido limitada pelos gréficos das fungoes f(z) = z°, g(z) = 9x e

pelas retas z =0 e x = 3.

O intervalo de integracdo é [0, 3]; entdo, h(z) = |f(z) — g(z)| =9z — 2® , se z € [0, 3].

a) Consideremos a seguinte parti¢do de ordem 6 de [0, 3]:
1 3 )
x0:0<m1:§<x2:1<m3:§<$4:2<m5:§<x6:3;

Az; = 2’ para cada 1.
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1 5
Se escolhemos ¢; = 0, ¢3 = 3 c3=1,c4 = 3 s = 2ecg = 5 obtemos: h(cy) = 0,
35 &1 55
h(Cz) = g h(Cg) = 8, h(C4) g h(c5) =10 e h(CG) = g e,
1 .35 81 315
_ 1 ) —
Se = 2(8+8+8+0+ ) T

b) Consideremos a seguinte particao de ordem n:

3 6 9 3n
Tp=0<21=—<2Ta=—<Tz3=— < cevveeceenrenennn <zp,=—=23.
n n n n

3 31 .
Az; = —. Seja ¢; = —Z, para todo: =1, 2, ..... n. Logo:
n n

=8 5 =~ 3= B = 8-
h(cz):33(£— %)
e:
Zh(cz an;Z_ZZn; (%-%) x%:; 3—i<z—;—z>
Lembrando que gz n—i—l Z 3 = Ll) temos S, = % (1— %)

Entao, a area procurada é:

AR)= lim S,= lm —(1-—=)=—.

n—-+oo n—-+oo 4
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6.2 Definicao e Calculo da Integral Definida

Definigao 1: Sejam f uma funcao definida no intervalo [a, b], P uma particio qualquer
do intervalo [a, b] e ¢; um ponto qualquer em cada subintervalo definido pela partigao.

b
A integral definida de f de a até b ¢ denotada por/ f(z) dz e definida por:

n

b
[ f@dz= lm 3" fe)aa,

|A$Z|—)0 n
=1

se o limite existe.

Observacoes:

i) Se o limite da definicdo existe, é independente das escolhas feitas, como no caso da
definicao de area. Portanto, deve ter sempre um tnico valor.

ii) Se f é continua e nao negativa em [a,b] a definicio de integral definida
coincide com a definicao de drea da regiao R delimitada pelo grafico de f, pelas retas
z =a,x =" e pelo eixo dos z (g = 0):

R={(z,y)/a<z<b, 0<y< f(zx)}.

Neste caso teremos:

b
A(R) = / f(z)dz.

Os ntimeros a e b sao chamados limites inferior e superior de integracgao.
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Definicao 2: Uma funcio f definida em [a,b] é dita integravel em [a,b] se sua
integral definida existe.

Algumas das provas deste capitulo serao omitidas, pois fogem do objetivo destas notas.
Um leitor interessado pode recorrer a bibliografia indicada.

Teorema 1: Se a fungao f é continua em [a, b], entao é integravel em |[a, b].

Observemos que a reciproca deste teorema é falsa. Por exemplo, considere a funcao:

1 se z€]0,1]
0 se ze€(1,2].

@ ={

f é descontinua, mas a regiao limitada pelo grafico de f, possui drea igual a 1 no intervalo
[0, 1] e zero no intervalo (1, 2]; logo, f é integréavel.

Proposicao: Se f e g sao fungoes integraveis em [a, b], entdo:

i) (Linearidade da Integral).
a f + B g é funcao integravel em |[a, b], para todo o, B € R e:

/ab(af(:z:)-l-ﬂg(x))da::a/abf(w)da;+ﬂ/abg(x)d$.

ii) (Monotonicidade da Integral). Se f(z) > g(z) em [a, b]; entdo,

/ ’ fla)de > / @) da.

iii) |f| ¢ integrével e:

/abf(x) dz S/ab\f(w)ldm-
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iv) Sejam a < ¢ < b e f uma fungo integravel em [a, c] e [c, b] respectivamente. Entdo f
é integravel em |[a, b] e:

/abf(x)da::/acf(a:)dx-l—/cbf(x)dx.

Para a prova, veja o apéndice.

Até agora conhecemos a defini¢ao e as propriedades mais importantes da integral definida.
Mostraremos, a seguir, como calcula -la.

Teorema 2: (Fundamental do Calculo) Se f ¢ uma funcio integravel em [a, b]
e admite uma primitiva F'(z) em [a, b], entao:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

O teorema nos diz que para calcular a integral definida de uma funcao, basta procurar
uma primitiva da funcao e avalid-la nos limites de integragao. A integral definida é um
nimero real. Para a prova do teorema, veja o apéndice.

b
= F(b) — F(a).

a

Notagao: F(x)

Corolario: Na hipétese do teorema 2 temos:
b a

i) / f(z)dz = —/ F(z) dz.
a b

i) /:f(x) dz = 0.

Exemplos:

Calcule as seguintes integrais definidas:

] /01 (10& + %) da.

Usando o Teorema de linearidade, podemos escrever a integral como:

2 1) 2 2 g
10e” + — dleO/ emda:—l—/ )
/1 ( v 1 1 VT

Como:
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Fi(z) = /e:” dzr = e”,

dx 4 (v/x3
Fy(x) = %=/$_1/4da:: (3 )

Logo,

2 2 2
1 dz
10e” + )dmle/ e””d:c+/

=10 Fy(z)| + Fa(x)

=10 (Fi(2) — Fi(1)) + = (F2(2) — F»(1))

=10(e?2 — 1) + - (V8 —1).

Wl

2] /  In(@) da.

Utilizamos integracao por partes:

3] /_11 |sen(z )| d.

Observamos que sen(zm) > 0se 0 <z <lesen(zm)<0se—-1<z<0.

/sen(a: ) dr = — +c.

Logo, F(z) = _ cos(z )

, entao:
s
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/ " sen(e )| do = /0 ' sen(zm) di / " sen(a ) da

-1 -1

1 0

= F(x) O—F(a:) »
= (F(1) = F(0)) — (F(0) — F(-1))
4

1
d
[4]/ zV 222+ 3dz. Se u=2x%+ 3, entéozu:xdx.
0

1 3 2 12 3
/a:\/2a:2+3darzz /\/ﬂdu:%:(mTw+c.
3 22 3
Logo, F(z) = w; entao,
1
/x\/2x2+3da:=F(1)—F(O):%ﬁ—?.
0
[5] Seja

b
f(z) :/ tdtsex # —1

ln(g) sex = 1.

Verifique se f é continua em —1.

z+1 t:c—|—1
. + c. Logo, F(x) = i1 entao:

Calculando diretamente: / t*dt =
T

bw—l—l _ a:r,-i—l

z+1

/btw dt = F(b) — F(a) =

Por outro lado, aplicando L’Hopital:

lim f(z) = lim (b in(b) — a® tin(a))

r——1 x—>—1

= f(=1);
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logo, f é continua em —1.
6.1.1 Métodos para Calcular Integrais Definidas

i) Método de Substituigao: Se u = g(z), entdo du = ¢'(z) dz; logo,

/ Fl9(@)) ¢'(x) da = /g j::)f(u) du.

ii) Integracao por Partes:

b b
/ f(z) g () dz = f(z) g(z)|, — / g(z) f'(z) dz.

Exemplos:

d
[1] No exemplo [4] da pagina anterior, fizemos u = 2x? + 3; logo, Zu =xdx. Se: z =0,

entao u = 3; se x = 1, entao u = 5. Assim:

/a:\/mdx— /\/_du——

6

1 T
e dx
2 lcul _
[]Cacue/o e +4e* 4+ 4

Fazamos u = e®, entao e?® +4e® +4=u?+4u+4= (u+2)2 Se z =0, entdo u = 1; se
x = 1, entao u = e. Utilizando fracoes parciais:

/1 e dx / 1 e_ e—1
o e2%+4dev +4 (u+2 u+2|, 3(e+2)
dx

+Vz

Seu=+/r+1,entdo /Jzr=u—1edu=

u =1; se £ = 4, entdo, u = 3. Assim:

4
[3] Calcule /
o 1

? ; logo, 2 (u — 1) du = dz. Se: x = 0, entao,

daz
Ve

3

Yde P u-1) _
/OW_21 =2 (w=in(u)| =4 200(3)
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4

[4] Calcule/ zin(z)dz.
1

1
Usando o método de integracao por partes temos: u = In(z) e dv = = dz; entdo, du = —dz

T
2l 2
ul ;l(m) — % Logo:

72
ev= . Assim /azln(x) dx =
4

2 2
1
/1 zin(z)dr = L 172?,(.7,') - % =16In(2) — Z5

s

[5] Calcule /2 sen(2t) e*°™® d.
0

Como sen(2t) = 2 sen(t) cos(t), fazemos x = sen(t); logo, dx = cos(t) dt. Se t = 0, entao
r=0;set= g, entao £ = 1. Assim:

z 1
/ sen(2t) e**® dt = 2 / ze’dr.
0 0

Integrando por partes: u = x e dv = e* dx, entao du = dx e v = €*; logo:

1 1

1
—2/ ewd:v:2(:ve$—ex) = 2.
0

us 1
2
/ sen(2t) e*™) dt = 2 / rxe®dr=2zxe"
0 0 0

0

[6] Calcule / ’ _dv
V3 V2 +9

Usaremos o método de substitui¢do trigonométrica. Seja z = 3tg(f); observamos que
3tg(f) = V3 e 3tg(d) = 3, implicam em 6 = % e 0 = %; dr = 3sec?(0)df; entao,
dx cosec(0)

= do.
rVrZ+9 3

/3L—l/%cosecw)dﬁ—lln<2+\/§>
vizVzi+9 3 /g 3 \1+v2/

) @ f(x) a ) . )
7| Verifique que / dx = —, sendo f tal que o integrando seja definido.
d o F@+fta—a) T Ty grando sl
Seja I = / /(@) dx. Fazendo u = a — x, entao du = —dz:
o f(@)+fla—1)
O fla—u) (a —x)

dx;

. fla—u) +f(u fa—a: + f(z)
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logo,
a a
f(z) fla—x) /
2I:/ d + dr = dx = a.
f(z)+ fla—x) fa—w + f(z) 0
2 72
[8] Usemos [5] para calcular /0 mdm.
2 2 2 2 2 2
/x—deQ/ L E— / L dz=2
0 2 —2x+2 o 222 —4x+4 0 22+ (x—2)2
? em [5].

Consideramos f(z) = z° em

1
[9] Calcule / zarctg(x) dz.
0

Integrando por partes u = arctg(z), dv = x dz; entdo, du = 211 ev=
1 2 1 1 2
t 1
/ zarctg(z)de = zmarctg(z)|” _ 1 / ;67 dz.
0 2 o 2Jo 2+1
1,2
Agora calculamos / 21 dx. Integramos a fun¢ao racional. Logo,
0o T
1,2 1 1
z 1 s
dr = 1-— dr =1z — arct =1—-—.
/0 ] x /0 ( $2+1> r==x arcg(m)o 1

Entao:

1
tg(z) de = 2 I 2
/Oxarcg(m)x 5 5

Aplicagao : Seja f uma funcio integravel sobre [—a, al.

a) Se f é uma fungao par:

/a Fz)dz = 2 /Oaf(a:) dz.

—a

b) Se f é uma func¢ao impar:

f(x)dx = 0.

—a
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Prova:

_Zf(a:)dmz _Oaf(av)dw-i—/oaf(x)dx:—/O_Gf(x)dm+/0af(x)dw_

Fagamos a seguinte substituicao u = —x, entao:

— O_Gf(:c) dr = /Oaf(—u) du.

Se f é uma funcao par, segue a) e se f é uma fungdo impar, segue b).

Exemplos:

T tg(a)
[1] Calcule /_% m xI.
N tg(z) . N tg(z)
A fungao f(.’L') = m € l1mpar, IOgO. /;% m dr = 0.
) - tg(z)
Graﬁco da fun(;ao f(.T) = m:

1
[2] Calcule / (22 + cos(mz) + 1) dz.

—1

A fungdo f(z) = 22 + cos(mx) + 1 é par, logo:

1 1
/ (22 + cos(mx) + 1) dx = 2 / (2 + cos(mz) + 1) dx = g
-1 0

Gréfico da fungdo f(z) = 22 + cos(wz) + 1:
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-1

6.3 Construcao de Primitivas

Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua. Definamos a fungao:

o) = [ " f(0)

x
Por exemplo, se f(z) = cos(z), entdo g(x) = / cos(t) dt = sen(z); por outro lado,
0

¢'(z) = cos(z) = f(z). Este fato pode ser generalizado. E o que estabelece o seguinte
teorema.

Teorema: Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. A fungio g(z) =/ f(t)dt é
a

derivavel e:

9 @) = f@) on o0) = o [ f0de= (o)

Este resultado implica que toda fun¢ao continua possui uma primitiva. Veja o apéndice
para a prova. Existem fung¢Oes integraveis que nao possuem primitivas (ndo podem ser
continuas).

Por exemplo, a func¢ao definida por f(z) = 0 se x # 0 e f(0) = 1; f ndo é derivada de
nenhuma fungao (F(z) = / f(t)dt = 0 para todo x).

.. a(z)
Corolario: Seja g(r) = / f@)dt, onde f : I — R é continua e  : J — R

a
derivavel; I e J sao intervalos tais que a(J) C I. Entao g é derivével e:

g'(x) = fla(z)) o/ (z).




298 MAURICIO A. VILCHES - MARIA L. CORREA

De fato. Seja g = hoa tal que h(z / f(t) dt. Pelo teorema g é uma fungao derivével.

Utilizando a regra da cadeia e o teorema novamente:

g'(x) = %(a(w)) o (z) = f(a(z)) o ().

Exemplos:
da [* _,
[1] Calcule %/0 (2t° —t + 1)dt.

A funcao f(t) = 2t2 —t + 1 é continua em R. Pelo teorema anterior:

d T
—x/ (2t> —t + 1)dt = 22> —z + 1.
0

2

d x
[2] Calcule Y se y = / (5t + 7)*°dt.
dx 3

f() = (5t+T7)%° é continua em R; a(z) = 22 é derivdvel em R e I'm(a) C Dom(f). Pelo
corolario anterior:

dy

2y = (@) d(z) = 22 f(2%) =22 (52° + 7)*

3x+2

0
[3] Calcule ¥ se y = / V2 + 1dt + V2 + 1dt.
—x 0

f(t) = Vt2 4+ 1 é continua em R; sejam «;(z) = —z € as(z) = 3z + 2, fungdes deriviveis
tais que Im(ay), Im(as) C Dom(f). Pelo coroldrio anterior:

y' = —flaa(x)) ai(2) + f(e2(r)) a3(z) = Va2 +1+3/(3z + 2)?

[4] Seja

1
T dt = dt
F = 0.
(z) /01+t2+/0 4

Mostre que F'(x) é constante em (—o00,0) e em (0, 4+00). Calcule tais constantes.

r 1
i) Seja G(z) = L entdo, F(z) = G(z) + G(;) Pelo Teorema Fundamental do
0
. 1 1 1
Célculo, G'(z) = T ¢ F'(z) =G (z) - EGI(E) 0, (x#0). Logo F'(z) =0 e

F(z)=ci1sex>0e F(z) =cyse xz <0.
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1

dt s ™
11 :F 1 = 2 _— = — ]_ t = ——.
ii) 1 (1) /0 [ = g Analogamente, c; 5

[5] A seguinte fun¢ao é chamada de Fresnel e aparece no estudo da difracao de ondas de

luz:
T 2
S(z) :/ sen<ﬂ> dt.
0 2

Caleule lim 2.

x—0 .173

O limite apresenta uma indeterminacao do tipo (g), aplicamos L’Hopital,

2 !
o e (FE0Y . S) . S'z) 7w
§'(@) = sen(Tg)s lowo, i T3 = I 5om ~ 6
Gréfico de S(z):
0.5t
3 2 1 1 2 3
-0.5
[6] A funcao:
W= [ eta
erf(z) = — e
VT Jo
é chamada funcao erro. Calcule a derivada de:
i) zerf(x).
ii) er f (V).
i) Pela regra do produto:
d d 2z _ 2
%(:cerf(x)):erf(x)—}—x%erf(x)zerf(:c)—l—ﬁe .

i) f(t) = e ¢ a(z) = V7; entdo, f(a(x)) = e ¢ o/ (z) = ﬁ Logo:
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—Z

fla(@) o (@) = =

d 2
%erf(u)—ﬁ Jrr

Grafico de er f(z):

2

[7] Calcule ¢’ se g(z) = / et dt.
0

f(t) = e ¢ a(z) = o2 entiio, f(a(z)) = f(z?) = e=*"; logo: g'(x) = 277"

(8] Se
x sen(mx) = /03c f(t)dt

onde f é uma funcdo continua, calcule f(4).

Derivando a ambos os lados da igualdade:

d d
%[:Usenwx —d—[/ f dt]

sen(rx) — mxcos(nx) =2 f(z?) z.

Para © = 2, temos: sen(27) — 27w cos(2w) =4 f(4), logo —27 = 4 f(4). Entao,

) =3

6.4 Aplicacoes da Integral Definida

6.4.1 Aceleracao, velocidade e posicao

A relagao entre aceleracao, velocidade e a posicao de uma particula pode ser obtida uti-
lizando diretamente o Teorema Fundamental do Calculo.
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Suponhamos que uma particula move-se ao longo do grafico da funcao com segunda
derivada continua z = z(t) com velocidade v = v(t), de classe C! e aceleragio, a = a(t)
em cada instante .

d
A aceleragao da particula é: a(t) = d_;) Pelo Teorema:

/t a(s)ds = /: %ds =v(t) — v(to);

entao:
(1) v(t) = /t a(s) ds + v(to).

Logo, conhecendo a aceleragao e a velocidade inicial da particula, podemos obter a veloci-
dade em cada instante .

d
A velocidade da particula é: v(t) = d—f Pelo Teorema:
t ¢
d
/ v(s)ds = / & gs = z(t) — z(to);
to t, ds

entao:

@) z(t) = / o(s) ds + z(to).

to

D(t) = z(t) — z(to) é chamado o deslocamento da particula.

Logo, conhecendo a velocidade e a posicao inicial da particula, podemos obter sua posicao
em cada instante t.

Um dos movimentos mais simples é quando a particula tem aceleracao constante:
a(t) = ap, para todo t.

E comum nas aplicacoes considerar que o tempo inicial seja ty; = 0. Denotando a velocidade
e posicao inicial respectivamente por v(0) = vy e 2(0) = z¢, obtemos:

t
i) de (1): v(t) :/ apds = agt + vo;
0
t t
ii) de (2): z(t) :/ v(s)ds + xo :/ (agt + vo) ds + zo. Logo,
0 0

z(t) = %ﬁ—l—’uot—}—xo.
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Neste caso, conhecendo a velocidade e a posicao inicial da particula obtemos sua trajetoéria.

Observacao: No deslocamento vertical de uma particula, escolhemos o eixo dos y do
sistema de coordenadas para a posi¢ao. Consideramos para cima a parte positiva do eixo
dos y. O efeito da gravidade na particula é diminuir a altura bem como a sua velocidade.
Desprezando a resisténcia do ar, a aceleragao é constante a(t) = —g, onde g = —9.8 m/seg?
é a aceleragao gravitacional na superficie da terra. Entao:

v(t) = —9.8t+vy e z(t)=—4.9t+ vyt + 0,

z(t) medido em metros.

Exemplos:

1) A velocidade de um foguete é de 1000 km/h apds os primeiros 30 seg de seu langamento.
Determine a distancia percorrida pelo foguete.

1000
Primeiramente, fazemos a conversao de km/h para m/seg multiplicando pela fragao 3600°
donde obtemos:
1000 x 1000 9 9
= =9.2 .
ag 30 % 3600 m/seg” = 9.259m/seg

900
vo = 05 logo v(t) = 9.259¢ e obtemos: D(30) = 9.259 x 5 = 4166.5m. O foguete nos

primeiros 30 seg percorre uma distancia de 4166.5 m.

2) Uma bola é jogada diretamente para cima a partir do chao com velocidade inicial de
96 m/seg. Determine seu deslocamento.

o = 0 e vy = 96; logo, v(t) = —9.8¢+96. A bola atinge sua altura méxima quando v = 0;

~ (. L e 96
entao, a altura méxima é atingida no tempo: t = 98 =~ 9.79 seg. Logo,

2(9.79) = —4.9 x (9.79)? + 96 x 9.79 = 470.2m.
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6.4 Calculo de Areas:

O célculo da area de uma regiao plana pode ser feito via integral definida. A seguir,
estudaremos as situagoes mais comuns.

Sejam f, g : [a,b] — R fungbes continuas.

Teorema 1 : A 4rea de uma regiao plana R delimitada pelo grafico das funcoes
continuas y = f(z), y = g(x) e pelasretas z =a e x = b é:

b
AR) = [ 11(@) - g(a)| o

Observacoes:
1) Se f(z) > 0 e g(x) =0, para todo z € [a, b], entao:

b
Mm=/fwﬂa

onde:

R={(z,y)/a<z<b0<y< f(z)}

y=f(x)
yd -~
R
a b

2) Se f(z) <0 e g(x) =0, para todo z € [a, b], entdo:

b
Mm=—/f®wa
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onde

R={(z,y)/a<z<b f(x) <y <0}

3) Se f(x) > g(x), para todo z € [a, ], entdo:

onde

R={(z,y)/a<z<b,g(z) <y < fa)}.

I
e
I

a b

4) Se f(z) > g(z),a <z <ceg(z)> f(z), c <z <b; entdo, R = Ry U Ry, onde:

Ri={(z,y)/a<z<c g(z)<y< f@)}| e

Ry ={(z,y) /c <z <D, fz) <y <g(x)}|
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c b
AR) = / (f(a) — g(a)) de + / (9(2) - f(z)) du.

Exemplos:

[1] Se em 1970, foram utilizados 20.3 bilhGes de barris de petréleo no mundo todo e se a
demanda mundial de petréleo cresce exponencialmente a uma taxa de 9% ao ano, entao
a demanda A(t) anual de petréleo no tempo t é A(t) = 20.3e%%% (¢ = 0 em 1970). Se a
demanda continua crescendo a uma taxa de 9% ao ano, qual serd a quantidade de petrdleo
consumida entre os anos de 1970 e 20057

A quantidade de petroleo utilizada nesse periodo de tempo é a area sob a curva de demanda
entre t =0 et = 35.

400
300
200

100

35

35
20.3 / 0% gt = 225.56 299 = 5038.02.
0 0

Logo, foram consumidos 5038.02 barris de petréleo.
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[2] Calcule a 4rea da regiao limitada pelo eixo dos z e pelo gréfico de y = 4 — z2.

Neste problema g = 0 e nao sao dados claramente os intervalos de integracao; mas, as
intersecoes com os eixos sao os pontos: (0,4), (2,0) e (—2,0).

r B ' \

Logo, R={(z,y) e R?/ —2< 2 <2, 0<y<4-—2%} Usando o fato de que a fungao
é par:

A:/2(4—x2)da@:2/02(4—$2)d93:2(4x—%) = 3 ua.

-2

[3] Calcule a 4rea da regido limitada pelo eixo dos z e pelo grafico de y = 4z* — 522 + 1.
Determinemos a intersecao da curva com os eixos coordenados:

i) Fazendo = = 0; entdo, y = 1; o ponto de intersecao é (0,1).

ii) Fazendo y = 0; entdo, 4z* — 522 + 1 = 0, clarametente x = —1 e = 1 sdo raizes do

polinémio; logo, 4z* — 522+ 1 = (x — 1) (z + 1) (422 — 1); os pontos de interse¢do sio

(1,0), (~1,0), (%,0) e (—%,0).

. 5
E facil verificar que x = 0 é ponto de méximo local e x = j:\/; sao pontos de minimo
local de f. Note que R = R; U Ry U Rg3, onde:
1

Rlz{(m,y)€R2/—1§m§—§, 4r* — 522 +1 <y <0}

1 1
Rzz{(x,y)€R2/—§§x§§, 0<y<dzt—5z2+1}e

1

Ry={(z,y) eR® /o <w <1, 4a'-52"+1<y <0}
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N

2

1
(4z* — 522 +1) dm—/ (4z* —52% 4+ 1) du.
3 3

Logo,Az—/ (4x4—5x2+1)d:c+/
-1 -

A fungao y é par. Usando a simetria da regiao, calculamos a area da regiao no primeiro e
quarto quadrantes e multiplicamos o resultado por 2:

1 1
A:2</ (4x4—5:c2+1)d:c—/(43:4—5a:2+1)da:>:1u.a.
0 1

2

[4] Calcule a 4rea da regido limitada pelos graficos de y = 22 e y = x + 2.

Novamente neste problema nao sao dados, claramente, os intervalos de integragao.

i) Calculemos as intersecoes dos gréficos; em outras palavras, resolvamos o seguinte sistema
de equagoes:
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{y: x4+ 2
y= =7
ou seja, resolvamos z2 — z — 2 = 0; temos: £ = —1 e £ = 2. Os pontos de intersecao sio

(—1,1) e (2,4).
ii) Notemos que z + 2 > z?% se z € [—1, 2]; logo:

2 2 3 |2
9
A= 2—2d:x_ 2_:8_ = 5 u.a.
/_1(a:+ z?) dz (2+a: 3)1 5 U-a

[5] Calcule a 4rea da regido limitada pelos graficos de y = 2 —z* e y = 22 — 1.

i) Calculemos as intersecoes dos gréficos; em outras palavras, resolvamos o seguinte sistema
de equagoes:

y :LL'2—.’L'4
) :$2_1a

ou seja, resolvamos z* — 1 = 0; temos: x = —1 e z = 1. Os pontos de interse¢io sao (—1,0)
e (1,0).

ii) Notemos que 2% — z* > 22 — 1 se z € [—1, 1]; utilizando a simetria da regido:

1 1
A:/ (—a:4+1)dx:2/ (—a:4+1)da::§u.a.
0

-1

2

6] Calcule a drea da regido limitada pelos graficos das seguintes curvas: y2 = az, ay = =
[ g pelos g g Y ,ay ,

y?=—areay=—x2sea>0.

As curvas sao parabolas.
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Pela simetria da regiao, podemos calcular a area da regiao situada no primeiro quadrante
e multiplicar o resultado por 4.

i) Observemos primeiro que y? = a z nao é funcao de z.

2 =aZx

2 =ay

x = 0, cujas raizes: x = 0 e £ = a sao os limites de

ii) Calculemos a interse¢ao das curvas, resolvendo o sistema: {

Entdo, z* = a29y?; logo z* — a

integragao.

3

iii) A regiao no primeiro quadrante, cuja drea queremos calcular é limitada superiormente
pela funcdo y = \/az e inferiormente por y = a z2, logo:

3

A:4/Oa<\/a_—%2)dx:4<2x\/af_%>

¢ 442

0

[7] Calcule a area da regido limitada pelas curvas: y = cos(z) ey =1 — —.
T
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y = cos(x) x
i) Calculemos as intersegoes das curvas: . 22z Sex=0,entaoy =1,sex = 57
y =1-—.
T

entdo y = 0 e se z = m, entdo y = —1; logo, temos os pontos (0,1) e (g, O) e (m,—1).

ii) Pela simetria da regiao, podemos calcular a drea da regiao situada no primeiro quadrante
e multiplicar o resultado po 2.

Observacao Importante:

Muitas vezes os problemas ficam mais simples de resolver se integramos em relacao a y e
nao em relacao a z. Podemos repetir o processo de particao num intervalo que fica no eixo
dos y e a obtencao das somas de Riemann.

Seja R a regido plana limitada pela direita pela fungdo z = M(y), pela esquerda por
x = N(y) e pelas retas y = ce y = d.

N@Y) \\ 7/ M(y)

o~ l'c /7

Nao é dificil provar que se as fungoes M (y) e N(y) sao continuas em |[c, d|, entao:

d
A= [ (M) - Nw) iy

Por isso, para resolver os problemas de drea é sempre indicado fazer o desenho da regiao
correspondente.
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Exemplos:

[1] Calcule a 4rea limitada pelas curvas y2 =2z e y = z — 4.

i) As intersecoes das curvas sdo (2,—2) e (8,4).
2

ii)Sejamx:M(y):y+4ex:N(y):y?.
a
2
2 2 6 8 10
-2
-4
Entao:
4 2 2 3 |4
A:/ (y+4_y—)dy=(y—+4y—y—) = 18 u.a.
L 2 2 6’|,

Sugerimos ao aluno fazer este problema integrando em relacao a x, para ”sentir” as difi-
culdades.

[2] Calcule a 4rea limitada pelas curvas 2y2 =z +4 e y?2 = x.
i) As interse¢oes das curvas sao (4,2) e (4,—2).

ii) Sejam z = M(y) =y  ex = N(y) = 29> — 4.

2
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Entao, pela simetria:
2 2
A:/ (4—y2)dy:2/ (4 -y dy = = u.a.
_9 0 3

Exemplos Diversos

[1] Calcule a drea da regido limitada pelos graficos de y = sen(z) ey = sen(2z) ,0 < z < 7.

-1t

Resolvendo sen(z) = sen(2x) = 2 sen(z) cos(z) para x € [0, 7], temos que x = 0, x = T e

3
: - T V3 - -

x = 7. A intersegao das curvas ocorre em (0, 0), (5’ 7) e (m,0). Dividamos a regiao em
duas:

R, ={(z,y)/0<2< g, sen(z) <y < sen(2x)},

Ry ={(z,y) /g <z <m sen(2z) <y < sen(z)}.

3 n 5
Entao, A = / (sen(2z) — sen(z)) dz + / (sen(z) — sen(2z)) dz = 5 U-a-
0 5

[2] Calcule a 4rea da regido limitada pelo grafico das curvas: y = 22—zt e y = z — 2.

0.5¢
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Determinemos o intervalo de integracao, resolvendo o sistema:

{y:$2_$4

y=x—xt.

Logo, x = 0 e z = 1; entao, o intervalo de integragao ¢ [0, 1].

Aif@_ﬁ_w_ﬁpwzfpﬁﬁwmq%_%)ZEWL

[3] Calcule a drea comum a z2 +y% <4z e 22 +y? < 4.

Determinamos o intervalo de integracao, resolvendo o sistema:

2 +y? =4z

Entdo z = 1 e y = +v/3. A equacio z2 + y?> = 4z corresponde a um circulo de raio 2
centrado em (2, 0); de fato, completando os quadrados obtemos: (z — 2)% + 4% = 4.

Pela simetria da regiao, calculamos somente a area da regiao:

{(@,9)/0<y <V3, 1<z < Via—2?}
no primeiro quadrante (em verde) e multiplicamos o resultado por quatro. Integrando em

relacao a y:

V3

Vi Y
A=d [P -na=a(§ ViR )

— (8?” - 2\/?_,) u.a.

0

4] Calcule a 4rea da regiao limitada pelos graficos das curvas: z =2y —y?ey—2z—2 = 0.
g g y—y ey
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Determinemos o intervalo de integracao, resolvendo o sistema:

{x—2y+y2= 0

y—r—2= 0.
Entao, y = —1 e y = 2. A interse¢do das curvas ocorre em (—3,—1) e (0, 2).
2 2 3 2
9
A:/ (’!/_’!/2+2)dy:(y——y—+2y) = — u.a.

. 2 3 2

1
3 2 1 1

-1

[5] Calcule a area da regiao limitada pelos graficos das seguintes curvas: y = 722 —6x — 3

ey=4z.

y=T7x>—6x— 23 =x(1—2x)(x—6); a curva intersecta o eixo dos  nos pontos (0,0),
(1,0) e (6,0). Por outro lado consideramos y = 7x? — 6z — x3, logo y' = 14z — 6 —3x% e
7+3 7—

y" = 14 — 6 x; entao, os pontos criticos ¢ ponto de maximo local e é ponto
de minimo local. Para obter as intersecoes das curvas, resolvemos o sistema:
{ y= T7z2—6x—23
y= 4w
logo, 722 —10x — 23 = —z (z — 2) (x — 5) = 0; as curvas se intersectam nos pontos de

abscissas x =0, z =2 e x = 5.
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A regiao é subdividida em duas regioes R e R2, onde:

Ri={(z,y)/0<z<2 72— 6z —2° <4z},
Ry ={(z,y)/2<x<5,42< T2? -6z — 2>}

Logo:

2 2
A:/ (1O$—7$2+az3)daz+/ (722 - 102 — %) dz
0 5

7 3 412 73 415
:5$2_i+$_ +_5$2+i_$_
374, 3 4,
_16, 63 _ 253
3 T4 T 12

[6] Calcule a area da regido limitada pelos gréaficos das seguintes curvas: y = 2% — 4z + 4
ey =10— 22
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As curvas se intersectam nos pontos de abscissas £ = —1 e x = 3; entao:

3 3
4
A:/ (10—x2—x2+4x—4)da::/ (6+4a:—2a:2)da::%u.a.
—1 -1

alcule a area limitada pela curva (y —2)° = x — 1, pela tangente a esta curva no ponto
7] Calcule a 4rea limitada pel y—2)2 1, pela tangent t t
de ordenada y = 3 e pelo eixo dos =.

A equacao da reta tangente no ponto de ordenada yo = 3; entdao xg = 2, ou seja, no ponto
(2,3) é a equagdo da reta tangente é y = y'(xo) (x — 2) + 3; para obter y’, derivamos
implicitamente em relagdo a z a equagdo (y — 2)2 = z — 1; temos: 2(y —2)y’ = 1. No

1
ponto (2,3), temos: y'(2) = 3 logo, 2y — x — 4 = 0. Integrando em relacao a y, teremos:
r=MQy)=@uy-2°+1,z=N(y)=2y—4e

A=/0 ((y—2)2+1—(2y—4))dy:/0 (y*> — 6y +9)dy = 9u.a.

=

2 2
8] Determine a drea da regiao limitada pela curva: z + 1 =1;a,b>0.
[ g

a
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As intersegbes com os eixos sdo (a,0), (—a,0), (0,b) e (0,—b). Como a curva é simétrica
em relacao aos eixos coordenados, podemos calcular a 4rea da regiao situada no primeiro

- b ..
quadrante e multiplicar o resultado por 4. y = —+/(a® — z2)3, no primeiro quadrante. A
a
area desta regiao é:

S:%/ V(a? — x?)3 dx;
a” Jo

s
fazendo a mudanca de varidveis: x = a sen(t), temos 0 < ¢ < 5 ® dx = acos(t) di:

NE

b a
S = ﬁ/ V (a? —3:2)3da::ab/ cos*(t) dt;
0 0

3 2t 4t
usando a identidade cos*(t) = 3 + 6052( ) + COSé )7

3 3 2 4
S:ab/02cos4(t)dt:ab/02(g—l— 6082( ) + cosé t))dt— T

3mab
4

A drea pedida é: A=45= U.a.

[9] Calcule a soma das dreas limitadas pela curva y = xsen(—) e o eixo dos z, sabendo
a

que z € [0,nmal, sendo n, a € N.

am T 2am T _— namw T
A:/ a:sen(a) da:—/ :csen(a) dr + ...... +(-1) / z sen(=) d.
0 a

(n—1)am a

Vemos que A = Ag+ ........ + A,_1, onde A é a area limitada pela curva, o eixo dos z, se
kar<x<(k+1l)amek=0,1..n—1, ou seja,
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(k+1)am z
A = / :csen(—) dx,
k a

aT

(k+1)ar z
considerando: Ax = / a:sen(—) dx|, se k é impar. Integrando por partes temos:
kam a
(k+1)arm z
Ay :/ z sen(=) dr = (2k + 1) a® 7 cos(km).
kam a

Logo, A=a?’m(1+3+5+ ...+ (2n—1)) =a?n’ru.a., pois, 1 +3+5+ ...+ (2n — 1)
é soma de termos de uma P.A.

[10] Calcule a 4rea da regido limitada pela astréide Va2 4+ /y2 = Va2, a > 0.

As intersegoes da curva com os eixos coordenados sao (a,0), (—a,0), (0,a) e (0,—a). Pela
simetria da curva, calculamos a area da regiao no primeiro quadrante e multiplicamos o
resultado por 4.

3
Seja y = (\S/a_2 — \3/3?) %3 logo,
e 3
A:4/ (\?’/a_2—\/3x2)2d:c.
0
Fazendo a mudanca z = a sen(t), obtemos y = a cos3(t), dr = 3 a sen?(t) cos(t) dt; entdo,
(Va2 - v x2)% dr = 3 a? cos*(t) sen®(t) dt = 3 a%cos(t) (1 — cos®(t)) dt; logo:

3 2 % 3 2
— —g ( —2cos(4t) + cos(2t) + 2 — cos(6 t)) dt = % T U.G.
0

A
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6.6 Volume de Sdlidos de Revolucgao:

Se giramos uma regiao plana em torno de uma reta, obtemos o que é chamado um sélido
de revolucao. A reta em torno da qual a regiao é girada chama-se eixo de revolucao. Por
exemplo, considere a seguinte ragiao no plano:

Girando a regiao em torno do eixo dos x, obtemos:

Exemplos:
[1] Seja R a regiao limitada pelas curvas y = z, = £1 e o eixo dos z. Se giramos a regiao
R em torno do eixo dos x, obtemos:
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2] Seja R a regido limitada pelas curvas y = 22 e y = 1. Se giramos a regido R em torno
) g Y Y g g
do eixo dos y, obtemos

[3] Seja R a regiao limitada pelo grafico de y = sen(z) para z € [0,27] e o eixo dos z.
Se giramos a regiao R em torno do eixo dos x obtemos o s6lido do desenho a esquerda e
se giramos a regiao R em torno do eixo dos ¥y, obtemos o sélido do desenho a direita:

[4] Seja R a regido limitada pelos graficos de y = %, x = 1, x = 2 e pelo eixo dos z. Se
giramos a regiao R em torno do eixo dos x, obtemos:

IS

-
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6.6.1 Calculo do Volume do Solido:

Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua tal que f(z) > 0 em [a, b] e a regido:

R={(z,y)/a<z<b0<y< f(z)}

Fazendo girar a regiao R ao redor dos eixo dos x , obtemos um sélido de revolugao S.

Considere a seguinte parti¢ao do intervalo [a,b]: a = x9 < 21 < T2 < ..... <z, =b. Como
antes, Az; = z; —x;_1 é o comprimento de cada subintervalo [z;_1, x;], ¢ variando de 1 até
n. Em cada subintervalo [z;_1, z;], escolha ¢;, 7 variando de 1 até n. Seja R; o retangulo
de altura f(c;) e base Ax;, i variando de 1 até n.

Fazendo girar R; em torno do eixo dos z obtemos um cilindro circular reto C; de volume
™ X f(Ci)2 X A:UZ
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A soma dos volumes dos n cilindros é:

Vo = 71'2 f(ci)2 Az;.
=1

V., € uma aproximagcao do volume do sélido de revoluc¢ao, quando Az; aproxima-se de 0, ou,
equivalentemente, se n cresce. Intuitivamente estamos “preenchendo” o sélido de revolugao
por cilindros de altura pequena, dos quais sabemos efetivamente calcular o volume.

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado quando definimos area de uma regiao plana, temos:

|A$i|—)0

n b
V(S)= Ilim WZ fc)? Az :7r/ f(z)*dz,
i=1 a

se o limite existe.

Observacoes:

i) E possivel demonstrar que este limite sempre existe e é independente das escolhas feitas.

ii) Se a fun¢do f é negativa em algum subconjunto de [a, b], o s6lido de revolugao obtido a
partir da regiao limitada pelo grafico de f, o eixo dos = e as retas £ = a e £ = b coincide
com o sélido de revolugao obtido a partir da regido limitada pelo gréfico de |f|, o eixo dos

reastetasx = aex = b. O fato de que o integrando f(z)? > 0, implica que vale a
mesma féormula para ambos os casos.
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Teorema: Sejam f : [a,b] — R uma func¢ao continua tal que f(z) > 0 em [a,b] e a
regiao:

R={(z,y)/a<z<b0<y< f(z)}

Considere o so6lido de revolugao S obtido girando a regiao ao redor do eixo dos z. Entao
o volume V(S) do sélido S é:

b
V(S) = 7r/ f(z)?*dz.

Em geral, este processo, pode ser feito para qualquer regiao limitada pelos gréaficos de
funcoes continuas.

Sejam f, g : [a,b] — R fungbes continuas tais que f(z) > g(z) > 0 para todo x € [a,b] e
a regiao:

R={(z,y)/a<z<b, g(z) <y < f(z)}.




324 MAURICIO A. VILCHES - MARIA L. CORREA

O volume do sélido de revolucao S obtido girando R em torno do eixo dos z é:

b
V(S) = / ((2)? = g(2)?) da.

De forma andloga, sejam M, N : [c,d] — R fungdes continuas tais que M (y) > N(y) para
todo y € [c, d] e a regido:

R={(z,y)/c<y<d N(y) <z < My}

O volume do sélido de revolugao obtido girando R ao redor dos eixo dos y é:

d
V(S) = / (M(y)? - N(y)?) dy.

Em particular, para a reta z = N(y) = 0, ou seja, o eixo dos y.

d
V(S)=n / M(y)? dy.

Exemplos:

[1] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos z a regiao
limitada pela curva y = sen(z), x € [—m, 7| € 0 eixo dos z.
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Pela simetria do sélido, calculamos o volume da metade do sélido e multiplicamos o resul-
tado por 2:

V(S)=2m / sen®(r) dz = 7% u.v.
0

[2] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos z a regiao

limitada pela curva y = acosh<§>, x € [—b,b] e o eixo dos z, (a, b > 0).
a

Pela simetria do sélido, calculamos o volume da metade do sélido e multiplicamos o resul-
tado por 2:

b 2 b
V(S)=2a’n / cosh? (f> dz = & / <e2w/a 4 em2ola 2) i
0 a 2 Jo

2 2
a7 <2b—|— asenh(—b>) u..
2 a

[3] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos = a regiao
limitada pela curva y = Va2 — 22, —a <z < a e o eixo dos .
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[4] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos z a regido
limitada pelos graficos de 4y = 13 — 2% e 2y = = + 5.

Os limites de integracao sao z = -3 e x = 1.

1 2 1
13 — 5 64
V(S):w/ (( 4m )2—(5”;r )2)d:c:17T—6 (69—30x2+m4—40x)dm:T”u.v.

[5] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos y a regiao
limitada pelo gréfico de (z — )2 +y?2 =a2, 0<a <b.
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y
al—0=>~n .
-a

Sejam M (y) = b+ +y/a? —y2 e N(y) =b— +/a? — y2. Os limites de integragao sdao y = —a
e y = a; entao:

V(S):ﬂ/(M(y)2—N(y)2)dy=4b7r/_a Va2 —y?dy.

a
Observamos que 2 / va?2 —y2dy é a drea da regiao limitada por um circulo de raio a;
—Q

logo, V(S) = 2n2a?b. A superficie de revolugao obtida é chamada toro.

[5] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos z a regiao
limitada pelo grifico de y = e®, —1 < x <1 e o eixo dos =.

-1 1

1

Entao, V(S) = 7r/ e*® dr = —yuv.
-1

6.6.2 Outros Eixos de Revolucao

Sejam f : [a,b] — R uma fungao continua tal que f(z) > 0, z € [a,b] e R a regido limitada
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pelo grafico de f, pelas retas x = a, x = b e y = [. Considere o sélido de revolugao S
obtido girando a regiao ao redor da reta y = [. Entao, o volume V(S) do sélido S é:

b
V(S) = 7r/ (f(z) —1)? du.

Analogamente, se a regiao R é determinada pelo grafico da fungao continua z = N(y) > 0,
y € [c,d] e pelas retas y = ¢, y = d e x = r, entdo o volume do sélido de revolugao obtido
girando R ao redor da reta x = r é:

Exemplos:

[1] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno da reta y = 4 a regiao
limitada pela curva y = 22, 1 < z < 2 e pela reta y = —1.

(T 7T T A

[2] Calcule o volume do sélido de revolucdo obtido girando em torno da reta z = —1 a
2

regiao limitada pelo grafico de z = % + 1 e pelas retas y = +2.
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Os limites de integracao sao y = +2.

2 9 3 5 |2
V(S):ﬂ'/ (y_+1—(—1))2dyzf/ (y2+4)2dy:7r(4y+i+y_)
-2 4 ) o 3 20

-2

[3] Calcule o volume do sélido de revolucao obtido girando em torno da reta = 6 a regiao
limitada pelo grafico de 4z = y? e pela reta z = 4.

Os limites de integracao sao y = +4.

4 768

4

1

V(S)=m / Cy?—6)2—(4—6)2)dy=— [ (y*—48y>+512)dy = 0,
—4 4 ].6 —4 5

[4] Determine o valor de a > 0 tal que se a regiao limitada pelas curvas y = 1 + \/56932,
y =1 ez = a, girar em torno da reta y = 1, o s6lido gerado tenha volume igual a 2 .
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a
~ 2
Para obter a, devemos resolver a equacao: 27 =7 / ze?® dr  (x).
0

2 2
620,

-1
e du = — donde 9 = 2% ¢

1 2a
Fazendo v = 222, du = 4z dx em (¥): 2= 1 /
0

a = /In(3).

6.6.3 Método das Arruelas

Sejam f : [a,b] — R fungao continua tal que f(x) > 0 em [a, b] e a regiao:

R={(z,y)/0<a<z<b0<y< f(z)}

Fazendo girar a regiao R ao redor dos eixo dos y , obtemos um sélido de revolucao S. Se
a > 0, o solido possui um espaco vazio internamente.

Como antes, considere a seguinte particdo do intervalo [a,b]: a = zg < 1 < 2 < ..... <
T, = b. Ax; = x; — ;1 é o comprimento de cada subintervalo [z;_1,z;], 7 variando
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. . T + Xi— L
de 1 até n. Em cada subintervalo [z;_1,z;], escolha ¢; = 1711, o ponto médio do

subintervalo [z;_1,z;], ¢ variando de 1 até n. Seja R; o retangulo de altura f(c;) e base
Ax;, 7 variando de 1 até n. Fazendo girar R; em torno do eixo dos y obtemos uma arruela
cilindrica A; de raio médio ¢; e altura f(c;).

y

.......
------

-----------

O volume de A4; é 2w ¢; f(¢;) Ax;.

n
A soma dos volumes dos n cilindros é V,, = 271'20,' f(c;) Az;. Vi, é uma aproximagao
=1
do volume do sélido de revolu¢ao, quando Az; aproxima-se de 0, ou equivalentemente, se
n cresce. Intuitivamente estamos “fatiando” o sélido de revolucao por intimeras arruelas
de altura pequena, das quais sabemos efetivamente calcular o volume. Seguindo o mesmo
raciocinio anterior, temos:

b
V(S) = lim 2%201 ci Aa:z—27r/ z f(x) dx,

a

se o limite existe. E possivel demonstrar que este limite sempre existe e é independente
das escolhas feitas.

Em geral, este processo pode ser feito para qualquer regiao limitada pelos graficos de
fungoes continuas. Sejam f, g : [a,b] —> R fungoes continuas tais que f(z) > g(z) > 0
para todo z € [a,b],a > 0 e aregido R={(z,y) /a<z<b, g(x) <y < f(zx)}
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O volume do sélido de revolugao S obtido girando R em torno do eixo dos y é:

V(S) =2 / 2 (f(z) - g(z)) da.

Exemplos:

[1] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos y a regiao
limitada pelo grafico de y = sen(x), 0 < z < 7 e o eixo dos z.

3

O volume é: V = 27r/ r sen(z) dr = 2w u.v.
0

[2] Calcule o volume do sélido de revolugdo obtido girando em torno do eixo dos y a regido

.. ™ .
limitada pela curva y = cos(x); 5 <z <47 e o eixo dos x.

_1,
O volume é V = 27 V1, onde:

3w

47

3x 5 x
Vi=-— / x cos(z) dr + / x cos(z) dx — / x cos(z) dx + / x cos(x) dx.
3x 5x

jus In
2
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Como /xcos(x) dx = cos(x) + z sen(zx), entdo, V =27 (1 + T) u. v.

[3] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos y a regiao
limitada pelas curvas y =1 -2 ey=2*—-1,0< 2z < 1.

1
17
V:27r/ $(2—$6—:L'4)d:c=—7ru.v.
0 12

[4] Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos y a regiao
limitada pela curva y = (z — 1)2, 0 < 2 < 2 e o eixo dos .
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6.7 Calculo do Comprimento de Arco:

Seja f : [a,b] — R uma funcao derivdvel. A porcao AB do grifico de f, comprendida
entre os pontos: A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)) é chamado arco. Nosso interesse é medir
o comprimento deste arco.

Se a curva é uma reta, para calcular o comprimento de arco s da reta, compreendido entre
os pontos (z1, f(z1)) e (x2, f(z2)), usamos o Teorema de Pitadgoras e obtemos:

V(@2 — 21)2 + (f(z2) — f(21))2

Generalizando esta idéia para o grafico da fungao continua f, fazemos uma particao de
ordem n do intervalo [a,b]: a = 2o < 71 < ...... < z,, = b; denotamos por Q; = (z;, f(z;)),
1< <n.

a:xo X

Ligando cada Q;—1 a Q; (1 < i < n) por um segmento de reta, obtemos uma linha poligonal
formada pela reunidao dos segmentos de reta. Como sabemos calcular o comprimento de
cada segmento de reta, sabemos calcular o comprimento da poligonal. Intuitivamente, o
comprimento da poligonal é bastante préximo do comprimento do arco da curva; entao:

L, = Z V(@i — 321)? + (f(xi) — f(wi1))?

é o comprimento da poligonal. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f em cada subinter-
valo [z;_1, z;], vemos que existe ¢; € (x;—1,x;) tal que f(x;) — f(xi—1) = f'(¢i) (i —xi-1),
para cada ¢ de 1 até n; logo,
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onde Azx; = z; — x;_1. Novamente observamos que quando n cresce muito, Az; aproxima-
se de zero e L,, aproxima-se do comprimento do arco. Se para cada particao do intervalo
la, b], 0s ¢; sao escolhidos como antes, temos que o comprimento do arco AB da curva é:

Lap= li VI+ (f(c:)2Az;.
AB |A;ﬁl_m; + (f'(ci))?Ax

Se f'(x) é uma funcdo continua em [a,b], é possivel provar que o limite anterior sempre
existe e é igual a L, para qualquer escolha da particao e dos ¢;. Em tal caso, temos que:

b
- / T+ (J'(2))? d.

Se a curva é o grifico de uma fun¢ado =z = g(y) definida no intervalo [c, d], com as hipdteses

anteriores, temos que:

ay)
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Exemplos:
[1] Calcule o comprimento de arco da curva y = v/x2 entre os pontos (8,4) e (27,9).

Entao:

/(@) =V,
F@)= 3o
T+ (@) =

3z

1 (V93 +4 6
logo: L = = / vozs 2 dz. Seja u = 9Vz? + 4; logo, du = —— dx.
3 Js x x
1% 5
L=— Vudu = — (17+/85 — 16 V10) u.c.
18 Jao 27
(u.c. unidades de comprimento.)
4
[2] Calcule o comprimento de arco da curva y = :cz + 3.2 entre os pontos (z,y) tais que
x
1< <2,
y = f'(z) =2® - 1 logo, 14 (¥)? = (2° + L)2 e 1+ (y)? =2+ g entdo:
43’ ’ 43 43’
2 6 2
1 22° -1 123
L= 34 _de="——| = " uc
/1 (z +4x3) v 8z2 |, 32 u-e

[3] Calcule o comprimento de arco da catendria y = a cosh (E) no intervalo [—b, b], onde
a

(a, b>0).
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~_

y = senh(f); logo, v/1+y'? = cosh(f); entao:
a a

b
L= / cosh(g> dr =2 asenh(é) U.C.
—b a a

337

[4] Calcule o comprimento de arco da curva y = In(cos(z)) entre os pontos (x,y) tais que

T
0<z<—.
_1'_4

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

0.4

y' = —tg(x). Logo, v/1+ (y')? = sec(z). Entao:

L= /0Z sec(z) dx = In(sec(z) + tg(z)) ! =In(v2+1)u.c.

6.8 Definicao de Logaritmo Natural

Definicao: A funcio In: (0,+00) — R é definida por:

In(z)

1

i

e

0.6
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In(z) é chamado logaritmo natural de z.

Propriedades: Das propriedades da integral definida segue que:

1)In(1)=0 2)In(r)<0sel0<z<1

!/

3)In(z) >0sex>1 4) Do teorema fundamental do célculo (In(x))" = —
T

5) A funcao logaritmica é crescente.

6.8.1 Logaritmo como Area:

1
Seja H, a regiao limitada pelo gréfico da funcdo f(t) = o oeixodosxeasretast =1e
t=ux.

1 1
Geometricamente, In(z) é definido por

area(Hy) se 1<z
—érea(Hy) se 0<z<l.

In(z) = {

Observacoes:

i) Se z = 1, H, é um segmento de reta; logo, a drea(H,) =0 e In(1) = 0.

ii) In(zy) = In(z) + In(y), para todo z, y € (0, +00).

Y dt
my) = [
1
e
B 1 t x t

LY dt
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Fazendo t = x s, tem-se, dt = x ds e:

[ [

t 1 8

«@

iii) In(z®*) = aln(z); z > 0 e @ € R. De fato In(z*) = / % Fazendo t = s®, tem-se,
1

dt = as* 1ds e:

/ @:a ﬁzaln(m).
1

t 1 S

iv) Em particular, ln(%) =In(z) —In(y); z, y > 0.

ln(%) =In(zy™") =In(z) + In(y™") = In(z) — In(y).

Podemos agora definir a fungao exponencial: y = e® se, e somente se z = [n(y). Todas as
propriedades da fungao exponencial podem ser demonstradas a partir desta defini¢ao.

6.9 Trabalho

Consideremos uma particula de massa m que se desloca ao longo de uma reta sob a
influéncia de uma forca F'. Da segunda lei de Newton, sabemos que F' é dada pelo produto
da massa pela sua aceleragao a: F' = m X a.

Se a aceleragao é constante, entao a forca também é constante. O trabalho W realizado
pela particula para deslocar-se ao longo de uma reta, percorrendo uma distancia d é dado
pelo produto da forga pela distdncia: W = F x d, W medido em J (Joule).

Se uma forga varidvel y = f(x) (f fungdo continua ) atua sobre um objeto situado no
ponto z do eixo dos z, o trabalho realizado por esta forca quando o objeto se desloca de
a até b ao longo deste eixo, é dado por:

W:/abf(x)dx.

W medido em J (Joule).

De fato, suponhamos que a particula desloca-se ao longo do eixo dos x de x = a até z = b.
Consideremos a func¢ao continua f : [a,b] — R. Subdividamos o intervalo [a, b] efetuando
uma particdo de ordem n tal que os subintervalos [z;_1, ;] tem o mesmo comprimento
Ax = x; —x;_1, para 1 < i < n. Seja ¢; € [x;_1,z;]; a for¢a no ponto ¢; é f(c;). Se
Az — 0, a funcdo continua f restrita ao subintervalo [z;_1, ;] é quase constante (varia
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muito pouco); entdo o trabalho W; realizado pela particula para mover-se de z; 1 até x;
é: W; = f(c;) x Az e o trabalho total Wy, é W,, = Y°" | f(c;) Ax.

E possivel provar, com rigor matematico, que o seguinte limite sempre existe e é igual ao
trabalho W realizado pela particula:

n

= 1 =1 ) Az,

W=l Wo = Jlim, 3 f(e) Ao
1=

E mais ainda, este limite nao depende da escolha da particao do intervalo ou da escolha

dos pontos ¢;.

Exemplos:

[1] Uma particula ¢é localizada a uma distancia de z ¢m da origem. Uma forca de
(z* + 223 + 322) N age sobre a particula quando a mesma se move de x = 1 até z = 2.
Qual é o trabalho realizado pela particula para deslocar-se?

2
2
W:/ (334+2333+3332)dx:1i(;71
1

[2] Qual é o trabalho realizado ao se esticar uma mola em 8 ¢ sabendo que a forca de 1 N
(N=Newton) a estica em 1cm?

De acordo com a lei de Hooke, a forca de y N que estica em x m a mola é dada por y = k z,
onde k£ é uma constante.
Como z=0.0lmeyN =1N, temos k =100 e y = 100 z. O trabalho realizado sera:

0.08
W:/ 100z dz = 0.32 J.
0

[3] Energia Cinética: O trabalho realizado por uma for¢a f atuando sobre uma particula
de massa m que se move de z; até x2 é W. Usando a segunda lei de Newton, a regra da
cadeia e considerando que v; e vy sao as velocidades da particulas em 2, e x5, obtemos:

2 mv2|"?  m(v? —v?
W= [ fw)in= _msvl)
T 2 v1 2
. dv dv _ muov? e e .
pois, f =ma=m g =M A expressao ¢ chamada energia cinética do corpo
x

em movimento com velocidade v. Logo, o trabalho realizado por uma forca f é igual a
variagao da energia cinética do corpo e o célculo desta variacao dard o trabalho realizado.

Qualquer fendomeno que possa ser estudado utilizando particoes pode ser modelado por
integrais definidas. Outras aplicagoes da integral definida podem ser encontradas nos
exercicios.
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6.10 INTEGRAIS IMPROPRIAS:

Na defini¢ao de integral definida, consideramos a fun¢ao integranda continua num intervalo
fechado e limitado. Agora, estenderemos esta definicao para os seguintes casos:

I) Fungoes definidas em intervalos do tipo [a, +0), (—oc, b] ou (—oc0, +00),
ou seja para todo z > a ou z < b ou para todo x € R, respectivamente.

IT) A funcgao integranda é descontinua em um ponto c tal que c € [a, b].

As integrais destas funcdes sao chamadas integrais improprias. As integrais impré-
prias sao de grande utilidade em diversos ramos da Matematica como por exemplo, na
solucao de equagoes diferenciais ordinarias via transformadas de Laplace e no estudo das
probabilidades, em Estatistica.

6.10.1 Integrais Definidas em Intervalos Ilimitados
Antes de enunciar as defini¢oes estudemos o seguinte problema:

1
Problema: Calcular a drea da regido R determinada pelo gréficode y = —, x> 1e
T

0 eixo dos z.

Primeiramente note que a regido R é ilimitada e nao é claro o significado de ”4rea” de
uma tal regiao.

1
Seja Ry a regiao determinada pelo grifico de y = — e 1 <z < b, acima do eixo dos z.
x
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A area de Ry é:

b
dz 1 1
A(Rb):/ =——[i=1-7

, x? x

E intuitivo que para valores de b muito grandes a regido limitada R, é uma boa apro-
ximacao da regido ilimitada R. Isto nos induz a escrever:

A(R) = lim A(Ry),

b——+oo
quando o limite existe. Neste caso:
bdx 1
A(R) = lim A(Rp) = lim — = lim (1--)=1u.a.
b—+o0 b=+ J1 T b—+o0 b

. o dy
E comum denotar A(R) por: / —-
1 T
Esta integral é um exemplo de integral imprdpria com limite de integracdo infinito.

Motivados pelo raciocinio anterior temos as seguintes defini¢oes:

Definicoes 1:

i) Se f é uma funcdo integravel em [a, +00), entdo:

/:OO f(z)dz = lim /abf(m) da.

b—+o00

ii) Se f é uma funcao integravel em (—o0, b], entao:

b b
/ f(z)dz = lim f(z)dx.

a—r—0o0
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iii) Se f é uma fungio integravel em R = (—o0, +00), entao:

“+oo 0
/ f(x)dac=alir_noo f(x)dx + hm/f

b——+oo

Observacao: Se nas definicoes anteriores os limites existirem, as integrais impréprias
sao ditas convergentes; caso contrario sao ditas divergentes.

Exemplos: Calcule as seguintes integrais impréprias:

+oo
1] / 1+a:2

+oo d b d b
/ Y~ lim Y~ lim arctg(z)] = lim arctg(b) = =
0 1 —+ .7,'2 b——+o00 0 1 + 332 b—+o00 0 b—+oo
+oo
(2] / e " dzx.
0
“+o0 b b
/ e Pdr = lim e dr = lim (—e )| = lim (—e ®+1)=1.
0 b—+oo 0 b—+oo 0 b—+oo

3] /_ :o e da.

o0 0 b 0
/ e "dr= lim e “dr+ lim e ?dr= lim (e ®)| +1=+o0.
— oo a——oo [, b—+o0 Jo a——00

T rdx
4] 372 +1)2

a



344 MAURICIO A. VILCHES - MARIA L. CORREA

T dx 1 du 1 1 Entio
_— = — —_— = —— = —_—— n
2+ 1)2 2 ) u? 2u 2(z2+1) ’

/+°° z dz 5 /0 T dzx T /b T dzx 0
—— = lim S im —— =0.
o (,’1,'2 —+ 1)2 a——oo [, (.7,'2 + 1)2 b— 400 0 (.’L'2 + 1)2

[5] Calcule a 4rea da regiao, no primeiro quadrante, determinada pelo gréfico de y = 277,
o eixo dos z e a direita do eixo dos y.

Seja u = 22 + 1; logo du = 2 z du: /

+o0o b —z b
A(R)=/ do_ lim do_ lim _ 2 S u.a
0 2% botoo g 2% botoo \ IN(2) )], In(2)
+oo g
[6] Seja p € R. Calcule / y
1 2P
b
dx 1
— = (P -1 1

. 1— Foo dz 1
a) Se p> 1 temos: lim b ~P = 0; logo, —_ =
b—+o0 1 P p—1

. 1— Hoo dzx
b) Se p < 1 temos: lim b P = oo; logo, — = 00.
1

b—+o0 xP
T dg b dx
c) Se p =1, temos: / — = lim — = lim In(b) = oc.
1 T b— oo 1 T b—+o00

Em geral:

00 se p<l1

/+°°d:v

P 1

1 o o se p> 1.
p—1

Portanto, a integral converge para p > 1 e diverge para p < 1.
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1 1 .
Os gréficos de y = — e y = —;, para x > 0, s@o, respectivamente:
T T

e o eixo dos z.

7] Calcule a érea d 130 limitad =
[7] Calcule a area da regido limitada por f(x) o

Too 0 dx Too dx . O dg . b de
A= = + = lim + lim }
x2+1 o2+ 1 Jy 2241 oo fy 2241 oty 22+ 1

— 00

e e
L A = 1. — 1. = — — = .a.
080, , lim (—arctg(b)) +b—:££>o arctg(b) 5 + 5 = TU-a
Aplicacao: Uma funcao positiva integravel em R é chamada densidade de probabilidade

se:

/+oof(:c)da:=1.

—0oQ

Assim denotamos e definimos a probabilidade de um nimero z estar comprendido entre a
e b (a < b); por:
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b
P(a<x<b):/ f(x)dx|.

Analogamente definimos as outras possibilidades. Também podemos definir o valor espera-
do do numero z, como

ae ** se >0
0 se z <0,

¢é de densidade de probabilidade. De fato:

400 +o00 b
/ flz)der =« / e dr=a lim e dr = lim (1-e %) =1.
0

— o0 b—+oo 0 b——+oo

Por outro lado,

1
P(O<x<1):a/ e dr=1—-e"9,
0

+o0 1
E(:U):a/ re “Cdr =
0

o

Observacao: Muitas vezes nido é possivel calcular o valor exato de uma integral
imprépria, mas, podemos indagar se uma integral improépria converge ou diverge.

Proposicao: Sejam f e g funcoes integraveis em [a, +00) tais que f(z) > g(z) > 0
para todo x > a.

—+o0 400
i) Se / f(x) dx converge, entao / g(x) dx converge.

400 400
ii) Se / g(z) dx diverge, entdo / f(x) dx diverge.

Prova: Segue diretamente das definicoes.

Observacao: Seja f(x) > 0, para todo x > a. Para mostrar a convergéncia da integral
de f, é preciso que f seja menor que uma funcao cuja integral converge. Para mostrar
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a divergéncia da integral de f, é preciso que f seja maior que uma funcao cuja integral
diverge.

Exemplos:

. - . 0 sen
[1] Analise a convergéncia da integral: / dz.
1

S
_|_
[\]

1 —1+4+2 2
Considere a seguinte desigualdade: — = * < sen(z) + .
N N N
+00
Por outro lado / T dz diverge; logo, pela proposicao, parte ii), temos que a integral
1 T

dada diverge.

+ oo
[2] Analise a convergéncia da integral / e dz.
1

7’ — 2 — .
Grafico de e™® em azul e de e™* em vermelho, respectivamente:

1 1 .
Claramente — < —, para todo x > 1; entao, como
e e

+o0
/ e %dr= lim (—e’+e1)=—,
1

b—+o00 e

temos que a integral dada converge.
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6.10.2 Integrais de Funcgoes Descontinuas

1
Problema: Calcular a 4rea da regido R determinada pelo grifico de y = NG z<9
T

e o eixo dos z.

Notamos que a regiao R é ilimitada pois a funcio f nem é definida no ponto = = 0.

1
Seja R. a regiao determinada pelo grafico de y = T ee <z <9, e >0 pequeno.
x

A area de R, é:

9

amy= [ =2

E intuitivo que para valores de & muito pequenos a regido limitada R. ¢ uma boa
aproximacao da regido ilimitada R. Isto nos induz a escrever:

_ (a - 2\/5) wa,

€

9
A(R) = lim A(R;) = lim de = lim (6 —2v¢) = 6u.a.

e—0t e—0t J, \/E e—0Tt

9 d.’L‘ L, . . » . . eye e
— é um exemplo de integral Impropria com integrando ilimitado.

0 vV

Motivados pelo raciocinio anterior, temos as seguintes definigoes:

Definicoes 2:

i) Se f é uma fungao integravel em (a, b], entao:

b b
/a f(z)dz = El_i)I(I)l+ /(H_6 f(x) dx.
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ii) Se f é uma funcgao integravel em [a, b), entdo:

b b—e
/ f(x)dx = lim f(x) dx.

e=0t+ J,

iii) Se f é uma funcao integravel em [a, b] exceto em ¢ tal que a < ¢ < b, entdo:

b c—eq b
/ f(z)dz = Tim f(z)dr+ lim f(z) dz.

e1—0t a ea—0F cteg

Observacoes:

i) Se nas definigoes anteriores os limites existirem, as integrais impréprias sao ditas con-
vergentes; caso contrario, sao ditas divergentes.

ii) Se f é uma funcao integravel em (a, b]; entao:

b b
/ f(@)dz = lim [ f(z)dz.

e—at J,

iii) Se f é uma funcao integravel em [a, b); entao:

/ab f(z)dr = tim / F(z) dz.

//\/ y=f(x)

1
1
b+ -
_!_4 N

a b

Exemplos: Calcule as seguintes integrais impréprias:
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1] / cos
\/sen
cos(x )
Fazendo u = sen(x) temos: — = 2+/sen(z). Logo,

\/sen f

%
_costz)_ sen(z)| = hm (2 —24/sen(e)) = 2.
Vsen(z) -0t
2 x
2 [
0 4—=x
2 T 2—¢ dr T 2—¢
/0 Vi—e e )y Vica T meresenq))
—€ s
== ].. = —
Jim, (arcsen( 5 )) 5
3] /1 dz
4 \3/£E + 2
Observe que a funcgao integranda ndo é definida em —2 € [—4,1].
bodo : 2T dg . ! dx
= lim + lim
4 VT +2  emot )y Vr+2 exnot ) o, Vo+2
—2—€; 1
3
=— lim (x+2)% + - lim (a:—|—2)%
€1—)0+ _4 2 52—)0+ —24ey
3 2
:—( lim (— f+51)+ lim (\3/5—65’))
2 e1—0%t ga—0t

= (5~ 9.

[4] Calcule o comprimento da astréide Va2 + {/y2 = Va2, a > 0.
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A curva nao é diferenciavel nos pontos de interse¢ao com os eixos coordenados; pela sime-
tria, calcularemos o comprimento da curva no primeiro quadrante e multiplicaremos o

resultado por 4.
3
\/g' entao,

Ve

3
1+ (y')2 = g. Na tltima igualdade usamos o fato de que V2 + /y2 = Va?2; logo,
x

Derivando implicitamente a equacio Vz2 + +/y2 = Va2 emrelacio a z: y' = —

¢ dx ¢ dx
_ 43
L_4\/5/0 VT 4\/_61—)116]']' \?’/E

3(a3 —e3)
- g, (2

=6au.c.

[5] Calcule a area limitada por f(z) = e pelas retas r =2 e z = 5.

1
\/a:—2’

5

5 5
dx dx
A= =1 =2 lim vz —2| =2v3u.a.

/2\/93—2 o2t . T =2 emar | V3ua

Observacao: Numa integral imprépria com limite superior infinito e cuja funcdo inte-
granda nao é definida no limite inferior, procedemos assim:

Se f é integravel em (a, +00) entao

+oo b
/ f(xz)dx = lim / f(x)dx+ lim f(z) dx,

e—at b—+oo /.

onde a < c; analogamente nos outros casos.
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Exemplos:

m [

oo dx P da b x

— = lim/ ———+ lim / —

9 VT2 —4  e-n2t . /22 —4 botoo J3 /22 —4

3 b

== El_if% arcsec(g) +3 _1) arcsec(g) .
o
=7

[2] Calcule a area da regido limitada pelo gréfico de y = m e o eixo dos .

1

1 3 9

Como / % = 20,7‘6159(\/5)’ entao:

+oo dx

0o Vr(e+1) :€—>0+/ f +1 +b++oo/ \/_$+1)

= lim 2arctg(y/r) + lim 2arctg(vz)
e—0*t . b—+oo 1
—of fm T 4arctg(+/e) + lim darctg(vVb) — T
e—0Tt 4 b—+oo 4

= Tu.a.
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6.11 Exercicios

[1] Calcule as seguintes integrais usando o método de substituic¢ao:

3
a)/ V2z+ 3dx
~1
5 2z
c)/ 2e*® + cos(x) d
0

e?r 4+ sen(x)

¢) /0 ¥ sen() cos(z) da

o) /O ¥ sen(a) In(cos(x)) dx
) [

0 [ 5

m) /O 2 \/;;de

o) /13 (B2 —x1_2i+ it e
N e

)|,

u) /Oa(x—a) V2azx—z%dx;a#0

X

W) /12 sen(ln(x)) d

T o
b) /3 sec? (z) i

tg3(x)

8 sec?(2x)

9 0o V1+tg(2z)

1
e
f
) /0 o dx
= 2
[P0,
0 e g(x)

j) /01 2z —1)'dy

dx

),
n) /01 e” sen(e®) dz

1
p)/ 22 e d
0

Yarcsen(z)
Dy =
8 sen(vr +1)
3 Votl

E] cos(x)
v) /0 6 — 5 sen(z) + sen?(x) do

1 2
X)/ < dz
0 6 +4

dx

t) dz

[2] Calcule as seguintes integrais usando o método de integracao por partes:

1
a) / xe Tdx
0

c) /07r 3% cos(x) dx
e) /24 zin(yz)dz

3 3 ;
— ax
g) /O T3

™

b) /2 e** sen(3 z) dx
0

1
d) / zte % dx
0

1
f)/ arctg(z) dzx
0

h) /2 x cosec? () dx

4

353
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[3] Calcule as seguintes integrais:
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L ge®
i —d
1)/0 (x+1)2 T

4

k) [ In(Vz)dx

1

m) /01(3;2 _1)e” da

u)/1 Vrin(z)dx

Jus

W) /02 cos®(z) dx

a) /7 cos(x) In(sen(x)) dx

e) /07r cos(3z) cos(4x)dz

) | -
8 o Vz2+4x+8
3 2
r+2x
i —_d
l)/2 B 13a2_4"
2 4
1
k)/ %dm
1 33(35 +1)
1 2
m)/ T dx
o (T+1)3
3
2x+3
—d
0)/1 B3z

1 3

T
q)/ ——dz
x2 + 1

s

i) /0g x sec(x) tg(z) dzx
1) 16 cos(ln(x)) dzx
n) ' eV? dx

1

™

D) [ cos(ym) de
r) /01 arcsen(z) dz

V) /2 z arcsen(2z) dz
0

0
x)/ rVr+1ldz
~1

1
b) / x 5% dx
0

jus

d) /03 tg(z) sec(x) dx

1
T
f) / (22 +4)° e

ln(3)
/ et \/9 — et dt
0

. ! z—3
J)/O (x2 +4x+ 3)? de

) /2 sen(z) cos? :E) p
x
5+ cos?(x

dx
n) 2 -
1 4z + 122 -7

3
-4
p)/ (3x r+5 e
2

z—1)(z2+1)
1
r) Ve dz
o T+1
11
) dx

3 V2z+3
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T

) /1 dz ) /4 222 +1

u e \%

o /(1 +22)3 2 (@+1)?%(z+2)
> Ja? — x? m x

[4] Calcule as seguintes derivadas:

< t*+1)3 dt) b) i(/ t sen(t) dt)

dx 0
( oty ) o ([ viea)
T \Jo

2

/ mdt> f) %(/j sen(t2)dt)

(/0 (28 + 2 — 3)dt) h)%</:3\/1t+—t3dt)

[5] Seja f uma funcao continua em [a, b] e suponha que / f(t) dt = x, para todo = € [a, b].

B §|& §~|& &|&

g)

Determine f e a.

[6] A seguinte fungao é utilizada em Engenharia Elétrica:

Si(z) = /0 “ser®) e @ > 0).

t

Determine os pontos extremos e esboce seu grafico.

[7] O nimero p = T / f(x) dx é chamado valor médio da fun¢ao f no intervalo [a, b].
—a

Calcule o valor médio das funcoes nos intervalos indicados:

a) f(xz) = sen?(x); [0,7] b) f(z) =2+ 5cos(x); [—m, 7]
0) /() = In(z);  [1,2] d) fl@)= {755 0,1
) f@) =2 [0.3] D7) =ate’s (0,1

[8] Diga qual das integrais é maior, sem calculé-las:

1 1 2 2
a)/o \/1+x2dx0u/0 rdx b)/1 e“”zda:ou/1 e” dzx.

[9] Seja a > 0 e suponha que f é uma fun¢ao continua no intervalo [—a,a|. Defina g em
[—a, a] por:

@)= [ fydi+ / Cf(etydi

0
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para todo z € [—a,a].
a) Verifique que ¢'(x) = 0, para todo z € [—a,a].

b) Use a parte a) para verificar que g(z) = 0, para todo z € [—a,al.

0 T
c¢) Conclua que: f(t)dt = / f(=t)dt.
—x 0
[10] Calcule as seguintes integrais sem utilizar métodos de integragao:

a) /10 (ms 62+ sen® () ) b /7’ sen(VaT 25+ )

d d
(28 + 2% + 22+ 1)4 v o x4 + cos(x) v

~10
[11] Verifique que para todo n, m € Z:

4 4 0 se n#m
a) / sen(mz) cos(nz)dr =0, b) / sen(mzx) sen(nz)dx =

o - T ose n=m
0 se n#m
T ose n=m
{ sen(z) se <0

1 — cos(x) se >0

c) /w cos(mx) cos(nz)dr = {

—T

[12] Calcule " f(z)dzx, onde f(x) =

—T

az(z)
[13] Seja g(z) = / f(t)dt, onde f: I — R é continua e «; : J — R s@o fungoes
a1 (z)
derivaveis (i = 1, 2); I e J intervalos tais que «;(J) C I. Verifique que:

g'(z) = f(as(2)) as(z) — flai(@)) @ (@).

m2+a: 5
[14] Calcule ¢'(z) se g(x) = / 27" dt.

241

163

1 1
[15] Calcule g’(ﬁ) se g(x) = / . dt.

2
3

[16] Seja f : R — R uma fun¢ao continua. Sabendo que / f(t)dt =4, calcule
-3

/14f(5—2x)da:

x 2
17| Seja f(x) = ‘£ dt. Verifique que f é uma funcao continua impar e que f(x) > x,
o 1+12
para todo x > 0.

[18] Esboce o gréfico de f(z) = / 2te " dt
0

Areas
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Calcule a area sob o gréfico de y = f(z) entre x = a e z = b, esbo¢ando cada regido, se:

M flx)=1-22, z=-1,z=1 2] fx) =23 -2, z=-1,z=1
x— 3
r)=zx"—4x°+3x, x=0,x= x) = , r=-—1, =
3] f 342243 0 2 [4] f 3 1 1
5] f(z) =In(z), z=1,z=e [6] f(z) =cos®*(z), z=0,z=2n7
z) =2z — r=1x= z)=x(x— xr=02=
[7] f(z) =2vz -1, 1, z=10 8] f(z) =z (z-5)?, 0,z=1
)
9] f(z) = , x=0,z=25 [10] f(z) =zvV4z2+1, z=0,2=2
v+ 2
[11] f(x) =|z|, z=-2,2=6 [12] f(x)=(x+1)3+1, z=-2,2=0
[13] f(z) =22 +22, z=-1,2=3 [14] f(x) =2* — 22, z=-1,2=1
Calcule a drea das regioes limitadas pelas seguintes curvas:
[l]y:mz,y:%c-i—g 2]y =—a2%—4,y= -8
Bly=56—-2%, y=x+3 Mz=y*y=2+3,y=-2,y=3
Bly’ =z, y=x 6] y=—2>—1,y=—22—4
Mz=y’+1L,y+x="7 Bly=4—2% y=22-14
Oy =2 y= [10] y = 2?, y = 2*
[]z=y*-2,2=6-y [12] y = z[z|, y = 2°
72
Bly=z+4,y== 4]y —y==z,y—y’ =2
[15]y:sen(a:),y:cos(a:),a::(),a::g
[16] y = cos(x), y=1—cos(z), z =0,z = g
M7 y=22+1,y=a2+1 18]y =22 -,y =sen(nz),z=-1,z=1
19y =22 y=—x+2 20]y=|z|, y=(x+1)2 =7, = —4
[21] y = In(|z|), |y| =3 [22] y = cosh(x), y = senh(x), z = +1
23]y =In(z),z=1,y=4 [24] y = 2* — 222, y = 222

[25] y = cos(z), y = cos®(x), 0 <z <7 [26] y =e®, y=e2*"L =0
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8
2712y (1+9%)? ~2=0,y=0,y=1 28]y =5, y=x,y=8z, >0
x
1—-x
29|y = -3 =z (3— |y=4/—,z=0,z=1,y=0
29y =2 (z ~3), y =7 (3-) B0)y= /1 2 r=00=1y
2 2
[31] y = sen; a:)’ y = seng 7) +sen(2z),0<z <7
[32] y (z?2 +4) = 4(2 — x) e os eixos coordenados
1— 2
[33]y:1+7z2 e o eixo dos z [34] © — \/4y? —y* =0 e o0 eixo dos y
1 1
Ply=-———"--—=,c=1,=2 6|ly=—=,2=0,z=4
[35] y ezt LT [36] v e P00
Bly=e*y=z+1,z=-1 B8]ly=e ", y=vVr+1l,z=1
[B9)y=¢€%y=10% y=e [40) y = -2 +22%2 + 32,y = -5z
[41] 2%y =3, 42+ 3y —13=10 [42] z =y (y—3)%, 2 =0
[43] y = 2% — 322, y = 22 4]z =1—-9y* z=9y?> -1

[45] y =xze @, y=0,2=0,x =c, ondecé a abscissa do ponto de inflexdo da curva

[46] y = a:e_z2, y=0, z=c¢, onde cé o ponto de miaximo da curva

In(x)

[47] y=—2,y =0, x = ¢, onde c é o ponto de mdximo da curva
[48] 22 — 2y +y2=0,22 +9y2 =1 49z =3y, z+y=0 e Tz+3y=24
8
24 =
[50] = VY= 5

Volumes de Revolucao

Determine o volume do sélido de revolugao gerado pela rotacao, em torno do eixo dos z,
da regiao limitada pelas seguintes curvas:

MNy=z+1,z=0,z=2,9y=0 Rly=22+1,z=0,y=0, =2
[3]y::1:2’y::1:3 [4]1/:008(:6),y:sen(m),mzo,x:%
Blz+y=82z=0,y=0 6ly=2*y=1,2=0
[MMzy=12=2,y=3 [8] 22 = 9% e 23 = 92

9]y =cos(2x),0<z<m [10]y =ze®,y=0exz=1

[11] O tridngulo de vértices (0,0), (0,2) e (4,2)
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Determine o volume do sélido de revolucao gerado pela rotagao, em torno do eixo dos v,
da regiao limitada pelas seguintes curvas:

2]y =lIn(z), y=-1,y=2,=0 [13] y = 4 — 22, no primeiro quadrante.
5

[14]x:1+sen(y),x:0,y:i7ﬂ- [15] Y2 =4z, y=0ex =4

1 15 2 2
[16]y=1——F,z=1,y=0ey=— [17] 922 + 1692 = 144.

x4 16
(18] y=224+1,z=0ex =2 [19] y2 =z, z =2y
[2O]y:\/x2+1,x:()ex:2 [21]y=m,$:06$:1

Determine o volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao, em torno a reta indicada,
da regiao limitada pelas seguintes curvas:

[22] 22 +y=2eo0eixodos y;aretax =1[23] y =z areta z =1

24 y=e€", 1<z <2;aretay=1 [25] y =x% y=1;aretay =2
[26) y =+v/z,y=1laretay=1

[27] y = 4 — 22, no primeiro quadrante; a reta x = 2

28] y =2z — 2%, aretay =0 [29] y=4—22%, y=2;aretay =2
30] y =z, y=0ex=09;aretaz =09.

Comprimento de Arco

Calcule os comprimentos de arco da seguintes curvas, entre os pontos indicados:
7 109

M y=5z—2; (-2,—-12) e (2,8) 2] 122y = 42* + 3; (1,5) e (3,5)
3] = — y; - ﬁ = 0; (1—72,1) e (2—1,3) [4] y = In(2); (z,y) tal que V3 <z < V8
Bly=c(@+2) (e 5  [6)af+yi =2}

[7] y = %(av2 +2)%; (z,y) talque 0 <z <1

8] y = [:‘ V't — 1dt, do ponto (4,0) até (9,/49 Vit —1dt)

9] y = [ +v/% + 2dt, do ponto (0,0) até (2, [7 tv/12 + 1 dt)

[10] y = /13; \/t4+t—2—1dt, do ponto (1,0) até (3,/13 \/t4+t—2—1dt)
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[11] y = V23, do ponto (0,0) até (1,1) [12] y = V22, do ponto (0,0) até (1,1)
4 1 92

[13]y=%+@,de:czlatéx:3 [14]y:§x%—g,dem:13téx:4

[15] y = In(sen(z)), de x = g até x = g [16] y = In(sec(x)), de z =0 até z = g

T
4
9] y=2yzdex=1az=2 [20] y = arcsen(e”*) dex =0ax = 1.

1
17y = (1 —2%)%, de & = 3 até x =1 [18] y = In(cos(z)) dex =0az =

Logaritmo

z—1
[1] Verifique que: In(z) = /0 ucfll

[2] Verifique que: In(z) = L(z) + R(z), onde L(z) = (x — 1) — % (x—1)%+ % (x—1)3e

r—1 ’U,3
R(z) = / du.
o u-+1

(z — 1)*. (R(z) do exercicio [2]).

>~ =

B]Sex>1e0<u<z—1, mostre que: R(z) <

[4] Usando os exercicios anteriores conclua que:

1
In(xz) ~ L(z) com E(z) = |In(z) — L(z)| < 1 (z — 1)*. Equivalentemente, L(z) aproxima
1
In(z) superiormente, com erro E(x) nao superior a 1 (z — 1)

[5] Calcule aproximadamente In(1.2) e E(1.2).

1 5
[6] Repita os exercicios [2], [3], [4]e [5] escrevendo: i 1—u4u?—ud4+ut— qu_ T

[7] Verifique que: In(z) < z — 1. Quando vale a igualdade?

[8] Verifique que 11 <lIn(zx+1) < z, para todo z > 1.
x

Trabalho

[1] Uma particula move-se ao longo do eixo dos z do ponto a até o ponto b sob a agao de
uma for¢a f(z), dada. Determine o trabalho realizado, sendo:

a) f(x)=2*+222+6x—1;a=1,b=2
b) f(x)=8+2x—2%a=0,b=3

T
c) f(l’):m;a

d) f(z) = (23 +222+1) (322 +4);a=0,b=1

=1,b=2

e) f(zr) =x?sen(z);a=0,b=
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f) f(x) = sen(z) + cos(z);a=0,b=m7
g) f(x)=e ®sen(z);a=0,b=507

[2] Uma bola de ferro é atraida por um ima com uma forga de 12272 N quando a bola
estd a x metros do ima. Qual o trabalho realizado para empurra-la no sentido contrario
ao do ima, do ponto onde x = 2 ao ponto onde x = 67

[3] Uma particula estd localizada a uma distdncia de z metros da origem. Uma forca
de (z? + 2x) N ¢é aplicada sobre a particula. Qual é o trabalho realizado para mover a
particula de x = 1 até z = 37

[4] Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo dos z atua uma forga cuja componente

2
na dire¢ao do deslocamento é f(z) = — . Calcule o trabalho realizado pela for¢a quando
x

a particula se desloca de x =1 até x = 2.

[5] Uma mola tem comprimento de 25 cm e uma forca de 54 N a estica 1.5cm. Qual é o
trabalho realizado para esticar a mola de 25¢m a 45 em?

[6] Um ima atrai uma bola de ferro com uma forca de f(r) = — N quando a bola estd a
x

2 metros do ima. Calcule o trabalho realizado para empurra-la no sentido contrario ao do
ima de um ponto onde z = 3 a um ponto onde x = 5.

[7] Uma mola suportando um carro tem comprimento de 38 cm e uma forga de 36000 N a
comprime 1.5 cm. Calcule o trabalho realizado para comprimi-la de 38 cm a 12 cm.

[8] Duas cargas elétricas e; = 100 e e; = 200 se encontram no eixo dos z, respectivamente
nos pontos o = 0 e ;1 = 1 em. Calcule o trabalho realizado para mover a segunda carga
até o ponto o = 10 cm.

Sugestao: Use a segunda lei de Coulomb.

[9] Quando um gas se expande mum pistao cilindrico de raio r, em qualquer instante de
tempo a pressao é funcao do volume P = P(V). A forga exercida pelo gds sobre o pistao
é o produto da pressao pela 4rea do pistao F = wr2 P.

Verifique que o trabalho realizado pelo gas quando o volume se expande de V; a V é:

Va
W = PdV.
i
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[10] Centro de massa: Intuitivamente o centro de massa P de uma lamina fina é o ponto
da lamina onde, se a levantamos a partir de P paralelamente a um plano horizontal ela
permanece paralela (em equilibrio) em relagao ao plano onde foi levantada.

Considere uma lamina no plano dada por R = {(z,y) e R?/a <z <b, f(z) <y <g(z)},
onde f e g sdo fungdes continuas em |a, b, com densidade uniforme. Pesquise na bibliografia
para verificar que o centro de massa da lamina, chamado de centrdide de R, é o ponto (T, %)
tal que:

b b
1= [ 2U@-g@)de =5y [ (Pe)-sw@)d

onde A é a édrea de R.
Determine o centréide da lamina R, determinada por:

a)y=um,y=mx’ b)y=3z+5,y=0,z=—-1lex=2
T
c)y:cos(2$),y:0e$::lzz

Integrais Improéprias

[1] Calcule as seguintes integrais imprdprias, caso sejam convergentes:
+oo d +oo d
a) / ’ b) / b
1 TVE 3 T2+9
+o0 d +oo
c) / 7 d) / ze ™ dy
0 (z+1)(z+2) 0

+oo 2 Foo dil?
o ¢ _dz
e) /_Oo o] dy )/2 e
“+oco 0 2
g)/ Lh(x)dm h)/ x5~ dz
0

1 + senh(x) o
0 “+oco
i) / x cosh(zx) dx i) / () dz
—o00 1 x
+o00 dr +oo
k 1 -t
) /_Oo o ) /0 sen(tm)e " dt

! dx Too g
m)/_m(zx—3)2 n)/_oo 21
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) /+oo dr ) /+oo dr
0 - [
o T2+27+5 P Pta
+o00 +o00 T
e *sen(z)dx r ——— dzx
@ [ (@) AR
+o0 3 +o0
) / S ) / _dr
o 14z 2 xlnd(x)
+oo 0 dr
d o
u) /0 x sen(z) dx V) /_Oo o
) oo dg ) /+°° dx
w y— X -
1 Va2 2 zin?(z)
[2] Calcule a area das regioes determinadas por:
a) y=(e®+e®)"1 b)) y=z 2 y=e2 e z>1
1
¢) Y=o e o eixo dos .

[3] Calcule as seguintes integrais impréprias, caso sejam convergentes:

4 dx cos( :Us

) )y Ve

C)/o Vi
! dx
" /W
g /_Wl—ccl:ovs(a:)
)|, o7
' 4

I
I
0/
D [, v
e
A= [
) [ s
[,
J
t)/o”
[

2:10—1:2

—.CL'2

—1

x—a:2 3

o e

1 2
3z +2
o) ——dx
) 0o Va2

/\/ﬁd:ﬂ
0 [ 0

(x
—2 zVzs—-1
2 dx
1 T+4/ln(x)

2
"1 1
~sen(>)d
= sen(x) x

x {/In(x)

363
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[4] Determine o valor de s tal que as seguintes integrais impréprias sejam convergentes:

+o0 +oo
a) / e St dt b) / e ' sen(t) dt
0 0
+o0 Foo
c) / e~ st et dt d) / t2e st dt
0 0

+oo
) / e~ % cosh(t) dt
0
dz

f
&) / S Y [ ey

+oo
(5] Seja I'(z) = / t*"Le~tdt, z > 0; esta funcdo é chamada funcio gama. Verifique:
0
a) M'(z+1)=2T(x), z > 0.

b)SeneN, T'(n+1) =n!
ax se |z| <3

6] Sej =
R ORI
dade de probabilidade.

2
. Determine a de modo que f seja funcao de densi-

[7] Determine k para que f(t) = e**! seja funcio de densidade de probabilidade.
oo, n!
erifique que e x r=—;ne&N
[8] Verifi / 7 g2ntlqg 5 N
0
e f é funcao de densidade de probabilidade, defina a probabilidade de um nimero x
9] Se f é funcao de densidade d babilidade, defi babilidade d ]

ser maior que a, ser menor que a.

[10] Numa fabrica de circuitos impressos, a vida 1til desses circuitos tem uma distribuicao
descrita pela densidade de probabilidade f(z) = 0.002e7%992% g¢ 1 > 0, onde = é medido
em horas.

a) Qual é a probabilidade dos circuitos funcionarem em menos de 600 horas?

b) Qual é a probabilidade dos circuitos continuarem funcionando apés 600 horas?
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CAPITULO VII

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Agradecemos ao Professor Silvio Pinha Gomes do Departameneto de Andlise do IME-
UERJ, por ceder, gentilmente estes exercicios.

7.1 LIMITES

[1] Ache o valor da constante a € R para que exista

. V1+z—(1+ax)
lim

z—0 .732

e calcule o limite.

Solucgao : Primeiramente racionalizemos a expressao:

Vitz—(1+az) VVi+z—-(1+az) Vi+z+(1+ax)
72 B z2 Vi+tz+(1+ax)
1+ z—-(1+ax)?
22 (VT+z+(1+an)
1-2a—a’zx
e Tre+(1+an)
1—-2a a?

T o(VIta+(taz) Vitz+(1+az)

Logo, a condigao necessaria para que o limite exista é que a primeira parcela seja nula,
isto é, a = 5; entao:

Vi+tz—(1+ax) -1 1

li = 1i ——.
250 2 wl—%él(\/l—i—x-l—(l—i-ax)) 8
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[2] Calcule:

sen(z)

. Sen(l‘) z—sen(x)
lim .
z—0

xz

Solucao : Primeiramente reescrevamos o expoente da expressao:

sen(x)
sen(z) z
x — sen(x) - sen(x)

Fazendo t =1 — sen(z)

, temos que 1 — ¢t = sen(z)

T
z — 0, entaot — 0 e:

. Por outro lado observamos que se
x
sen(z)  1-t 1 .
x — sen(x) t t
Logo:
()]
lim [w] = lim(1— )i = lim(1— )% (1—¢)"t=e"L,
z—0 T t—0 t—0

[3] Calcule:

lim [tg(z)] tg (%)

s
Tz

Solugao : Primeiramente reescrevamos o expoente da expressao. Fazendo t = 1 —tg?(x),
temos que tg(x) =1 —te

_ 2tg(x)  2V1—t
W =T e T

m ~
Por outro lado observamos que se £ — —, entao t — 0 e:

lim [tg(z)] to(2%)

i
$—)Z

M)

S =
|
o~

= lim [v1 —¢]

20/t . N -t _
=t 0-0f] =

[4] Determine as constantes k, b € R tais que
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) $1000+1
LY [’““Z’_W =0

Solucao : Primeiramente reescrevamos a expressao:

21000 4 1 _km1000+kx—|—bx999+b—x1000—1
kx+b— 2999 1 | 2999 1 1
_ zt00 (k- )+ba:999+ka:+b—1
- 2999 1 1

Sabemos que se P = P(z) e Q = Q(z) sao polindémios tais que grau(Q) > grau(P), entdo

lim P(z) =0. Logo, k—1=0eb=0,0ousejak=1eb=0.
a:—)—l—ooQ(:E)

[5] Calcule:

lim {\/z++\/z+ vz — .
T—+00

Solucgao : Primeiramente racionalizemos a expressao:

\/ x_\f_[\/x_l_ 3;4_\/5_\/5} [\/ﬁ-ﬂ/ﬂ

\/:v+m+\/5
z+\r+Vr—x vV

:\/ +\/3T+\F Ve +VE +\F

Logo:

1
1+ 4/=
, x
lim +1/r+Vr— /= lim =

T—+00
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[6] Determine a fungao definida por:

$n+2

lim —— .
n——+oo 4/92n + r2n

Solugao : Observe que, se z = 0, entao f(0) = 0; se x = 2 temos:

fz) =

x> 0.

2n+2 49n
f(2)= lim ————— = i =22

n—+oo 4/92n + 22n n—l>I—1I—100 \/5271 -

Se 0 < x < 2, temos:

$n+2
n+2
lim —— = lim ——2" =y,
n——+oc /92 ’n_|_;1; n n—-+oo (3])2”
1+ {3

logo f(xz) =0se 0 < x < 2. Agora estudemos o caso z > 2:

$n+2
) xn+2 ) = ) x2 )
nll)I-iI-loo \/W o HEI—’I’}OO 2 2TL o HEI‘POO 2 2'"/ -
14+ (- 1+ -
T T
Entao:
0 se 0<xr<2
flz)y=14 2v2 se =2
x? se > 2
[7] Calcule:
ot g2 L +22+x—n
lim
x—1 r—1
Solucao : Dividindo os polindmios:
R A A +z2+x—n=(z—1)P,(),

onde P,(r) =z 1+ 22" 24+32z" 3+ ...+ (n—2)z?+ (n— 1)z + n. Logo:

= lim P,(z) = P,(1).

z—1 x—1 z—1
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Por outro lado, P,(1) =1+2+3+...... +(n—2)+(n—1)+n:w.
[8] Calcule:
;i_I)I(l) (cos(z) — [[sen(z)]]), —g <z< g
Solugéo : Seja f(x) = cos(x) — [[sen(x)]].
Se —g <z <0, entdo —1 < sen(z) < 0 e [[sen(z)]] = —1, logo f(x) = cos(x) + 1.

Se0<z< g entdo 0 < sen(z) < 1 e [[sen(x)]] =0, logo f(z) = cos(z).

Sez = g, entao [[sen(g)]] =1le f(g) = —1. Logo
s
cos(z)+1 se -3 <z<0
f(x) =< cos(z) se 0 <z< g
. s
— se r = —.
2
Entao
li = li =1
pg ) = g coste) =1,
lim f(z) = lim cos(z)+1=2.
z—0~ z—0~

Consequentemente, lim (cos(z) — [[sen(z)]]) ndo existe.
z—0
[9] Calcule:

sen(a: + %’r)

wl—?% cotg®(x) — 3 cotg(x)

Solucao : Primeiramente reescrevamos o numerador:

sen(z + 5%) = sen(z) cos(%r) + sen(%r) cos(x)

= % [cos(z) — V3 sen(z)]

— 86712(33) [cotg(z) — V3],
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pois sen(z) # 0, entdo:

sen(z + 2F) B sen(z)(cotg(z) — V/3)

cotg? () = 3cotg(z)  2cotg(a) (cotg(x) — V3) (cotg(x) + v3)

B sen(z)
 2cotg(z) (cotg(z) + v/3)

Logo:

sen(z + 5I) . sen(z)
im 3 = lim
2—0 cotg®(z) — 3cot(z) =02 cotg(x) (cotg(x) + V/3)
1
24
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7.2 CONTINUIDADE

Analise a continuidade das seguintes fungoes:

W@ ={ o 70

3 se x = 0.

Solucgao : Claramente, o problema é determinar se f é continua em 0. Reescrevamos a
funcao:

— sex <0
z
flx) = 3 sex =0
sen(s) se z > 0.
x
Logo,
lm f(z) = — lim @) _
z—0~ z—0t xr
) . sen(x)
| =1 =1.
L, f@) = i =

Entao f nao é continua em 0. Grafico de f:

2l/z _q

2] f(z) = 21/ 1

Solucgao : Reescrevamos a funcgao:
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Ve 1 (2Yr41) -2 2
J@) =51~ aimr1 T aesd
.1 o1
Sabendo que lim — = —-o0c e lim — = 400, temos:
z—0— T z—0t+ T
lim f(z) = lim [1-— L} = -1,
rz—0— rz—0— 21/$ —+ 1
2
li =1 1—-———| =1.
Jim, S(@) = Jim 1= 5 )
Entao, f nao é continua em 0. Grafico:
1
0.5
-0.5

In (1 + emt)
im ——— 2
t—+oo In (1 + et)

8] fz) =

Solucao :

Se < 0, entdo, lim e =0e lim (1+ e') = +4o0. Logo,
t—+o0 t——+oo

In (1 + ewt)
im ————2 =
t—+oo In (1 + et)

Se z > 0, entao:

In(1+e") = (e"(1+ %)) =1In(e”) +In (1 + %) =zt+In(1+ %)

1 1 1
1n(1+6t)=1n(et(1+g)) zln(et)—l—ln(l—l—g) :t+ln(1+e—t).
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Logo:

1

ln(l-i—Tt)

e

m(l+et) ot —— 5

AR () T T, =7
n( +e) 1n(1+_t)
1+ =

2
Se x =0, entao lim

——— = 0. Reescrevendo a funcao:
t—+oo In (1 + et)

0sex<0

z, se x > 0.

)= {

Entao, f é continua em R. Gréfico de f:

Determine as constantes tais que as seguintes funcoes sejam continuas:

mx+ 3 sexr < —3
1] f(z) = cos(%) se —3<xz<3
nxr—+3 se r > 3.

Solugao :

Se z = —3, entdo f(—3) = cos(—n) = —1. Por outro lado:

m_l)lgi f(z) = $1_1)II_13 (mz+3)=-3m+3,
. . T
lim f(z)= ml_l)rggcos(?) = —1.

rz——371
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Como os limites devem ser iguais, temos que —3m + 3 = —1, isto é, m = 3"

Se z = 3, entao f(3) = cos(m) = —1. Por outro lado:

T
li = li —)=-1
lim f(e) = lim cos(—-) :
351_1)1:1))5r f(z) = 511_1)111)’ (nz+3)=3n+3.
Como os limites devem ser iguais, temos que 3n + 3 = —1, isto é, n = —3 Logo
4z
?4—3 se x < —3
flz) = cos(%) se —3<x<3
4
__x+3 se z > 3.
3
Grafico de f:
11z — 22
sen(112 ) se x < 2
3z —6
2] f(z) = m se r =2
23+ 52— 322+ 36
232244 se x > 2.

Solucgao : Primeiramente fatoremos os polinémios:

2 +522-322+36  (r—2)?(z+9)
23 —32%2+4 C(z—-2)2(z+ 1)
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sen(1lz —22) _ sen(11(z —2))

Y = 3w —2) , fazendo t = z — 2, temos que z — 27,

Por outro lado:

entaot — 07, e:

sen(1lw —22) sen(11 (z — 2)) B sen(11¢) 11 [sen(11t)
3z —6 3(z—2) 3t 3 [ ]

- 11¢
Se z = 2, entdo f(2) = m. Logo:

11 (z — 2 11
lim f(z)= lim sen(l(e=2)) 1
T2~ T2~ 3 (.’II — 2) t—0- 3

3

sen(ll t) 1
11¢

x3+5x2—32x+36_ I a:+9_11

) . _ _
Jim fle) =l — e Jm 13

11
Entao, m = 3 e:

r sen(1lx — 22)

376 sexr <2
11
f(z) =< 5 se x =2
23+ 522 322+ 36 x> 9
x> 2.
\ z3 —3z%2+4
Gréfico de f:
?VA VAV/\V 2 3 4 5 6
sen(z) _ q
S sex <0
x
(3] f(x) =< mcos(mrx)+n se 0 <z <3
23 +112% — 932 + 153
se x > 3.

3 —4x2 -3+ 18
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Solucgao : Primeiramente fatoremos os polinomios:

?+112% = 9324153 (z—3)? (z+17)
23— 422 -32+18  (z—-3)2(z+2)

Se =0, entdo f(0) =m+n, e:

sen(z) _ 1 sen(z) _ 1
lim f(r)= lim T lim [e } [sen(a:)] =1,
z—0- z—0- T z—0- | sen(x) x
li =1 =
lim, f(z) Jim, (mcos(mz) +n) =m+n,
logo, m +n = 1.
Se z = 3, entdo f(3) = —m+mn, e:
lim f(z)= lim (mcos(rz)+n)=—m-+n,
r—3~ x—3~
. . (=32 (xz+17) . x+17
A ) = e S 2 i are b
logo, —m + n = 4. Entao, temos o sistema:
{ m+n =1
-m+n =4,
. 3 5
que tem solugoes m = —— en = —.
2 2
( esen(a:) -1
_ sex <0
x
3 9
ﬂ®:<—~g%ﬂﬁ+§ se 0<z<3
23+ 1122 — 932 + 153 >3
x .
\ 23 —422-3x+18

Grafico de f:
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e

T+ (m? — 4)
sex <0
m — arctg(11 )
4] f(z)=< m-1 sex =0
sen(n o) se x > 0.

In(1 + 100 z)

Solucao :
Se z = 0, entdo f(0) = m — 1. Logo, necessdriamente devemos ter que:
m? —4

lim f(z) = = f(O) =m -1,

z—0— m

isto é, m = 4. Por outro lado:

. L sen(n x) nx
wlif{)lJr J(@) = mlfgh [ n } [ln(l + 100 x)]

-n lim |—F
~ " a0+ |In(1 + 100 2)

1
=n lim [ - ]
z—0% [In(1+4 1002)=

Como:

lim In(1+1002)> =In ( lim (1+100 aj)%) = In(e'?) = 100.

z—0t z—0t

Logo, ml_i)rg1+ flx) = %; como zli)r(r)1+ f(z) = £(0), temos que n = 300 e:

377
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Grafico de f:
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x4+ 12

<0
4 —arctg(11 z) e
flx)=¢ 3 sex =0
300
sen(300) se z > 0.

In(1 + 100 z)
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7.3 DERIVADAS

[1] Seja f(x) = a + bcos(2z) + ccos(4x), onde a, b, c € R. Sabendo que f(g) =1,

f(0) = £(0) = f"(0) = f®(0) = 0 e que f pode ser escrita na forma f(z) = sen™(z),
n € N, determine a, b, c e n.

Solugao : Primeiramente note que f(0) =a+b+c¢, f/(0)=b+4ce f(g) =a—b+c;

logo, obtemos o sistema:

at+b+c =0
a—b+c =1
b+4c =0,
SIS SRR S S
cuja solugio é a = ¢, b= —5 e c = ¢; entao
3 cos(2z)  cos(4x)

3 cos(2z) cos(4x)
f@ =55 +*7%
1 cos(2z) | cos®(2z)
T4 2 4
= sen’*(x)
Entéoa:§,b:—1,c:1en:4
8 8

r—1

[2] Determine a equagao da reta tangente e da reta normal & curva y = arcsen( ) no

ponto onde a curva intersecta o eixo dos x.

Solugao : Determinemos a intersecao da curva com o eixo dos z. Se y = 0, temos:

xr—1
2

xr—1
=0 < =1.
5 T

arcsen( ) =0 <
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Logo, o tunico ponto de interse¢ao é (1,0). Por outro lado, o coeficiente angular da reta
tangente e da reta normal a curva sao, respectivamente:

, 1 1
mi = = —
=Y V3+2z — 2?2 2
1
my=——=—V3+2zx—-22 = my(l)=-2.

Y

= m1(1) =

Logo, a equagao da reta tangente e da reta normal sao, respectivamente:

1
:5(:6—1) = z—2y=1

y=-2(x-1) = 2zx4+y=2.

[3] Determine a equagdo da reta normal & curva y = zln(z), que é paralela a reta 2x —
2y+3=0.

Solucao : Primeiramente, calculemos os coeficientes angulares que precisamos.

O coeficiente angular da reta 2z —2y+3=0¢é m; = 1.

O coeficiente angular da reta normal a curva é:

1 1
mg=——=———+.
? y' 1+ In(x)

Como as retas sao paralelas, temos que mq, = mao, isto é:

1
I In(z)=-2 = zo=e %
15 ina) = In(x) Tog =€ °;

logo, temos que yo = e~ 2In(e~?) = —2e~2. A equacao da reta normal & curva que passa

pelo ponto (e72, —2e72) é:

2

y+2e_2:a:—e_ = y—x:—3e_2.
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0. 25 0.5 0.75 1.25 1.5

A\

[4] Determine os pardmetros a, b e ¢ € R tais que a pardbola y = az? + bx + ¢ tangencie
a reta y = x no ponto de abscissa 1 e passe pelo ponto (—1,0).

Solucao :

Como o ponto (—1,0) deve pertencer a pardbola, substituindo na equagao, temos que:

(1) a—b+c=0.

Como a pardbola deve tangenciar a reta y = x no ponto de abscissa 1, temos que se y = 1,
entdo z = 1. Isto é, o ponto (1,1) é comum a reta e a parabola; substituindo na equacao,
temos que:

(2) a+b+c=1.

O coeficiente angular da reta é m; = 1 e o coeficiente angular da reta tangente a pardabola
éme =19y =2ax+0b,logo my(1) =2a+b. Como m; = msy:

(3) 2a+b=1.

Logo, de (1), (2) e (3) temos o sitema:

a—b+c =0
a+b+c =1
2a+b =1,

cuja solucao é: a=c=-e b=

1
5"

NN
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i

‘ 1

[5] A forma de uma colina numa area de preservagdo ambiental, pode ser descrita pela
equacio y = —z2 + 172 — 66, sendo 6 < 2 < 11. Um cacador, munido de um rifle estd
localizado no ponto (2,0). A partir de que ponto da colina, a fauna estard 100% segura?

Solugao : Denotemos por Py = (zg,yo) 0 ponto além do qual a fauna nao pode ser vista
pelo cagador, situado no ponto (2,0). A fauna estard a salvo, além do ponto Py onde a
reta que liga (2,0) & colina seja tangente & mesma.

Observe que y' = —2x + 17 é o coeficiente angular de qualquer reta tangente & pardbola;
logo, no ponto Py, temos ¥’ = —21x¢ + 17 e a equacdo da reta tangente é:

Y —Yo=(—2x0 +17) (z — 0).
Como a reta passa por (2,0), temos:
(1) —yo=(=2x0+17) (2 — z0).

O ponto Py também pertence a pardbola; entao:
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(2) yo=—x3+ 17z¢ — 66.

Igualando (1) e (2):

3 —4z0—-32=(20—8) (o+4)=0 = 20=8 e yo=6.
Entao Py = (8,6) e a fauna estard a salvo a partir de z > 8.

[6] A reta tangente & curva y = —z* + 222 + x no ponto (1,2) é também tangente & curva
em um outro ponto. Ache este ponto.

Solucgdo : O coeficiente angular da reta tangente & curva é ¢y = —4 3 + 4z + 1, como

(1,2) é um ponto comum a reta e a curva, temos y'(1) = 1. A equagao da reta tangente
que passa pelo ponto (1,2) é:

y=x+ 1.

Para determinar os pontos comuns a curva e a reta tangente, resolvemos o sistema:

{y =—z*4+2224+2
y =z+1,

obtendo z* — 222 +1 = (22 —1)2 = 0 e x = 1. O ponto procurado é (—1,0).

[7] O ponto P = (6,9) pertence & parabola x> = 4y. Determine todos os pontos @ da
pardbola tais que a normal em () passe por P

2
~ el s p p a .
Solugao : Um ponto arbitrario da parabola é Q = (a, Z) e o coeficiente angular da reta

normal & curva é:
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1 2
m1=——/:——.
Yy xr

A equacgao da reta normal & curva no ponto @ é:

9— —=-"(6-a) = a*-28a—-48=(a—6)(a+2)(a+4)=0.

Os pontos procurados sdo Q1 = (—4,4), Q2 = (—2,1) e Q3 = (6,9).

[8] Nos pontos de intersegiao da reta x —y +1 = 0 com a curva y = 2 — 4z + 5, tragam-se
as normais a curva. Calcule a 4rea do tridngulo formado pelas normais e pela corda que
subtende os referidos pontos de intersecao.

Solugao :

Determinemos os pontos de interseccao da reta z —y + 1 = 0 e da curva:
{ y =22 —4x+5

y =x+ 1.

Obtemos 72 —5x+4 = (z —1)(x —4) = 0; entao z = 1 e z = 4; logo temos os pontos
P1:(1,2)6P2:(4,5).

Por outro lado, os coeficientes angulares das normais sao dados por:
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1 1
m(l) = 5 © m(4) = ~7 As equagoes das normais em P; e P, sdo0 respectivamente:
2y —xz =3,
4y + z = 24.

Resolvamos o seguinte sistema para achar os pontos de interseccao das retas normais:

{2y =x+3
4y = —x+ 24

9 9
obtemos y = — e x = 6. Seja P3 = (6, 5) A drea do triangulo de vértices Py, Py e P3 é

D]

dada por A = TR onde:

[9] Esboce o grafico da curva y? = 2% (z + 3).

Solucgao : Primeiramente observamos que se mudamos y por —y, a equacao da curvas nao
muda; logo a curva é simétrica em relacao ao eixo dos x.

Por outro lado, y = f(x) = +z+/x + 3, logo Dom(f) = [-3,4+0). Se x = —3, entdo y = 0
ese y =0, entdo £ = 0 ou x = —3. A curva intersecta os eixos coordenados nos pontos

(0,0) e (—3,0).

Determinemos os pontos criticos, derivando y = f(x) e igualando a zero:

3(z+2)
=L =0 = z=-2
Y 2vx+ 3
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Note que y'(—3) ndo existe e f é continua em x = —3; como Dom(f) = [-3,+00), no
ponto x = —3 a reta tangente a curva é vertical.
Determinemos os pontos extremos, estudando o sinal de ¥’ ao redor do ponto x = —2:

Yy >0 & z>-2
Y <0 & <=2

logo, z = —2 é ponto de minimo local e y = —2. A curva nao possui pontos de inflexao ou
assintotas.

[10] Dada uma circunferéncia de raio 7, determine uma corda tal que a soma do compri-
mento desta corda e de sua distancia ao centro da circunferéncia seja maxima.

Solucao :

Com as notacoes do desenho, z2 +y? = r2; entao y = V72 — z2. O comprimento da corda
é C =2y; logo C =2+r?2 — z2. Logo, a fun¢do que devemos maximizar é:

f@)=z+2r2— 22
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Derivando e igualando a zero:

2x T
"N=1- ——— =0 < 2z=Vr2—-22 & bHz’=r?2 & g=—.
f() /7'2—.’1;'2 \/5

Derivando novamente:

272

f”(a:) - = = f”(

(r2 — 2:2)3/2

ﬁ) 4r

T T

— é ponto de méximo e f(—=) = /5.

v v

[11] Determine o cilindro circular reto de volume méaximo que pode ser inscrito num cone
circular reto.

Solugao : Secao bidimensional do problema:

Logo,

A

B E C

Com as notagoes do desenho, sejam r e h o raio e a altura do cone, respectivamente; x e
y o raio a altura do cilindro. Por outro lado, 0o AABC é semelhante ao ADFEC'; temos:

AB_FC_ h_ s h
DE EC y r—z r

O volume do cilindro é V = 7 22 y; logo, de (1) temos que a fungao a maximizar é:

V(z) = WTh (raz? — z3).

Derivando e igualando a zero:

V'(a:):WTh(2r—3$):U:0 = z=0 ou $:23—T.
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: e 2r :
como x # 0, o inico ponto critico é x = 5 Estudemos o sinal de 2r — 3 z:

2
2r—3z>0 < O<x<§

2
2r—3z<0 & x> ?T

~ 2r . . . P
Entao x = — é ponto de maximo. Logo, o cilindro de volume méximo inscrito num cone

tem raio da base igual a 2/3 do raio da base do cone e altura igual a 1/3 da altura do cone.

[12] Determine o trapézio de perimetro maximo que pode ser inscrito num semi-circulo de
raio r.

Solucao :

A 2r B

O triangulo ADB é retangulo pois é inscrito num semi-circulo; note que y = 2r — 2n.
Sabemos que num triangulo retangulo, cada cateto é a média geométrica entre a hipotenusa
e sua projecao sobre a hipotenusa; logo:

2 2
z T
?=2rn = n="— e y=2r—-2n=2r—"—.
2r r

Entao, o perimetro P, é:

z? x2
Plzx)=2z+2r— —+2r = Plx)=4r+2z——.
7 r

Derivando e igualando a zero:
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Derivando novamente:
1) 2 175
P'(z)=— = P'(r)<O.
7

Logo, P = 5r. O trapézio de perimetro maximo que pode ser inscrito num semi-circulo de
raio r tem base maior igual a 2 r, base menor igual a r e lados nao paralelos iguais a 7.



390 MAURICIO A. VILCHES - MARIA L. CORREA

7.4 INTEGRAIS

In (tg(z))

sen(z) cos(x) d.

[1] Calcule I = /

Solucgao : Fazendo :

sec?(x) B dz
tg(z) de = du= sen(x) cos(x)’

u=In(tg(z)) = du=

Entao:

sen(x) cos(x)
1+ sen*(x)

[2] Calcule I = /

Solugao : Fazendo :

t=sen(z) = dt=cos(z)dr.

Entao:

I :/ t &t :/ t = arctg(t?) e arctg(sen?(z)) e
1+t 14 (£2) 2 2

xr

[3] Calcule I = / dx.
\/1+x2 + /(14 22)3

Solucdo : Note que 1+z%+/(1 + 22)? = 1+22+(1+2?) V1 + 22 = (1+2?) (1+V1 + z2),

entao;

Vi+a2+ /05228 = Vit a2\/1+ V1522

Agora, fazendo:

T
u=1+v14+22 = du=-—=dux;
V14 z?
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logo,

du

NG

I=

[4] Calcule I = /a:arctg(x) In(z® + 1) dz.

Solucao : Integramos por partes:

u=In(z*+1)

= du=

391

2vVu+c=2y1++vV1+22+c.

2x

1+ z2 dx

dv=zarctg(z)der = wv= /a: arctg(z) dzx.

Denotemos por I = / x arctg(x) dz. Para achar v, novamente integramos por partes:

dx
u = arctg(z) u=q g
2
dv=zxdr = wv= %
Logo:
r2arctg(z) 1 x?
L ==—27__ [ - _(d
! 2 2 /1+x2 v
_ sarcglz) 1 / L A
2 2 1+ 22
z? arctg(z 1
= f() ~ 3 [z — arctg(z)]
_ (z*+1)arctg(z) =
2 2
2
Voltando a I: vdu = 3723—:}— : [(#? + 1) arcty(w) — z] = warctg(z) — a:f—l— 1 ¢

/v du =1, + arctg(z) — x,
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Entao:

I=

g

U—/vdu

1
D) [(1 +2?) arctg(x) — 35} [ln(m2 +1) — 1] —arctg(z) + x + c.
T zsen(x)
(5] Calcule I = —
o 1+ cos?(z)
Solucao : Fazendo © = w — t, logo dz = —dt, se x = 0, entao t = 7 e se x = m, entao

t = 0. Por ouro lado:

rsen(x)  (m—t)sen(r—t) (m—t) sen(t)

1+cos2(x)  1+cos®(m—t)  1+cos2(t)

Logo:

I:_/WOMC#:/O7r Wsen(t))dt_l N 21:/: m sen(z)

1 + cos?(t) 1+ cos?(t 1 + cos?(x)

Pois a integral definida nao depnde da varidvel de integragao. Fazendo u = cos(z), entao
du = —sen(z) dz e:

2

-1 1
du du s
21 = —71"/1 ]_—|—u2 =T /;lm :W[arctg(l)—a?“ctg(—l)] = 7

2
™

L I=—.
0go 1

[6] Verifique se:

1 2n (1) 2
/(1—x2)”da::m,n€N.
0 (2n+1)!

Solugao : Fazendo z = sen(t), dx = cos(t) dt; se x = 0, entdo t = 0 e se x = 1, entdo
t= g Por outro lado, (1 — 22)"dz = (1 — sen?(t))" cos(t) dt = cos®*+1(t) dt, entdo:

1 /2
I, = / (1 -2} dr = / cos®™T1(t) dt;
0 0



CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 393

integrando por partes:

2n (¢ HI7E o 2 /2 P m/2
In:cos (t) sen(t) n / cos®™ () dt = n / cos®™1(t) dt,
2n+1 0 2n+1 J, 2n+1 J,
2” 7I'/2
istoéIn:mIn_l,como 10:/0 cos(t) dt = 1, logo:

L_2p _2_1x2

730737 1x3

I—4I—1X2X4

27 51 T 1x3x5

I_61_1><2><4><6

BT 7T T Ix3x5x7

I 81_1><2><4><6><8

T 9 T Ix3x5xTx9

. 1Ix2x4x6x...x(2n—-2)x2n
" Ix3x5xTx...x(2n—1)x (2n+1)

(1).

IXx2x4x6x...x(2n—2)%x2n
IXx2Xx4xX6x%x...X(2n—2)%x2n

Multipliquemos (1) por , entao:

(1x2)(2x2)(2x3)(2x4)...x2(n—1) x2n)"
I1x2x3x4x5x...x(2n—-2)x2n(2n+1)
227" (1x2x3x4x5x...x(n—1)xn)
(2n+1)!

I, =

221 (n1)?
(2n+ 1)1

7| Determine a area da regiao limitada pelas curvas 2?2 =2 py e x2 Yy = p2 p — 1), onde
g
p€eN

Solucgao : Se mudamos x por —z, as equagoes nao mudam, logo as curvas sao simétricas
em relacao ao eixo dos y.

Determinemos os intersecoes das curvas com os eixos coordenados. Se x = 0, entao y = 0
e p?(p—1y) =0;sey =0, entdo x = 0; logo nos pontos (0,0) e (0,p) sdo os pontos de
intersegao das curvas com os eixos coordenados.
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2 3

x
Escrevendo y = 25 ey = P

———, determinamos a intersecao das curvas, resolvendo o
P .',132 +p2

sistema:

_.Z'

Yy _2p
y __r
x2+p27

donde, z* +p? 22 —2p* = 0; fazendo v = 22 temos u2 +p? u—2p* = 0 e © = +p. Note que
2 = 0 é o tnico ponto critico de ambas as curvas; para a parabola é um ponto de minimo
e para a outra curva é um ponto de maximo.

Pela simetria da regiao, calculamos a area no primeiro quadrante e multiplicamos o resul-
tado por 2:

P 3 2

P T o™ 1
A: _— — — d = — — = .a.
/O[xQ-i-p? 2p] rep [2 3}ua

6

[8] Determine a 4rea da regido limitada pela curva 28 —z*+y2 = 0 e pelos eixos coordenados.

Solucgao : Se mudamos x por —x e y por —y, a equagao nao muda, logo a curva é simétrica
em relacao ao eixo dos x e dos y.

Determinemos os pontos de interse¢ao da curva com os eixos coordenados. Se z = 0, entao
y=0esey=0,entdo z* (z?> — 1) = 0; logo os pontos (0,0), (—1,0) e (1,0) sdo os pontos
de intersecao da curva com os eixos.

Consideramos y = x2+/1 — x2; logo z € [—1,1]. Nao é dificil ver que em z = 0 a curva

. . 6 . .
possui um ponto de minimo local e z = j:? sao pontos de maximo local.
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Pela simetria da regiao, calculamos a area no primeiro quadrante e multiplicamos o resul-
tado por 2.

1
A:2/ 224/1 — 22dx.
0

Fazendo z = sen(t), entdo dx = cos(t) dt e 2 v/1 — 22 dz = sen?(t) cos?(t) dt; entdo:

(NN

t) cos®(t) dt =

/ sen?
/ sen? dt =
u.a

/2 9
/0 (2 sen(t) cos(t))” dt
/W/2 (1—cos(4t)) dt

0

|y Nl
=

[9] Determine a 4rea da regido limitada pelas curvas 9y — 22 — 81 =0, 4y — 22 — 16 = 0,
y—22—1=0 e o eixo dos y.

Solucgao : Determinemos as intersecoes das curvas:

9y —z2 =381 9y —z2 =381 4y — 22 =16
(1) { 5 _ (2) { s _ (3) s _
4y —z° =16 Yy— =1 Yy— =1

De (1) obtemos y = 13, logo = = 6; de (2) obtemos y = 10, logo = 3 e de (3) obtemos
y =5, logo z = 2.
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10

Logo:

5 10 10
A:2/ \/y—4dy+/ \/y—ldy—Q/ Vy—9dy = 20 u.a.
4 5 9

[10] Determine o volume da calota esférica de altura h se a esfera tem raio R.

Solucgao : Fazendo uma rotacao da esfera se for necessdrio, consideramos y = v R? — z2
e a seguinte regiao:
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Logo:

R—h
R
:7r/ (R2—$2)dx
R—h
3| h2(3R—h
=Rz 2 =7 ( )u.v
3 a_n 3
271 R3

Em particular, se h = R, entao V =
41 R3

é o volume da semi-esfera de raio R;se h =2 R

entao V = é o volume da esfera de raio R.

[11] Calcule o volume do sélido de revolugao gerado pela rotagao da regiao limitada pelas
curvas y = e 2 — 1,y =e % + 1 e o eixo dos z, em torno do eixo dos ¥.

Solucgao : Determinemos os pontos de interse¢ao das curvas:
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Logo:

0
ver [ [(e—ul)?_(e—%_l)? i
—1In(2)

0
11

=7T/ [—e_4$+36_2$+26_$}d33:—Fu.v.
—In(2) 4

[12] Calcule o comprimento de arco da curvas 5 y® = z? situado dentro do circulo z%+y? =
6.

Solucao : Determinemos os pontos de intesegao das curvas:

5y3:$2 3 2 2
=6 = 5y’+y"—-6=(y—-1)(By*+6y+6)=0 = y=1.
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Pela simetria da curva, consideremos z = v/54%/2, derivando 2’ = — Y

1
45
L:2/ 1+ =Y gy,
0 4

45
Fazendo u =1+ Ty, obtemos:

L = E . \/_du 2—7UC
ZL'S

[13] Calcule a drea da regiao determinada por y? = 5
a—x

3/2 : / 3V/5 1/2

; entao:

e sua assintota, a # 0.

399

Solucgao : Se mudamos y por —y, a equacao nao muda, logo a curva é simétrica em relacao

ao eixo dos . Note que a curva intercepta os eixos na origem.

.’13'3

A equagao da assintota é x = 2 a; entao consideramos y =

e:
2a—x

2a x?,
A=2/ dr =2 lim /
0 20—z e—2a~ a—x

Fazendo z = 2a sen?(t), temos que dr = 4 a sen(t) cos(t) dt. Por outro lado:

3 T /T
= dz = 88 a® sen*(t) dt
2a—xd$ Jra—z x = 88 a” sen”(t)

r=0 = t=0

€
r=¢ = sen2(t):2—; se €—=2a° = t=
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Entao:
e 23 a2 .
2/0 2a_$da::3[sen(4t)—836n(2t)+12t}0
a2
=5 [sen(4¢e) — 8 sen(2¢) + 12¢].
Logo:

2
A= lim % [sen(4e) — 8 sen(2¢) + 12¢] = 3a” T u.a.

e—m/2

[14] Calcule a area da regiao limitada pela curva y = x > 1 e o eixo dos z.

z?(z+1)’

Solucgao : Devemos calcular a drea da regiao ilimitada:

Logo:

A:/Jroodim
1 x2(x+1)

5 b dz
= lim —
bo+oo J; 22 (z+1)
b
1 1 1
— i iy d
b—gzlool[ m+m2+x+1 v

= i [ In() — 3 +1+in(b+1) ~ In(2)]

b—+o00
: b+1, 1
=, Jm in() -y 1 -]
: 1, 1
=, Jim [in(1+7) =5 +1-1in(2)]

= (1-1In(2)) u.a.
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APENDICE

Limites

Proposicao: (Unicidade do limite)
Se lin}) flx)=1Lie lin}) f(x) = Lag; (L1, Ly € R), entdao Ly = Ly. Em outras palavras se o
T— T—

limite existe (é um nimero real), ele é Unico.

Prova: Se lin}) f(z) = Ly, entdo para todo g > 0 existe d; > 0, tal que se 0 < |z — b| < d;
z—

entdo |f(z) — L1] < %. Se lin})f(a:) = Lo, entdo para todo % > 0 existe d2 > 0, tal
z—
que se 0 < |z — b < d2 entdo |f(z) — La| < % Seja 6 o menor entre §; e d2. Em
particular, (b — d,b+ 0) N (A — {b}) # ¢; logo, existe z € A tal que 0 < |z —b] < ¢
e €
e [Ly = Lo| = |1 = f(2) + f(2) — Lo| < |L1 = f(2)| + |f(2) — L2 < 5+ = & logo,

2 2
|L1 — Ly| < €, para todo € > 0; consequentemente, L = Lo.

Proposicao:
L
i) Se lirrif(:v) = L > 0, entdo existe § > 0 tal que f(z) > 5 bara todoz € (b—6,b+ )N
z—
(4—{v}).

ii) Se il_r)r%)f(a:) = L < 0, entao existe 6 > 0 tal que, para todo z € (b—9,b+0) N (A — {b})

L
tem-se f(x) < 5

L
Prova: i) Seja ¢ = 5 entdo, existe § > 0 tal que para todo z € (b —d,b+ ) N (A - {b});
logo,

|f(:v)—L\<§ ou §<f(x)<

3L
ii) Exercicio.

Proposicao: Se lim f(z) e lim g(z), existem, entdao para todo «, 8 € R:

1 lim (/@) +B9(@) = o lim f(z) + B lim g(a).
2 lim (F(@)g(@) = (lim f(z)) (lim g(a))-

- f(@)  dm S
B B e T g 2R 7O

[4] lim (f(z))" = (lim f(z))", sen € N.

r—a Tr—a
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[5] :ll_r)r(ll Vf n,/hm f(z se }11_1)1}1 f(z)>0

e n é qualquer natural, ou lim f(z) < 0 e n é um natural impar.
r—a

6] alnl_r)r(llln(f(x)) = ln(il_r)laf(m)), se alﬂl_I)I}zf(.T) > 0.

[7] Se li_r)n h(z) = li_1>n g(xz) = L e existe 0 > 0 tal que h(z) < f(x) < g(z), para
0 < |z —al| <9J, entdo li_r>n f(z)=L.

Prova: Provaremos [2] e [7]. As demais propriedades ficam como exercicios.

[2] Sejam lim f(xz) = L e lim g(z) = M, de definigao:
r—a r—a

f(z) g(z) =L M| = |f(x) g(x)— f(z) M+f(z) M—L M| < |f(z)||g(x)-M|+|M||f(z)-L|.
Como lim f(x) = L, dado € > 0 existe 6; > 0 tal que |f(z) — L| <ese 0 < |z — a| < d1;

r—a

logo, |f(x)| < |L|+ 1 se 0 < |x — a|] < 0;. Por outro lado também existe do > 0 tal

que |f(x) — L| < se 0 < |z — a| < Jq; analogamente, existe d3 > 0 tal que

€
2(|M|+1)
€
r)— M| < —————. Seja d um niimero menor que d1, d2 € d3; entao:
|f ( )9(z) — LM| < |f(z)||g(x) — M|+ |M]||f(x) — L| < (|L| + 1) K1 + [M|K5 <
€ €
-l-——a,se0< z—al<donde Ki=|———]eKo=|———].
<273 v = (ai+m) %= ()
[7] Para todo € > 0, existem d1, d2 > 0 tal quese 0 < |x—a| < 01, entdo, L—e < h(x) < L+e

ese 0 < |z —a| < b, entdo, L —e < g(x) < L + ¢; considere § menor que ; e dy; logo, se
0<|z—a|l<d;entdo, L —e < h(z) < f(z) < g(z) < L+e.

Teorema: Seja f(r) uma funcao com dominio D nas condigoes das definigoes. Entao
lim f(z) = L se e somente se os limites laterais existem e hm f(z)= lim f(z)=

T—a z—at T—a~
Prova: A condigao necessaria segue das defini¢goes. Reciprocamente, se os limites laterais
existem e

EI(?JF flx) = ml_l)rili f(x) = L, temos que dado € > 0 existem 01, d3 > 0, tais que se a < z <

x

a+9d; entdo |f(z)—L| <eesea—dy <z < a,entdo |f(x)—L| < e. Note que J; e 03 podem
ser iguais ou diferentes, (arranje exemplos). Caso 01 # d9, considere § = min{d1, d2}; entao
se |z —a| < 6 temos que |f(z) — L| < e.

Funcoes Derivaveis

Teorema: Se f é derivavel em zy entdao f é continua em z.

Prova: Como f é derivavel em zg, temos: f'(zo) = lim M_
T—TQ xr — :L‘O
Devemos provar que lim f(z) = f(xo), o que é equivalente a lim (f(z) — f(xo)) = 0.
T—>To T—XTo
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lim (f(z) — f(z0)) = lim (& — ao) (LT =L (0))

T—>TQ T—>T0 r — I

= lim (z — zy) lim f(@) = J(zo)

T—>XTQ T—>TQ xTr — ,’,EO

logo, lim f(x) = f(xg). A reciproca do teorema é falsa.
T—T0

Proposicao: Sejam u = u(z) e v = v(x) fungdes derivéveis; entdo:

i) Regra da soma e diferenca: u 4 v sao derivaveis e: (u +v)'(z) = v/(x) +v'(x).
ii) Regra do produto: u - v é derivavel e: (u-v) (z) = v/ (z) - v(z) + u(z) - v'(z).

x) —u(z)-v'(x)
(v(z))?

Provaremos a segunda propriedade; as outras provas sao andlogas.

!/ / .
iii) Regra do quociente: % é derivavel e: (%) () = w(z) - v ,sev(z) # 0.

x—l—t)—(u-v)(m)-

(u-v)(z) = lim (u-0)(

t—0
(u-v)(x+t)—(u-v)(z) =u(z+t) v(x+1t) —u(z) v(x); somando e subtraindo o termo
u(z +t) - v(x), obtemos:

l(u co)(x+t)— (u-v)(z) =u(x+t) - v(z+t) —ulx+t) v(x) tulz+t) v(x) —uz) v(x);
0go,
(u-v)(z+1) = (u-v)(2) = u(@+1)- (v(z+1) —o(z)) +v(2) - (u(z +1) = u(z)).

w(x+t) (viz+1t) —v(r)) +v(z) (u(x +t) — u(z))

Entao: (u-v)'(z) = lim ; ; logo,
(- 0) () = u(z) th_I)I(l) v(z + ti —v(x) () - }_I}% u(z + tz — u(a:),

pois, %iH(l) u(z +t) =u(z) (u é derivivel, logo continua). Logo (u - v) (z) = u(z) - v'(x) +
_)
v(z) - v (z).

Teorema: (Regra da Cadeia) Sejam f e g funcoes, tais que go f seja bem definida.
Se f é derivavel em z e g é deriviavel em f(z), entdo go f é derivdvel em z e:

(go f)(z) =g'(f(2)) f'(z).

Prova: Se xg € Dom(f), provaremos que (go f) (xo) = ¢'(f(z0)) - f'(x0)- Consideremos a
seguinte funcao:
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g(t) — g(f (z0))
G(t) = { t — f(zo) s t# flwo)
g'(f(z0)) se t= f(xo).

G é continua em ty = f(xo), de fato:

Jim G0 = tim X =ELED —y((ar)) = G (o).

G também é continua em t = f(x) # f(xo), pois para s # f(xo), temos:

e o 906) ~ 9(F@0) _ o(t) ~ g(f () _
EE)I%G §) = l—)t s — f(zo) t — f(zo) G(®).

f é diferencidvel, logo continua; entdo, G o f é continua em Dom(f), e:

Jim G(f(2)) = G(f(w0)) = g'(f(w0)).
f(x) = f(xo) se x # x, ambos os l:zlarud_osaC (c)la ultima igualdade séomn;h:)vso.

. No caso que

Por outro lado, se x # xq:

:mmm»mmm:mmmm&:&%

T—To T — Tg T—T0 r — Tg

(Qof)’(xo) = gl(f(l'o)) f’(xo)-

Proposicao: Se f é uma funcio derivavel no intervalo (a,b) e z¢ € (a,b) é um extremo
relativo de f, entdo f'(xg) = 0.

Prova: Suponha que xg é um ponto de maximo relativo de f; como f é derivdvel em (a,b),
temos:

fl(xo) = lim f(l') — f(xO) )
=T T — Xo
Mais ainda: f'(zg) = lim J(w) = Fao) = lim M.
z—xzot T — Zo T—To ™ T — Xo

i) Se z — x§, entdo x — z9 > 0 e f(z) — f(x0) <0, logo f'(zp) < 0.

ii) Se x — o, entdo z —xg < 0 e f(x) — f(zo) <0, logo f'(xg) > 0.
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De i) e ii) temos que f’(z¢) = 0. A prova para minimo é andloga.

Teorema do Valor Médio: Seja f uma funcio continua em [a,b] e derivdvel em

(a,b). Entao existe pelo menos um zg € (a,b) tal que: f'(zo) = w.
Prova: Counsidere a funcao F(z) = f(x) — f(a) — (z — a) (W . F é continua
em [a, b], derivavel em (a,b) e F(a) = F(b); F'(z) = f'(z) — W. Pelo Teorema

de Rolle aplicado a F, existe xg € (a,b) tal que F’(z() = 0; entdo:

J0) = f(@)

f@o) = b—a

Interpretacao geométrica da funcao auxiliar F:

i) A equagdo da reta que passa pelos pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)) é:

v= (19O -0+ 5@,

ii) F(z) = f(z) — y, ou seja, F(z) representa a diferenca das ordenadas do gréfico de f e
da reta que passa pelos pontos A e B para os pontos de mesma abscissa. Observe que no
desenho anterior, F'(z) < 0, para todo z € [a, b], pois o grafico de f estd abaixo da reta
que passa por A e B.

Teorema do Valor Médio Generalizado : Sejam f e g funcdes continuas em
[a, b] e derivaveis em (a,b). Se ¢’(z) # 0 para todo = € (a,b), entdo existe pelo menos um
zo € (a,b) tal que:

f'(zo) _ f(b) — f(a)
g'(zo)  g(b) —g(a)

Prova: i) Observemos, primeiramente, que a expressao do enunciado do Teorema estd bem
definida. De fato, se g(a) = g(b), considerando h(z) = g(z) — g(a), obtemos h(a) = h(b) =
0; como h é continua em [a, b] e derivdvel em (a, b), pelo Teorema de Rolle temos que existe
zo € (a,b) tal que h'(z9) = 0; entao ¢’'(z¢) = 0, o que é uma contradi¢do com a hipdtese
do Teorema. Logo, g(a) # g(b).

iiz [)))eﬁnamos a seguinte fun¢do: F(z) = (f(b) — f(a)) (9(z) —g(a)) — (f(z) — f(a)) (9(b) —
g(a)).

F é continua em [a, b] e derivivel em (a,b), F(a) = F(b) e:

F'(z) = g'(z) (f(b) = f(a) — () (9(b) — g(a)).
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Pelo Teorema de Rolle, existe z¢ € (a,b) tal que F'(zy) = 0. Usando a expressdo da
derivada de F' obtemos o resultado.

Teorema : (L’Hopital) Sejam f e g fungdes derivaveis num dominio D que pode
ser um intervalo aberto ou uma reuniao de intervalos abertos, exceto possivelmente num
ponto a e g(z) # 0, para todo = # a.

!/ /

i) Se Tim f(z) = lim g(z) = 0 e lim 2% — L entao: Tim 2% — 1im L&) _ 1,

T—a T—a z—a g’(x) T—a g(x) z—a g’(x)

/ !/

i) Se lim f(z) = lim g(x) = o0 e lim %) = I entao: Tim 2% = 1m L&) _ .

T—a T—a T—a g’(aj) T—a g(aj) T—a g’(a:)

!/

Prova: i) Provaremos que: lim @ = lim M, o outro caso é analogo.

Consideremos as fungoes:

F(x):{f(iﬂ) e zFe G(x):{g(x) se T4a

0 se r=a 0 se T =a.
Seja B8 > a, F e G sao derivaveis em (a, 3) e
3:1—1)131,1*' F(:U) - ml—lg,l‘f' (iL') - :1:1—1)12‘*' G(-’E) - zl—l)rg"' g(-’E) =0

F'=f"eG =g em (a,B). Se xz € (a,); entdo F e G sdo continuas em [a, x]; logo,
pelo teorema do valor médio generalizado, existe zo € (a,x) tal que:

como F(a) = G(a) = 0, temos

TG S C) R T = lim = lim %
z—at g(a:) z—at G(Q)’) zo—at GI(JI()) z—at GI(.T) z—at g’(ac)

pois se x — a™; entdo zo — aT.

ii) Fazendo t = %; entdo f'(z) = —f’(%) 2 e g (z) = —g’(t) 2 logo
1 1
lim M = lim —f(z) = lim L (Z) = lim f(z)
z—+4o0 g(x)  t—>0t (1) t—0+ (1) z—+o0 g/(x)
t

Funcoes Integraveis

Proposicao: Se f e g sao fungoes integraveis em [a, b], entao:

i) (Linearidade da Integral). o f + 8g é funcio integrével em [a,b], para todo
a, BeRe:
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/:(af()+ﬂg x—a/f dx+ﬂ/

b b
ii) Se f(x) > g(x) em [a, b] entao: / f(x)dx > / g(z) dz.

< /ab|f(x)‘d3:.

iv) Sejam a < ¢ < b e f uma func¢ao integravel em [a, c| e [c, b] respectivamente. Entao f

é integravel em [a, b] e
b c b
/ ) dz = / () da:—i—/ f(z) dz

Prova: i) Provaremos que para toda particao P de [a, b] e para todo ¢; € [z;_1,x;] teremos
que

b
iii) | f| é integravel e: ‘/ f(x)dx

n

li ;)Ax; existe. De fato:
|Awli1|n_)0i:1 (af + Bg)(ci)Az; existe. De fato

n

A 2 (@f +Bo)(e)dn = lim (Zaf ¢;) A + zﬂg ¢:) Az ) -

b b
=a lim chz A:vz+ﬂ hm chZA:vZ—a/f(x)dx+5/g(m)dx

|A:1:1|—)0 Axz;|—0

pois f e g sdo integravéis em |[a, b]; logo:

/ab(af()wg m—a/f dx+ﬁ/

ii) Por i) provaremos que se h = f — g; entao, / h(z) dz > 0. Para toda particao P de

[
n

[a, b] e para todo ¢; € [z;_1, ;] temos que h(c;) > 0; logo, z h(c;)Ax; > 0 e:
=1

/b h(z)dz = lim Z h(c;)Az; > 0.

|Az; |—)O

iv) Para toda parti¢do P de [a,b] tal que ¢ = z; para algum i; entdo [a, c| é subdividido
em 7 subintervalos e [c, b] em n — r subintervalos; logo:

Z f(e)Aw; = Z flei)Am; + Z f(ei)Aw;.
i=1 i=1 i=r
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|Amz|—>0 |Az 1|—>O |—>O

b
Entao: / f(x)dx = lim Zf ci)Az; = lim Zf ci)Ax; + hm Zf ci)Axy;
logo:

/abf(x)da::/acf(a:)dx-l—/cbf(x)dx

Teorema Fundamental do Calculo : Se f é uma funcio integravel em [a, b] e
admite uma primitiva F'(z) em [a, b] entdo

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Prova: Suponhamos que f seja uma fung¢io integravel em [a, b] e que existe uma primitiva
F(z) de f(z) em [a,b]. Consideremos a seguinte parti¢do de [a,b]: a = zo < z1 <
n

Tg < oo < x, = b. Nao é dificil ver que: F(b) — F(a) = Z(F(m,) — F(zi—1)). (Por
=1

exemplo, faca n = 6 e desenvolva a soma). Do teorema do Valor Médio para F(x) em

[€;_1, z;], temos que para cada i existe ¢; € (r;_1, ;) tal que F(z;)—F(z;_1) = F'(¢;) (x;—

zi—1) = f(¢;) Az;, pois F é primitiva de f. Logo: F(b) — F(a) = Zf(ci) Ax;. Se para

i=1
cada particao do intervalo 0s ¢; sao escolhidos como antes; entao,

lim chz Az; = F(b) — F(a) e:/ () dz = F(b) - F(a).

|Az; |—)0

Teorema: Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. A funcao g(x / f(t) dt é derivavel

€,

/(@) = fa)ou o) = - [ 10 de= 1),

Prova: Seja h € R tal que z + h € [a, b]:

z+h T z+h a z+h
g(z+ h) — g(z) = / F(t)di — / F(t) di = / F(t)di + / f(t) di = / £(t) dt.

Suponha que h > 0. Como f é continua no intervalo [x, £+ h], pelo teorema de Weierstrass,
existem u, v € [z, + h] tal que f(u) < f(t) < f(v), entdo
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/m " rdi < / e < / )t

x x

z+h
logo, h f(u) < / f)ydt<hf(v),e flu) <— / f(t)dt < f(v). Por outro lado, se

T

h—0,entaou >z ev—ux,e:

lim f(u) = lim f(u) = f(z),  lim f(v) = lim f(v) = f(),

u—T h—0 V=T

h) —
pois f é continua; entdo: f(z) < lim g(z+h) = 9()

o h < f(x), donde ¢'(z) = f(x).

Analogamente se h < 0.
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RESPOSTAS

Capitulo I

1]a) (-1,0)U(0,1) b) (—o0,—1JU[2,+00) ¢) (—o00,—2)U(1l,400)d) (—o0,—10]U

e) (—3,—1) f) (2,+OO) g) (33%) h) (0,4) z) (_007_2)U 9,+OO)

.7) (—OO,—l)U(—l,l)U 1,+OO) k) [_271] l) (_%7%) m) (25_87+Oo)

n) () o) (LHUG+x) p) R ) (53) 1) (-2,0)

2] @) [0,+00) b) [1,+00) ¢) (=o00,1] d) R e) =0 f) z=2++/2;2=0
9) v=-1 h) z=0;2=4

3] a) Falsox =y=1ez=—1b) Falsox =0,y = 1.

4a) 241 b) 3VIT ¢) 3V5 d) V9T e V2 f) VI8+2r% g) V337

[

R) V265 i) 4,35) 3—+/3

[8] Os pontos situados sobre a reta x 4+ y = 4, por exemplo (3,1), (0,4), etc. [10] As retas
sao paralelas, d = 10. [11]a) 2y—2z+1=0 b) y—2x—-1=0 ¢) dby—xz—20=
0 d z4+y=0

e) y—2x+1=0 f) y—xz=0.

[12] 3y + 2z — 4 =0, [13] 2y — 52 + 3 = 0,

[15] a), d) parabola, b), f), j) hipérbole, ¢), h), k), m), n) circulo, e), i), g) elipse, ) um
ponto.

17l a) —3vV2<k<3v2, b) k=432 [18 k=43

[19] a) cos(f) b) —sen(f) c) sec(f) d) sen(f) e) cos(d) f) —sen()cos(¢)
2a) Bv3 8 I 9 § ) 10

[25]a) y—2-3=0 b) y+z—7=0 c¢) z-20=0 d) y—yo=0¢) 3y=+3(x—-1)
N oy=c+l g) y- V3 =10 h) y=1[26]a) 5 <a< b ¥ <a<lFH

[27] a) Z4+2kn < T2 +2km e 22 +4+2kn < 22X 4+2kw b) Z+kn < 23 +k7r e 5t+km < o2+ km

c) & —|—2k7r<a: —|—2k'7re —|—2k7r<x11”+2k7r d) 7r<x<377 [28] = [29] 1 [30] 3V2
mllhas

Capitulo 11

[1] a)a? b) 2™ c)z3r  d) 102°7 [9] )R, [0,+00) b)e),p) R, R )R — {4}, R — {0}
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d) [0,+00), (0,1] e) R, [-1,1] f)[0,1], [0,1] g) (=00, 1] U3, +00), [0, +00) h) [1, +00),

[0, +00) i) (—o0,—2) U [3 ,+oo) [0 +oo) JR [0,1] HR — {%}, R — {4} k) (—o0,—-2) U
(1, +00), (0,400) m) (1,5) U (5,4+00), Rn)[-2,0)U(0,2], R 0) (—o0,4) U (9, +0o0), [0,1)U
(1,400) p) R, R

BIR S =—Le f(=) =2 MR- {3}, 357, 5
5la) z+1 b) 2>—2z+4 ¢) = d -1 e 2 f) — =242

42

2
g) 42w +5 h) — gl ) YeRlVE 5 @H)E 416
6la) z4+a b) z?—az+a® ¢ z+a+1l d) —-L e 2 f) -5t
g) PPrerta®+1 h) -t ) YU ) (i)

7]

05 1 15 2 25 3

[8] Nao, Dom(f) =
[9]
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[10] a) 2+ 2z + 22, 22 — 22 — 2, 22(2 + 2?), 12212

b) 3z —2+4|r+2,3x—2—|r+2], 3z —2)|z+2|, 32=2 se v # -2

T |z+2]
1+42® —1+:1; 1+z® 1-2° 1
) prat ]_ ./E f) Yz 0z z, z se xr ?é 0

) & +a? —{-:v, Stz +a3 =l 20z +1)sex#0
) Ma 1_:”4711%1863:7&0

x

®

<

h

x

[11]a) x? b) bxr ¢) +(2*2—-3x+5) d) /sen(z)

12]a=3b=-2 a=-3b=3
13] ey (4, 00) e
[14] a) 3z+7 b) Vz2+2 ¢ ﬁzi‘i d) —17+18z — 4z?

e) Zisex#lf) —1-2z
[15] a) f(z)=2"+1,g(x)=2* b) f
c) f(z)=3z+5, 9() Ve d) f(z)=In(z), g(z) = tg(z)
e) f(z)=g,9(@) =¢" f) [flz)=15, g(z)=in(r)

[16] 4+ 3n + 3
[17]

18] a){a:ER/x;éE—i-nW n € N} b)[1, +00) ¢), d) R — {0}

e){zeR/L # +n7rn€N$7é0}f)[ 1,1]9) [-1, 31 A) Ri) j) [-1,1]
k)R —{0} k) (- \f,_f) (0,v2) U (v3, +00)

[19]a) b) C)\/_d)1+\/me)—1+m?’z,f)2+\/l+—xg)

:1:+2 / a®—1 a?®41
-7 3w+3’ l) aZr—1
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[23]

[25]

e)

[27]a) 0 b) %, 3,

[29] a) argsenh(x) é a fungdo inversa da fungdo senh(z); y = argsenh(z) se e somente se
x = senh(y); entao: z = ey_;_y, que é equivalente a: e?Y —2e¥Yz—1 = 0 equacao quadratica
em e, cujas solugoes sao: e = v £vVz2+1. Mas e? > 0; entdo e = ¢+ Va2 +1e
y = In(z + vz2 + 1); analogamente obtem-se as outras fungoes hiperbdlicas inversas.

Os respectivos graficos sao:

e) 02 04 06 08 1

[30] fo f é a identidade [31] f(z) = az; a),b),c) ndo. [32] f~1(z) = L4
[34] Dom(f) =R, Im(f) =Z
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b) c)
36l a) & — % b) % c) €°
371a) (2,1) b) (4,-4) ¢ (3,—3) [38] f(z) =—6z+8eg(z) =227 —Tz+4

46] Sim, periddica de peridédo a € Q, a # 0. [52] 120 mg [53] Aprox. 13412 anos.
54] Q(t) = 100e9:%49 70.6 g [55] 23.3 dias [66] 19.035 anos [57] 15385.23, 15529.69 e
15656.81 [58] a) 739.52 doentes, 38447.54 doentes, b) 11.03 dias. [60] 8.25, 1122.018 x 102 .J

[
[
%41] [—2,0] [42] (0,9]; f(9)=0[43]c= 3
[

Capitulo III

[la) =5 b) 1 ¢ 2d) 2 e V2 f) 4 9) -5
h) 4 i) 9 j5) 1 k) 0 1) 2

2]a) k=<2 b) k=23 ¢ k=70 d) k=0

[3] a) Nao, os dominios sao diferentes. b) Sim.

[4la) 4 b) 2 ¢ 2 d) 1 ¢ -1,f) -1
g0 2 h) 2t i) 2 j) -6 k) 11 2 m 3 n) -

0)2mp)3q)0r)\/§—|—13)0t)\/%—a

u) § v) O
[5]a) ++/2 b) ndoexiste ¢) —1, 0
[6] @) nao existe b) existe 0 c¢) existe —1

d) Ze) ~% f) 12 9) 1 h) —1 4 Y 5o

3 3
f) =3 9 0 h) 04 0 j) 1 k 01 0 m 1 n) 0o 0 p 0
g) 0 r) 1 s) 0 ¢t) 3 uw) 0 v) 1 w) 2 z) 0

[8] a)’ b)’ C)’ f)’ h)’ i)’ k)’ l)’ p)’ T) + 00 d)a e)a g)a .7)’ m)’ n)a O)a Q) — 0

s) —oo t) —oo wu) 0 v) —o0

9la) -2 b X o %s d 12 e & f) 4

6
) -4 - -
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j) 0 k) 1 1) 0 m) 0 n) O

[10]a) 3 b) 0 ¢
) 1 g) 0 h) € 4 e j) e k) 2 1) 0 m) In(5) n) +oo o) 1
p) 0 q) 1 7) e* s5) et

[11] Ambos os limites sdo iguais: a), b),
9) 0 ¢ 5 h) —4 i) 1 j) 2
15] a) 3644.24 ¢ 401711 b) 4931.94 [16] a) 100000

[
[17]
c) ’F\‘ d) f

BERN L
L H [

18] a) —1 b) % ¢) e d 2 e) sen(sen(l)) f) @
g

[19] a), b), ¢)d), h) continuas e), f),
Desenhos correspondentes:

I 111 TG 72N
=, i, <
a) 4 b) ; c) .

d 4 ¢,f) -1

) descontinuas.

f) 9)
21]a) -1 b) 6 c¢),e) 1 d) 2 f) 5.
[22] a), ), ¢), €), f), g) nado d) sim
(23] a), c), e) R b),d) R—{0} f) (—o00,0)U[l,+00) [24]a),b)c),e)f) sim
[25] f(0) = 1. [26] f(2) = 5 [27] a) f(0) =3 D) f(0)=0 ¢ f(0)=1[28]g¢
continua pois g( ) = || [29] Por exemplo: 1 e “’2;1
[31] Sim, considere a funcdo g(z) = f(z) — 1

[33]
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a) f=f{t) e g=4() b)

[35] Tome g(x) = f(z) — z e aplique o TVI a g. [36] Tome h(xz) = f(z) — g(z) e aplique o
TVI a A.

Capitulo IV

Exercicios 1

1la) y+6x—-10=0 b) 2z+y+1=0 ¢) y—>5zx+4=0

d 2c—y—6=0 ¢e) y+z=0 f) y—4x=0 g) 4dy—x—-3=0

h) 2y+x—5=0 i) V3y—22—-1=0 j) y+1=0 k) y—20+2=0
) y—x—1=0m) y+mx=0n) 3y—2z—3=00) 4dy+z—-3=0

p) 2V2y+z2-3=0¢q) 2y—x+1=0r) 2y+4—-5=0

2] b=+46. 3]y —62+9=0, y+6x+9=0.[4z=—4, y—48z—128=0

[5la) y+2x-2=0, 2y—z+1=0, b) y—er—2e=0,ey+r—e?+1=0, ¢) y—1=
0,z=0, d) y+22—-5=0,2y—o—71=0 ¢) 2y—2—-1=0, y+22-3=0

) yt+mx—min(r) =0, wy—z+in(r)=0 g) y—2z+1-In(2)=0, y+z—1-In(2)=0
h) y—8x+8=0, 8y+z—1=0

[6] Uma reta passando pela origem é da forma y = k x; use o fato que zy’ —y = 0.

(-1,16), (2,531), (~2,34).
TNNy—4x+1=0,y—4x+4=0. [8] ¢'(0) = 4. [9] ¢'(z) = f(z?) + 222 f'(2?).

[
[10]a) ¢'(0)=11 b) F'(3)=28.

—uwv'+v(wu —uw’)
v2w?

[11]a) vww +uwv' +uvw' b) 5 (vwu —uwv' +uvw') c)

[12] @) (1+2)(1 + 52 + 1022 + 1423 + 112* + 72%) b)  322(522 + 3)(2® + 23 + 1)
) 62> +922+42—10 d) 52° —8z" —212°4382° —2* —122°+922—22
(3z+1)2 (z2-3)2

13] a) 150(3z +5)*° b) 7(1222 +3)(423+ 3z —1)¢ ¢) —24(6—32)"

—

) (@ + )(a: — 21:)(2(3: +1)(3z% — 2) + 4z(2® — 21))
g) 182%(z? — 6)sec’((z° — 6)%)tg((«® - 6)°)
. T 7 . x
h) (556555 1) 5((32(2+1)29) j) - m21(:il)2
25 2.4 3
k) S (182 + 257x + 6302 + 20° + 2992* + 4172 + 1112° + 1827 + 212°)

[14] @) 5% n(5) b) 27225722n(10)(10% — 1)(10% + 1)(102% + 1)
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) mZs DI o) s ) tgh(s) g) In(10) h) i
i) e®cos(e®) j) L(e®cos(in(x)) + zsen(ln(x)))

x

2 z § T— n(zx
[15] a) a%%ig b) 18EEL o @ (aln(@)+z—1) d) 137E@in(3)
e) DO oD gy (32)7(2+In(z?) g) 2% (1 +In(z?))

(2z+1)7
h) xi_z(l —In(z)) i) sen® (z)(xzcos(x)+ In(sen(x))sen(z))
) 2z e (14 zin(z)) k) cos®™®)=1(z)(cos? (z)in(cos(x)) — sen?(x))

) @)™ 4 L (n(2)))

~ O,

16]a) — LMD ) BLRBE o) psec(a)ig(2e) d) g

e) cotg(2x) — 2z cosec®(2x) f) Pcos*(£)sen(%)(cos®(£) —1)

9) 127sec*(2at)tg(2r?) ) — e
i) 2(cotg(x) — cosec(2x))(2cotg(2x)cosec(2z) — cosec?(x))
.7) — ﬁsen@ﬁ) k) 3602(37) l) 2tcos(t?) m) . 3%3608(3%2)

2
3sen3 (t2)

n) 2z sec(z?)sec?(sec(z?))tg(z?) o) — Zysec?(35)tg()
p) — 2z cosec®(sec(x?))sec(x?)tg(x?) q) 1 r) L
zln(a)ln(z) zln(z)
180) —iy B) 2UHEE ) 2oq) _ Lo Loof) - Seosn(®)
g) 6(cosh(3z)senh(3z) — cos(3x)sen(3z)) h) 16z(4x? — 3)sech?((4z? — 3)?)
) 2(z”—1) . h k 4z l 2z 2z argcosh(z?)
1 ~ @2 .7) argcos (J;) ) A_z2 ) 1— 272 m) T VzEi—1
n) (1+i2)%cosech(\/#)cot9h(ﬁ)
:122 X

[19] a) o £C2y_2, b) B Bazzigyy’ C) B \/g d) 2az+3$2y22—363:y3+3y4

1+2z° +2zy> o z(22®-2y°-1
e) —1()f) (—W 9) w1 h)23{(3y3+—3$y£2) i) —% J) W

cos(y)—y cos(x ety 2

k) w(cosy(wy)y+sen(gy/)) l) % m) —2- T TL) _% 0) % p) _7y
) y—y’ r) _1+y2(y+(1+w2)arct9(y))
q 2zy+3sec?(y)—z 1422 \ z+(1+y?)arctg(z)

[20] (—2,1), (2,-1), (0,—1) e (0,1) [21] (§,—15)- [22]a=1o0ua=3
23] yzo + 2yo = 2a. [24] y¥To + Yo = YToyo, d(A,B)=1
[26] a) — 36% b) 2—9 c) 2(cos(x?)—2x%sen(x?)) d) 2sec?(z)(sec?(x)+2tg%(x))

e) 2cos(2x) — cos(z) f) —ﬁ 9) Gj;ff”“ h) 3z

2_1)3
D) %(@2-22+12%) j) —0052(x)cos(sen(a:))+sen(x)(:en(1;en(x)) k) —(i’;ggg&l))
l) i ( sen(z) (ti—fzzzi((a;))—){;sen2 (z)) )
m) 2 (Esec (VE) — tg(V/E) + VT g’ (V)
== BORE S
[27]a) O b) b) T2 ¢ —(3_97””2)% d) % e) 8extl f) — &
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g) 1—163671(2) h) —a’cos(ax) i) — % j) (z+T7)e”

3

4 2
k) Antes de derivar simplique a expressao. %

) - (24m(g”(i;ri()1“)i+ll)) m) cosh®(x)senh(x)(225cosh?(x) + 504senh?(x))
n) 61(1;1226::;%464@) 0) — 8sech?(z)tgh(x)(2sech?(x) — tgh®(x))

p) senh(x) cosh(x)(cosh(x) cosh(cosh(x)) + 3senh(cosh(x)))

q) — Z(sen(In(z)) + cos(In(z))) r) 2(2—cos” (z)

cos3(x)

[28] 4e2%(f'(e%*) + e2* f"(e2®)). [32] a = 42

! 12 2_ 2 ] - ’ 2 /2
[34] a) — %(:U + y 2) b) _ 1‘*‘;’337_:;/ C) 2z 1)i/ysigz2(_|‘_l2(-;§y_%;—yy_gl+6y )
d) 6z(l-z)—y'* e) _ (—sen(z)+2cos(zy)y’ —sen(y)y'* —sen(zy) (y+=zy')?)
Y cos(y)+z cos(zy)

f)  cosec(y)(sen(z) — cos(y)y')

[35] 3493 [36] —42 [37]a) x, b) 1, ¢) =z d) V3+Lu,

e) 1-2x, f) $+1, g) =z h) In(B)+=z, i) 2lz-1

(38] @) 0.5013, b) 2.03, c) 0.874,

d) 1.00772, e) 155269, f) 4.0055[40]1030cm® [41]i) —8t=3+1, 24t~* i) t=
2 [42] Aprox. 60°/h [43] 80001/m [44] gt, g [45] 29.4m/seg [46] a k ¥2 cm?/h

[47] 2v/2 cm/seg. [48] Aprox. 16.75cm/seg. [49] (257) " cem/seg [51] 21.71, 5.56, 1.12 e
0.16 [52] —1 Km/h

Exercicios 11

Ja) 3 0) 2 ¢ =582 4 §
2]a) Y0 b) 0 ¢) I d) T, 3
[3] a) Nao existe, b) 2, ¢) 1, d) —1, e) 0, f) Néo existe, g) 0, —3, h) T+ km, i) kr, j)
8% 4+ km, k) 0, 1) 0, m) Nao existe , n) Nio existe. 0) z =1,z = —3,2 =3 p) z =0,
r=aex= ma_

m+n
[4] a) Cres. em (—1,2) U (2, 400), decres. em (—oco, —1) U (3,2), b) Cres. em (—o0, —3 U

,+00), decres. em (—1,1), ¢) Cres. em (0,+00), decres. em (—o0,0), d) Cres. em
,+00), decres. em (—o0,0), €) Cres. em (%,—i—oo), decres. em (0, %), f) Cres. em
(—00,0), decres. em (0,+oc], g) Cres. em R, h) Decres em R, i) Cres. em (—1,400),
decres. em (—oo,—1), j) Cres. em (—oco,—2) U (2,400), decres. em (-2, 2), k) Cres.

em (—oo, —\/E] U [4/%,400), decres. em \/;,f Cres. em (—2F, 2T) decres

(—00, —ZF)U (%, +00) m) Cres. em R, n) Dres em R o Cres (—o0,1), decres. (1,400),

)Cres. (—00,0) U (2,4+00) decres. (0,1)U (1,2).

(3
(0

[5] a) Min. 2, ndo existe méx b) Méx 2, ndo existe min. c) Min. 1. méx. =7, d) Min

0, ndo existe max. e) Max 2, f) Nao existem, g) Min. —32 h) Min. —2, méx 2, i) Nao

—2 miéx. —2 k) Min. 0, méx &, 1) Mln 0. m) Min. v/2 — 1, méx

existem, j) Min. —z,
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—v/2 — 1, n) Min. 0, max ++/2, o) Min. 0, mdx —4 p) Méx 2, ndo existe min. ) Min.
—1, nao existe max. r) Min. £1, ndo existe max.

[6] a) Inf. 2, concava para cima em (—oo, 3), concava para baixo em (3,+00). b) Inf.

—%, 2, céncava para cima em (—oo, —%), (2, 4+00), concava para baixo em (—%, 2). ¢) Nao
existem; concava para cima em (—4,400), concava para baixo em (—oo, —4). d) Inf. %,

concava para cima em (%,—l—oo), concava para baixo em (—oo, —%) e) Inf. +1, concava
para cima em (—oo,—1) U (1, +00), concava para baixo em (—oo,—1) U (—1,+00). f) Inf.
—6, concava para cima em (—6,—3) U (3, +00), concava para baixo em (—oco, —6). g) Inf.
:I:@, concava para cima em (—oo, —%) U (@, +00) jconcava para baixo em (—?, %)
h) Inf. —6, concava para cima em (—6,400), concava para baixo em (—oo, —6). i) Nao

possui pontos de inf. concava para cima em (0, 4+00), cdncava para baixo em (—o0,0). j)
Inf. 0 e + %, concava para cima em (—1,0), concava para baixo em (0,1). k) Inf. k£ € Z,
concava para cima em (2k — 1,2k), concava para baixo em (2k,2k + 1). 1) Inf. 0 e 2.
concava para cima em (0, 2); concava para baixo em (—oco, 0)U (2, 400). m) Inf. k+ 3 com
k € Z, concava para cima em (2k — 3,2k — 1); concava para baixo em (2k — 3,2k — 2). n)

2
Nao possui pontos de inf. concava para cima em todo R.

7]

t) 02 04 06 08 1 12 14

0.2
0.175)
0.15]
0.125
0.1
0.075
0.05]
0.025]

_/L‘) 07 04 06 08 1 12 14
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Exercicios de Otimizacao

23] L = B. [24] Aprox. aos 20 anos.

[6] (1, o> [7] £ 73

[14] 1, [15] tg(o:)

\/_7

altura

[1] 32 u.a., [2] Cubo de volume 63 , [3] du.a., [B] V = z”h
8lr=5meh=>5m,[9] 23, 10 ,0), [11 Quadrado de lados
3 i
[12] Comprlmento de cada cateto [13] =r=_ + —=m,
[16] r = h = 1. [17]largura 2“\/_ altura 2‘“/_ [18] largura
2
[19] 10 e —10, [22] f7 [2i] N 2+b2 e \/{%bw
22] 2) m = S ) y = B
[
[

2

25] ¢ = 5 er = 22 [26] a) In(3) — In(2), b) a droga é completamente eliminada.

18.22m
[28]L°’Hopital:

1) —1,2) 0,3)] 0, 4) 0, 5) 0, 6) 1, 7) +00, 8) 1, 9) 0, 10) 1, 11) 0, 12) 1
13) €2, 14) 1, 15) €%, 16) 0, 17) +oo, 18) +oo, 19) €2, 20) e~

24) —2, 25) —2, 26) 0, 27) 0, 28) 242,

Capitulo V

2] a) 3(22 —1)5 +¢b) 3n(z®+1)+cc) 2(z+5)3 +cd) —2/b—ay+c;a#0
e)%(2by2—ay)+cf)3\/ +8—|—cg)532—|—ch) W

1) sec?(£) + ¢ m) \/b-l—senaa: Y+ca#0n) — ln($)+co) 1\/1—|-3174—|-cp)1
)+c

1

q) 4arcsen 2(y) + cr) —jarctg(4e™") + ¢ s) W +ct) —

6—2V3

6—

Ve

5,21) 1, 22)0,23) 0,

+ca#0
i) g (a -l-b:lﬁ‘l)§ +c b#0]) 1"2(w) + 2In(z) 4+ ¢ k) —§cos®(2z) + ¢

( 2—}-6:1:

421

[27]

3
T +C
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u) In(In(z)) + ¢ v) e?e5e™®) 4 ¢ w) —cos(In(z)) + c x) 2sen(vo + 1)+ ¢

y) (1 +2%3 4 ¢ 2) S‘;:g’;) +c

3]

)Zﬂarcsec(\/_)ﬁ—cb)x—ln(e +1)4cc) 2Vr+1(z—2)+cd) —V1I-22+c
e) 2(1+\/5)—2ln(\/_+1)+cf)%\/1—}—:6%(8—4:6%-1—335%)-1—0

[4]

a) e®(x — 1)+ ¢ b) 2zsen(x) — (? — 2)cos(x) + ¢ ¢) 1?;
d) < —(msen(rt) —cos(nt)) 4 e) 2z(sen(In(z))—cos(In(z)))+cf) —3V1 — 4z2+xz arccos(2z)+

T241
C
3% (sen(xz)+cos(z)Iln(3 $2-|-1 arctg(x
g) ( 1(+)(ln(3)()2) ()) ¢ h) ( )2 g(z) _ 24

a|8|>—\

i) 1(sec(z)tg(z) + In(|sec(z) + tg(z)])) + cj) —ze ® +ck) E(z—1) +ec

1) —3v1—2%(z? + 2) + c. Sugestdo: faca u = z%.

m) —z cotg(x) + In(|sen(x)|) + ¢ n) z sec(x) — In(|sec(x) + tg(z)]) + ¢

0) cos(5z) (1L — 3) + sen(5z)( 252 625) +c

1)) <<>’en(2ar:)(‘”2—4 322 4 3) 4 cos(22) (2% — 32) + ¢ q) e® (¢t — 423 + 1222 — 24z + 24) + ¢
) —e~%(z® + 5z* + 1923 + 5722 + 115z + 115) + ¢

) cosh(z) (% + 2) — 2z senh(z) + ¢ t) 1=((1+ 8z%)argsenh(2z) — 2zv/1 + 42?) + ¢

u) —e® (244423 +122%+242+24) +c V) x—arcsen( )V1—22+cw)x tg(a:)-l—ln(cos(a:))—i—c
x) z (In3(z) — 3In%(z) + 6ln(xz) — 6) + cy) 2“ (Bln(z) —2)+cz) 2(z+1)3(B3z—2) +c
[5]

a %(a:\/ﬂ + 1+ argsenh(z)) + ¢ b) 1(sen(z*)(z® — 2) + 2z*cos(z*)) + c. Sugestao: use

c) %gc'os(ln(x)) + sen(In(x))) + ¢ d) 2eV® (y/z — 1) + ¢ ) 2(sen(y/z) — \/zcos(1/T)) + ¢

f) e” (%—$2+1)+c.

[6] 7

a) $tg>(z) + ¢ b) 56804(()93) (35cos(4x) — 28cos(2x) 4+ 57) +cc) & — serg(;z) ny

d) —2+/cos(z)(1 — 2 cos®(z) + 5 cos*(z)) + c e) cos(z) + In(|cosec(z) — cotg(z)|) + ¢

f) —% cotg®(2z) + ¢ g) — % cotg®(z) + ¢

h) & (3az — 3cos(az)sen(azx) — 2sen®(az)cos(az)) + c; a # 0 i) _COS;(y) (sen®(y) + 2) + ¢
o tg° (@)

j) ~ 5

[7]
a) —MT_C”Q —arcsen(§) +cb) ”18$29 54a7'ctg(\/—) +cc) — \/5—352 Ty
d) In(lz+ Va2 —T7|)+ce) 1ln(|£,)+\/25—|)—|—c f) —3arcsen(1—z) — (:c+3)\/2:v—x2+c

(16—9z2 )2

8) —ges — tch) é+c1) Ve +2+In(jlz + Va2 +2|) +c

j) ‘é_arctg(\/“i) + ¢ k) ‘/_ln(\ \/%Jri{g‘) tel) YEEt e

m) %7\2;2—%4—cn) s2V1+ 22+ 2%+ Larcsen(z) +co) 2V/e* + 1+ ¢



CALCULO VOL. I (IME-UERJ) 423

p) Va? —T+in(lz+ Va” —1)) + ¢ q) -5

8]
a) __cos(xz) b) _n(x)
254/25—cos?(x) 4/ (In(x))2— 4
c) In(| serlz)+ ;en2 (2)+4 )+c= arcsenh(—se";z)) +c
[9]
a) tarcsen(2z —2) +c
b) —iv3z2 -z +1+ ln(|\/3x2—x+ 1+ 3z — 3|)-i—c
o) A(— 205 — 6y Taretg(52)) + ¢
d) argsenh(zji?’) +ce)ln2r—14+2vVz2—z—1)+c
f) 3V422 + 32+ 1+ argsmh(si”/“;?’) +c g) —arcsen(2 — x)
h) 23+ 2z + 22 + argsen( D+ei) vVa—3z+ 22+ %argsenh(zm;?’) +c

j) Va? + 6z + 34 — argsenh(Z3) + ¢
[10]
2
a) iln(ng;i)Jﬂ;)-i-farctg( L) +eb) In(|257]) —2arctg(z) +c ) 5in(z?+2)+ Grpgy o
d) 3in(a® +1) - g +ce) —; —arclg(z )+c

HMﬁT_)<WM)—mmﬁ%QmWﬁﬁm—ﬁﬁwﬂmﬂﬁﬂ+c

h) — 53y —In(z) + 3in(z® +1) +c i) 2(302”17% zarctg(z+2) +cj) z+in(| \/3:2—4—1‘) +c
k) %(53”2;1;2 - 15arctg(2 —x))+in(5—4r+2?*) +c
1) In(| 2 ) + ¥ mwﬁﬁnwm—ﬁ+gri—wmw+c
n) 3in|z? a:+1|—|—5‘/_arctg(2f/—1)+co) In[* 2|+ 215 — sty T p) 1ln(\:2j&|)+c
q) In|zs (22 +9)18\+ Barctg(Z) +c
1 2(4+5z) z!
r) §(8z — Z20s —5\/§arctg(\/—)+ln(($2+2)2)+c
5) In |(a:2+\2/m_+2)4 |+ 2(a:2i§i+2) +ct) 11”‘%132:}»' T

u) % n(|z|) + 21 5in(lz+5]) -5 Sin(Jz + 1)) + ¢ v) In(|(2? = 1)V22 +1|) + arctg(z) + ¢
11

—
—_

a) sen(z)(In(sen(z))—1)+c b) %(xln@)—l)—}—c ¢) i(cos(z®)+asen(z3)+c
d) M—I—c e) %(sen(m)—l—ﬂgm))—kc f) - e 2+4)§ +c g) argsenh(5+1)+c
h) 3(efV9—e?t + 9arcsen( N+c i) 3in(z3 + 322 +4) + ¢

7) lln( +2x+4) — arctg(“‘j—l)-i-c k) %-l—ln(\%ﬂb—}-c

1) \/ga’l“ctg(‘/_ cos(z)) — cos(x) + ¢ m) %ﬂ - W +in(lz+1|)+¢c

n) s5(In(2z—1)—In(2z+ 7)) +co) In(z) — 5in(z? +3) + 2\/_ arctg(\éga:) +c

p) 2In(z—1)+ 3in(z? + 1) — 3arctg(z) +c

q) = (22% =3)(z* + Di+c r) 20z —2arctg(\/T) +c

2 2
s) 121/5 l”(_lf;f%jfg;(%ﬁjfﬁ +cet)in(z—1)—In(2x -1+ V22 +2x—-2)+¢
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sen(x)

wos(@)sent@y) T ¢ V) In(|z + sen(z)]) + ¢
w) In(|2 + sen(2z)]) + ¢ x) —\/iarctg(‘/—) +c
[12] ) =2 (in(v/2tg(/2)+V2+2) ~In(—v/2tg(2/2)—V2+2))+c c) Y arctg(*E tg(z/2))+
i4] yz—%;x)+sen( )+ 2z + 2 1, [15] %+ cs 4

u) arctg(

bindls)) _ 4 4 .

Capitulo VI

[1] Método de substituigao:

a) 2b) L o) In(e"+1)d) V2—1e) ;1) Jin(S52) g) 2 —1h) 1- 671 i) 262 — 2e
i) % k) 28 1) 4 —2,/In(2) m) £ n) cos(l)—cos( ) ) Le—1) q) 3(55 —2%)

3 0) 0
r) & 8) 2(1 —1In(2)) t) 2(cos(2) — cos(3)) u) —% v) 1 (%) w) 1 —cos(In(2)) x) %ln(“’T‘/g)
[2] Método de integragao por partes:
a)1—2e"'Db) £(3—2e") ¢ )—ln(3)(132’7t§3)) d) 24—65e~! e) In(128) — 2 f) 1 (7 —21n(2))
g) 5~ W) f(r+in(@) D) § -
R +ln(§ 1) k) 4in(2) — 3 (e™ 4+ 1) m) —1 n) 2e2

-3
0) 6—2ep)T—2q) ;(m—In(4))r) T —15s) V3 - 1ln(§+i) t) 0 u) %(1—2\/§+\/§ln(8))
V) 35 W) % X) —%
3]

a) 202 —1b) St ©) —3 d) ) 01) 55 — %2 g) argsinh(2) — argsinh(1)

h) 2(97 —4v2 — 18arcsm( N 1) In(3) ) §in(3) — 2 k) 3+ 2in(2) — In(5)
1)1 —\farctg(‘é_) m) —32 +ln( ) n) 6l ( ) 0) ;ln(3)+ @’TF

p) 2in(2 )—3arctg(3)+3arctg( ) a) (3 - \f) r) 2 — T ) 300 4) g y) 2
v) £ — 7in(5) — 9In(2) + 16In(3) w) 4 (7 — 2) %) 1% (7 — arccos(7))

[4]

a) Vo2 +1b) zsen(z) ¢) zin(z) d) Vot +1e) e® V1 +e2® — /1 — 22 f) 2z sen(z?) g)
T 2 5

27 + 2 — 3 h) Tiia0

[5] a=0, f(z) =

[6] Pontos criticos: £ = nm. Se n par nm é ponto de minimo; se n impar nmé ponto de

maximo.

7a)l, b)2c)2n@2)—1d) =2 e) L) e—2

2
53

[
[8] Use a) 22 +1 > x2

[10] a) 0, b) 0, pois ambos os integrandos sdo fungdes impares.
[12] 7 — 2 [14] 2z + 1) 272 (@+D? _ g o—(="+1)°+1

151 '(a) = L, /() = 2
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[16] Use o método de substituicdo. 2
18]

Areas
4 ) 1 3
1 — 1 0.5 0.5 2 — —
1 5 2 3 3 3
1 0.2 0.2]
[4] 6 [5] ]_ 05 1 15 2 25 [6] i 12 3 4 5 8
1 113 & g
[7] 36 2 4 6 8 10 [8] E 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [9] 10(ﬁ —_ ‘\/5) 1 2 3 4 5
1 1
[10] 5(17‘/17_1) 20 . — [12] 2 e

g 2 4 =

Calcule a drea das regioes limitadas pelas curvas dadas:
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[1] 5 (2] 22 [3] § [4] 5° [3] % [6] % [7] 3% [8] 72 [9] 1 [10] 35 [11] % [12] % [13] 18 [14] §
[15] 2\f—2 [16] 2v3—2—Z [17] & [18] +1[19] 2 [20] 34 [21] 2(e3 —e73) [22] e —e™*
23] e* — 5 [24] 128 [25] 2 [26] 1(e +et—2)[27] & I [28] 6 [29] 9 [30] T —1 [31] 2 [32]
T —21In(2) [33] 7 — 2 [34] 28 [35] L [36] 2 [37] e — 2 [38] 1(4v2-5)+e! [39] In(10)=1 140]

In(10)

138 [41] § [42] 27 [43] 128 [44] B [45] c =2, 1 — 3e—2 [46] ¢ = ¥2, (1 - )[4l c=e 3

[48] 2m — Y3 [49] 12 [50] 2(m — 2)

Volumes

1] [2] 2067 [3] 2 [4] % [5] 5127 [6] 107 [7] 557 [g] 5 [o] =7 [10] T~ [11] 327 [12]
T(e*—e?) [13] 8 [14] 152° [15] 25 256 ™ [16] 2 “sn [17] 647r [18] 8 [19] San [20] 2v5m [91] 16f 51
2] 2 [23] Z [24] Z(e* — 5¢? +4e+2) [25] 23m [26] % [27] B¢ [28 [29] 6‘% ™ [30]

2
648
"5

26
37
4

Comprimento de Arco

[1] 4v/26 [2] 22 [3] 33 [4] 1+ Lin(2) [5] 22 [6] 12 [7] & [8] 28 [9] 18 [10] 2¥2(5v/5 - 1) [11
13V13-8 [19] 13” s [13] 22 [14] 3 [15] m(xf ) [16] ln<2+f ) [17] 9 18] 1

\/_—\/_—I—ln(w/giif) [20] ln(e+\/7)

Logaritmos

[11]
n(v2+1) [19]

2] Sugestdo: Escreva —< =1—u+u® — u—+1 [5] In(1.2) ~ 0.1826 ¢ E(1.2) < 0.0004.
7] x = 1.

Trabalho

[Ja) 7 b) 24 ¢) 3 d) 32 e 7-2 f) 2 g) 3(1—e%0m)
(2] 4. (3] B2 J [4] 1J [5] 252 J [6] 2J [8] Da segunda lei de Coulomb f(z) = 25 entdo
1.8 x 104 erg

[10] ) (3,3) b) (33, 13) ©) (0, F)-
Integrais Imprépias
[1]a) 2b) Z ¢) In(2) d) 5 e) 1 f) 400, diverge. g) oo, diverge. h) _Wl(s) i) —oo, diverge.

j) oo, diverge. k) 7 1) 775 m) 3 n) diverge o) Z p) 1"52) q) 5 1) 5 8) +0o0, diverge. t) 3

u) o limite ndo existe. v) & w) +oo, diverge. x) m

2] a) 2 b) 1— 55 c) i [3] a) 4 b) 3sen(1) ¢) 3 d) 2— 5 e) Z(In(2 2))7 f) diverge. g)

s

3 q) diverge. 1)

diverge. h) m i) 2 j) @ k) 2 1) diverge. m) diverge. n) m o) 3 p) —
In(2) s) m+ 2 t) diverge. u) diverge. v) diverge.

[4]a)s>0b)Paratodos>Oc)s>1d)s>()e)s>1f)s>1g) Sugestao: Faga

1——cos(m) 2sen” (% )

5 P
imprépias. §< 3.

. Utilize limites fundamentais e o teorema de comparacao de integrais
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h) Sugestao: Faca [ (sen(w))s = fo W + f_ W e na segunda integral faca
x = w —t. Utilize limites fundamentais para aphcar o teorema de comparacao de integrais
imprépias. s<1

[6] a = & [7] Utilize que a fungdo f(t) = e*!l é par. k = —2 [9] P(z > a) = fa+°° f(z) dx,
P(z <a) = [*__ f(z)dz [10] a) 69% b) 30%
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