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INTEGRAIS
Integral Indefinida pag. 403

Até aqui, nosso problema bésico era:

encontrar a derivada de uma fun¢do dada.

A partir de agora, estudaremos o problema inverso:

encontrar uma fungdo cuja derivada é dada.

Exemplo: Qual é a fungfio cuja derivada é a fungio F'(x) = 2x ?

flx) = x?, pois %xz = 2x. A fun¢iio F é chamada uma antiderivada de F'.

Definicao:

Uma antiderivada da funcio f é uma funcao F tal que

F'(x) = flx)

em todo ponto onde f(x) € definida.

Observacdo: Sabemos que F(x) = x* é uma antiderivada de F'(x) = 3x2, assim como:
G(x)=x+1¢e Hx) = x*-5.
Na verdade, qualquer fungio do tipo J(x) = x* + C € antiderivada de F'(x).

Teorema:

Se F'(x) = f{x) em todo ponto do intervalo aberto I, entdo
toda antiderivada G , de fem I, tem a forma
Gx)=Fx)+C

onde C € uma constante.

Assim, uma dnica fun¢do tem muitas antiderivadas. O conjunto de todas as antiderivadas da fungio F'(x) é chamada
integral indefinida (ou antidiferencial) de f com rela¢do a x e denotada por I Sx)dx.

[fx)dx = F(x) + Q]

A operaciao de antidiferenciacdo, assim como a diferenciagdo, € linear:

Icf(x)dx =c I Sf(x)dx (onde ¢ é uma constante)

€

[[Ax) £ g(x)]dx = [flx)dx + [ g(x)dx




A integracdo e a diferencia¢do sao operagdes inversas uma da outra. Este fato nos permite obter férmulas de integracao

diretamente das formulas de diferenciagao.

FORMULAS:
Ix"dx = ﬁx"” +C(sen = -1) fsinxdx =—cosx+C Itanudu = Inlsecul + C
Idx =x+C Iseczxdx = tanx + C Icotudu = Inlsinul + C
Ie"dx =e"+C Icsczxdx = —cotx+ C Isec udu = Inlsecu + tanul + C

j‘%dlenx+c

Isecxtanxdx =secx+C

Icsc udu = Inlcscu — cotul + C

Icosxdx =sinx+C

Icscxcotxdx =—cscx+C

RELACOES TRIGONOMETRICAS:

sinx + cosZx = 1
1 + tanx = secZx

1 + cot®x = cscZx

_ 1
SECX = Cosx
csex = —d

sinx

_ sinx
tanx = S04
cotx = LOSX

sinx

LISTA DE EXERCICIOS 1:
Calcule a integral de:
1
)| —=d
)I PR

4) [6r* ¥t ar

7) [(3 =2t +12)dt

10) J‘(x3/2 —x)dx

13)I<ﬁ+$>dx

sin
16) | —COSZXX dx

19) I(3 csc?t — Ssecttant)dt

2) [ 5u*du

5) [(4x® + x?)dx

8) [(8x* +4x — 6x2 — dx + 5)dx

11 (L + 3 5>d
)I 332 X
14) I(3 sint — 2cost)dt
17 COS X d

)I sin’x *

20) [(2cot?0 — 3 tan?0)d6

3)[%(1)6

6) [¥*(2y* = 3)dy
9) [ Jx (x + 1)dx
12) %dx

X

15) I(S cosx — 4sinx)dx

18) I(4 cscxcotx + 2sec?x)dx

3tg0 — 4 cos?0
cosf

21) | do



Respostas:

1) - ?12 +C 2)2u? + C 3)3x*3 +C

4)%110/3 +C S5t +4x’+C 6)+y° - %y“ +C
N3t—-1?++r +C 8)Ex’ +x* —20° —2x2 +5x+ C 9)Ex?+ 2+ C
10)%)65/2 - 5x*+C 11) - xiz -3 4+5x+C 12)%)65/2 + %xm -8 +C
13)2x% + 23X + C 14) —3cost—2sint+ C 15)5sinx + 4cosx + C
16)secx + C 17) —cscx+ C 18) —4cscx +2tanx + C

19) —3cott—5Ssect+C 20)—2cotf —3tanf + 60 + C 21)3secd —4sinf + C

Integracao por Substituicao:

Trabalharemos algumas técnicas para integrar fungdes compostas. Essas técnicas envolvem uma substitui¢do. O uso da

substituicdo na integragdo pode ser comparado ao uso da Regra da Cadeia na diferenciag@o. Iniciaremos recordando a
Regra da Cadeia da diferenciacao.

Seja a fungdo y = f(g(x)) com y = f{u) e u = g(x) fungdes diferencidveis. Para calcular y' devemos utilizar a Regra da
Cadeia e obteremos:

' = L)) = £ (5().8' () = f (w).u'

Exemplo:  Derive a funcfio composta y = (x> +3)° :  Sejau = x>+3 . Entdo y = u3.  Utilizando a Regra da
Cadeia, obtemos:
y =3u?u =3u? (x> +3) =3.(x* +3)2.2x

Teorema:

Sejam fe g duas fungdes tais que fo g e g' sdo continuas em um intervalo 1.

Se F é uma antiderivada de f'em I, entdo:
[Ag())g' (x)dx = F(g(x)) +C

Ex. 1: Calcule f e sinxdx. Resp.: —e*** + C

Ex. 2: Calcule Icos(3x +1)dx. Resp.: % sinBx+ 1)+ C

Ex. 3: Calcule f %dx. Resp.: Inlx? — x+C

Ex. 4: Calcule Ie2x+1dx. Resp.: 7' +C

Ex. 5: Calcule f xe* dx. Resp.: Le® +C

Ex. 6: Calcule J‘L Resp.: %<m>3—6 t+3) +C

r+3



LISTA DE EXERCICIOS 2:
Calcule a integral de:

3
1) [ {3x—4dx 13) [ esc?20d0 25) | %
2) I J5r+ 1dr 14) Irz sec?ridr 26) Isecxtanxcos(secx)dx
3) [3x//4 —x7 dx % 27 [ 545
4) [x(2x? +1)%dx 16) [+ 14 28) [ X
5 Iﬁ 17) Isin2x‘/mdx 29) ISx%’—xildx
6) | % 18) [ sin*0 cos 66 30) [ B —ar
7) [x*3x5 =5 dx 19) j _ 31) [(cot5x + cse 5x)dx
8) [(x + 1)*xdx . 20) [ € ;f 32) [2=3sin2e g,
9) [x}(2 - x?) 2dx 21) [x(2 + 1) A -2 —x dx | 33) | 2x34 dx
10) [(x* +3) "xSdx 22) [3+5 (s +1)%ds 34) [ e
11) [ sin +-xdx 23) (@2 + 1) 35) [ hl%dx
12) [ Lrcos42dt 24) j<t+ %)3/2< ’Ztg 1 )dt 36) j%dt

Respostas

1) %(3/(3x—4)>4+C

13) — 4 cot20 + C

25)L(1-242)" - L

_ 2x2 ) 172

» 2(JGr+D) +c

14) +tanr’ +C

26) sin(secx) + C

3) —(/(4—x2)>3+c

4
15 1+ cosx

27)-5 i3 - 2x1+ C

HEE+1)+C

16) —%(%—1)3/2+C

28) 2 In(x* +4) + C

1
H————+
4(x2 +1)°

17) 2 (2 = cos2x)** + C

29) + Inl5x*

-1+ C

6 +/Bs>+1) +C

18) +sin*0+C

30)  Inll + 2sinsl+ C

n 2 (JGF—5) +c

19) 4sin7d4x+C

31) = LIn(1 — cos5x) + C

8) L2 +1)"+C

20) = tan3J7 +C

32) In(1 + sin2x) + =+ Inlcos 2x|

0 (2_x2)13 (2_x2)14

3 28

3
+C |21 —%( /(4—2x2—x4)> +C

33) x2 + 41Inlx? —

1) 2P +3) 2@ +3)" +C 2 [Brs) -2 Brs) +L[B+s)

34) Inllnx| + C

11) —3cos%x+C

232+ 1) -

2er+ )P+

35) +In’3x+C

12) <=sin4s* + C

24)%(t+ %)5/2+C

36)2t+Inlt+ 11+ C




Somatorio:

Trabalhamos no capitulo anterior com o conceito de integral indefinida ou antidiferencial. A partir deste momento
trabalharemos com um novo problema: Como encontrar a drea de uma regido no plano. Essas duas nogdes estdo
relacionadas pelo Teorema Fundamental do Célculo.

O célculo da drea de uma regido envolve a notacdo de somatério, que € uma forma abreviada de escrever somas de
muitos termos. Esta notacdo utiliza a letra grega maidscula sigma (D).

Definicao;

A soma de n temos ai,as,...,a, é¢ denotada por

n
Za,- =a)+ar+...+a,
i=1
onde i é o indice do somatdrio, a; € o i-ésimo termo da soma e n e 1 sdo, respectivamente, os limites superior e

inferior do somatorio.

Exemplos:

4
DY i=1+42+3+4

i=1

5
2)) 2 =22+32+42+52

J=2
n

3) D flx)Ax = flx1)Ax + flx2)Ax +. .. +(x,)Ax
i1

Observacoes:

1) Os limites superior e inferior do somatério tem que ser constantes.

2) O limite inferior ndo precisa ser 1. Pode ser qualquer valor inteiro menor ou igual ao limite superior.
3) Qualquer varidvel ( ,j ou k) pode ser usada como indice do somatorio.

Area de uma regido plana:

Definicao:

Seja uma fungdo continua, ndo-negativa y = f(x). Estudaremos a regido A limitada inferiormente pelo eixo x, a esquerda
pela reta x = a, a direita pela reta x = b e superiormente pela curva y = f(x).
Podemos tentar a aproximagdo da drea A tomando retangulos inscritos ou circunscritos. A somatdria das dreas de cada
retangulo pode ser usada como uma aproximacao para a drea desejada.

A altura de cada retangulo € o valor da fungdo f(x) para algum ponto ¢ ao longo da base do retdngulo. Escolhemos Ax
para a base de cada retdngulo. A drea serd aproximadamente igual a somatoria:
S, = fgxl)Ax + flx2)Ax +. .. +f(x,)Ax

Sn = ;f(xl)Ax

quando usamos 7 retangulos com base Ax e x; como um ponto ao longo da base do i-ésimo retangulo.
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Exemplo: Calcule a drea abaixo da funcioy = x> dex = 0ax = 1.

YA

/(1, 1)

Vi

(L 1)

© Thomson Highe Educaton

ENES
N[ —
FN[)

(b)

© Thomson Higher Educaton

Observagao: Quanto menor escolhermos a largura Ax , melhor serd a aproximagado da drea sob a curva. Quando Ax — 0,
o nimero de termos n da somatéria de aproximacdo S, aumenta. De fato, quando Ax - 0 , n - o e a somatdria S, se

aproxima da area exata A sob a curva. Este processo pode ser simbolizado por:

limS, = A.

No exemplo anterior,

A Integral Definida:

3

(P +2* 43 +...4+n%)
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A érea definida acima é chamada a integral de f'no intervalo [a, b], a qual € indicada com o simbolo

IZ Sx)dx




Por definicao:

[” oy = tim S fr)Ax.
@ S

Quando este limite existe, dizemos que a fungao f € integravel no intervalo [a, b].
Nota: Toda func@o continua num intervalo fechado € integravel nesse intervalo.

A integral no intervalo [a,b] € lida como ” integral de a até b” e esses nimeros a e b sdo chamados os limites de
integracdo (inferior e superior, respectivamente), a funcdo f é chamada integrando. O simbolo I de integral é devido a
Leibniz, uma antiga grafia da letra S de soma, usado para lembrar que estamos trabalhando com o limite de uma
seqiiéncia de somas (soma de Riemann).

Observacao:
Dada uma fungao f :

Rl
0| a QKL_% b

£ 9

Observe que quando f{x) > 0 o retangulo esta “acima” do eixo x e quando f{x) < 0 o retdngulo estd "abaixo” do eixo
x. A soma de Riemann € a soma das dreas, considerando os sinais dos retangulos, isto €, se o retangulo estd para cima do
eixo x a soma das dreas € “positiva” e se o retangulo estd para baixo do eixo x, a soma das dreas € “negativa”. Isto sugere
que a IZ fx)dx serd a soma das dreas dos retangulos acima do eixo x , mais a soma das dreas dos retangulos abaixo do

€ixo x (A acima + Aabaixn)-

=Y

Por exemplo, f(x) = 2x. J‘iz fx)dx = =3, pois a soma das dreas dos retangulos que estdo abaixo do eixo x é —4 e a
soma das dreas dos retangulos que estdo acima do eixo x € 1. Portanto, Aucima + Aabaivo = —4+1 = =3. Note que
J‘iz f(x)dx ndo representa a area da regido limitada pela curva, pelo eixo x e pelas retas x = —2 e x = 1. Para que a integral
represente a drea, a fungdo f devera verificar as seguintes condi¢des:

1) f € continua no intervalo fechado [a, b];
2) f é ndao-negativa no intervalo fechado [a, b].

Al sim, a drea da regido limitada pelo grafico da funcdo f, o eixo dos x e as retas verticais x = a e x = b é dada por
Area=fz Sx)dx]
Atencio:

1) Quando f{x) < 0, a Area = —IZ Sx)dx.
2) E importante notar que, a integral definida é um niimero e a integral indefinida é uma familia de fungdes.

Exercicio:
3 ) - .
Calcule fo(x — 1)dx e construa os graficos das funcdes envolvidas:



(3,2)

y=x—1

3
_] Io (x—Ddx=A—-A, =7(2-2)-7(1-) =15

Integrais Particulares:

Ia fx)dx = 0, para f definida em x = a.
f f f)dx = - f : Sf(x)dx , para f integravel em [a, b].

Propriedades da Integral Definida:

1) Ib fx)dx = I: Sx)dx + Il: f(x)dx, para f integravel nos trés intervalos fechados determinados por a,b e c.
2) I kf(x)dx = kIZ Sf(x)dx , para fintegravel em [a,b] e k € R.

3) I [flx) £ g(x)]dx = IZf(x)dx + IZ g(x)dx , para fe g integraveis em [a, b].

4) I fx)dx > 0, para fintegravel e ndo-negativa no intervalo fechado [a, b].

5) Ia S)dx < IZ g(x)dx, para fe g integraveis no intervalo fechado [a, b] e f{x) < g(x) para todo x em [a, b].

TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO:
Parte 1:

Seja f continua no intervalo fechado [a,b] € F uma funcéo tal que F'(x) = f(x)
para todo x € [a,b]. Entéo,

Fx) = | ft)dt

Exemplo 1: Ache a derivada da funcédo F(x) = I; Adt.

Exemplo 2: Ache a derivada da fungéo F(x) = I;(tz —20)dt.

Parte 2:

Seja f continua no intervalo fechado [a,b] e F uma funcéo tal que F'(x) = f(x)
para todo x € [a,b]. Entdo,

[ fdx = [F)1% = F(b) - Fa)

Ex. 1: Calcule ﬁ x3dx. Resposta: %

Ex. 2: Calcule f i(x2 —2x)dx. Resposta:36




LISTA DE EXERCICIOS 3:
Calcule a integral de:

1) ﬁ X’ ; Lax  R:32 5) ch/z sin2xdx R.:1 9) J‘izlx — 3ldx R.: 29/2
2) I:) = Z >’ dz  R.:3/16  6) ﬁ 2P+ 1d R.:2/927-2)2) | 10) jz(x+2) Jxiide R.:256/15
-+
10 1 242
3) [, f5x—Tdx  R:134/3 7)[0%@ R:2-{2 11)[ X +1dx R.: 5/6
H[° 3wfE—wdw R:8|8)[" 0 +w)3/4 R:104/5 | 12)[ sinmrcosmxdx  R.:0

13) Lista de exercicios 5.3 pagina 400 exercicios 19 ao 32.

Use o teorema fundamental do célculo, parte 2, para calcular a integral, ou explique por que ela ndo existe.

19, [ x*dx 0. [ 6dx

2. J: (4x + 3)dx 22, J:{l + 3y — yB)dy
2. [ x*dx u. [*xdx

25, f%dz %. [ xds

. | = 2 ix 2. [ cos gdp

20. ["x(2 +x%) dx 20. f%dx

3. L”“ sec?t df 32, Ll (3 + x/x) dx

Respostas

Togiy=1+ 2y g, g{\}"x SeR ¥

1L F'ix} = —cosla

R

13. i (x) = —arctg {1/x)/x" 15. v = @ i7.v" = T
19, & 21, 138 23. % 25. & 27. Nio existe
29. 136 31 33, Nio ex;ale 35, In3

.= 39, o1 41, 107 43, & 43, 2

AREAS DE REGIOES PLANAS:
CALCULO DE AREAS POR INTEGRACAO EM x :

Seja uma regido num plano xy , limitada em cima pela fungdo y = f(x) , embaixo pela curva y = g(x) e que se estenda

desde x = a até x = b . Se as integrais de f(x) e g(x) de x = a até x = b existem entdo a area da regido é

A = [T ~ g0 dx




Ex. 1: Calcule a drea limitada pelas pardbolas y = ¢* e y = x e pelas reta verticaisx = O e x = 1.

y

A=J.;(ex —x) dx=e" —%xz};

. 1
0 . X =e—5—1=e—1.5

Ex. 2: Calcule a 4rea limitada pelas parabolas y = 2x —x% e y = x2.

yr=2x—x
VA
(1, 1)
1
AT e e (oL
B
Ax ¥ X3' 11 1
(0,0) X :2|:—:| :2(-]:
,,,,,,,,,,,,,,,, i} \ 2 3], 2 3) 3

Ex. 3: Ache a 4rea da regido delimitada pelos graficos das funcdes y = senxey = cosxdex = 0 até x = L.

2
YA A:fﬁ/2|cosx—sinx|dx=Al+A2
y =cCosx y=sinx ’
74 . e
/ :J.O (cosx—sinx) dx+L/4(smx—cosx) dx
A A
. | 2 _ [sinx+cos x]z/4 + [—cosx—sin X]ZZ
1 1 1 1
= —+—-0-1|+| 0-1+—=+—
A, | - (ﬁ 2 J ( V2 ﬁj
q 2 =2J2-2

Ex. 4: Ache a drea da regido delimitada pelos graficos das fungdes y = x> ey = Jx dex = Qatéx = 1 :
Resposta: + u.a.

Ex. 5: Calcule a 4rea limitada pelas parabolas y = x> e y = —x? e pela reta vertical x = 2 :

Resposta: <> v.a.

Ex. 6: Ache a drea da regido delimitada pelos graficos das fungdes y+x> =6 ¢ y+2x—3 =0dex=-latéx = 3 :
Resposta: 3= v.a.

CALCULO DE AREAS POR INTEGRACAO EM y :



Seja uma regido limitada a direita pela curva x = M(y) e a esquerda pela curva x = N(y) de y = ¢ embaixo até y = d em
cima. A drea da regido é

A = ['[MG) - N()Idy ou A = ['[x, — xi]dy

y
d--
X R
ﬁ JAy
)
Xr — XL

c+
0 x

=—1(64)+8+16—(£+2-8) =18

Ex. 2: Trace a regido limitada pela pardbola x = y*> e pelasretas x = y— 1,y = —1 e y = 1, calcule a drea:
Resposta: £ v.a.

Ex. 3: Trace a regido limitada pela parabola x = —y? e pelasretasx—y =4,y = —1 e y = 2, calcule a 4rea:
Resposta: 2 v.a.

LISTA DE EXERCICIOS 4:

1) Ache a drea da regido limitada por:
a)y=x>-2x+3,eixox,x =-2ex=1. R:15
b)y = 6 —x —x?, eixo x. R.: 125/6

c)y = x*—6x+5,eixox. R.:32/3
d)y=x*,y=18-x2R.:72

e)x =4-y2, x=4-4y.R.:32/3
Hx=y>-y,x=y-y2. R.:1/3

2) A érea da regido limitada pelos graficos de y = x*

e y = x ndo pode ser calculada utilizando-se apenas a integral
1 ) n ) . . ..
x3 — x)dx. Explique por qué. Em seguida use um argumento de simetria para escrever uma sé integral que represente
O plique por q g g P gralq P

a area em questao.

3) Utilize integragao para calcular a drea do tridngulo cujos vértices sdo (0,0), (4,0) e (4,4). R.: 8.

4) Ache, por integragio, a area do tridngulo tendo vértices (3,4), (2,0) e (0,1). R.:9/2

5) Determine a area da regido limitada pelos graficos das equagdes y = e* ey = Jx,x = 0 e x = 1. Resposta: 1,05 u.a.
6) Ache a drea da regido delimitada pelos graficos das fungdesy = xe x+y =4dex=0atéx =2 :

Resposta: 4 u.a.

7) Ache a érea da regido delimitada pelos graficos das fungdes x = y> ex = 2ydex = Qaté x = 4 :

Resposta: + u.a.

11



8) Trace a regido limitada pela pardbola x = 4Y — y? e pelas retas x = 0 e y = 0, calcule a 4rea:
Resposta: 22 v.a.

9) Ache a érea da regido delimitada pelos graficos das fungdes x = y> ex = 2ydey = Qatéy = 2 :
Resposta: + u.a.

10) Ache a érea da regido delimitada pelos graficos das funcdes x = y?> ex—y =2 dey =—-latéy = 2 :
Resposta: 5 u.a.

11) Calcule as dreas das regides abaixo.

a) Limitada pelareta y = —3x + 2, pelo eixo x e pelasretas x = -Sex = —1. R.: 44

b) Limitada pela curvay = 4 — x2, pelo eixo x e pelas retas x = 1 e x = 2. R.: 5/3

¢) Limitada pela curvay = 12 —x — x2, pelo eixo x e pelas retas x = -3 e x = 2. R.: 305/6

d) Limitada pela curva y = x3 — 4, pelo eixo x e pelas retas x = -2 e x = —1. R.: 31/4

VOLUMES DE SOLIDOS DE REVOLUCAO:
METODO DOS DISCOS (CILINDROS):

Suponhamos que a parte superior de uma regido R seja uma funcdo y = f(x) e a parte inferior, aretay = L, de x = a até
x = b. Entdo, o s6lido gerado pela rotacio da regido R em torno da reta y = L tem volume:

V= IZA(x)dx = IZ x[f(x) — L]dx
Ex. 1: Calcule o volume do sélido de revolugao gerado pela fungdo y = /x, girando em torno daretay = O parax = 0 até
x=1:

(a)

© Thomson Higher Education

Ex. 2: Calcule o volume do sélido de revolugdo gerado pela fungdo y = x3, girando em torno do eixo y = 0 paray = 0 até
y=38

;
y=8
x:O—;
8
V=] A(dy
: : :I:ﬂ.yz/sdy
A _ [;y%}g _ 96z
MMMMMMMMMMMMMMM (@ (b) > L 5

12



Ex. 3: Calcule o volume do sélido de revolugio gerado pela fungdo y = x*, girando em torno da reta y = —1 para x = —1
atéx =1 :

Resposta: 27 u.v.

Ex. 4: A regido delimitada pelo eixo x, pelo gréfico da funcdo y = x> + 1 e pelas retas x = —1 e x = 1 gira em torno do
eixo x. Determine o volume do sélido resultante:

Resposta: 227 u.v.

Ex. 5: A regido delimitada pelo eixo y e pelos gréficos de y = x* , y = 1 e y = 8 gira em torno do eixo y. Determine o
volume do sélido resultante:

Resposta: 27 u.v.

METODO DOS ANEIS:

Suponhamos que a parte de cima de uma regido R seja y = f(x) e a parte de baixo seja y = g(x) de x = a até x = b, entdo
o volume do sélido gerado pela rotacao da regido R em torno da reta horizontal y = L é

V=["Awdx = [ 2{R®)]? - [r()]>}dx

onde R(x) é o raio exterior da se¢ao em x e r(x) € o raio interior da se¢do em x.

Ex. 6: A regido delimitada pelos grificos de y = x> e y = x e pelas retas verticais x = 0 e x = 1, gira em torno do eixo x.
Determine o volume do sélido resultante:

¥ VA

S Alx)
y=x |
V=] A(x)dx
| &\ J
1
// (0, 0y X = .[0 72'()62 - )C4 ) dx
// |:_x3 _xs :|1
=T ———
305
2z
(@) (b) © 15

Ex. 7: A regido delimitada pelos graficos de y = x>

y = 2. Determine o volume do sélido resultante:

e y = x e pelas retas verticais x = 0 e x = 1, gira em torno do eixo

y

4

V= AGx)dx
:ﬂjol[(Z—xz)z—(Z—x)z]dx

= 7[[01()64 —5x° +4x)dx

T 3 27!

:".IL‘ | ' l - X
5 73 2] s

® Thomson Higher Education

Ex. 8: A regido delimitada pelos graficos de y = x?

x = —1. Determine o volume do sélido resultante:

e y = x e pelas retas verticais x = 0 e x = 1, gira em torno do eixo

13



/ 1
v =7ff0(2 y=y=y )dy
1
3

. 4wy Y|
X =T _— = —
3 2 3 2

® Thomson Higher Education 0

Ex. 9: Dado o tridngulo delimitado pelas retas y = %x +3ey= —%x + 3 de x = 0 até x = 4. Calcule o volume do sélido

gerado pela rotacdo deste tridngulo em torno do eixo horizontal y = 1. Resposta: 167 u.v.

Ex. 10: A regido delimitada pelos graficos de x> = y—2 e 2y —x—2 = 0 e pelas retas verticais x = 0 e x = 1, gira em
torno do eixo x. Determine o volume do sélido resultante:
Resposta: 227 u.v.

LISTA DE EXERCICIOS 5:

1) Calcule o volume do sélido gerado pela rotagio da regido delimitada pelos gréficos de x> = y—2 e 2y—-x—-2=0¢
pelas retas verticais x = 0 e x = 1, girando em torno daretay = 3.
Resposta: 257 u.v

2) A regido do primeiro quadrante delimitada pelos graficos de y = %x3 e y = 2x, gira em torno do eixo y. Determine o
volume do sélido resultante:

. 512
Resposta: 257 u.v.

3) A regido delimitada pelos gréficos de x = y?

resultante:
.64
Resposta: 7= 7 u.v.

e 2y—x =0, gira em torno do eixo y. Determine o volume do sélido

4) A regido delimitada pelos gréficos de y> = x e y—x = -2, gira em torno do eixo y. Determine o volume do sélido
resultante: Resposta: 7—527r u.v.

5) A regido delimitada pelos grificos de x =y e y+x =4, gira em torno do eixo x. Determine o volume do sélido
resultante:
Resposta: 167 u.v.

6) Estabeleca uma integral que permita achar o volume do sélido gerado pela revolugdo da funcio x + 2y = 4 no primeiro
quadrante, girando em torno da reta:

a)y =-2 Resp.: &7 uv.

b)y=5  Resp.: ZEruv.

c)x=7 Resp:Beruv.

d)x=—-4 Resp.: 2ruv.

14



Comprimento de arco

VA

; |P_P|=J(x, —x, 1> +(y =)

L=1lim > |P_ P,

SED-fx) =1 '(xi* )X = x,,) Ay, = f'(x;)Ax

L= hmZ| ,.|

|P_P|=+/(A%) +(Ay,) e

= a0+ £ A =tim 31+ D]
=1+ e[ @Ay
=1+ [ £ GO Ax (sincedx>0) J‘:\/1+[f'(x)]2dx

Exercicio: Calcule o comprimento da curva marcada no grafico.

YA
4, 8) T
y_x .y 10 ,\/7
_3I13/4 u du
y2:x3 ﬂ:éxl/Z 42 2/2]10
dx g B 13/4
%/2
01 : :%[10‘/2 J
0 X L_[4 i dx:j“ 1+2x dx
e L VT =+ (80v10- 13J_)

Funcao Comprimento de curva
Exemplo: Se f(x) = x? — }inx, entao



2
1+[f ] =1+ 2x—j =1+4x° ——+ 12
64x
=4x +—+ 12
2 64x

s(x) = Lﬂh +[f @ ar
=J'lx(2t—éjdt

=’ +4Ins]

=x*+ilnx-1

Para a curva, de (1, 1) até (3, f(3)) temos:

s(3)=3"+1In3-1
8

=8.1373
Exercicios:
Ache o comprimento das curva
1) y=1+6x7, 0=x<1. resposta -5 (82482 — 1)
2) yP=4(x+4)> 0<x<2 resposta 2 (55455 - 3737)
2) Y=+ <x<2 resposta 2!
3) y=4 -85 2<x<4 resposta 6+ 22
4)y=+/x(x-3). 1=x=<09. resposta -

Integracao por partes (Secao 7.1 pag. 471)
Nesta se¢do aprenderemos como integrar fungdes complexas por partes. Cada regra de derivagdo tem outra

correspondente de integracao Por exemplo, a Regra de Substitui¢do para a integrag¢@o corresponde a Regra da Cadeia para
a derivacdo. Aquela que corresponde a Regra do Produto para a derivacao é chamada integracao por partes.
A Regrado Produto afirma que se f(x) e g(x) sdo fun¢des derivaveis, entdo

%[f(x)g(x)] =f(0g' () +g(x) f(x) j[f(x)g (xX)+ g(x) f'(x)]dx = f(x)g(x)

Jf@g@dt[s0f Wdr=fg) _ [F0g@dr=f@g0)~[g(0)f (s

Sejau = flx) e v = g(x). Entdo, as diferenciais sdo du = fl(x)dx e dv = g/(x)dx
Assim, pela Regra da substitui¢@o, a formula da integracio por partes torna-se

judvzuv—jvdu
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Exemplo 1. Encontre I xsen(x)dx

J-xsmxdx:J-xsmxdx:x(—cosx)—J-(—cosx)dx

= —xcosx+J-cos xdx

=—xcosx+sinx+C

E interessante verificar a resposta, derivando-a. Se fizermos isso, obteremos xsenx, como esperado.

Se tivéssemos escolhido u = sinx e dv = xdx , entdo du = cosxdx e v = x2/2, teriamos
2
. . x 1
'[xsm xdx = (sin x)———'[x2 cos dx
2 2
Embora isso seja verdadeiro, f x? cos xdx € uma integral mais dificil que a anterior.

OBSERVACAO

Em geral, ao decidir sobre uma escolha para u e dv, geralmente tentamos escolher # como uma fun¢do que se torna mais
simples quando derivada. ou ao menos ndo mais complicada. Contanto que dv possa ser prontamente integrada para
fornecer v.

Exemplo 2. Calcule flnxdx

Nio temos muitas escolhas para u e dv. Seja u = Inx, dv = dx. Entdo, du = Ldx, v = x. Integrando por partes,
temos:

dx
J‘lnxdxlenx—'[xj

:xlnx—'[dx
=xlnx—x+C

A integracdo por partes € eficaz nesse exemplo porque a derivada da fun¢dof(x) = /nx € mais simples que f.

Exemplo 3. Calcule ftzetdt.
Note que #? se torna mais simples quando derivada. Enquanto, e’ permanece inalterada.

=i dv=dde _ du=2tdi v=e _ |rédi=r'e =2fw'di

A integral que obtivemos , Itetdt, E mais simples que a integral original, mas ainda ndo é 6bvia. Portanto, usamos
integracdo por partes mais uma vez. Escolhendo u = 1, dv = e'dte du = dt, v = ¢'.

jze’dz =te' — je’dz —te' —e'+C
Substituindo na equagdo original, temos
Irze’dt =t'e — 2_[ te'dt
=t’' —2te' —¢' +C)
=t'e' —2te' —2¢' +C,

onde C1 = -2C.
Exemplo 4: Calcule Iexsenxdx.

Tentamos escolher u = e* e dv = sinx. Entdo du = e*dxe v = —cosx.
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J.ex sin xdx =—e” cosx+'fex cos x dx

Mas fex cosxdx ndao € mais simples que a integral original. Tentamos integrar novamente. Desta vez usaremos u = e* e
dv = cosxdx, entdo, du = e*dxev = —senx, e

'fex cosxdx =e" sinx—J.ex sin x dx
Substituindo na equagdo original temos
'[ex sinxdx=—e" cosx+e" sinx
—'[ e” sin x dx
Somando Iexsenxdx, nos dois lados da equagdo obtemos:
ZJ. e*sinxdx=—e" cosx+e’ sinx
Dividindo toda equagao por dois:

J.ex sinxdx =1e"(sinx—cosx)+C

INTEGRAIS DEFINIDAS
b b
I udv = uvl? —J. vdu

a

LISTA DE EXERCICIOS 6:
Calcule a integral de:

l)fxexdx .Resp.:xe* —e*+ C

2) [xe¥dx R %(Zx _D+C

3) IxeXde R. %eXQ +C
fxedr Ri-dr Q1)+ C

5) fx3exdx R.:e*(x* -3x?+6x—-6)+C

2 X X
6) fx Inxdx . Resp.: 3 Inx 9 +C

4
3 . X —
7) [x*Inxdx R e (@nx—1)+C

8) [(Inx)dx R.: x(Inx)? = 2xInx + 2x + C
(Inx)? ~ (Inx)?

IO)I e¢*cos 2xdx . Resp.:+e*cos2x + Fe*sin2x + C

18



11) Resolva os exercicios numero 3 ao 30 da se¢@o 7.1 pagina 476 do livro texto.

Calcule as integrais Respostas dos exercicios impares
3. J xcos 5x dx 4, J xe dx
5. [ e dr 6. [ tsin2tds
7. J x*sin wx dx 8, J x*cos mx dx
9. J In(2x + 1) dr 10. J's'm-‘x dx
1. J arctan 41 dt 12, J rlnpdp
Lir*lnx—3x*+C 3 fysinSx++=cossx+C
( 2 [ 3¢
13. J (Inx)ax 14. J et 5. 2r — Ve + €
1, 2 i 2
5. Je’z'*sjn.‘-ﬁdﬂ Ib.Je"*cnsEH:‘.!'H 7. —Fx L,osqr.r+wzxsmwx+?cosm'+(".
L2+ DIn2x+ 1) —x + C
I?" j. v i]ﬂh ¥ ﬂ‘\,' ]3« J. T{,DS]I av I'.;hl' l]a I arctan —1.!‘ - %U‘l[l =+ IEII-‘J + C
' S ' T 13 x(lnx)* — 2xlnx + 2x + C
(T o . 15. e®(2sin 38 — 3 cos 36) + C
19. Ju tsin 3rdr 20. JD x*+ e dx 17. ycoshy — sishy + C
19. 7/3  2l.3—3ln2 2. ;-3¢
2. J‘E“‘_fdr 22, J'* Jiln tdt 25 (w+6—3y3)/6 . sinx(nsinx — 1) + C
Lox L 29, ixicoslnx +sinlnx) + C 3. Fin2 -2n2+ 3

33, 2(sin vx — Vxcosx)+ C 35 —1— @4

Integral Trigonométrica 7.2 (pag. 478)
Exemplol: Calcule jc0s3xdx
A simples substituicdo u = cosx ndo ajuda, porque assim temos du = —senxdx? Logo, para integrar poténcias de
cosseno, necessitamos de um fator extra senx. Analogamente, uma poténcia de seno precisa de um fator extra cosx. Dessa
forma, podemos separar um fator cosseno e converter o fator cos>x restante em uma expressio envolvendo o seno usando
a identidade sen’x +cos’x = I: cos’x = cos?x.cosx = (1 —sen’x)cosx. Podemos entdo calcular a integral
substituindo u = senx, de modo que, du = cosxdx e

J.cos3xdx=_|.coszx-cosxdx
:J.(l—sin2 x)cos x dx
=J.(1—u2)du=u—%u3+c
=sinx—1sin’ x+C

Exemplo 2: Calcule jsenSx cos’xdx

Poderiamos converter cos?x para 1 — sen’x. Mas ficarfamos com uma expressdo em termos de senx sem um fator extra
cosx. Em vez disso, separamos um tnico fator de seno e reescrevemos o fator sin“x restante em termos de cosx. Entio,
temos:

sin” x cos® x= (sin” x)* cos” xsin x
2 2 2 .
=(1—cos” x) " cos” xsin x

Substituindo # = cosx, nos temos du = sinxdx. Assim
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.5 2 2 2 2 .
Ism XCOos xa’x:j(sm X)” cos” xsin x dx

= I(l—cosz x)* cos’ xsinxdx = I(l —u®)u> (—du)

3 5 7

u uwou
=—j(u2—2u4+u(’)du=— S, LR e

3 5 7
—_1 3 2 5 1 7
=—5C0s” x+<c0s” x—=cos’ x+C

Nos exemplos anteriores, uma poténcia impar de seno ou cosseno nos permitiu separar um unico fator e converter a
poténcia par remanescente. Se um integrando contém poténcias pares tanto para s€no como para cosseno, essa estratégia
falha.Nesse caso, podemos aproveitar as identidades dos Aangulos-metade. sen’x = %(1 — Cos 2x) e

cos?x = +(1 + cos 2x).

T
Exemplo 3: Calcule | . sen’xdx.
Se escrevermos sin’x = (1 — cos?x), a integral ndo é mais simples de calcular. Usando a férmula do Angulo-metade para
) .
sim“x, temos:

J.: sin® xdx = %j.: (1-cos2x)dx
=[4(x—Lsin 2x)]g
=1(r—1sin27)-1(0—-4sin0)
=1z

Observe que mentalmente fizemos a substitui¢do u = 2x quando integramos cos2x .
Exemplo 4. Calcule [ sen*xdx

Jsin“ xdx = J(sinz x)*dx

2
:J(l—cos2xj I
2

J(l —2c0s2x+cos” 2x)dx

L
4

usando:

cos’?2x =1 (1+cos4x)

[sin® xdx =14 [[1-2c0s 2x+ 41+ cos 4x)] dx

I

j(%—2cos 2x+1cos 4x)dx

(£x—sin2x+1sin4x)+C

I

Podemos usar uma estratégia semelhante para avaliar integrais da forma [ran™xsec"xdx. Caso n seja par, como
%tanx = sec’x, podemos separar um fator sec’x. Em seguida, converter o restante usando a identidade

sec’x = 1 + tan*x e usar u = tanx.

Exemplo 5: Calcule [ tan®x sec*xdx.

20



Jtan6 xsec’ xdx =J tan® x sec’ x sec’ xdx
6 2 2
=Jtan x(1+tan” x)sec” xdx
=ju6(1+u2)du=j(u6+u8)du

I/t7 I/t9
=—+—+C
7 9

=Ltan’ x+1tan’ x+C

Alternativamente ( m impar), como %secx = secxtanx, podemos separar um fator secxtanx e converter o restante usando
a identidade anterior e u = secx.
Exemplo 6: Calcule [ tan®xsec”xdx.

Itans @sec’ 6 =I tan” @sec’ @sec Htan 64O
=_|A(sec2 6—1)*sec’® @secOtanbd O
=JA(u2 —1)*u’du =I(u10 —2u® +u®) du

ull u9 M7
=—=-2—+—+C
11 9 7

11 9 7
=Lsec @—3sec @+Lsec’ 6+C
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LISTA DE EXERCICIOS 7:

Resolva as integrais niimero 1 ao 18 da pédgina 484.

1. J sindy cos®x dx
faarfd
3. J :T“ sin®y cos®r dy
a2
5. J cos 'y sin*x dy
- |'.2
7. J“ cos>d dd
o
M| gy
9. JD sin*(30) dt
11. J (1 + cos @) de
rafd
13. J: sinty cos®y dy
15. J sin'y 4/cos x dx
17. J cos x tan x dx
» 1 —sinx
19. J —dx
Cos X
1. J sec’y tan x dx
23. J tan’y dx
15, J secSt dt

(vi3 g 4
7. J tan’x secty dx
o

29, J tan’y sec x dx

Respostas impares

1 1
l. scos’x — scos’y + C

2. J sin®y cosxy dy
4, J:’rz cos’x dx
6. J sin’(mx) dx
8. " sin2(26) df
10. J': cos®f d
12. J X cos’x dx
14, J':rz sin“x cos’x dx
16. J cos & cos(sin @) de
18 J cot’d sin*f de
20. J cos’x sin 2x dx
2. [ sec(t/2) dr
2, J tanx dx
26. J:'u sec'd tan'd 49
18, J tan® 2x) sec( 2x) dx

Ml
30, J " tan®x sectr dx
o

11
3w

1 - 7 . 1 -
5. zsin’y —ssin’x +gsinx + C 7. w/4

1. 36 + 2sin@ + 5sin 28 + C

15

— 1
el | Bt

17. 3

1. ttan’x + C

25, 1

29, 1sec’t — secx + C

cos’x — In|cosx| + C

tan®t + 3 tan’t + tant + C 7. +

, R
COs™ — Fc0sX)yJecosxy + C

9. 3w/8

13. (3qr — 4)/192

19. In(l + sinx) + C

23 tanx —x + C

117
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7.4 Integracao de Funcoes Racionais por Fracoes Parciais

Nesta secdo mostraremos como integrar qualquer funcdo racional (um quocientede polindmios) expressando-a como
uma soma de fragdes mais simples, chama das fragdes parciais, que jd sabemos como integrar. Para ilustrar o método,
observe que, levando as fracdes 2/(x — 1) e 1/(x —2) a um denominador comum, obtemos:

2 1 2x+2)—(x-1)
x—1 x+2 (x—D(x+2)
_x+5
X +x-2

Se revertermos o procedimento, veremos como integrar a funcdo no lado direito dessa equacdo:

sz;sd)c:j(i— I jdx
X +x—2 x—1 x+2

=2Inlx-11-Inlx+21+C

Para ver como esse método de fragGes parciais funciona em geral, consideramos a fungdo racional
P(x)

fx)=

() onde Pe Q sdo polindmios.

E possivel expressar f como uma soma de fracdes mais simples, desde que o grau de P seja menor que o graude Q.
Essa fun¢do racional é denominada propria.
Se f e impropria, isto e, grau(P) > grau(Q), entao devemos fazer uma etapa preliminar dividindo P por Q (pordivisaode
polinomios). Até o resto R(x) ser obtido, com grau(R) < grau(Q). O resultado da divisao é
f(x) _@2 S(x)+@

0(x) Q(x) onde S e R sdo polindmios também.

3
X +Xx

dx

Exemplo 1. Encontre x-1

Como o grau do numerador € maior que o grau do denominador, primeiro devemos fazer a divisdo. Isso nos permite
escrever:

jxahmh:j(f+x+2+—g—}h

x—1 x—1

3 2
X

=2 X x4+ 2mnlx—11+C
3 2

A préxima etapa é fatorar o denominador Q(x) o méximo possivel. E possivel demonstrar que qualquer polindmio Q pode

ser fatorado como um produtode fatores lineares (da forma ax+ b) e fatores quadréticos irredutiveis (da forma
ax* + bx + ¢, onde b? — 4ac < 0). Por exemplo, se Q(x) = x* — 16, poderiamosfatora-lo como:

0(x)=(x*—4)(x* +4)
=(x=2)(x+2)(x* +4)

A terceira etapa € expressar a funcgdo racional propria R(x)/Q(x) como uma soma de fragdes parciais da forma: ﬁ
ax
Ax+ B
ou —==T2
(ax?® + bx +c)/

23



Um teorema na dlgebra garante que € sempre possivel fazer isso. Explicamos os detalhes para os quatro casos que
ocorrem.

CASO 1

O denominador Q(x) é um produto de fatores lineares distintos. Isso significa que podemos escrever.
Ox) = (a1x+b1)(arx + by)....(arx + by) onde nenhum fator € repetido (e nenhum fator é mdltiplo constante do outro).

Nesse caso o teorema das fracdes parciais afirma que existem constantes Al, A2, . .., Ak talque:
R(x A A
WD __ A A A
Q(x) ax+b a,x+b, a,x+b,

Essas constantes podem ser determinadas como no exemplo seguinte.
Exemplo 2. Calcule

I x*+2x—1
2x +3x* —2x
Como o grau do numerador ¢ menor que o grau do denominador, ndo precisamos dividir. Fatoramos o denominador
como:

203 4+ 3x2 = 2x = x(2x* +3x—=2) = 2x(x = 12)(x + 2) = x(2x — 1)(x + 2)

Como o denominador tem trés fatores lineares distintos.

A decomposicdo em fracOes parciais do integrando tem a forma:

x> +2x—1 _A B C

= -
x2x-D(x+2) x 2x-1 x+2

Para determinar os valores de A, B e C multiplicamos ambos os lados dessa equacdo pelo produto dos denominadores,
x(2x1)(x + 2), obtendo:

2 +2x+1=AQx—1)(x+2)+Bx(x+2) + Cx(2x - 1)

Expandindo o lado direito da Equacdo e escrevendo-a na forma-padrao para os polindmios, temos:

X +2x+1=QA+B+20)x*+(BA+2BC)-2A

Isso resulta no seguinte sistema de equacgdes para A, B e C:

dx

2A+B+2C=1 A
3A+2BC =2 B =
3A+2BC =2 C
E assim,
J X' +2x—1
2x3+3x2—2x

1 1
—J dx
[2)6 52x 1 10x+2j

=llnlxl+5In12x—11—L1x+21+K

CASO2

Q(x) é um produtode fatores lineares, e alguns dos fatores sio repetidos. Suponha que o primeiro fator linear (a1x + b;)
seja repetido r vezes. Isto €, (a1x+ b;)” ocorre na fatoracdo de Q(x). Entdo, em vez de um tnico termo A;/(a1x + b1),
usariamos.

A A A
a,x+b, (ax+Db) (a,x+b)

dx

Para ilustrar, poderiamos escrever.
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xX¥-x+1 A B C D E
o o ottt ot T
x(x—1) x x x-1 (x-1)° (x-1

Exemplo 4. Encontre

dx

Ix4—2x2+4x+1
X —x"—x+1
A primeira etapa € dividir. O resultado da divisdo de polindmios é:

X =2x* +4x+1

X —x'—x+1
4x
=x+1l+——
X —x —x+1
A segunda etapa € fatorar o denominador
Ox) =x3—x*—x+1.
Como Q(1) = 0, sabemos que x — 1 € um fator e obtemos:
K= —x+l=x-DKx*-1)
=(x-Dx-D(x+1)
=(x—1)*(x+1)

Como o fatorl inear x — 1 ocorre duas vezes, a decomposi¢do em fragdes parciais é:

4x A B C
2 = + 7t
(x=D"(x+1) x-1 (x-1) x+1

Multiplicando pelo minimo denominador comum, (x — 1)%(x + 1), temos:
4x=Ax-Dx+D+Bx+D)+C(x=1)?°
=(A+CO)x* +(B-2C)x+(-A+B+C)

Agora igualamos os coeficientes:

A+C=0
B-2C=4
-A+B+C=0

Resolvendo, obtemos:
A=1,B=2C=-1.
Assim
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dx

J~x4—2x2+4x+1
X =x*—x+1

1 2 1
=I x+1+ + > = dx
x—1 (x=1)" x+1
2
=%+x+1n|x—1|—i—1n|x+1|+1<

x—1
2
SES +ln|x_1|+K
2 x—1 |x+1|
CASO 3

QO(x) contém fatores quadraticos irredutiveis, nenhum dos quais se repete. Se Q(x) tem o fator ax? + bx + ¢, onde
b? — 4ac < 0, entdo, além das fragdes parciais, a expressdo para R(x)/Q(x) terd um termo daforma

Ax+ B
ax* +bx+c

em que A e B sdo as constantes a serem determinadas.

Exemplo 5. Calcule

J-2xz—x+4dx

X +4x

Como x* + 4x = x(x? + 4) ndo pode ser mais fatorado, escrevemos:

2x*—x+4 A Bx+C

x(x*+4) Cx xX+4

Multiplicando por x(x? + 4), temos:
2x” —x+4=A(x*+4)+(Bx+C)x
=(A+B)x*+Cx+4A

Igualando os coeficientes, obtemos:
A+B=2,C=1,4A=4.Entao, A=1,B=1,e C=1. Logo

2x* —x+4 I x-1
[REEE (L 22
x +4x x x +4
Para integrar o segundo termo, o dividimos em duas partes:

-1 1
Ix)§+4dxzszi4dx—jx2+4dx
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J*sz—x+4
x(x* +4)

1 1
=J;dx+Jx2):_4dx—Jx2+4dx

=Inlxl+iIn(x*+4)—Lltan™'(x/2)+ K

CASO 4
Q(x) contém fatores quadraticos irredutiveis repetidos. Se Q(x) tem um fator (ax? + bx + ¢)” onde b>
Entdo, em vez de uma tnica fracio parcial, a soma

Ax+B, N Ax+B, P Ax+B
ax’ +bx+c  (ax’ +bx+c)’ (ax® +bx+c)

ocorre na decomposicio em fracdes parciais de R(x)/Q(x).
Cada um dos termos pode ser integrado primeiro completando o quadrado.

Exemplo 6. Calcule

dx

I 1—x+2x" —x°
x(x*+1)°
A forma da decomposi¢do em fragdes parciais é:

l—x+2x* =% A+Bx+C Dx+ E
x(x* +1)? x o xX*4+1 0 (xXF+1)?

Multiplicando por x(x? + 1)2, temos:

X +2x" —x+1 A+B=0

= A + 1)+ (Bx+C)x(x> + 1)+ (Dx + E)x c=-1
. PR s , 2A+B+D=2
=AX"+2x +D)+B(x"+x)+C(x” +x)+Dx” + Ex CiE=—]

=(A+B)x*+Cx’ + QA+ B+ D)X’ +(C+E)x+ A A=1
Que tem a solucio A = 1,B = -1,C = -1,D = 1,E = 0.Entdo,

Jl—x+2x2—x3

X
x(x+1)?
1 1

=||—— xz+ + Zx ~ |dx
x x +1 (x+1

B ﬂ_ _J‘ J‘ xdx
x Y xt+1 41 (P41

1
-1

=1n|x|——1nx +D)—tan x—+K
( ) 2(x* +1)?

—4ac < 0.
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O algoritmo de Briot-Ruffini

O algoritmo de Briot-Rufini é um dispositivo pratico para efetuar a divisdo de um polindmio f de grau n > 1 por um
polindmio do tipo (x — u). Para facilitar representamos f e o quociente g na forma

fx) = aox +ax™' +axx"? +.. . +a,.1x +ay,
q(x) = box" '+ b x"? +.. . 4b,ax+ b,

em vez de usar a forma padrao.

Assim, se o resto for indicado por r, tem-se a seguinte igualdade:
) = (x—u)q(x) +r
fx) = (x—u)(box" " + b X" +...4b,ox+b, 1) +r
fx) = box" + (by —w)x" ' +.. . +(bp1 — ub,2)x+ (r —ub,_1).
Pelo principio de identidade de polindmios:
bo = ag, by = uby+ay,....b_y = ub,» +a,—1, r = ub,_1 +a,.

O quociente e o resto podem entao ser obtidos mediande o dispositivo abaixo

ao aq aAp-1 an u
ub e Uuby ub,_1
bo=ay by =uby+a;.. b,1=ub,r+a,.1 r=ub,1+a,

Proposic¢ao: Seja f um polindmio sobre Z[x]. Se um nimero racional u = % éraiz de f, entdo rlag (r divide ap) e s | a,
(s divide a,,).

Corolario 1: Se um nimero inteiro r € raiz de um polindmio sobre Z[x], entdo r € um divisor de a.
Corolario 2: As eventuais € raizes racionais de um polindmio sobre Z[x] sdo nimeros inteiros divisores de ay.

Exemplo:
1) O polindmio f{x) = 2 + x + x* ndo tem raizes racionais. De fato, se as tivesse, elas seriam niimeros inteiros divisores de
2, que sdo 1,12, como f(1) = 4, f(-1) = 2, f(2) = 8 e f(-2) = 4, entdo f ndo tem raizes racionais.
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Lista de Exercicios 8

Exercicios 7 ao 30 da pagina 500 se¢do 7.4
Resolva as seguintes integrais usando fragdes parciais

E.jr+4dr‘

1
m,j{H

x—6
-9
I[x+5]|[x—2]ldx

-

3 1 x—1
']‘szz_1 u'jnf+3,r+2dx
ax |
”'jf— by |[x+a}||{x+b}l
1 2x+ 3 —4x— 10
. —— 6o | ————d
.[:l[ + 17 o j xP—x—-6 o
: 4y =Ty — 12 x+2x—1
18,
jl}(}+2 }—illa} j ¥ —x
1 x?
19, | ————dx 0 | ——idx
j( +5F(x - 1) j{x—3}E1+EJ'
5x*+3x -2 ds
1. 2| ==
j x + 2t dx j.i"l:.i‘-l:lz
3j +1}3 24'j{ + 17
10 x—x+r5
5. | TR B X7+ 3x
P2+ 1 —x—1
”‘j (x? + 1)(x*+ 2) za.ju 1}( de
x+4 xt = 2yt +x+1
Hj dx 30'.[ xt + 5x? ax
Respostas
19 ——11r1|,1r+5|+l 1 +L1n|x—l|+C
to36 6 x+5

I.x+6ln|x—6|+C
9. 2ln|x+5|-In|lx-2|+C 1.3iln3
13 aln|x—b|+C 15 2In2 +3

17. ¥In2 - 2in3(orini)

2L 2In x|+ 3n|x+ 2|+ (/00 + C

23. In|x+ 1|+ 2x+ 1) - /2x+1)*]+ C
25 In|x— 1] — 3ln{x* + 9) — s tan~"{x/3) + C
27. 3 In(x* + 1) + (1/4/2) tan~(x/v2) + €

29, tln(x* + 2x + 5) + 3tan~Y{(x + 1)/2) + C



Integrais Improprias

A existéncia da integral definida

jf (x)dx

com a fun¢do f{x) sendo Continua no intervalo fechado [a, b], nos foi garantida pelo Teorema fundamental do Calculo.

y

Entretanto, determinadas aplicagdes do Célculo nos levam a formulagdes de integrais em que
a) o intervalo de integracdo ndo € limitado (infinito) ou
b) o integrando tem uma descontinuidade infinita em algum ponto do intervalo [a, b];

y
y h
| 1
_ Inx —
02— S YT =
0.1 1
1 | I I 1 x x
0 1 2 3 4 5 6 0 1
@ (b)

Nosso objetivo € definir o conceito de integrais deste tipo, chamadas de Integrais Impréprias.

Integrais Improprias Tipo 1: intervalos infinitos
A drea da regido S, abaixo da curva f(x) no intervalo [a,+8) , € calculada pela integral

S = [ F(x)dx

,\‘

0 a X

© Thomson Higher Education

Esta area sera finita ou infinita?

Exemplo 1: Vejamos um exemplo ilustrativo: Considere a integral.
21
[ dx
02

Observe na figura que a drea da integra € menor que a soma das dreas dos retangulos
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~1 1 1 1 (+)
—dr<1l4+-4+-4+-4+-.-=2
]025 v<ltgtitgt

onde em (*) usamos a soma de uma P.G.
a, 1

S = , a,=1, r=—.
1-r 2

Logo a drea obtida pela integral estd limita por uma drea finita, portanto, também sera finita.

ol

Exemplo 2: A drea sombreada da figura abaixo € dada por:

i1 17 1
A(t):_[lydx:—;} =1--
1

Observe que a drea A(t) < 1 por maior que seja t.

v

Também observamos que a drea se aproxima de 1 quando t — oo.

lim A(t) = lim(1—1] =1

t—o0 t—o0 t
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YA YA
area = % area = %
U
Yy y
area=% area=1
of s [0 \

Assim, dizemos que a drea da regido infinita S € iguala 1 e escrevemos:

- 1 ‘1
[ —dx=tim|[ < dx=1
1 X t—o0 lx

logo, definimos a integral de f(x) (ndo necessariamente uma funcio positiva) sobre um intervalo infinito como o limite das
integrais sobre os intervalos finitos.

Definicao 1: Integrais impréprias do tipo 1
a) Se existe r f(x)dx para todo nimero t = a, entdo:
a

[ reoastim] s

) b , -
b) Se existe jt f(x)dx para todo nimero t = b, entdo:

[" roodx =lim [ f@)ax

¢) a partir de a) e b), para um nimero real qualquer a, temos

J_i f(x)dx= Lo f(x)dx+ j: £ (x)dx

Convergeéncia e divergéncia
As integrais improprias:

" fod
I‘wf(X) * e Figure

Sao ditas convergentes se o limite correspondente existe (como um nimero finito), caso contrdrio, sdo ditas divergentes.

Exemplo 3: Verifique se a integral IT Ldx é convergente ou divergente.
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=] 1

I x t—eo Jdl x t—>o0

~dv=lim [ ~dv=limln||]
1

=lim(Inz—1Inl)

t—>o0

=limlnt =0

t—>o0

Observe que este limite ndo existe como niimero, portanto esta integral diverge.

00 . o . ~
Observe que jl —Ldx converge como vimos no exemplo 2, mas jl L dx diverge apesar da semelhanca das funcdes.
X

y

finite area

vy

infinite area

Exemplo 4: calcule jio xe*dx
Solugdo: Usando a defini¢do 1 b)

0 ! )
I xe" dx = lim

— t——oc0 dt

0o
xe” dx

Integrando por partes comu = x,du = 1,dv = e*ev = e*

0

0 ) )
j xe' dx = xel]
1

t
=—te' —1+¢
onde

. . t
lim te' = lim

11— —oo 1—> —oo e_

1

= lim

11— —o0 _e_f

= lim (—¢")

=0
Exemplo 5: calcule

= 1
_J;,1+ xzdx

— LO e’ dx

entao

Solugdo: Usando a defini¢do 1 ¢) escolhendo a = 0

[ xe* dx=1im(~te'~1+¢")

=—0-1+0
=-1
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Jw ! dx:JO ! dx+ wll dx

— ]+ x°

w 1 o 1
j > dx J. > dx
0 1+x ~=14+x
0
~ lim |~ = tim [
t—oo 01+)C2 1—>—0dt |4 x
0
t T -1
=limtan™" x} B Ilir_nm tan xl
100 0
T N
=lim(tan"' # —tan"' 0) B Ilir_nm(tan 0-tan"n)
f—>00
1
=limtan~' t = 0—(——j
o0 2
_7 4
2 2
Resultando
w1
I ~dx = T V4
= 1+x 2 2

, portanto convergente.

Integrais Improprias do tipo 2: Integrando descontinuo
Definicao 2
Suponha que seja uma funcao positiva continua definida no intervalo finito

a) [a, b) com uma assintota vertical em b | b) (a,b] com uma assintota vertical em b
y y
y=fx) =h
0 a th X 0 at b X
b . t b . b
j f(x)dx:hmj F(x)dx j f(x)dx = hmj £(x)dx
a t—b- vJa a t—at Jt

se estes limites existirem (como um numero), a integral imprépria € dita convergente, caso contrdrio, a integral é
divergente.
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Definicao 2 c¢): Se f tiver uma descontinuida de em c, onde a < ¢ < b, e as integrais

[ f(x)ax e jcbf(x)dx

forem ambas convergentes, entdo definimos:

VA

o : v [ Fdx= [T foode [ F(xdx

© Thomsn g Eaucn.

Exemplo 6: calcule

Observamos que essa integral é impropria, porque SO =VNx=2" tem uma assintota vertical em x = 2. Como a
descontinuidade infinita ocorre no extremo esquerdo de [2, 5], usamos a Defini¢ao 2 b):

=1imj '

J~5 dx 5 dx
2x=2 2 x=2 N
= lim 24/x — 2]"

t—2"

ZIIE}Z(\/E—VI—Z) area=2y 3
Sy NE) of 1 2 3 4 5%

Portanto, a integral imprdpria € convergente.

Exemplo 7: calcule

Observamos que essa integral € imprdpria, porque f(x) tem uma assintota vertical x = 1. Como a descontinuidade infinita
ocorre no interior de [0, 3], usamos a Defini¢do 2 ¢) com
c=1:

lﬂ—hmj’ﬂ:hmp—lq
0 0

0 x—1 =190 x—1 =17

=lim(In|t — 1| In|-1))
-l

=limIn(l1-7) = -
onde =

L3ck 1 odx +L3ck

) x—1 Jox—1

x—1
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[ dx/x-1) [ axice=1

Observamos entdo que ¢ divergente, Portanto

L} dx l(x—1).

calculo de

¢ divergente, sendo desnecessario o

Observacdo: Se ndo considerarmos as descontinuidades de f(x) calculando a integral diretamente pelo teorema
fundamental do célculo, teremos um resultado errdneo, por exemplo no exemplo anterior terifamos o seguinte resultado:

3 dx ’
0 E = ln‘x—l[lo

=In2-Inl
=In2

Isto € errado, porque a integral é impropria e deve ser calculada em termos de limite. Portanto, devemos sempre nos

certificar se a integral € imprdpria ou ndo antes de resolve-la.

Exemplo 8: calcule

J: In xdx

Observamos que essa integral ¢ impropria, porque f(x) tem uma assintota vertical em x = 0, pois

limIn x =—oo

x—=0*

Como a descontinuidade infinita ocorre na extremidade esquerda de [0, 1], usamos a Defini¢do 2 a)

Ollnxdx:lim In xdx

t—0" Jt

Integrando por partes, com u = Inx, dv = dx, du = dx/x,ev = x:

Ll In xdx = xIn x]: - Ll dx

=llnl—tlntr—(1-1)
=—tlnr—1+¢

Para calcular o limite do primeiro termo, usamos a regra de LHospital da seguinte forma

y
limtlnt:limln—t
5 1—0* =0 1/t
_ lim /! Illnxdleim(—tlnt—1+t)
1—0" —1/t2 0 t—0*
= lim(-7) =-0-1+0
=0 =—1
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Lista de Exercicios 9

Exercicios 5 ao 38 da pagina 532 se¢do 7.8
Determine se cada integral € convergente ou divergente. Avalie aquelas que sdo convergentes.

- 1
5. | ————dx
jl (3x + 1)

- 1
7. j_: ﬁ diw

9. j: e ¥ dy

7 ff dx

13. j: xe~* dx

15. J';smﬂ de

= X+ 1
s

19. jﬂz se™™ ds

6. jlbxl_ﬁdx

= X
8 .[J I{xz+2}|3ix

10, [ear

12 T 2oy

1. |7 xerdx

16 " cosia da
d

18,

20. f:.r‘f o3 gy

Dzz+3 +2

= | =
AN 2. " eax
23 x d = ln x
PR IR
= N X x’l_rctanx
2. jl x? dx 26. j (1 +_xz}l
a7 [*— ax 8. J'E' L ix
o y/x 0 XX
a 1 o |
29, J'_l = 0. J’l et
| 1 dx
31, j_dex 32 | =
B [T - Deax . | 4}1_ 1
. 1
35. ,[:. sec X dx 36, j:miix
1 e* : X — 3
. L B |5
Respostas
5.0 7D 92?* I1.D 130 15D
172D 199 21.D 23 /9
25.1 27.2/3 29.D 3.D 33%
35.D 3.D 303imn2-%
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SEQUENCIAS E SERIES
Seqliéncias

Sequéncia é uma fungdo de N em R , em outras palavras, uma seqiiéncia em R associa a cada numero
natural n = 1,2,..., um Unico e bem determinado elemento de R. Tradicionalmente, usa-se a notagao a, ou
Xn.

Exemplos de seqiiéncias:
iy1,1/2,1/3,...,1/n,...oua, = I/ncomn = 1,2,...
ii)1,3,1/2,3,1/3,3,1/4, 3, ...

i) 2, -2, 2, -2,...
iv)1,2,3,4, ..
_ n
V) an = n+1
iy 4
l_ ________________
_7 a
7% a a,a |
I e e e e > I I —HHH
Ol 1234567 L 0 1 1
2
Definicao 1:

Uma seqiiéncia é dita:

i) crescente se a,.1 > a,.

ii) estritamente crescente se a,.1 > a,.

iii) decrescente se a,y1 < ay.

iv) estritamente decrescente se a,.1 < a,.

v) monétona se for de um dos tipos acima.

Exemplo 1: Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia e verifique se € monétona:

. _ _1\n - _ _2n
)a, =3+ (-1) i) by, T

Definicao 2:
i) Uma seqliiéncia a, é dita limitada se la,| < M € R, paratodon € N.
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-

-
—
bed—1
s
=

i) Uma sequiéncia pode ser divergente (para infinito), oscilante ou converge para um valor [ € R.

i

n

Teorema 1:Toda sequéncia mondétona e limitada é convergente.
Exemplo 2: Mostre que a, = % € convergente.
Definicao 3: Uma sequéncia a, converge para um numero real L se lima, = L. Esta sequéncia é chamada
seqléncia convergente e podemos denotar por a, - L.
Propriedades dos Limites:
Se lima, = A e limb, = B, entdo valem as propriedades:
i) lim(a, + b,) = lima, +limb, = A+ B
ii) lim(a,b,) = lima,limb, = AB

) lim (42 ) — 0 _ 4

b,) limb, B
Exemplo 3: Calcule o limite de:
i _ _3n’=5n_ Resp.: i =3
) an S +2n-6" P-- R dn 5°

i)b, = Jn+1 — J/n. Resp.: limb, = 0.

Teorema 2: (Teste da razao para sequéncias)

Se uma sequéncia a, de termos positivos satisfaz a condigao }lirg% =L < 1, entdo a sequéncia a,
— n

converge para zero.

~ . . A . p
Exemplo 4: Use o teste da razao para determinar se a sequéncia a, = % converge.

Teorema 3:Uma seqiiéncia a, converge para L < ambas as subseqiéncia aj, (par) € az,-1 (impar)
convergem para L.

D"

Exemplo 5: Use o teorema 3 para mostrar que a seqliéncia a, = —;

converge.

Lista de Exercicios 10
1) Escreva os primeiros cinco termos das seguintes seqiiéncias.
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a) a, = 2", b) a, = (_l)n, c) a, = 3"

2 n!’
nn+1)
-1 2 _ -1 (n-1),-2n-1)
Dar= T =P D= g
2) Determine se as seguintes sequiéncias sao monoétonas. Justifique:
1 COS(n) nl
a)an=4—7, b) an=T, C) an=(—1) 7K
d)a, = (%)", e) a, = sen(nr), Na, = n{:l
3) Use o teorema 1 para provar que as seguintes seqiiéncias sao convergentes. Calcule o seu limite.
a)an=5+%, b) an=%<l—3—1n>,
Q) an=3-4, d) ay =4+ 5.
4) Determine se as seqlUiéncias convergem ou divergem e encontre o seu limite.
2 _ 1+ (-1)" 2 _
_ 3 _ 34502 _ o _ =D n
=g Da=s Ly ®asgm Bas T
i)an=6(%)" J) a,=1-n k)a, = (1+<1)" D)a, = yn
Solucao da Lista de Exercicios 10:
1)a)a, =2" =2,4,8,16,32
—1)" _ _ _
R e h S
¢) a, = % =1,3,9/2,9/2,27/8,81/40
. nn+1)
- 2
dyay = S m 119, 171641725
e)a, = 20=L _ 1/53/8 5/11,1/2,9/17
3n+2
(_1)(n—1)x(2n—1)
H a, = —on-Dl x,—1/6 * x3,1/120 * x>,—1/5040 * x7,1/362880 * x°
2)
_ 1 _ 1
a)a, = 4—7, An+1 = 4—m,
12%>n—11:4—%<4—n—}_1:an<a%1
a, € monotona estritamente crescente.
b) a’l = %(n)a
.5403023059,—.2080734182,—.3299974988,—. 1634109052, .05673243710
nao € monotona (oscila).
c) a, = (—1)”%, -1,4,—+,+.,—+,... oscila também!
2
)"
d)a, = (%)",ann = (%)"H, (23),”1 = ? = % >1 = a, > am
3
monotona estritamente decrescente.
e) a, = sen(nr), 0,0,0,0,... mondtona decrescente ou crescente
N a, = n2—’:1, Api1 = nﬁ;’lﬁz an < ap,ouseja,1<n’+n Vn=12,3,...
3) a)5, b) 1/3, c) 3, d) 4.
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4)

1 Z_n+4 3
li =1 b) lim3ntd -
Cl) n—l;g )n—wo 2n +1 2
)}zl—mol—*—( L =0 d) lim n+11 -
li 3" =0 li 3+5n =5
e) lim H lim=—s - |
L n =D""'n
li - h) lim-——" —
8) lim—or =0 ) lim=—"—= = 0

D m[6(2)" =0 ) lim(1-n) = oo
B lim(+5)" =e D limym =
Séries
Aqui, serdo apresentados os teoremas mais importantes da teoria de séries com relagdo a

convergéncia.

Costuma-se definir uma série como uma expressao da forma a; +a, +as +...+a, +...

Uma série pode ser:
a) Finita: Z?zl a; =a)+a+as+...+a,
b) Infinita: " ai = a1 +az +az +...+a, +...

Formalmente, define-se uma série como: se a, € uma seqiéncia, entdo a série gerada por a, € a
sequéncia Sy, definida por:
Sl = dai
So=a;+a, =51 +a>
Sy =ai+ay+az =5+as

Sn

ay+az+...+a, = S,-1 +a,
Se S, converge, chamamos o limite S de soma da série. Os elementos a, sdo os termos e 0s
elementos S, sdo as somas parciais da série.

Exemplo 6: Série geométrica: Y * ar" = a +ar +ar® + ar? Il < 1.
Sl =d
S =a+ar

=a+ar+ ar2

S3

S, =a+ar+...+ar"!
2 n—1 n 3 n Cl(l _ rn)
supondo rS, = ar+ar® +...+ar""' +ar", entdo, S,-rS, =a-ar", logo, S, = ﬁ

limS, = lim al = r") =
n n n—o0 1—-r 1 -

,ja que lino1r" =0

. 0 n oA H o n o _
Portanto: " ar" é convergente e, ainda, .~ ar" = <1

a
1 -
Observacao 1: Se S for infinito ou simplesmente néo existir, entdo S = »_a, é divergente.
Exemplo 7: Determine se as seguintes séries sdo convergentes ou divergentes:

DY D™ =1—1+1-1+1-1+..

0, se n é par , C

S, = n, ,p - limS, A logo, é divergente.
1, se n é impar e

1

2) A série telescopica Y_" a1
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Usando a decomposigdo em fragbes parciais, >

1),
)

"ln(n+1) Z'”(

entéoSn=<1——> (——— (n—l 1) ( n+1>:<1_

limS, = lim 1—m) - 1.

3) A série geométrica 3" 18" ;
Sy =0.6+0.06+0.006 + 0.0006 +....= 0.666666....= 2.

Propriedades das Séries Convergentes
Teorema 4 (Teste do enésimo termo): Se > _ a, converge, entdo lima, = 0.

Observacao 2: A reciproca nao é verdadeira, mas se lima, + 0, entao > a, diverge.

Exemplo 8: Seja a série harménica >~ % O limite de % é zero, mas a série diverge.
Solugao:(Jacob Bernoulli 1713)

-1l _ 1,1, 1,1 5
2T [Ty t3 e entéo

S =1

52=1+%>%+%=1

S4:?+%+<%+%>>% %+<1% 1%> 1%1 1,1 1.1 ,.1,1 4
SS‘TTT(? DGt () Fryrerw) -

Sy > 2L, entdo limS, >limS> > lim 2L — 400, portando a série diverge.

Observacao 3: O que ha de harmbnico sobre a série harménica?

Os termos na série harménica correspondem aos n6s em uma corda vibrando que produzem multiplos da
freqiéncia fundamental. Por exemplo, 1/2 produz o harménico que é o dobro da freqiéncia fundamental,
1/3 produz uma frequéncia que é 3 vezes a freqiéncia fundamental e assim por diante. A freqiéncia
fundamental é a nota ou a altura do som mais baixa que ouvimos quando uma corda é tangida.

Teorema 5: Critério de Leibniz (1705) para séries alternadas
Se {b,} € uma sequéncia monotona decrescente tal que limb, = 0, entéo Zle(—l)’”lbn converge .
)n+1

Exemplo 9: Z Gl Ve converge?

Solugao: a, = % Ayt = —L = an < a, (seqUéncia mondtona decrescente) e lima, = 0, portanto,

I
pelo critério de Leibniz Z - )

n=1

converge.

Lista de Exercicios 11

1
(2n-1)(2n+1)

2) Mostre que a série cujo enésimo termo é a, = Jn+ 1 — J/n diverge, embora lima, = 0.

1) Mostre que a série Z converge e ache a sua soma.

3) Prove que a série D (%)ndiverge.
n=1

4) Use o Critério de Leibniz para verificar a convergéncia das seguintes séries.

1 n+l1 1 n+l1 1"

» S5 b)Z()),, ) 2o

5) Mostre que a série Z L __1 converge e encontre sua soma.
= Jn+3  Jn+4
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6) Determine se as séries abaixo convergem ou divergem:
- 2"+ 7" - 6 _ 6 - n,—2n

) 2o D LG T I O XM

d) % 47fz+3 6)2 9n+1 f) Z 52n+1

7) Mostre que a série
) g ; 5n2 +4

diverge.

o0
8) A série Y23 é convergente? Se sim, encontre sua soma:

n=1

Solucao
1) S =lim+(1- ) = + converge

2n+1
2)S = }ligg,/n+1 -1=0o diverge

3) Série geométrica com razdo r = 3 > 1, diverge

4)
a)dm = w5 2n+1>21-1 = <=  monétona descrescente
elim- =0  Portanto, converge.
b) an1 = ﬁ Q2n+1)! > (2n-1)! (2ni1)! < (2’[{1)! monotona descrescente
lilgm =0 Portanto, converge.
1 2 2 : 4
C)ang = n+1)In“(n+1) >nln“n ois Inx é crescente
Jam = O gy DD P
Entao, a,.1 < a, mondtona descrescente e lim 112 =0 Portanto, converge.
= pln n
1__1 -1
5) S MO( i ) > converge
6)
a) converge para b) converge para2  c) converge para —£ ,
e f—
# 1 s
d) converge para 166 1) e) converge para - f) converge para
7) lima, = - # 0 portanto, diverge.
)

8) Série geometrlca com S = 6.

Testes de Convergéncia

Teorema 6 (Teste da Integral):

Seja f uma fungao continua, posmva e decrescente, definida para x > 1, e seja a, =
série e a integral, Zle a, e f fx)dx convergem ou ambas dlvergem

llustracao:

= f(n). Entdo ambas, a
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VA
. v = L
,‘CZ
1 1 1 1 1 =1
—t—+t—+—+—+..= ) —
i % 12 22 32 42 52 nzzll nZ
4 | i
| P— P : > L =1
0 1 2 3 4 5 X '8 + _[1 —dx=2
4 X
area:$ area:# area:ﬁ area:# € menor que
S — portanto: 3 — converge
VA 1
y= 7
X
1 1 1 =1
1 ﬁ ’\/_ J_ \/_ r \/—
1 I 1 1 o
0 ! | 2 3 4 5 X I (1/Nx)dx
7 . l
arca = L arca = i arca = L arca = L e malor que
N, \’s' \/.93 \’ . o 1 i
© Thomson Higher Education portanto Zn=1 ﬁ dlverge

Exemplo 10: Mostre que a série D :il —,% diverge e a série ) °°_1 —12 converge.
= =l'n
Solugao:

fx) =+ = IT +dx = Inb—Inl = Inb, limy.,, Inb =+ - 3", % diverge .

b
_ 1 1 _ 1 : 1 1 b1 _ . w ]
f(x) = - = Il_x2 dx = +1= limp., — 5 +1=limp 5~ =1 .. > Py converge.

Observacio 4: O valor encontrado na integral NAO é o valor para o qual a série converge.

) > L= %2 (Euler 1736)

2
ii) Zfz % problema em aberto ainda hoje.

1

Exemplo 11: Mostre que a série ZL T converge.

Teorema 7 (Critério da Comparacao):
Sejam a,,b, > 0 V n. Se existem ¢ > 0 tal que a, < ¢b, V n, entao:
a) Y_b, converge = Y a, converge
b) > a, diverge = >_ b, diverge
#
0 (1+n)?

Exemplo 12: Mostre que a série Z converge.

Exemplo 13: Mostre que a série 3" % diverge.
o n

Teorema 8: (Teste da Comparacao dos Limites)

Sejam »_a, e 3_b, duas séries de termos positivos,com b, # 0, ¥V n = 1,2,... e lim Z" } = L, entédo

n=1 n=1
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o0 o0
a) Se L > 0 = as séries >_a, € >_b, sdo ambas convergentes ou ambas divergentes

n=1 n=1

b) Se L =0e > b, converge, entdo Y a, também converge

n=1 n=1

c)Se L =xe > b, édivergente, entdo Y_a, também é divergente.

n= 1 n=1

Exemplo 14: Z 3" 2 converge?

Exemplo 15: 22”3# diverge?
- no+1

Corolario (Teste da Razao ou de D’Alembert)'

Se a, > 0 e se lim—7— a”“ < 1, entao Zan é convergente.

n=1

Exemplo 16: Use o teste da razdo para determinar se > % converge:
n=1 :

Observacao 5:

i) Selim“=L > 1, entdo Zan diverge.

n=1

i) Se lim ac’;“ = 1, n&o se pode afirmar nada.

n—00

Exemplo 17: Use o teste da razdo para determinar se > % ey, % convergem ou divergem.
n= n=1 N

Exemplo 18: Use o teste da razdo para determinar se % converge ou diverge.
n=1 ""*

Teorema 9 (Teste da Raiz ou de Cauchy):

Sea, > 0eselimya, =r<1entio a série Zan converge .

n=1

Observacao 6: Se r > 1, entdo Zan diverge e se r = 1 nada se pode afirmar.

n=1

Exemplo 19: Use o teste da raiz para determinar se D % ey, % convergem ou divergem:
n

Exemplo 20: Use o teste da raiz para determinar se Z(— converge:

Lista de Exercicios 12

1) Use o teste da mtegral para determmar se as seguinte séries convergem ou divergem.

a>i b)Z 5>

n=1 1) n=2 nlnn

2) Use o teste da comparagao para determinar se as séries Z (23—1) e Y m convergem
n=1 n n

ou divergem.

3) Use o teste da comparagao dos limites para determinar se a série Z ﬁ converge ou diverge.
-1 dnN° —4n

4) Use o teste da razao para determinar se as seguintes séries convergem ou divergem.

o0 n o0 o0 nn o0 1
a)§3” b)gn” d) ;7 €) §2n+1x
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5) Use o teste da raiz para determinar se as seguintes séries convergem ou divergem

0 xn 0 g 0 B l n 0 h’]_n n
oXF nE ox0-d o ()
Respostas
1) a) converge parap > 1 e diverge parap < 1
b) diverge c) diverge
2) convergem
3) converge
4)
a) converge b)converge c)diverge d)diverge e) nada se pode afirmar
S)
a) converge  b) nada se pode afirmar  c) nada se pode afirmar  d) converge

Séries de Poténcia:

o0
inica : ari IDO ap+aix+arx®+...= > a,x" é ari ANCi
Definicao 4: Uma série do tipo 2 " & chamada série de poténcias com centro em
n=0

Zero.

o0
Definicao 5: Uma série do tipo ag + a1 (x — xo) + a2(x —x0)* +...= D_a,(x — x¢)" € uma série de poténcias com
n=0

centro em xo.
Observacéo 1: E suficiente considerar séries de poténcias do tipo 3 a,x", pois séries do tipo 3 a,(x — xo)”

n=0 n=0
ficam reduzidas ao caso anterior mediante a uma mudanca de variavel y = x — xo.

Observacao 2: A série de poténcias Y a,x" sempre converge no ponto x =0 (no centro). Se x=0 ,
n=0

0

Y anx" =ap+ai0+a0+...= ag
n=0

o0
Teorema 8: A série >_a,x"
n=0
a) converge somente se x = 0 ou
b) converge absolutamente ¥V x € R ou
c) existe r > 0 tal que a série converge absolutamente se Ix| < r e diverge quando lx| > r.
o0

Exemplo 12: ) nlx" = 1 +x+ 2x% + 6x° +...

n=0
a C(m 1)
lim [ = lim L
n—oe| g n—oo n!x"
=lim(n+1)|x| = o0 ) -
noee entao Y nlx" converge somente se x = 0.
n=0
0 _l)nx2n
Exemplo 13: )l
P % 22n(n!)2
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| ( 1)n+l 2(n+l) 22n(n!)2
| 2(n+l) (n+1)’ (_l)nx2n
22 y2n (n !)2

= 22n+2(n+1)2(n!)2 T

2
X

n+l

=—— —>0<I for all x
4n+1) converge absolutamente V x € R
5 (x=3)"
Exemplo 13: % =
|an+l| |(x 3)n+l n |
la, | | n+l  (x-3)|
|x 3| |x—3| as n — oo
1+—
n converge absolutamente se Ix — 31 < 1 e diverge quando x - 31 > 1

Exercicios: a) Z( )= dx+ i+ 4 b)Y A

n=1 n=1

Observacao 1: Nada é dito no caso de Ixl = r. Neste caso, a série pode convergir ou divergir.
Observacao 2: r é chamado raio de convergéncia. Por convengao, casoa)r=0eb) r = ©
Observacao 3: O intervalo (-r,r) é chamado intervalo de convergéncia.

o0
Dada uma série de poténcias > a,(x—x¢)" podemos usar o teste da razdo ou o teste da raiz para
n=0
determinar o raio de convergéncia.

Exemplo 14: Determine o raio de convergéncia da série Z X
n=0 n

Teorema 9: (Férmula de Taylor e de Maclaurin)
Se f é diferenciavel em todas as ordens num intervalo aberto 7, onde x,a € I, entao

© n) _ n
flx) = Zg%(x—a)" =f(a)+¥f’(a)+ (= a) == f"(a) +.. +( ) f(a) +......

2 " (a . L. , : L .
onde DA )(x—a)” € a série de Taylor de fix) em a. Além disso, se a = 0, essa série é também
n! y
n=0

conhecida como série de Maclaurin de f.
Exemplo 15:Determine a série de Maclaurin de f(x) = e*

0 n) i
flx) = Z&(x—O)” = f{0) + xf'(0) + é—zlf”(O) +...+%ﬁ”)(0) Forrrnnnn,

:>f(x)—e =1+x+- x + x e
Exemplo 16: f(x) = sinx
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f(X) :Sinx f(o) :0 f(0)+f (0) f"(()) x2+f'"(0) x3+
f'(x)=cosx £'0)=1 3 52! 7 3!
f"(x)=-sinx f"0)=0 :x_%+%_%+...
J"(x)=—cosx Fr0)=-1 - 2n+1.
£ () =sin x foe=0 | =XV G
Observe:
VA
T,
1--
T
y=sinx
\ .
X 0 '
T(x)=x T3(x):x—¥
x3 XS x3 XS .X7 T3
Ii(x)= X—?+? T7(x):x—?+§—?

Exemplo 17:Calcule o valor aproximado de j7,9 usando uma série de Taylor

[e'e] n)

s = 2 LB
n=0 :
['e] n)

= 58
n=0 :

f)=x=x"
fl)=5x7"
[ =3
o=

f@®)=2

_ _ 2
&) = f8) + Lo gy 4+ LB gy

_ _ Q)2 _Q\n
&) = f®) + L)+ LB gy OB g

fi®) =1

f'®=—=L| L=r@®+

f(8)(

:2+E(X_8)_

—-8)+

£'®)
2!

ﬁ(x—S)2

8)*

f7.9) =2+

(7.9-8)

Q)2
(7.9-8) =1.9916

12

288

Lista de Exercicios 13

o0
1) Determine o raio de convergéncia da série >_(-1)"'x"

n=0

resp: (-1,1)

2) Encontre a série de Maclaurin para as fungées.(4ou 5 termos)

a) flx) = cos(x).

b) flx) = senh(x) = senhx

3) Calcule o valor aproximado usando uma série de Taylor

a) /3.9 b)In(1.3)

c)J4.1

4) Encontre a série de Taylor de ordem 2 para f(x) em a.

a)fix) =In(1+x) a=0,

Resposta: a) f(x) = x — +x2,

b) fix) = ¥x a=1,
b) flx) = 1+ (x—1) -

3

0) f) = =
L= 1)

a =

0.

—C) flx) = x+x2
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