Aula 9

Funcoes exponenciais e logaritmicas.
Uma revisao e o numero ¢

Nesta aula faremos uma pequena revisdo das fungdes f(z) = a” e g(x) = log, x, sendo
a uma constante real, a > 0 e a # 1. Faremos ainda uma apresentacao do nidmero e,
uma constante importante da matematica universitaria.

9.1 Pequena revisao de poténcias

Sabemos que, sendo a um nimero real positivo,

al/" = /a e a™" = /am

se m,n € Z, e n > 0. Assim define-se a poténcia de base a e expoente p, a? (lé-se “a
elevado a p"), para todo p € Q.

Se v é um ndmero irracional, existe uma sequéncia de nimeros racionais que tende
a « (uma seqiiéncia de aproximagdes de o por niimeros racionais), ou seja, existe uma
sequéncia de nimeros racionais

a1,09,3, ... ,0p,...
tal que lim «, = a.
n—-+00

Por exemplo, se @ = /2 ~ 1,414213562, existe uma seqiiéncia de aproximacdes
de v/2, cujos cinco primeiros termos sdo dados na primeira coluna da tabela abaixo:
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ay =14 (a3 = 1,96) |y — ] ~0,014213562 < 0,1

g = 1,41 (a3 = 1,9881) lag — ] &~ 0,004213562 < 0,01

az = 1,414 (a3 = 1,999396) |z — ] &~ 0,000213562 < 0,001
oy = 1,4142 (a = 1,99996164) oy — a| = 0,000013562 < 0,0001
as = 1,41421  (af = 1,99998992) a5 — a] =~ 0,000003562 < 0,00001

Uma calculadora nos fornece uma aproximacio de /2 com 12 casas decimais: /2 =~
1,414213562373. A seqiiéncia acima, de aproximacdes sucessivas de /2, é tal que
|, — V2| < 107", e assim  lim |a, — /2| = 0, e entdo lim a, = /2 (a segunda

n—-+00 n—-+00

coluna da tabela acima sugere que lim o2 = 2).
n——+00

Sendo a € R, a > 0, e sendo a um numero irracional, e a1, as,as,... uma
seqliéncia de racionais com limite «, a® é definido como o limite da sequéncia

a] a2 Q3 04

a™,a™, a™,a™, ...

Por exemplo, 2V2 ¢ o limite da seqliéncia

21’ 91,4 21,417 21,4147 o

Uma calculadora nos fornece as aproximagoes:

2! =2
old _ 9l4/10 _ W/511 ~ 2,6390
9lAl _ 9l41/100 _ 100/5141 ~ 2,6574
91,414 _ 91414/1000 ~ 2,6647
914142 _ 914142/10000 ~ 2,6651

No que diz respeito a poténcias de base real positiva e expoente real, temos as
seguintes boas propriedades, que aceitaremos sem demonstracao:

SeaeR, a>0,ex,yeR

a® - a¥ = a* "
(@) = o
1 a”
at=—, a"V=—, a’=1
a” a¥

a®-b" = (ab)®, se também b >0
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9.2 A funcao exponencial

Sendo a um ndmero real, positivo, a # 1, define-se a funcao exponencial de base a
por
f(z) =a", paratodozxeR

Tomamos a # 1 pela simples razao de que 1* = 1 para todo x € R, o que torna
a® constante no caso em que a = 1 (fungdes constantes ndo sdo classificadas como
funcBes exponenciais). Além disso, tomamos a > 0 porque, se a < 0, a” n3o se define
para uma infinidade de valores reais de x. Por exemplo, se a« = —4 entdo, para cada
n €N, n>1,a"/? = (—4)/?" = X/—4 nio se define como niimero real.

xT

Assumiremos que, se @ > 0 e a # 1, a fungdo exponencial dada por f(z) = a%, é
continua em R, isto é,

lim a® = a*, paratodo zp € R

T—X0

Assumiremos também que se a > 1, a fung¢do f(x) = a” é crescente, com lim a* =
r—-+00

+00, e se 0 < a < 1 a fungdo € decrescente, com lim a” = 07 (= 0).

T—+00

Na figura 9.1 temos esbogos dos graficos de f(z) = 2% e g(z) = (1)".
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Figura 9.1. Gréficos de (a) y = 2%, (b) y = (1/2)".

Temos agora as seguintes novidades na dlgebra de limites:

1 1
Sea>1a" =400, a>® = =—=0"(=0)
+oo 0t (— —00 _ _
Se0<a<la™=0"(=0),a 7a+0070+7+oo

Por exemplo,

lim 27 =2+ = 400, lim 29 =27 =0, lim (1)
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(1) =27 = +oo.

9.3 Logaritmos e funcoes logaritmicas

Sea >0, a#1, ex >0, o logaritmo de x na base a, denotado por log, x, é o
expoente ao qual devemos elevar a para obtermos x, ou seja

log,x =y se esomentese a’/ =2z

Assim sendo,
A% — o
Por exemplo,
log, 8 = 3, pois 2% = §;
logy 27 = 2, pois 9%/2 = /93 = 3% = 27;
logzi = —2, pois 272 = 1/4;
log, /5 16 = —4, pois (%)74 = 16;
log, 5 & 2, 3219, pois 223219 ~~ 4,9999.

log, 5 nao é um nimero racional, pois se log, 5 = % com m e n inteiros positivos,
entdo 2™/" = 5. Dai, 2™ = (2"/")" = 5", o que é impossivel pois 2" é par e 5" é
impar.

Listamos aqui, sem deducao, algumas propriedades elementares dos logaritmos:

Sendo x e y reais positivos, z real, e a > 0,a # 1,
log, (ry) = log, x + log, y
x
log, — = log, v — log, y
Y
log, x* =z -log, x

1
log, z'/* = O8a T (se z #0)
z

1
log, x = = (seb>0,b#1) (mudanga de base)

~ log,a’

Assim, por exemplo, a passagem dos logaritmos decimais (base 10) para os logar-
itmos de base 2 é dada por

logiyr  logw

] — —
082 ¥ log,,2 log?2

Sendo a fungdo f(x) = a” continua e crescente quando a > 0, e decrescente
quando 0 < a < 1, temos que log, = é definida para todo x > 0.
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Por exemplo, f(x) = 2% é crescente, 22 = 4 e 22 = 8. Pela continuidade de f, a
imagem do intervalo [2,3], pela fungdo f, é o intervalo [4,8]. Existe entdo xy € [2, 3]
tal que 270 = 5. Assim, log, 5 = zy. Portanto, realmente existe o nimero real log, 5.

Além disso, se a > 0, log, é crescente, e se 0 < a < 1, log, é decrescente.

Na figura 9.2, temos esbocos dos graficos de f(z) = log, e g(z) = log; .

Admitiremos que f(x) = log, z é continua no seu dominio |0, +o0], ou seja,

se o > 0 entdo lim log, x = log, z

T—x0

Além disso, temos ainda (confira isto observando os graficos da figura 9.2).

lim log, x = log,(0") =

r—0t

—o0 sea>0
+00 sel<axl

bem como também (confira observando os gréficos da figura 9.2)

lim log, x = log,(4+00) =

r——+00

-0 sel<axl1

{+oo sea >0
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Figura 9.2. Gréficos de (a) y = log, z, (b) y = log; ;5 .

9.4 O ndmero ¢

Na matematica universitaria, had duas constantes numéricas muito importantes. S3o elas

o numero pi, |m ~ 3,14159|, e 0o nimero ¢, |e ~ 2, 71828 |.
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O nldmero e é definido como sendo o limite

) \"
e = lim <1 + —)
n—-4o00 n

neN

Pode ser demonstrado que o nimero ¢ € irracional.

Observe a tabela de valores (aproximados) de (14 1)", para n = 1, 10, 100,
1000, 10000, 100000, dada abaixo.

Tabela 9.1.

n|l/n 1+2 (
1 2 2
10| 0,1 1,1 (1,1)'° ~ 2, 59374
100 | 0,00 | 1,00 | (1,01)'% ~ 2 70481
(
(
(

1)
=2

1000 | 0,001 1,001 1,001)10%0 ~ 2 71692
10000 | 0,0001 | 1,0001 1,0001)9090 ~ 2 71815
100000 | 0,00001 | 1,00001 | (1,00001)1090% ~ 2 71828

Note que nl_l)I_’I_loo (I+3)=1+-=1

Assim, podemos enganosamente intuir que, quando n é muito grande, (1 + %)n ~
1" = 1 (mesmo calculadoras de boa qualidade podem nos induzir a este erro). Neste
caso, nossa intuicao é falha, pois pode ser demonstrado que o numero a,, = (1 + %)n
cresce a medida em que n cresce, sendo a; = 2, e 2 < a, < 3 paracadan > 2. Na
tabela 9.1, ilustramos o fato de que

1 n
quando n é muito grande, <1 + —) ~ 2,71828
n

Assim sendo, temos |um novo simbolo de indeterminacdo: 17|,

Vamos admitir, sem demonstracao, que também, para x real

lim (1 + %)x =e

r—-+00

Neste caso, podemos deduzir:

. 1\*
lim (1 + —> =e
T——00 T

Proposicao 9.1
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Demonstracdo. De fato, fazendo a mudanca de varidvel
v=—(y+1)
temos y = —x — 1, e portanto x — —o0 se e somente se y — +00.
Assim, sendo
z —(y+1)
1 1
lim <1 + —> = lim <1 — —>
r——00 T y—+o0 y+1
—(y+1)
= lim Y
y—+oo \ Yy + 1
. +1\""
= lim <y_>
y—+oo \ Y
1 y+1
= lim (1 + —>
y—-+00 Y
1 Y
= lim <1 + —> - lim <1 + —>
Yy——+00 y Yy——+00 y
=e-l=e¢
|
Como conseqliéncia, temos também
Proposicao 9.2
1
1iIT(l] (1+2z)z =e
Demonstragao. Mostraremos que
lim (1+z)x =e, e lim (1+2) =e.
r—0t z—0—
Pondo oo = 1/x, temos que x — 07 se e somente se « — +o0. Dai
. 1 ) 1\“
lim (14 2)= = lim <1+—> =e
z—0t a——+00 0]
Além disso, x — 0~ se e somente se &« — —oo. Dai, pela proposicao 9.1,
. 1 . 1\*
lim (14 2)= = lim (1 + —) =e
x—0— a——00 (e
|

Inz =log, x

Se x > 0, chama-se logaritmo natural ou logaritmo neperiano de x ao logaritmo

Como e ~ 2,71828 > 1, a fungdo f(x) = Inx é crescente e seu grafico tem,

qualitativamente, a forma do gréfico de g(z) = log, z, figura 9.2a.
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A passagem dos logaritmos naturais para os logaritmos decimais (base 10) é dada
por
log.z  Inz

log, 10 In10

logygz =

9.5 Problemas

1. Calcule os seguintes limites. Lembre-se que 17> é um simbolo de indeterminac3o.
(a) lim (1+2)°

T——+00

Sugest3o. Para contornar a indeterminacido 17°°, faca 1 —|—% =1+

(b) lim (rxx)m

i
Y

T—+00
~ . . ~ 1
Sugestdo. Para contornar a indeterminacdo 17°°, faca e =1+ S
: 2243\ 7 F1 : 3z4+1\7
() im (5550 (d) xEIfoo (553)
. 341\ 7T . 1\ 2T
(e) im (5m) () Him (1-3)

Respostas. (a) ¢ (b) 1/e (c)e (d) +oo (e)0 (f)1/Ve?

ah—1

— = Ina.

2. Mostre que, sendo a > 0, }liH(l)

Sugestdo: Trate o caso a = 1 em separado. Para a # 1, faca a mudanca de
varidvel a" — 1 = 2, eentdo h =1In(z + 1)/ Ina.

3. Usando o resultado do problema anterior, calcule
(a) lim n-(a/"—1) (sendoa >0, a#1)

n—-+o0o

(b) lim <=1

r—0

Sugestdo. lim €= = lim(a - £=1) = ¢ - lim <=1
x—0 z—0 azx —0
(c) lim €=~
z—0 x
~ . ar _ bz . ar _1)_ bz_l
Sugestdo. lim &= — iy Do)
z—0 z—0 T

(d) lim ==L

Respostas. (a) Ina  (b)a (c)a—0b (d) a/b

4. Sendo f(x) = 2+, calcule os limites laterais lim f(z) e lim f(z).
z—0 z—0~

Resposta. +oco e 0, respectivamente.

1
5. Sendo g(x) = ——, calcule os limites laterais lim g(z) e lim g(x).

1 —|— 21—0, z—a't T—a~

Resposta. 0 e 1, respectivamente.




