Aula 10

Derivando funcoes exponenciais e
logaritmicas

Nesta aula estaremos deduzindo as derivadas das fungdes f(z) = a” e g(z) = log, z,
sendo a uma constante real, a > 0 e a # 1.

O que faz do nimero e uma constante tdo especial 7 A resposta esta no seguinte
teorema

Teorema 10.1

1. Se f(z) = €”, entdo f'(x) = e*. Ou seja, a derivada da fungdo exponencial de
base e coincide com a propria funcio.

2. Se f(x)=a" (a>0,a+#1) entio f'(x) =a"-Ina.

Demonstracdo. Seja f(x) = e*. Entdo

. Af . flz+ Azx) — f(2) . ettAT et
lim — = lim = lim ——
Axz—0 €T Axz—0 Ax Ax—0 Ax
) et . eA:r — e
= lim
Ax—0 AQL‘
) . eA:r -1
= lim e*-
Ax—0 AQL‘
Axr 1
=e* - lim =" 1=¢"
Ax—0 AQL‘

Para justificar o ultimo passo na dedu¢do acima, nos resta demonstrar:

Proposicao 10.1

e —1
lim
h—0

=1
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Demonstracdo. Faremos o célculo do limite através de uma interessante mudanca de
variavel.

Fazendo ¢" — 1 = z, temos ¢" = 1 + z, e entdo h = log,(1 + 2)

Assim sendo, h — 0 se e somente se z — 0, e entdo

PN S z . 1
im =lim ———— = lim
h=0 h —0log,(14+2) 20 log.(1+2)
2
1 1 1

= lim = =—-=1
O log, [(1 + z)l/z} log.e 1

Portanto, sendo f(x) = e”, temos lim A _ et
Axz—0 Az

Para calcular a derivada de a®, fazemos

log, a® zlogea _ _wlna _ e(lna)x

at =e =e e

Pela regra da cadeia, (e*)’ = e" -/, logo

(a:r)/ _ [e(lna)x}

"= eMmar . (ng)z) = ™97 . Ing =a"Ina

Quanto a funcdes logaritmicas, temos o seguinte

Teorema 10.2

S N

1. (Inz) = 2. (In|z|) =

1 1
4. (log, |z|) =

S N

3. (log,z) =

rlna zlna

Demonstragdo. Se y = Inx, entdo y = log, z, e portanto z = e’.

Por deriva¢do implicita em relacdo a z, temos (z)" = (e¥)’, logo 1 =€V - ¥/.
1 :

Portanto Y = — = —, ou seja, (Inz) = 1/x.
x

ey
lnx>’_ (Inz) 1

Ina Ine zlha

Assim sendo, (log, =)’ = (
Para derivar In|z|, ou log, |z|, lembremo-nos de que |x| = = quando = > 0, e
|z| = —z quando x < 0. Assim, se = > 0, recaimos nos itens 1 e 3.

Sex <0, (Infz]) = (In(—2)) = L+ - (—2) = =L-(=1) = 1. O item 4 é
deduzido analogamente. [ |

Proposicao 10.2 Sendo o uma constante real, racional ou irracional, e x > 0,

a—1

(%) = ax
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Demonstracdo. Se y = x® entdo Iny = Inz® = alnz.

Por deriva¢do implicita, em relagdo a x, temos (Iny) = (alnzx).

1 1
Logo, — -y = a - —.
Yy x
/ 1 o 1 a—1
Portanto, ¥y =y-a-— =ax® - — = az . [ |
x x

No exemplo seguinte, fazemos uso da funcdo In para derivar uma funcao exponen-
cial de base e expoente varidveis.

Exemplo 10.1 (Uma funcao exponencial de base e expoente variaveis) Calcular
a derivada de f(x) =

Solugdo. Sendo y = z%, temos Iny = Inx* =z - Inx.

Derivando ambos os membros em relacao a z, temos
(Iny) = (z-Inz)

Y =lnz+z- (Inx)

< | =

1
Yy =y <lnx+x-—> =2"(1+Inx).
x

Portanto (z%) = 2”(1 + Inx).

10.1 Problemas

1. Calcule as derivadas das seguintes funcdes.

(@)y=c™ (b)y=e"" (Jy=a" (d)y=7"">
(y=e(1-2?) (Ny=57 (@y=2Y" (h)y=a"n"
Respostas.
(a) —=3¢737  (b) 4e* 5  (¢) 2za” Ina (d) 2(x+1)7" T2 In7  (e) €*(1— 2z — ?)
(f) % (8) /. 1;# (h) 2™ 7% + 2™ 7% In

2. Calcule as derivadas das seguintes fungdes.

(@) y =Inlax +b] (b)y=log,(z?+1) (c)y=In==< e
(d)y=In ?Lig () y =In|z? +2z| (f) y =log, (322 + 2)°
(8) y=zlnx (h) v (1H93) () y =In(z + va* + A) (A #0)
(i) y =logy(Inz) (k) y = % - In ‘aﬂ{ (@ #0)
Respostas. (a) 745 (b) e () o (d) 7% (e) 251

na:2 .
() mrign (@ 1+he () 28E () 2= () 5w K 7

xT
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3. Calcule ¢/, calculando In g, expandindo o segundo membro, utilizando propriedades
de logaritmos, e entao derivando implicitamente.

@)y = ¢ z(z241) (b) y = - (z+1)? (c)y = z(1+a?)

(x—1)2 (2+2)3 (z+3)* Vi1-2?
(d) y = \/(3952 +2)6r =7
z( a:2+1 2+1)(522+14x+5
Respostas. ( % ¥ e ( x2+1 - %) (b) -1 (xzr(2)4(:c+3)5 )
(c) H?ftg%g (d) (3x2+2 T 36— 7)) \/(3332 +2)v6r =T

4. Calcule dy/dx, se y = f(x) é definida implicitamente pela equacio
(@) 3y — 2 +In(xy) =2 (b) zlny —ylnz=1 (c)e™ —2®+3y* =11

dy _ (2z2-1)y dy _ y?>—zylny dy _ 3x%—ye®V
Respostas. (a) 3¢ = Tmmy  (b) & = =oms (9 & = Tty

5. Determine a equac3o da reta tangente a curva y = z%+1n(2x —5) no ponto dessa
curva de abcissa 3. Resposta. y = 8x — 15

6. Mostre que a funcio y = Cie @ + Cye 2* é solucio da equacdo diferencial
v+ 3y + 2y =0.

7. A posi¢do s de um ponto mével P sobre um eixo horizontal s é dada por s(t) =
—4In(1+t), t >0, sendo s dado em centimetros e ¢ em segundos. Determine
a velocidade e a aceleracao do ponto P em um instante ¢ qualquer. Determine

os intervalos de tempo em que o ponto P se move (a) para a esquerda, isto é,
. ~ PN . . 244
em direcdo contrdria a do eixo s, e (b) para a direita. Resposta. v(t) = z(ttfl 2,

a(t) =2+ g () 0<t <1, (b))t > 1.

8. Esboce o grafico de f(x) = e'/*, analisando a funcdo f através de derivadas e
calculos de limites apropriados.

Resposta.
A reta z = 0 (eixo y) € assintota ver-

y tical do grafico (somente para = > 0).
A reta y = 1 é assintota horizontal do
6T grafico.
F/(x) = —et/7/a?
Al f"(x) = e/* (22 + 1)/
277
—

9. Esboce o gréfico de f(z) = HeLl/x — 1, analisando a fungdo f através de derivadas

e cdlculos de limites apropriados.
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10.

11.

Resposta.
E atil saber que f é uma fungdo impar, ou
y1 seja, f(—x) = —f(x), para cada x # 0
/ (verifique).
1/x
— L2 3y =2
3 2 4 0 ‘ ‘ ‘ filz) = 22(1 4 el/z)2
_1//. () = —2e!/* [l (22 — 1) 4 2 + 1]
(1 + el/z)3q4

Dado numérico. Raizes de f": ~ +0,4.
Sendo f uma fun¢3o impar, temos que f’ é uma funcio par (f'(—z) = f'(x)), e f" é
também func¢do impar (veja problema 9, aula 3).

(a) Qual nimero real é maior, (0,1)%! ou (0,2)%%7?

(b) Qual é o menor valor de 2%, sendo x real e positivo?
Respostas. (a) (0,1)%' > (0,2)%2 (b) (1/e)'/. Sugestio para ambos os itens.
Verifique os intervalos de crescimento e de decrescimento de f(z) = z”.

Mostre que ¢ < €™, sem o uso de maquinas de calcular.

~ : Inx , .
Sugestdo. Considere f(x) = ——. Mostre que f é crescente no intervalo |0,¢] e
X

decrescente no intervalo [e, +00[. Use entdo o fato de que m > e.



