Aula 13

Limites indeterminados e as regras
de L'Hopital

Nesta aula, estaremos apresentando as regras de L'Hopital, regras para calcular limites
indeterminados, da forma 0/0 ou co/co, usando derivadas. Estaremos também exami-
nando graficos de funcdes envolvendo fungdes exponenciais.

Diremos que o limite lim f(z)/g(x) tem a forma indeterminada 0/0, se o quociente

de fungdes reais f(x)/g(x) estd definido em um conjunto da forma I — {a} (sendo I
um intervalo, e a uma extremidade ou ponto interior de I), f(z) e g(x) sdo continuas
e derivaveis para x # a, e lim f(z) = lim g(z) = 0.

Diremos que o limite lim f(x)/g(x) tem a forma indeterminada oo /oo, se o quociente
r—a

de fungdes reais f(x)/g(x) estd definido em um conjunto da forma I — {a} (sendo I
um intervalo, e a uma extremidade ou ponto interior de I), f(z) e g(x) sdo continuas
e derivaveis para x # a, e lim f(x) = £oo, lim g(z) = +o0.

Os mesmos conceitos sdo definidos analogamente se tivermos © — a™ ouz — a™,
ou ainda se a = +o00.

S3o duas as chamadas regras de L'Hopital. Uma para formas indeteminadas 0/0 e
outra para formas indeterminadas co/oc. Ambas podem ser enunciadas conjuntamente
em um dnico teorema (que ndo demonstraremos).

Teorema 13.1 (Regras de L’Hopital) Se lim f(z)/g(x) tem uma forma indeter-

minada 0/0 ou co/oo, entdo

f(x)

!
lim —= = lim f/(x)
z=a g(r)  a=ag'(2)

caso o limite lim f'(x)/g¢'(x) exista (sendo finito ou infinito). O mesmo vale se a €
r—a

substituido por a* ou a”, ou se a = +00 ou —oc.
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2 —x—2
E lo 13.1 Calcular lim —————
xemplo aleular limy ————

Solugdo. Um célculo direto nos da a forma indeterminada 0/0. Pelo método tradicional,
usando fatoracoes, fazemos
x?—x—2 . (r=2)(x+1) . oxr+1

lim ——— = lim = lim =
v—=2312 —br —2 a=2(x—2)3x+1) 2-23x+1

3/7

Aplicando regras de L'Hopital, ndo necessitamos da fatoragao:

. oxt—x-—2 . (22— =2) . 2r—1

lim T 5 = lim 5 = lim

22322 —br —2 2-2 (322 —bx —2) 2-26x—5

No caso de quociente de polindomios, ndao precisamos das regras de L'Hopital, mas
as vezes as regras de L'Hopital sdo nosso Unico recurso para o calculo de um limite:

=3/7

Exemplo 13.2 Calcular lin% - sgenx
xr— a

O limite é indeterminado, da forma 0/0, a agora ndo podemos colocar em evidéncia
nenhuma poténcia de x. Aplicando L'Hopital, temos

= lim ——— (= 0/0, aplicamos novamente L'Hopital)

Senxr Sen r
=1l =1/6 sando li =1
iy =5~ = /6 (usando lim —— =1)

2z

Exemplo 13.3 Calcular lim 6—3
r——+00

Aqui temos uma indeterminagdo da forma oco/oco. Aplicando L'Hopital, temos

) 26233
= lim
T—+400 3:62

(= 0o/00, aplicamos novamente L'Hopital)

(= 0o/00, aplicamos novamente L'Hopital)




LIMITES INDETERMINADOS E AS REGRAS DE LL’HOPITAL 110

No célculo de limites, sabemos que também 0 - co e (+00) — (400) sdo simbolos
de indeterminacdo. No caso 0 - oo também podemos aplicar regras de L'Hopital, apds
uma manipulacao conveniente das funcoes no limite.

Suponhamos que lim f(x)-g(z) é indeterminado na forma 0-c0, isto é, lim f(z) =

r—a

r—a

0 e lim g(z) = oo.

Neste caso, primeiramente fazemos

. . f(=)
lim f(z) - g(x) = lim =0/0
)9 = I gy =Y
e entdo, aplicando L'Hopital, calculamos
/
lim —f (z) -
v—a (1/g(x))
ou entao (@)
. . g\xr
lim f(x) - g(z) = lim =00/ +
lim /() - g(r) = im 3775 = oo/
e entdo, por L'Hopital, calculamos
/
lim _I\L) (z) -
v—a (1/f(2))
Exemplo 13.4 Calcular lim+x -Inz.
z—0
Temos li%lJr z-Inz =0-(—o00). Recorde-se que 1i161+ Inz = —oo (veja aula 9).
Neste caso, fazemos
) . Inz
fcli%ﬂ r-Inx = mEr(I)lJr T (= —00/ + o)
o (lnx) lz B
B xli%l+ (L)' - ;Egﬁ —1/2% xli%l+(_x) =0

13.1 Novos simbolos de indeterminacao

Estudaremos agora procedimentos para lidar com os simbolos de indeterminacio 0°, oc®

e 1°°.

Em toda a literatura de matematica universitaria, adota-se, ainda que sub-liminar-
mente as vezes, a definicdo 0° = 1. No célculo de limites no entanto, 0° é um simbolo
de indeterminacdo. O exemplo abaixo explica porqué.

Consideremos a funcdo f(z) = */™* (k constante), definida para z > 0. Vimos

naaula 9, que lim Inz = In0" = —o0.
z—07F
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Assim, utilizando dlgebra de limites, temos lim f(z) = 0¥/ 07 = gk/=o0 — (0,
r—0
No entanto, f(z) = z¥/® = m@™™*) — emzne — ¢k oy seja, f(z) é a funcio

constante e, e portanto lim f(x) = e*.

x—0t

Também s3o formas indeterminadas, ou seja, simbolos de indeterminagdo, as ex-

pressdes 1 e oo’

Suponhamos que o limite lim f(z)9") tem uma das formas indeterminadas 0°, oo”

r—a

ou 1°°. Aqui deveremos ter f(x) > 0 no dominio da fungdo f9.

Em qualquer um desses casos, fazemos

F2)9@) = mI@TD _ gla)in (@)

e entao
lim f(2)9® = el

sendo
L = lim[g(z) - In f(x)]

r—a

Para as formas indeterminadas 0°, 0c® e 1°°, o limite L = lim[g(z) - In f(z)]

terd sempre a forma indeterminada 0 - co (ou oo - 0), e recaimos entdo em um caso
anteriormente estudado.

Exemplo 13.5 Calcular lin% x* (aqui, x — 0 significa x — 0%).

Solugdo. Aqui temos uma indeterminacdo 0. Seguindo procedimento descrito acima,

fazemos

¥ =e — esc-ln:c

e entdo lim 2% = e’, sendo L = lim zlnz.
x—0T x—0T

Pelo exemplo 13.4, L = 0 e portanto 1i161+ = =1

Exemplo 13.6 Calcular lin%(l + sen 2z) /7.

Aqui temos uma indeterminagao 1°°.

1/x 1. ~
Fazemos (1 + sen 2z)1/* = eln(i+sen22) /% — go-In{lsen2z) - Fpigo

1z _ eL

lir%(l + sen 2z) , sendo

1 In(1 2
L = lim — - In(1 + sen 2z) = lim w
e=0x x—0 T

(=0/0).
Aplicando L'Hopital,
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!/
lim In(1 + sen 2z) ~ im [In(1 + sen 2z)] _

im———
z—0 T 2—0 (x) z—0 1 4 sen 2z

-2cos2x = 2.

Portanto 1i1r(1](1 + sen 2z)1/7 = 2.

As regras de L'Hopital, nos casos de indetermina¢do 0/0 e oco/oo, dizem que
lim f(z)/g(x) = lim f'(x)/¢'(x), mas somente quando este tltimo limite é efetivamente

computavel.

No exemplo abaixo, temos uma indeterminagdo oo/oco para a qual a regra de
L'Hopital n3o se aplica porque o limite lim f’'(z)/¢'(x) ndo existe, mas o limite
r—a

lim f(x)/g(x) é calculavel.

Exemplo 13.7 Calcular lim w.

r——+00 €T

Solugdo. Temos senx > —1, dai x +senx > x — 1 para todo = € R.

Logo lim (z+senz)> lim (z—1) = +o00. Assim sendo, lim (z+senx) =
r—-+00 r——+00 r—-+00
. . r+senx . .
+00, e o limite lim ————— ¢é indeterminado na forma oo/oc.
r——+00 T

!/
Aplicando L'Hopital, consideramos 1i1+n w = liril (1 4+ cosz). Este
Tr—+00 €T Tr—+00

limite ndo existe (ndo é finito nem infinito) pois quando x cresce indefinidamente, cos x
fica oscilando indefinidamente entre —1 e +1.

. sen x
Entretanto lim
r——+00 T

=0, pois, sendo x > 0, como —1 <senz < 1,

1 sen x 1
< <=
T T T
. 1 . sen T . sen
Como lim — =0, temos 0 < lim <0, e portanto lim = 0.
rx——+o00 I r——+00 T r——+00 T
. . Tr+senx . sen x
Assim, lim —— = lim <1 + ) =14+40=1
r— 400 T xr—-+00 T

13.2 Novos casos de graficos envolvendo funcoes ex-
ponenciais. Dois exemplos

Exemplo 13.8 Esbocar o gréfico de f(x) = 2ze™*".
Solucdo. Temos D(f) = R =]—o0, +oc[, e f/(x) = 2¢™* —4a%e " = 2" (1—22?).

Os pontos criticos de f sao i\/§/2. Lembremo-nos de que, por derivacao em cadeia,
(") =e"-u'
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Assim, Temos f'(z) > 0 se —v2/2 < 2 < /2/2, e f'(z) < 0se x > v/2/2 ou
se v < —/2/2. Portanto f é crescente em [—+/2/2,1/2/2], e decrescente em cada um
dos intervalos [/2/2, +o00[ e |— o0, —v/2/2].

T = —\/5/2 é um ponto de minimo local de f, e 25 = \/5/2 é um ponto de
maéximo local de f. Temos f(—v/2/2) = —v2e % e f(v/2/2) = v2e /2. Para o
esboco do grafico, usaremos v/2e /2 ~1,4-0,6 = 0,84

f(x) = —12ze " + 8xPe™ = 4™ (22% — 3x) = de " (222 — 3).
f"(z) = 0 se e somente se z = ++/6/2 ou = = 0.

A variacdo de sinais de f”, com a correspondente andlise das concavidades do
grafico de f, é dada no diagrama abaixo.

y" _ 612 . 0 _ 62 .
y = f(x) m (9 m -/ X

Sdo pontos de inflexdo do grafico os pontos P, = (—v/6/2, —/6e7%/2), P, =
(0,0) e P3 = (v6/2,v/6e73/2). Temos, v6/2 ~ 1,3, f(—v6/2) = —/6e73/? =~
—2,5-2,2~ —0,6, f(0) =0e f(v6/2) = V63?2 x0,6.

Pesquisando a existéncia de assintotas do grafico temos

. _ 2 _
lim 2ze ™ = 4+o00-e7° =100 -0.
r—to00

Para evitarmos a indeterminacdo, fazemos
. ) 2z o0
lim 2ze " = lim — (= —).
r—+oo r—+o0 et o0
Aplicando regras de L'Hopital, temos

o2 (20) .2 2
lim — = lim —== lim —— = —
Tt eF z—too (€77)  a—doo 2xe” +oo

Assim, a reta y = 0 (eixo x) é assintota horizontal do grafico de f.

Com base nos elementos estudados, o grafico de f é esbocado na figura 13.1.

Figura 13.1.
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Exemplo 13.9 Esbogar o grdfico de f(x) = z*, x > 0.

Solugdo. Do exemplo 13.5, temos lim+ x® = 1. Esta é uma informacao relevante para
z—0

esbocarmos o grafico de f nas proximidades de 0.
No exemplo 10.1, da aula 9, obtivemos f'(z) = 2*(1 + Inz).

Assim, f'(x) = 0 se e somente se Inz = —1, isto é, z = ¢! = 1/e. Como
Inz = log, x tem base e > 1, a fungdo In é crescente, e portanto f'(z) > 0 quando
Inz > —1, logo parax > e ! =1/e, e f'(z) < 0 para z < 1/e.

Dai, a fungdo z” é decrescente no intervalo ]0,1/¢| e crescente no intervalo
[1/e,+o0], sendo 1/e um ponto de minimo local (e absoluto) de f. Temos ainda

f(1/e) = (1/e)!/ = 0,T.
Finalmente, f”(z) = 2”-[(1/z)+ (1+1nz)?], e assim f”(z) > 0 para todo x > 0,
e entdo o grafico de f tem concavidade sempre voltada para cima.

Obviamente lim 2% = 400. O grafico de f é esbocado na figura 13.2.

T——+00

y
4__
1
— =
0 1/e 1 2
Figura 13.2.
Além disso,
) T .a” ) _
lim M: lim — = lim 2°!'= +o00
r——+oco I r——+oo I xr——+00

e portanto o grafico de f ndo tem assintotas.

13.3 Problemas

1. Calcule os seguintes limites, aplicando regras de L'Hopital se necessério.
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. XTCOST —senx . Inx

L ®) %
— 272 — 2

(c }}1_)11% v I7x -f(;_ (d) mgrilwx e * (n inteiro positivo)
(e) lim z e‘l’ (n inteiro positivo)  (f) lim 2 Tn

T——00 x—0

In(sen 2z)

lim ————= h) 1
(©) iy s (h) tim (a2)"
(|) (1 + 3z)l/ () hH% rt/ @)
(k) hm(cos x)Y/" (1 IEIEOOI e~ (X real positivo)

Respostas. (a) —1/3. (b) 0. (c ) 1/2. (( ) 0. (e) 400 se n é par, —oc se n é

impar. (f) 0. (g) 1. (h) 1. (i) €*. (i) e. (k) 1. (1) 0.

2. Calcule as equagdes das retas assintotas do grifico de cada uma das seguintes

funcdes.
(@) 1) =T (B)y- (4" @u=zrets
(d)y =27 (e)y= "

Respostas. (a) y=0,ex=0. (b)y=e. (c)z=0,ey=2x—1. (d)y=0.
(e) y=0.

3. Esboce os gréficos das seguintes funcdes.

2In(2x

@ y=20e" (B)y=e" (Jy=2te (@)y= )
Respostas. (Daremos as derivadas como suporte as solugdes.)
@)y =201 —x)e ™, y =2 —2)e®, (b)y = —2ze ™,y = (422 — 2)e"
(c) ¥ = dwe =" (1 — 22), ¢ = 4" (1 — ba? + 22%)
(os zeros de y” sdo £31/5 + /17, sendo aproximadamente £0,5 e +1,5).
(d) v = 2[1 — In(22)] /22, v" = 2[-3 + 2In(27)] /23
(a) (b)

y 1Y

| | |

o 1 2 3 X

- -1

o E lo 1 X

Dados numéricos. e~ /2 ~ 0,6.

Dados numéricos. 2~ ~ 0,7
4e=2 = 0,5.
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() (d)

y y
T 2

j i : , 11 /_\

e2 &% .
Dados numéricos. f(0,5) ~ 0,4 0 = ] +
f(1,5) =~ 0,5

A+
21+
-3+

Dados numeéricos. e/2 ~ 1,4
€322~ 22,





