Aula 17

Integrais definidas e o
Teorema Fundamental do Calculo

17.1 A integral definida

Seja y = f(«) uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b].

Subdividamos o intervalo [a, b] através de n + 1 pontos xg, Z1, X2, ... , Ty 1, T,
tais que
Aa=Tg<T1<Xy3< " <Tp_1<Tp=0>0
O conjunto de pontos p = {xg = a,x1, T2, ... ,Tp_1,%, = b} constitui uma subdivisio
ou particdo do intervalo [a, b].

Tomemos ainda pontos ¢y, ¢a, ¢3, ... , Cy1, ¢, €M [a, b], tais que
¢y € [xo, 1) = [a, x1],
co € |11, 1],

¢ € w1, xil,

Cn € [Tn_1,Ty].
Sejam
Al’l =T — X

Axy = 19 — 11

Az, = x; — 154

Ax, = T, — Tpn_1

146
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E formemos a soma
S = fler)Axy + fle2)Axg + -+ -+ f(en) Ay, =3 f(e) A,
i=1

Esta é uma soma integral de f, no intervalo [a, ], correspondente a particdo p, e
a escolha de pontos intermediarios cq, ... , c,.

Note que, quando f(z) > 0 em [a,b], a soma integral de f, S = Zf(cz)Axl,

a soma das areas de n retangulos, sendo o i-ésimo retangulo, para 1 < z < n, de base
Az, e altura f(c;). Isto é ilustrado na figura 17.1.

y
y = f(x)
fc,)
L ficy)
f(c,)
f(c1)
X
a=x. cC X c, X c X X c X =b
0o & X G X G X m1 Cn n
[ ol e o |‘—.|
COAX, o Ax, o AXy Ax,
2 3
Figura 17.1.
Seja A o maior dos numeros Axy, Axs, ..., Az,. Escrevemos

A = max{Axy, Axs, ... Az, } = max Az;

Tal A é também chamado de norma da particdo p.

E possivel demonstrar que, quando consideramos uma sucessdao de subdivisdes
a=1x9<x; < <x,="0, do intervalo [a,b], fazendo com que A = max Az; torne-
se mais e mais préximo de zero (e o nimero n, de sub-intervalos, torne-se cada vez
maior), as somas integrais S, correspondentes a essas subdivisdes, vdo tornando-se cada
vez mais proximas de um ndmero real v, chamado integral definida de f, no intervalo
la, b] e denotado por fabf ou por fabf(x) dx

Em outras palavras, quando formamos uma seqiiéncia de parti¢cdes o1, @2, -,
Ok, ..., do intervalo [a,b], de normas respetivamente iguais a Ay, Ay, ..., Ay, ...,
associando a cada particdo um conjunto de pontos intermedidrios (os ¢;'s), e forman-
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do entdo uma sequiéncia de somas integrais S1,55,...,5k,..., sendo lim A = 0,
k—-+o00

. b .
teremos lim Sy =~ = ja f, para algum ndimero real 7.
k—-+o00

De modo mais simplificado, a integral definida de f, de a até b (ou no intervalo [a, b])
é o nimero real

max Ax; —

b n
7:/a f(x)dx:ilin()S: lim Oz;f(ci)Axi

Observacdo 17.1 Se f(x) > 0 no intervalo [a,b], quando max Ax; — 0, o ndmero k,
de sub-intervalos tende a oc.

Os retangulos ilustrados na figura 17.1 tornam-se cada vez mais estreitos e nu-
merosos a medida em que max Ax; torna-se mais e mais proximo de (.

Neste caso, lim > " | f(ci)Awx; definird a drea compreendida entre a curva
max Ax; —0 =

y = f(x), o eixo x, e as retas verticais xt = a, v = b.

Sumarizando,

Se f(z) > 0 em [a,b], temos

b
/ f(z)dx = (drea sob o gréfico de f, de x = a até x =)

Observacdo 17.2 Por outro lado, se f(x) < 0 para todo x € [a, b], teremos f; f(z)dx
= —A, sendo A a drea (positiva) da regido plana compreendida entre o eixo x, o grafico
de f,easretasx =a ex =b.

Note que, neste caso, feita uma subdivisdo a = xo < 11 < 19 < --- <z, = Db, €
escolhidos os pontos ¢y, ¢s, ... ,c,, com ¢; € [x; 1,24, parai=1,2,... n, teremos
n
Z fle)Azx; <0
i=1

pois f(¢;) <0 para cada i, e Ax; > 0 para cada i.

Observacao 17.3 Se o grafico de f, no intervalo |a,b], é como o grdfico esbogcado
na figura 17.2, entdo, sendo Ay, A,, A3 e Ay as dreas (positivas) indicadas na figura,
teremos

b
/ f(I)dI:Al—A2+A3—A4

Observacao 17.4 Pode-se demonstrar que se f € continua em |a, b], o limite

. b ~ . e~
hAm 02?:1 f(e;)Ax; = [ f ndo depende das sucessivas subdivisbes a = xo < 1 <
max Ax; —

-+« < x, = b, e nem das sucessivas escolhas de pontos ¢, ca, ... ,c,, com¢; € [x;_1, 74
para cada 1.
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Figura 17.2. f:f = Al — A2 + Ag — A4.

Observacao 17.5 Se, para uma funcdo g, definida em |a,b|, ndo necessariamente

continua, existir o limite liAm Yo 9(ci)Az; (z;'s e ¢;'s tal como antes), dizemos
max Ax; —0 -

que g é integravel em [a, b], e definimos, tal como antes,

max Az; —0

b n
/ g(x)dr = lim Z g(ci)Az;
va i=1

Exemplo 17.1 Sendo f(x) = 22, calcular fol f(x)dz, ou seja, determinar a drea com-
preendida entre a pardbola y = x> e o eixo x, no intervalo 0 < z < 1.

Para calcular a integral pedida, vamos primeiramente subdividir o intervalo [0, 1] em n
sub-intervalos de comprimentos iguais a Az = 1/n, ou seja, tomaremos

rg=0,x1=1/n,29=2/n, ..., 2p1=Mn—-1)/nex,=n/n=1.
Neste caso, Ax; = Axy =+ = Ax,, = 1/n.
Tomaremos ainda ¢; = x; = i/n, parai = 1,2,... n.

Teremos a soma integral

n

5= fle)dri=" fGi/n)-

=1

n . 2 n .
ML) iyl
, n n 4“—=n3
=1 =1

1 5 PP+224. 402
ZZ - n3

Pode ser demonstrado que 12 + 2% + -+ +n? = %n(n +1)(2n + 1), fato que usaremos
aqui.

Assim, como Az — 0 se e somente se n — oo, temos
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n

1 1
2 o .
/0 f(z)dx = ./0 rodr = mathI?i—»OZf(Ci)AIi

=1
. 124224 n?
= lim 3
n—oo n
~ lim n(n+1)(2n+ 1) 2 1
n—o0 6n3 6 3

A area procurada é igual a 1/3 (de unidade de &rea).

Proposicdo 17.1 Se f é continua no intervalo [a, b], sendo m e M os valores maximo
e minimo de f, respectivamente, no intervalo [a, b], entdo

m(b— a) < / F@)dz < M(b - a)

y
M A" \ B"
m A' B'
A B .
a b X

Figura 17.3. m(b—a) < fabf < M(b—a).

Abaixo, faremos uma demonstracdo da proposicdo 17.1. Antes porém, daremos
uma interpretacdo geométrica dessa proposi¢do, no caso em que f > 0 em [a,b]. Da
figura 17.3, em que m e M sio, respectivamente, os valores minimo e maximo de f(z)
para x € [a, b], temos

drea ABB'A’ < (drea sob o gréfico de f, no intervalo |a,b]) < drea ABB"A”.
Dai, ,
m(b—a) < / f(z)dx < M(b—a)

Demonstracdo da proposicdo 17.1. Tomando-se uma subdivisdo qualquer de [a, b],
a=rg<rT1<--<xp=2>b

e tomando-se pontos ¢; € [x;_1,x;], parai = 1,2,... ,n, temos

i=1 1=1
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pois f(¢;) < M, e Ax; > 0, para cada i. Dai,

Zn:f(ci)A%‘ < zn:MAxi = Mzn:Axi = M(b—a)
=1 i=1 i=1

pois

Y Azj=Ari+ Azt + Az, =b—a

i=1
Logo,

; , < _
maxlggﬁoz; fle)Ax; < M(b—a)
e portanto
b
/ F@)dz < M(b - a)

Analogamente, deduzimos que jabf(x) dr > m(b—a). u

Assumiremos sem demonstracao as seguintes propriedades.

Proposicao 17.2 Se f e g sdo continuas em |a,b|, entdo, sendo k uma constante e
a<c<b,

L [}(f(z) +g(x))do = [ f(z)dz+ [} g(x)dx
2. [Pk fa)de =k [} f(x)da
3. facf(x) dx + fcbf(x) dr = fabf(x) dx

4. se f(x) < g(x), para todo x € [a,b], entdo f:f(x) dr < fabg(x) dx

Observacao 17.6 Sendo f continua em [a,b], sdo adotadas as seguintes convencées
(definicdes).

(i) [ f(x)de =0
(ii) i f(x)de = — [ f(z)de

Adotadas essas convencoes, a proposicao 17.2, acima enunciada, continua ver-
dadeira qualquer que seja a ordem dos limites de integracdo a, b e ¢, podendo ainda dois
deles (ou os trés) coincidirem.

Teorema 17.1 (Teorema do valor médio para integrais) Se [ € continua no in-
tervalo [a, b], existe ¢ € [a,b] tal que

/ f(@)de = £(c) - (b a)
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Adiante faremos a demonstracao deste teorema. Uma interpretacdo geométrica
do teorema do valor médio para integrais, no caso em que f(x) > 0 em [a, b], é feita na
figura 17.4.

A’ B'
f(c)
A B
a c b X

Figura 17.4. Teorema do valor médio para integrais: fabf = (area sob o grafico de f)
= (drea ABB'A") = f(c¢)(b—a).

Para demonstrarmos o teorema do valor médio para integrais, usaremos o Teorema
do valor intermediario.

f(b)

f(a)

Figura 17.5. Para cada yo, tal que f(a) < yo < f(b), existe xy € [a,b] tal que
f(zo) = vo.

Teorema 17.2 (Teorema do valor intermediario) Seja f uma funcdo continua no
intervalo [a,b]. Para cada v, tal que f(a) < yo < f(b), existe zy € [a,b] tal que

J(x0) = yo.

[lustramos geometricamente o teorema do valor intermedidrio na figura 17.5.

Como conseqiiéncia do teorema do valor intermedidrio, temos o teorema do anu-
lamento, ja explorado na aula 7, a pagina 66:
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(Teorema do anulamento) Sendo a < b, e f continua em [a,b], se f(a) < 0 e
f(b) >0 (ouse f(a) >0 e f(b) <0), entdo a fungdo f possui uma raiz no intervalo
la,b].

Demonstracdo. Como f(a) < 0 < f(b), pelo teorema do valor intermediario, existe
xg € [a,b] tal que f(xo) = 0.

Demonstracdo do teorema 17.1. Sendo f continua no intervalo [a, b], pelo teorema de
Weierstrass, pagina 69, aula 8, existem m, M € R tais que m = min{ f(x) | z € [a,b]}
e M = max{f(z) | © € [a,b]}. Além disso, existem pontos xi,z> € [a,b] tais que
flxy)=me f(zy) = M.

Pela proposicao 17.1,
b
m(b—a) < / f(z)dx < M(b—a)

Dai,

m <

b
bia/ flx)de <M

Sendo a = 7 jabf(a:) dx, como f(z1) =m < a < M = f(xs), pelo teorema do valor
intermedidrio, existe ¢ € [a,b] (¢ entre z; e ) tal que f(c) = a. Logo,

1 b
fo) == [ rta)ds
e portanto

b
_/f@szﬂ@w—@

17.2 O teorema fundamental do calculo

Teorema 17.3 (Teorema fundamental do calculo, primeira versao) Seja f
uma fungdo continua no intervalo [a,b]. Para cada x € |a,b], seja

wm—/?wm

Entéo
¢'(v) = f(z), V€ la,0]

Uma das conseqiiéncias imediatas do teorema fundamental do célculo é que

Toda fung¢do continua f, em um intervalo [a,b], possui uma primitiva (ou anti-derivada)
em [a,b], sendo ela a funcdo , definida por p(x) = [ f(t)dt, para cada x € [a,b].
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Demonstracdo do teorema fundamental do calculo, primeira vers3o.

Para x em [a,b], e Ax # 0, com = + Az em [a, b], temos
z+Ax T
Do =g+ ) —ole) = [ f0ydt— [ s

B '/:+A:r O+ '/: fO) it — /:+Ax s at

(Veja figuras 17.6a e 17.6b.)

(a) (b)

y = f(x) y = f(x)

Ao

a X b x a X  X+AX b x

Figura 17.6. (a) Interpretacdo geométrica de p(z), = € [a,b]. (b) Interpretacdo ge-
ométrica de Ay, para Az > 0.

Pelo teorema do valor médio para integrais, existe w entre z e x + Ax tal que

/ " R0 dt = fw) - [ + Ax) — o]

Assim sendo,
Ap = p(x+ Az) — p(z) = f(w)Az
o que implica
Ap
= =
Temos w — x quando Az — 0. Como f é continua,

(w), para algum w entre z e x + Ax

¢'(x) = lim ae _ lim f(w) = lim f(w) = f(x)

Az—0 Ax Az—0 wW—T
|

Como conseqliéncia do teorema fundamental do calculo, primeira versdo, temos a
sua segunda vers3o, também chamada formula de Newton-Leibniz. Ele estabelece uma
conexdo surpreendente entre as integrais indefinidas e as integrais definidas.
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Teorema 17.4 (Teorema fundamental do calculo, segunda versao) Sendo f
uma fungdo continua no intervalo [a,b],

/f (x) +C entdo /f = F(b) — F(a)

Demonstragéo Pelo teorema fundamental do célculo, primeira versao, temos que
a fungdo ¢(x) = [T f(t)dt, a < x < b, é uma primitiva de f(x) no intervalo [a, b], ou

seja, ¢'(x) = f(x)-

Se [ f(z)dx = F(x) + C, temos também F'(x) = f(x). Logo, pela proposi¢cdo
15.1 existe uma constante k tal que

o(x) = F(x) + k, para todo x em [a, b

Agora, p(a) = [ f(t)dt = 0. Logo, F(a) 4+ k = 0, de onde entdo k = —F'(a).
Assim sendo, .
[ 50t = ole) = P@) - Fla)
Quando x = b, temos

‘/ﬂ@W—F@—F@

E costume denotar [F(z)]" = F(z)" = F(b) — F(a).
Ou seja, sendo [ f(z)dx = F(z) + C, temos fabf(x) dr = F(z)|” = F(b) — F(a).

a

Exemplo 17.2 Calcular a area compreendida entre a curva y = senx e o eixo x, para
0<z<m.

Solugao.

Como senx > 0 quando 0 < z < m,
temos que a drea procurada é dada pela
integral A = [ senx dx.

y = sen x

Temos [senz dr = —cosz + C.

2 unidades de area

o
a
x

Logo, A = [/ senz dx = [~ cosz|j = (— cosm)—(—cos0) = 1+1 = 2 (unidades
de area).
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17.2.1 Integracao definida, com mudanca de variavel

Veremos agora que, quando fazemos mudanca de varidvel (integragdo por substituicdo),
no caso de uma integral definida, podemos finalizar os calculos com a nova variavel
introduzida, sem necessidade de retornar a varidvel original. Para tal, ao realizarmos a
mudanca de varidvel, trocamos adequadamente os limites de integracao.

Suponhamos que y = f(x) define uma fungdo continua em um intervalo I, com
a,b € I, e que x = (t) é uma fungdo de ¢ derivdvel em um certo intervalo J C R,
satisfazendo

1. f(p(t)) € I quando t € J.
2. p(a) =a, (B) = b, para certos a, 3 € J,

3. ¢/(t) é continua em J;

Sendo F'(x) uma primitiva de f(z) em I, temos [ f(z)dx = F(x)+ C, e como
vimos, tomando = = ¢(t), teremos dz = ¢'(t) dt, e

[ fle)e(t)dt = F(e(t)) + C.

Ent3o, Pelo teorema fundamental do calculo,

/ f(z)dz = F(z)|' = F(b) — F(a) = F((8)) - F(¢(a))
) = / Fo(t)) - (1)t
Exemplo 17.3 Calcular [, /1 + 22 da.

Fazendo u = 1+ 22, calculamos [ zv/1+ 22 dx = %\/1 + 224 C.
Pelo teorema fundamental do cdlculo,
[avTF2de = Wit 2| =8By

Por outro lado, poderiamos ter trocado os limites de integracdo, ao realizar a
mudanca de varidvel. O resultado seria:

paraxz=—1,u=2;eparax =1, u=2(!). Entdo

f_ll V1 +a?dr = f; V- 3du = 0.

Exemplo 17.4 Calcular a drea delimitada pela circunferéncia de equacdo x> +y* = a?.
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Para calcular a drea A desse circulo, basta calcular a drea sob o semi-circulo
y = va? — x2, acima do eixo x, entre os pontos x = —a e x = a, ou seja, calcular

AJ2 = / Vva? — 2?dx

Faremos a substituicdo x = asent, —7/2 <t < 7/2.
Parat = —7/2, x = —a; parat = 7/2, z = a.

Teremos entdo dx = acostdt, a®> — 2 = a® cos®>t e, como cost > 0 no intervalo

[—7/2,7/2], Va?> — 2% = acost.
Logo, [* Va? —a?dx = jj:/r?2 a® cos? t dt.

Temos cos?t +sen’t = 1 e cos®>t — sen?t = cos 2t, logo
cos?t = £(1 + cos2t).

Assim,
a w/2
/ \/GQ—IQdI:/ a® cos® t dt
J—a J—7/2
a2 /2
= — (14 cos2t)dt
2 —m/2
ag 1 w/2
= — {t + —sen2t]
2 2 /2

a? 7r+1 a? 7r+1 ( ) Ta?
= —|=—4+—-sennm| — — |—— + —sen(—7m)| = —
212 2 2 2 2

E portanto a area do circulo é A = 7a®.

17.2.2 Integracao definida, por partes

Suponhamos que u = u(z) e v = v(x) sdo fungdes derivaveis no intervalo [a, b], com as
derivadas u'(x) e v'(x) continuas em [a, b].

Temos (u-v) =u' - v+ u-v =uw' + v/, e entdo

fab[u(x)v(x)]’ dr = fb w(z)v' (z) dx + fabv(x)u’(x) dz.

a

Pelo teorema fundamental do calculo, jb[u(x)v(x)]’dx — u(x)v(z)|". Portanto

a

[P u@) () de = u(@)o(@)[2 - [P o) (z) da.

Em notacao abreviada,
b b
/ udv = uv[i—/ vdu
a a
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17.3 Problemas

Calcule as integrais definidas listadas abaixo.

10.

11.

12.

1 - + . Resposta. /2.

_foﬁ/z\/d“"— Resposta. 7 /4.

_foﬂ/g tgx dv. Resposta. In2.

| & Resposta. In .

[, sentdt. Resposta. 1 — cosux.

foﬂ/Q sen z cos? x dx. Resposta. 1/3.

. N . . 1-
Resposta. o Sugestdo. Use a identidade cosx = 1+t 5 rr

fﬂ'/2 dx
JO 3+2cosx”

u=1tg3, e 3 =arctgu.

faca

jl zde_  Resposta. 3v/2/2.

V2+ix

f_l (1+ Resposta v + . Sugest3o. Faca x = tgu.

]'15 —Vfc’l dx. Resposta. 4 — 2 arctg 2.

fW/Q cos x dx

4
JO  6—5senxz+sen?z’ Resposta. In 3"

Calcule a integral fot Vva? —x%dx (0 <t < a), sem usar antiderivadas, interpre-

tando-a como darea sob a curva (semi-circulo) y = va? — 2?2, e acima do eixo z,
no intervalo [0, t] (figura 17.7).

¥y X

Figura 17.7.

Resposta. tv/a> — 2 + % > arc sen . Sugestio. Subdivida a drea a ser calculada
em duas regloes como sugere a ﬁgura.



