Aula 18

Ampliando o repertdrio de técnicas
de integracao

18.1 Completando quadrados

Da nossa tabela ampliada de integrais imediatas, tabela 15.1, pagina 135, temos as
integrais da tabela 18.1 abaixo.

Tabela 18.1. (a > 0, A #0)

/—dx :larctgz—i—C /—dx :iln

a?+ 2?2 a a a?—22  2a

a—+x
a—2

+C.

" dx x © o do
_— —_— _— 2
/ —— arcsena—I—C’ / = Injz+ Va2 + A +C

Voltaremos nossa atencao agora ao calculo das integrais

I _/ dx I — / (Az + B)dx
1_‘ ax?® + bxr + ¢ 2_, ax? + bx + ¢

‘ dx (Ax + B)dx
[3: 14:

var? +bx +c J Var?+bx+c

nas quais, a, b, ¢, A e B sdo nimeros reais, e a # 0.

Veremos que, para calcular cada uma das integrais Iy, I, I3, e 14, tudo (ou quase
tudo) que temos a fazer é completar um quadrado em ax? + bx + ¢, e entdo usar a
pequena tabela de integrais 18.1.
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Lembramos que completar um quadrado em ax? + bx + ¢ é escrever este trindmio

do segundo grau na forma a(z + m)? + n.

Primeiramente, colocamos o coeficiente a em evidéncia:

b
ax2+bx+c—a<x2+—:c+£>
a a

. b c
Completamos entdo o quadrado em 2 + ax + 5:

2 2
22+ Br+y = <x—|—§> +<’y—%>

Fazemos entdo, para o cdlculo de uma das integrais [y, I5, I3, e 14, a substituicao

u—x—l—g, du = dx

e teremos

22+ B+ = u? £ k?

az? +br + ¢ = a(u® + k?)

Agora, a menos de alguns pequenos ajustes, recairemos em integrais da tabela

18.1.

dx

Exemplo 181 Ca/cu/ar /m

Solugcdo. Comecamos fazendo

2

(+3) 5] 2 ()]

3 1
2x2+3x+1:2<x2+§x+—> =2

=2

sendo u = = + 3/4.

Como du = dux,

1 d 1 1 Liw
___/12—“___._11n 178 ¢ (tabela 18.1)
2. (Z) — 2 2 2-1 I—Uu
14+ 4u 1+4x+3
i “1—(4x+3)‘Jr
Ay + 4 27 4 2 20+ 1
4o + 2 2x + 1 2r + 2
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-1

T
Exemplo 18.2 Calcular /—dx
P J V1—x—2x?

Solugcdo. Comecamos fazendo

l—x—a*=—(2*+2—-1)=—

/ / r—1 p
x
m =
T+ 3)
—3/2
= / ‘ ?;/ du
)
= / u2 du — g 12 du
DR
Ly
2
U 1
sendo[—/ du,eJ—/ du
N CGEE ! s
Para o calculo de I, fazemos w = (v/5/2)? — u?, e entdo dw = —2u du, e temos
———du = = —Vw+C
$ <7> —

Por sua vez,
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/\/7 arcsen Y +C
20+ 1
= arcsen— + (' = arcsen

V5 V5

+C

Portanto,

r—1 1

. r=T-=J

/vl—x—xQ 2
1 2v+1

= —V1—2x— 22— —arcsen +C
2 V5

18.2 Algumas integrais envolvendo funcoes
trigonométricas

18.2.1 Integrais da forma [ sen™z cos" zdx, m e n inteiros ndo
negativos

Primeiro caso: m ou n é um inteiro impar

Consideremos J = [ sen™ z cos" x dx.

Sendo m e n inteiros ndo negativos, no caso em que o expoente m é impar,
teremos m = 2k + 1, e entdo

J = / sen?**1 2 cos” z dx
= / sen? z cos™ rsenz dz
= /(sen2 x)¥ cos™ x sen x dx
= /(1 — cos® x)¥ cos™ wsen v dx
Agora fazemos cosx = t, e entdo dt = — sen x dx, obtendo
7= [a-epeea = [a-epea

que é uma integral de um polinémio em ¢.

Se m € par, mas n é impar, transformamos a integral J em uma integral de um
polindmio, por um procedimento analogo.
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Exemplo 18.3 Calcular J = [ sen®z cos® x du.

Solugéo.

sen® x cos® x dx = / sen® x cos? z cos z dx

<
Il

sen® z(cos® v)? cos v dx —/senﬁx(l —sen® ) cos x dw

I
\\\

t5(1 —*)*dt, sendot = senz, dt = cosz du.

Teremos entao

J—/t6(1—2t2+t4)dt—/(t6—2t8+t10)dt

729 !
L2l e

T 9 T
_ sen’z  2sen’x N sen'! Lo
T 9 11

Segundo caso: m e n sao ambos pares

Neste caso, abaixamos os graus das poténcias de funcoes trigonométricas, mediante as
relacoes

1 2 1-— 2
cos’a = y sen’ a = % (18.1)

ou seja, fazemos

J = / sen” x cos" x dx = / sen?* z cos®  dx

_ /(sen2 ) (cos? 2)! da

/ 1 —cos2z\* 1+ cos2zx ¢
= dx
. 2 2

Exemplo 18.4 Calcular I = [ sen* x cos® z dx.

Solug¢do.I = [ sen*z cos’ xdx = [(sen? x)? cos? x dx

Fazendo uso das relagGes trigonométricas 18.1, temos

]:/' 1+ cos2x 2 1+ cos2x dr
2 2
/’(1—20082:15—1—0082233) (14—008235) p
= x
4 2
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1
=3 /(1 + cos 2z — cos? 2z + cos® 21) dx

1 1 1 1
:—/dI——/COSQ[Ed[E——/COngiL’d:L’—f-—/COS?)QZEdQL’
8 8 8 8

Calculando separadamente as quatro integrais, temos:
= [dz =2 (juntaremos adiante todas as constantes em uma s6)

I, = [cos2zdr = §sen2x

1 4

5/ T+ = /Cos4xdx
oz 1 1 z 1
- . —sendr ==+ -send
=3 + 5 4 5 + 3 sen 4z
I, = /0053 21 dx (poténcia de cosseno, de expoente impar!)
= /0052 2xcos2zdxr = /(1 — sen? 2z) cos 2z dx
~[a-p. & t =sen2z, dt =2cos2zduz, | 2vdy = 4
= [(1- )3 (t =sen2x, dt = 2cos2zdz, logo cos2xdr = %)
1 ; t*\  sen2x  sen’2x
2 3) 2 6
Finalmente,

1
= /sen zcos’xdr = 8(11—12—13-1—]4)
1

1 1 1
:§ —1—6$en2x—Ex—6—4$en4x+ﬁsen2x—gsen 20+ C
oz _sen4x_sen 2x+0
16 64 48

18.3 Férmulas de reducao (ou de recorréncia)

As formulas de reducdo, ou formulas de recorréncia, frequientemente encontradas em
tabuas de integrais, sdo em geral obtidas através de integracao por partes.

Nos exemplos abaixo, deduziremos duas delas e ilustraremos como sdo usadas.

Exemplo 18.5 Sendo n > 2, deduzir a formula de reducao

2

t e -2
/sec”xdz —grYe T, T : /Sec”Qxdx (18.2)
, n—1 n—1 .
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Soluggo. Seja I, = [ sec™ x dx. Temos

I,= [ sec"xdr = [ sec" ?xsec’s de =ww — [ vdu
N—_— =
N N u dv )

Sendo u = sec” 2 x dx, temos

du= (n—2)sec" 3z (secx)dr = (n — 2)sec” >z - sec x tg v dw

= (n —2)sec" ?xtgrdr

Sendo dv = sec? z dx, tomamos v = tg x. Dai
I, = uv — /vdu
=tgwsec" 2z — /tg:c (n—2)sec" *xtgrdx
=tgasec" ?x — (n—2) /secn_2 rtg?zdr
Agora, sendo J = [ sec" 2z tg? x dx, temos
J = /secn_2 r(sec? z — 1)do = /(secn r —sec" ? z)dx
= /sec"xdx - /sec”2 vde =1, — I,_o

Assim sendo,

I, =tgzsec” ?x — (n—2)J
=tgasec" 2z — (n—2)(I, — Ih_2)

de onde
1+ (n—2), =tgasec” >z + (n —2)1,_,
e portanto
I = tgrsec” 2z n— 217%2

n—1 n—1

ou seja,
t n—2 -2 f
/sec”xdx _ BT @ + o / sec" 2z dx
n—1 n—1

Exemplo 18.6 Empregando a férmula de reducio 18.2, calcule as integrais [ sec® x dr,
[sectzdz, e [sec®xdu.

Aplicando a férmula 18.2, que acabamos de deduzir acima, temos, quando n = 3,

t 1 f
/sechdx:w+§/secxdx

_ tgaxsecx

1
5 +§ln\secx+tgx]+0
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Aplicando a férmula 18.2, para n = 4, temos

t 2 2
/sec‘lxdx—w%-g /sec%vdx

3
tgwsects 2
_ IR st
3 +3 gxr +

Para n = 5, temos
tgrsecds 3

5
d:]:
/secxx 5 1 +4

texsecdr 3 [tgxsecr 1
:gT+4<g_+ >

_tgwsec’z  3tgwsecw

4 8

3
+§ln]seczc+tg:c]+0

Exemplo 18.7 Deduza a formula de recorréncia

1 _ n—1 _
/cos”xdx——senxcos" Lo+ cos" 2 xdx
n n

e entdo, usando-a, calcule [ cos*zdx e [ cos” xdx.

Solugao.
cos"xdr = [ cos" taxcosxdr=uv— [ vdu
N — N —
u dv
Sendo u = cos" !z, temos du = —(n — 1) cos" %z sen z dz.

Sendo dv = cos x dx, podemos tomar v = senx. Entdo
/ cos" x dr = senx cos" ' x4+ (n — 1) / cos" 2 wsen’ x dw

=senzcos" 'a+ (n—1) /008"2 z(1 — cos® x) dx

=senzcos" 'a+ (n—1) (/ cos" ?xdw — / cos”xdx)
Logo,
/Cos"xdx =senzcos" 'x+ (n—1) /COSn2ZEdI —(n—1) /COSnZEdZE

Dai,
n/ cos" xdr = senxcos” x4+ (n—1) / cos" 2w dx

e entao

1 _ n—1 _
/cos”xdx——senxcos" Lo+ cos" 2 xdx
n n



AMPLIANDO O REPERTORIO DE TECNICAS DE INTEGRACAO 167

Deixamos para o leitor a aplicacdo desta férmula, para obter
1 3 3x
/ cost x dx = Zsenxcosgzu + gsenxcosx + 3 +C

1 6 8 16
/Cos7xdx = ?senx0086$+ gsenxcos‘lx—i- %senxcosz$+ gsenx—i-C

18.4 Problemas

Integrais que requerem completamento de quadrados

L [ %. Resposta. 3 arctg &+ + C.

2. [ 5x%—. Resposta. \/% arctg 3\:;1’—11 +C.

3. [ =%—. Resposta. ;In|:=2| +C.

4. [ 5= dx. Resposta. In|32? — 7o + 11| + C.

5. [ =5 dx. Resposta. 3In(z®> — x4 1) + \/- arctg 25\”/-1 +C.

6. | 7==—. Resposta. jarcsen "2 + C.

7. \/&Cdfm. Resposta. %ln 62 + 5 + \/12(32% + 5| + C.

8. [ \/3&% dz. Resposta. —3\/3+ 4o — 427 + Tarcsen 222 + C.
0. f\/%dx Resposta. 2v/ax? + bz + ¢+ C.

Integrais envolvendo funcoes trigonométricas

1. [sen®zdz. Resposta. 3 cos®z — cosz + C.

3

N

. [sen® zdx. Resposta. —cosx + % cos®x — 2 cos® x + C.

3. [cos*wsen® v dx. Resposta. —2 cos® v + 2 cos” x + C.

I

" cosS x
. [ 952 du. Resposta. cosecx — 3 cosec® x4 C.

Sugestdo. Use o mesmo procedimento descrito a pagina 162, para o calculo da
integral [ sen™ x cos™ x dx, quando m ou n é um expoente impar.

o

4 3, _ sen2zx sen4x
[ sen'zdx. Resposta. 3 — S22 4 SUIL 4 (7,

6. [ cos®z dx. Resposta. - <5$ +dsen 2z — 22 4 3oy 4x) +C.
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7. [sen® xcos' xdx. Resposta. ok (31 — senda + 282) 4 (.
1

Sugestao. senx cosx = 3 sen 2.

8. [tgxdr. Resposta. 52 4 1n|cosz|+ C.
Sugestio. tg3 v = tgwtg® v = tgw(sec?z — 1).

9. [sec®xdx. Resposta. 3secxtgz + 1 1n|seca + tgz| + C.

Sugestdo. [sec®zdr = [sgeczsec’xdxy. Depois, use a identidade tg?z =
. J L e
U dv
sec?z — 1. Alternativamente, podemos fazer
’ 3 _ * cosx __ [ _coszdx _
[sectzdr = [ mde = [ 255 do = [ 25555, e entdo u = senw.

10. [sec*zdx. Resposta. tgx + +tgz + C.

Sugestdo. sect v = sec? xsec’ x = (1 + tg? x) sec? x.

11. [ 222y Resposta. 2 cos™®x + 3cos 3 x + C.

Veost z
_d 1
12. | 7<= Resposta. 5In thz 1‘ +C.
2t g2 T
Sugestdo. Use a identidade senx = ﬁ (temos também cosz = 22 ),
1+ tg 1+tg* 5
Faca tg 5 = u, com § = arctgu e entdo dx = 1+ —= du.
« 112
13. ﬁcoﬁ?di' Resposta. /2 arctg (th;) —x+C.
Sugestdo. Como 1 + tg® x = sec® x, deduzimos cos® v = 7 e
2
sen’z = cos? rtg?xr = 1igtg§x. Facat = tgz, v = arctgt.

14. [senax cosbx dx (a # b). Resposta. —CO;((SIS)):C — CO;((Z 5 +C.

Sugestdo. Considere as férmulas abaixo, e some-as membro a membro.

sen(a + b)xr = sen ax cos bx + sen bz cos ax

sen(a — b)x = sen ax cos bx — sen bx cos ax

15. [senaxsenbx dx (a #b). Resposta. Se;(((f:f))x — Se;((;lif +C

Sugestdo. Desenvolva cos(a + b)x e cos(a — b)x, e subtraia, membro a membro,
uma férmula da outra.
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Formulas de reducao

1. Deduza a formula de recorréncia

t n—1
/tg”xdx: & ¢ —/tg”_2xdx
n—1

e entdo, usando-a, calcule

(a) [tg’xdx. Resposta. % - % —In|cosz| + C.
5:6

(b) [ tg®xdx. Resposta. B2 — tggx +tgx —x+C

Sugestdo. [tg"xdr = [tg" *xtgixdr = [tg" *x(sec? x — 1) dx.

2. Deduza as férmulas de recorréncia

1 -1
(a) /Sennxdx = —=coswsen" 'z + - /sen”‘%dx

n n

' 1
(b) / 2" dy = —z"e ™ — L / 2" te dx

a a
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